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UCHINCHI TARTIBLI OPERATORLI MATRITSALAR OILASI UCHUN BIRMAN-

SHVINGER PRINSIPI VA UNING TADBIQLARI 

 

Tosheva Nargiza Ahmedovna, 

Buxoro davlat universiteti 

Matematik analiz kafedrasi dotsenti v.b., f.-m.f.f.d (PhD)  

n.a.tosheva@buxdu.uz 

 

Annotatsiya. Ushbu maqolada panjaradagi soni saqlanmaydigan va uchtadan oshmaydigan 

zarrachalar sistemasiga mos  ,  uchinchi tartibli operatorli matritsalar oilasi qaralgan. 

Bu operator bozonli Fok fazoning qirqilgan uch zarrachali qism fazosida ta‘sir qiladi.  operatorli 

matritsalar oilasiga mos Birman-Shvinger prinsipi keltirib chiqarilgan hamda uning ayrim tadbiqlari 

keltirilgan. 

Kalit so’zlar: panjara, zarrachalar sistemasi, operatorli matritsa, bozonli Fok fazo, paydo qilish va 

yo‘qotish operatorlari. 

 

ПРИНЦИП БИРМАНА –ШВИНГЕРА ДЛЯ СЕМЕЙСТВА ОПЕРАТОРНЫХ 

МАТРИЦ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ 
 

Аннотация. В данной статье рассматривается семейство матриц с оператором третьего 

порядка , , соответствующее системе частиц, число которых в решѐтке не 

сохраняется и не превышает трѐх.  Этот оператор действует на усечѐнном трѐхчастичном 

подпространстве бозонного пространства Фока. Выводится принцип Бирмана-Швингера, 

соответствующий семейству операторных матриц , и приводятся некоторые его 

приложения. 

Ключевые слова: решѐтка, система частиц, операторная матрица, пространство Фока с 

бозонами, операторы создания и уничтожения. 

 
THE BIERMANN-SCHWINGER PRINCIPLE FOR A FAMILY OF THIRD-ORDER 

OPERATOR MATRICES AND ITS APPLICATIONS 

 

Abstract. This article considers a family of matrices with a third-order operator , ,  

corresponding to a system of particles, the number of which in the lattice is not conserved and does not 

exceed three. This operator acts on the truncated three-particle subspace of the bosonic Fock space The 

Birman-Schwinger principle corresponding to the family of operator matrices  is derived and some of 

its applications are given. 

Key words: lattice, particle system, operator matrix, Fock space with bosons, creation and destruction 

operators. 

 

Kirish. Elementlari Banax yoki Hilbert fazolarida ta‘sir qiluvchi chiziqli operatorlardan iborat 

matritsalarga blok operatorli matritsalar yoki qisqacha operatorli matritsalalar deyiladi [1,2].  Bunday 

matritsalarning muhim sinflaridan biri – bu panjaradagi soni saqlanmaydigan zarrachalar sistemasiga mos 

Gamiltonianlardir. Zarrachalar soni spin-bozon modelidagi kabi cheksiz yoki qirqilgan spin-bozon 

modelidagi kabi chekli bo‗lishi mumkin. Zarrachalar soni cheksiz bo‘lgan holda cheksiz o‘lchamli operatorli 

matritsa, zarrachalar soni chekli bo‘lgan holda esa chekli o‘lchamli operatorli matritsa hosil bo‘lishini 

ta‘kidlab o‘tamiz. Operatorli matritsalar oilasining muhim va diskret spektrlari bilan bog‘liq masalalar qattiq 

jismlar fizikasi [3], kvant maydon nazariyasi [4], statistik fizika [5], magnetogidrodinamika [6], kvant 

mexanikasi [7] va boshqa ko‘plab sohalardagi dolzarb masalalardan hisoblanadi. Shuning uchun panjaradagi 

soni saqlanmaydigan va uchtadan oshmaydigan zarrachalar sistemasiga mos operatorli matritsalar oilasiga 

oid tadqiqotlarni rivojlantirish muhim hisoblanadi. 

mailto:n.a.tosheva@buxdu.uz
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Adabiyotlar tahlili. Quyida biz soni saqlanmaydigan chekli sondagi zarrachalar sistemasiga mos 

gamiltonianlar uchun olib borilgan ayrim tadqiqotlarga to‘xtalamiz.  Yevklid fazosidagi soni 

saqlanmaydigan chekli sondagi zarrachalar sistemalari [8,9]  kabi ishlarda o‘rganilgan [9]. Maqolada bitta 

atom va ko‘pi bilan ikkita foton holida uch zarrachali radioaktiv sochilish masalasi qaralgan. Mualliflar 

chekli (0, 1 yoki 2) sondagi fotonli spin-bozon modeli standart uch zarrachali masala analogi ekanligini 

ko‘rsatgan. Standart sochilishlar nazariyasi texnikasidan foydalanib bog‘lanish o‘zgarmasining yetarlicha 

kichik qiymatlarida to‘lqin operatorlarining mavjudligini va to‘laligini isbotlashgan. Xususan, berilgan 

gamiltonian spektrning absolyut uzluksiz qismidan tashqarida yotuvchi yagona asosiy holatga egaligi va 

singulyar uzluksiz spektrning bo‘sh to‘plam bo‘lishi ko‘rsatilgan. 

[8] ishda qo‘zg‘almas atomga ega va ko‘pi bilan uchta fotonli spin-bozon modelini tadqiq qilishgan 

hamda to‘lqin operatorlarining mavjudligini va asimptotik to‘laligini isbotlashgan. Qayd qilingan natijalarni 

isbotlashda gamiltonianlarning rezolventasini o‘rganish muhim o‘rin egallagan. 

[10] maqolada dispersiya funksiyasi chegaralangan holda,  ta‘sirlashish parametrining ixtiyoriy 

qiymatida  fazodagi ko‘pi bilan ikki fotonli spin-bozon modelining spektri tahlil qilingan. Bu holda 

muhim spektrning aniq ko‘rinishi tavsiflangan hamda muhim spektrning ikki zarrachali va uch zarrachali 

tarmoqlari ajratilgan. Bundan tashqari, muhim spektr bitta kesmadan yoki oltitadan ko‘p bo‘lmagan kesmalar 

birlashmasidan iborat bo‘lish shartlari topilgan. 

[11] maqolada  ta‘sirlashish parametrining ixtiyoriy qiymatlari uchun  dagi ko‘pi bilan ikki 

fotonli spin-bozon modeliga mos model operator spektri tahlil qilingan. Model operator diskret spektrining 

chekli to‘plam bo‘lishi, muhim spektrining quyi chegarasi esa sodda Nevanlinna funksiyasining noli bo‘lishi 

ko‘rsatilgan. 

[12] ishda panjaradagi ko‘pi bilan ikkita fotonli spin-bozon modelining spektral tahlilida muhim 

ahamiyatga ega bo‘lgan operatorli matritsaning spektri o‘rganilgan. Uning muhim spektri tavsiflangan. 

Muhim spektrdan chapda yotuvchi xos qiymatlar sonining chekli bo‘lish shartlari keltirib chiqarilgan. 

[13] ishda panjaradagi soni saqlanmaydigan chekli sondagi zarrachalar sistemasiga mos model 

operator muhim spektrining joylashuv o‘rni va tuzilishi tavsiflangan. Diskret spektrning muhim spektr uch 

zarrachali tarmog‘idan chapda joylashgan qismining chekliligi esa isbotlangan [14].  Model operator 

parametrlariga qo‘yilgan ba‘zi shartlarda cheksiz sondagi xos qiymatlarning mavjudligi (Yefimov hodisasi) 

[15,16] ishlarda isbotlangan. 

[17] ishda ikkinchi tartibli operatorli matritsa ko‘rinishidagi umumlashgan Fridrixs modeli sonli 

tasvirining tuzilishi yordamida uning spektri va sonli tasviri ustma-ust tushish shartlari topilgan [18].  Ishda 

umumlashgan Fridrixs modelining kvadratik sonli tasviri komponentalarining chegaralari uchun baholashlar 

olingan. Umumlashgan Fridrixs modellari oilasining spektri yordamida soni saqlanmaydigan va uchtadan 

oshmaydigan zarrachalar sistemasi bilan bog‘liq ikkinchi tartibli operatorli matritsaning muhim spektri [19] 

ishda aniqlangan [20]. Ishda esa spektral parametrning ikkinchi tartibli operatorli matritsa muhim spektridan 

tashqarida chekli yoki cheksiz sondagi xos qiymatlarga ega bo‘ladigan sirtlari ajratilgan bo‘lib, uning 

qiymati 6 ga teng bo‘lganda bir vaqtning o‘zida muhim spektrdan chapda va o‘ngda xos qiymatlar soni 

cheksiz bo‘lishi isbotlangan. 

[21] ishida quyidagi natijalar olingan: panjaradagi soni saqlanmaydigan va uchtadan oshmaydigan 

zarrachalar sistemasi Gamiltoniani  qaralgan.  (  soni  operator muhim spektrining uch zarrachali 

tarmog‘ining quyi chegarasi) ga intiluvchi xos qiymatlar sonining cheksizligi parametr funksiyaning 

aynimagan minimumga ega bo‘ladigan nuqtalari soniga bog‘liq holda o‘rganilgan.  operatorning   

dan quyida yotuvchi xos qiymatlari soni uchun  da topilgan asimptotika bunday nuqtalarga 

bog‘liq emasligi ko‘rsatilgan. Shu bilan birga bir o‘lchamli holda operator muhim spektrining quyi chegarasi 

uchun baholash hamda  operator xos qiymatlar sonining chekli yoki cheksiz bo‘lish shartlari topilgan. 

So‘ngra, ko‘pi bilan  ( ) ta fotonli spin-boson modelining panjaraviy analogi  tadqiq qilingan. 

 operatorning spektri orqali  operator muhim spektrining joylashuv o‘rni tavsiflangan, ya‘ni  

operator muhim spektrining ikki zarrachali va uch zarrachali tarmoqlari ajratilgan.  operator muhim 
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spektrining chap tomonida joylashgan xos qiymatlar soni chekli ekanligi aniqlangan. Bundan tashqari, 

panjaradagi soni saqlanmaydigan chegaralangan sondagi zarrachalar sistemasiga mos  gamiltonian 

kompakt bo‘lmagan qo‘zg‘alishli uchinchi tartibli operatorli matritsa kabi qaralgan.  operatorli matritsa 

muhim spektrining joylashuvi kanal operatorning spektri orqali tavsiflangan.  operatorli matritsaning xos 

vektorlari uchun Faddeyev tipidagi tenglama olingan.  operatorli matritsa muhim spektrining ichida 

(muhim spektr bo‘shlig‘ida, muhim spektridan quyida) yotuvchi cheksiz sondagi xos qiymatlarning 

mavjudligini kafolatlaydigan shartlar topilgan. 

[22] ishda uch o‘lchamli panjaradagi soni saqlanmaydigan va uchtadan oshmaydigan zarrachalar 

sistemasiga mos  uchinchi tartibli operatorli matritsalar oilasi muhim spektrining ikki zarrachali va uch 

zarrachali tarmoqlari aniqlangan; ikkinchi tartibli operatorli matritsa ko‘rinishidagi  umumlashgan 

Fridrixs modellari oilasi spektral parametrining diskret to‘plamdan olingan qiymatlarida bo‘sag‘aviy xos 

qiymat va virtual sathning mavjudlik, hamda musbatlik shartlari topilgan; nol soni umumlashgan Fridrixs 

modeli uchun xos qiymat bo‘lsa yoki umumlashgan Fridrixs modeli nomanfiy bo‘lib, nol soni regulyar 

tipdagi nuqta bo‘lsa, u holda operatorli matritsalar oilasi spektral parametrining diskret to‘plamdan olingan 

qiymatlarida manfiy xos qiymatlari sonining chekli bo‘lishi isbotlangan; umumlashgan Fridrixs modeli nol 

energiyali rezonansga ega bo‘lsa, u holda uchinchi tartibli operatorli matritsalar oilasi spektral parametrining 

diskret to‘plamdan olingan qiymatlarida xos qiymatlari sonining cheksiz bo‘lishi isbotlangan hamda xos 

qiymatlar soni uchun asimptotik formula topilgan. 

Uchinchi tartibli operatorli matritsalar oilasi va uning muhim spektri. Maqolada ishlatiladigan 

ayrim fazolarni kiritamiz.    orqali bir o‗lchamli kompleks fazoni,  orqali  o‘lchamli torni,  

orqali  torda aniqlangan kvadrati bilan integrallanuvchi (umuman olganda, kompleks qiymatlarni qabul 

qiluvchi) funksiyalarning Hilbert fazosini,  orqali  to‘plamda aniqlangan kvadrati bilan 

integrallanuvchi (umuman olganda, kompleks qiymatlarni qabul qiluvchi) simmetrik funksiyalarning Hilbert 

fazosini hamda  orqali   va   fazolarning to‗g‗ri yig‗indisini 

belgilaymiz, ya‗ni  Bunda   va  fazolarga  fazo yordamida qurilgan 

  bozonli Fok fazoning mos ravishda nol zarrachali, bir zarrachali va ikki zarrachali qism 

fazolari,  Hilbert fazosiga esa bozoli Fok fazosining qirqilgan uch zarrachali qism fazosi deyiladi. 

 Hilbert fazosida ta‗sir qiluvchi quyidagi 

 

uchinchi tartibli   operatorli matritsalar oilasini qaraymiz. Bu yerda matritsaviy 

elementlar 

 

 

 

kabi aniqlangan bo‗lib,   orqali  operatorga qo‗shma operator belgilangan. Bundan 

tashqari  va   funksiyalar  da aniqlangan haqiqiy qiymatli chegaralangan funksiyalar, 

 va  funksiyalar esa mos ravishda 
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tengliklar yordamida aniqlanib,  va 

 

Ta‘kidlash joizki,  va  operatorlarga yo‗qotish operatorlari,  va  operatorlarga esa paydo 

qilish operatorlari deyiladi. Mazkur tadqiqot ishida qaralayotgan zarrachalar sistemasida paydo bo‗ladigan va 

yo‗qoladigan zarrachalar soni 1 ga teng hol tahlil qilinadi. Bu esa, o‗z navbatida, m5  va  

ekanligini anglatadi. 

O‗quvchiga qulaylik uchun  va  qo‗shma operatorlarni hisoblaymiz. 

Ixtiyoriy ,  uchun 

 
munosabatlar o‗rinli ekanligidan 

 

tenglik kelib chiqadi. Bunda biz  funksiyaning  torda aniqlangan haqiqiy qiymatli funksiya 

ekanligidan foydalandik. 

Xuddi shuningdek,  funksiyaning da aniqlangan haqiqiy qiymatli funksiya va  ning 

simmetrik funksiya ekanligidan foydalanib,ixtiyoriy ,  uchun 

 

 
munosabatlarni hosil qilamiz. Bu esa o‗z navbatida 

 
ekanligini bildiradi. 

 operatorli matritsalar oilasining spektral xossalarini o‗rganishda muhim sanalgan  

Hilbert fazosida 

 

kabi aniqlangan va umumlashgan Fridrixs modellari oilasi deb ataluvchi   operatorli 

matritsani qaraymiz. Bu yerda 

 

 

 operatorli matritsaning muhim spektri uchun  tenglik 

o‗rinlidir. Bu yerda  va  sonlari 

  

tengliklar yordamida aniqlangan. 
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Har qanday  uchun  sohada analitik bo‘lib, 

 

tenglik yordamida aniqlangan funksiyani qaraymiz. Odatda  funktsiyaga  operatorli 

matritsaga mos Fredgolm determinanti deyiladi. 

Quyidagicha belgilashlar kiritamiz: 

 

 

Keyingi bo‘limda foydalanishga qulaylik uchun  orqali  operatorli matritsalar oilasi 

muhim spektrining quyi chegarasini belgilaymiz, ya‘ni . 

Teorema 1.   operatorli matritsalar oilasi muhim spektri uchun  tenglik 

o‗rinlidir. 

Birman-Shvinger prinsipi va uning tadbiqlari. Bu bo‘limda  operatorli matritsalar oilasi 

uchun Birman-Shvinger prinsipi isbotlanadi hamda uning yordamida olinadigan natijalar bayon qilinadi. 

 fazoda ta‘sir qiluvchi hamda o‗z-o‗ziga qo‗shma   kompakt  blok 

operatorli matritsani quyidagicha aniqlaymiz: 

 
Uning matritsaviy elementlari quyidagicha aniqlangan: 

 

 

 

bunda . 

 Gilbert fazosida ta‘sir qiluvchi  chiziqli, chegaralangan, o‗z-o‗ziga qo‗shma operator uchun 

 sonini quyidagi qoida yordamida aniqlaymiz: 

 

Agar  bo‗lsa, u holda  soni cheksizga teng bo‗ladi. Agar  soni chekli 

bo‗lsa, u holda bu son  operatorning  dan katta xos qiymatlari soniga (karraliklari bilan qo‗shib 

hisoblaganda) teng bo‗ladi. 

 orqali  operatorli matritsaning  dan chapda joylashgan xos qiymatlari sonini 

belgilaymiz. U holda 

 
tenglik o‗rinlidir. 

Quyidagi teorema  operatorli matrisa uchun mashhur Birman-Shvinger prinsipini ifodalaydi. 
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Teorema 2. Faraz qilaylik,  bo‗lsin. U holda  operatorli matritsa  

bo‗lganda kompakt va uzluksiz hamda  tenglik o‗rinlidir. 

Isbot.  operatorli matritsalar oilasini quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz: 

 

  Hilbert fazosida birlik operatorni   orqali belgilaymiz va  va  

fazolarda esa mos ravishda  va    birlik operatorlarni belgilaymiz. 

  operator  uchun musbat va teskarilanuvchan hamda,  

 operatorning  rezolventasining  kvadrat ildizi mavjud. 

Faraz qilaylik,    operatorli matritsa quyidagi elementlardan tashkil topgan 

bo‘lsin: 

 
Bundan tashqari 

 

  tengsizlik faqat va faqat   

bo‘lganda o‘rinlidir, bu yerda  , . 

Bundan esa o‘z navbatida 

 
ekanligi kelib chiqadi. 

 Hilbert fazosida ,  operatorli matritsa quyidagi elementlardan 

tashkil topgan bo‘lsin: 

 

 orqali  tenglik bajariladigan qism fazoni belgilaymiz. 

Bu holda barcha  uchun 

 

va . 

Bundan tashqari 

 

barcha  uchun va  

Shuning uchun, 

 

  tenglik faqat va faqat   

uchun quyidagi tengsizlik bajarilganda o‘rinlidir: 
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Shu sababli 

 
Bu yerda 

 

Endi esa  operatorni  dan    fazoga ta‘sir qiluvchi ikkita 

 
operatorlar yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlaymiz. 

,   operator  musbat funksiyaga 

ko‘paytirish operatori hamda  torda aniqlangan va u teskarilanuvchan. Ma‘lumki,  operator 

 funksiyaga ko‘paytirish operatori va  operatorning musbat kvadrat ildizi. 

Bundan,  munosabat faqat va faqat  uchun 

 bajarilganda o‘rinlidir hamda 

 
degan xulosaga kelamiz. 

(2), (3), (4) va (5) tengliklar  ni beradi. 

Va nihoyat, ,  operator  da kompakt va uzluksizligi kelib chiqadi.  

Birman-Shvinger prinsipi  operatorli matritsalar oilasining muhim spektrdan chapda joylashgan 

xos qiymatlar sonining chekli ekanligini isbotlashda tadbiq qilinadi. Bunda  va  kompakt operatorlar 

yig‘indisi hamda ixtiyoriy  va  musbat sonlar uchun o‘rinli bo‘lgan. 

 

Veyl tengsizligidan foydalaniladi. Bundan tashqari,  limitik operatorning kompakt 

operator ekanligi ko‘rsatiladi. 

Xuddi shuningdek, Birman-Shvinger prinsipi yordamida  operatorli matritsa xos qiymatlari soni 

uchun (ularning soni cheksiz bo‘lgan holda) asimptotik formulani ham keltirib chiqarish mumkin. Bunda 

quyidagi lemma  ham qo‘llaniladi. 

Lemma. Faraz qilaylik,  bo‘lsin, bu yerda  ( ),  ( ) uchun 

kompakt va uzluksizdir. Faraz qilaylik, biror  funksiya uchun 

 

limit mavjud va  funksiya  oraliqda uzluksiz bo‘lsin. Bu yerda  bo‘lganda 

 U holda  uchun ham shunga o‘xshash limit mavjud va 
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tenglik o‘rinli. 

Eslatish joizki,  funksiya  o‘zgaruvchining uzluksiz funksiyasi bo‘lganligi bois, yuqoridagi 

lemmaga ko‘ra  qo‘zg‘alish operatori  uchun asimptotik munosabat keltirib chiqarishga 

ta‘sir qilmaydi. 

Xulosa. Ushbu maqolada panjaradagi soni saqlanmaydigan va uchtadan oshmaydigan zarrachalar 

sistemasiga mos ,   uchinchi tartibli operatorli matritsalar oilasi qaralgan. Bu operator 

bozonli Fok fazoning qirqilgan uch zarrachali qism fazosida ta‘sir qiluvchi chiziqli, chegaralangan va o‘z-

o‘ziga qo‘shma operator bo‘ladi.  operatorli matritsalar oilasining muhim spektri tavsiflangan hamda 

unga mos Birman-Shvinger prinsipi keltirib chiqarilgan. Matn so‘ngida Birman-Shvinger prinsipining ayrim 

tadbiqlari keltirilgan. 
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