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x -1 1 2 3 

f(x) 2 0 6 12 

Ushbu masalani yechish uchun Mathcad dasturida Lagranj interpolyatsion ko’phadi uchun 

algoritm va dasturi tuzilgan. Bu dastur orqali jadval ko’rinishdagi funksiyani kiritib, ko’phadning 

ko’rinishini aniqlangan. Shunday qilib Lagranj interpolyatsion ko’phadi uchun tuzilgan algoritm 

va dasturdan ixtiyoriy interpolyatsiya masalasi uchun qo’llab yaxshi natija olish mumkin. 

 
1-rasm. Lagranj interpolyatsion ko’phadi uchun Mathcad tizimida tuzilgan dastur. 

Adabiyotlar ro’yxati. 

1. Самарский А.А., Гулин А.В. Численные методы. -М., Наука. 1989. 

2. Самарский А.А. Введение в численные методы. -М., Наука. 1987. 

3. Бахвалов Н.С. Численные методы. –М.наука.1987. 

 

УДК 517.518.644 

ОПТИМАЛЬНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИОННАЯ ФОРМУЛА В ПЕРИОДИЧЕСКОМ 

ПРОСТРАНСТВЕ С.Л.СОБОЛЕВА ( )( )12

~
TW m . 

Жалолов Ф. И., Хаятов Х., Каримов Ф.Р. 

Бухарский государственный университет 

 

Рассмотрим построению интерполяционную формулу ),(xPf
т.е. 

                    )()( xPxf f =
0

( ) ( )
N

C x f x 
=

 ,                                                                       (1) 

совпадающие функцией  )(xf  в узлах  интерполирования:          

( ) ( ), 0,1,..., ,i f if x P x i N= =                                                                                                     (2)                    

здесь  точки 1x T  и параметры ( )c x  называем соответственно узлами и 

коэффициентами интерполяционной формулы (1), 1T -одномерный тор ,т.е. 

окружность длины равной единице.                                                          

Важной задачей в теории интерполирование является нахождение  максимума 

ошибки интерполяционной формулы )()( xPxf f  над данном  классом  функций. 

Значение  этой функции в некоторой  точки z есть функционал определенный как 

0

( ), ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
N

fx f x x f x dx f z P z f z C z f x 




=−

 = = − = −                             (3) 

где  ясно, что 
0

( ) ( ) ( )
N

fP z C z f x 
=

=  

интерполяционная формула и  

0

( ) ( ) ( ) ( )
N

x x z C z x x 


 
=

= − − −                                                                                   (4) 
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функционал погрешности этой интерполяционной формулы, ( )C z
- коэффициенты,  а 

x  узлы  формулы  
1( ),fP z x T , ( )x - дельта- функция Дирака и     ( ) ( )2 1( )

m
f x W T .  

Определение 1. Пространство  ( )( )12

~
TW m   определяется как пространство функций 

заданных одномерном  1T  - окружности длины равной единице и имеющих все 

обобщённые производные порядка m суммируемые с квадратом  в норме [2] 

( ) +
















2

1T

dxxf  
( ) ( )

2

2 1

m
f W T  =  ( ) +

















2

1T

dxxf  
2

0

2 ˆ2
k

k

m
fk .                    (5) 

Погрешность (3) интерполяционной формулы )(zPf
 оценивается при помощи максимума 

ошибки этой  формулы на единичном шаре гильбертова пространства  ( )( )12

~
TW m  т.е. при 

помощи нормы функционала  (4): 
( ) ( )

( ) ( )12

2 1

| 1

| ,sup
m

m

f W T

W T f


=

=   ,                                                  (6) 

 где ( ) ( )2 1

m
W T


 -сопряженное пространство пространству ( )( )12

~
TW m . 

Значит, для того чтобы оценить погрешность (3) интерполяционной формулы )(zPf
, 

достаточно решить следующую задачу. 

Задача 1.   Вычислить ному функционала погрешности ( )x  рассматриваемой  

интерполяционной формулы )(zPf
. Понятно, что норма функционала погрешности  ( )x  

зависит от коэффициентов  ( )С z и узлов  x
. Если  

( ) ( ) ( ) ( )
0

2 1 2 1
( ),

| |inf
m m

x

W T W T
c x 

 
= ,                                      (7) 

тогда функционал 
0

( )x  называется оптимальным функционалом погрешности, а 

соответствующую интерполяционную формулу оптимальной интерполяционной 

формулой.   

Таким образом, возникает следующая задача  

Задача 2. Найти значения коэффициентов ( )С z  и узлов x  интерполяционной формулы  

)(zPf
 которые удовлетворяют равенству  (7).  

 Коэффициенты ( )С z  и узлы  x , удовлетворяющие равенству  (7), называют 

оптимальными коэффициентами и оптимальными узлами интерполяционной  

формулы  )(zPf
. 

В работе [1] С. Л.  Соболевым решена задача интерполирования функций n-переменных в 

пространстве )(
)(

2
L

m
  решена задача 1.  

Справедлива следующая .  

Теорема 1.  Квадрат нормы функционала погрешности интерполяционной  формулы (1) 

над пространством  ( )( )12

~
TW m   равен 

 
( ) ( )

2

2 1

m
W T



 =  

2

1

1 ( )
N

c z
=

−  + 
( )

( )
2

2

1

2 2
0

cos 2 ( )
1

2

N
ikx

m m
k

kz c z e

k











=



−
  ,                    (8) 

где ( )c z  - коэффициенты,  ( )x  - узлы интерполяционной  формулы  вида  (1).      

Доказательство.  

Известно, что [2] для функции ( ) ( )( )12

~
TWxf m  справедливо следующее равенство: 
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 ( )xf  = ,ˆˆ 22  −


−=

− =
k

ikx

k

k

ikx

k efef   

Таким образом, имеем 

( ) ( )  xfx , = ( )  


−=

−

k

ikx

kefx 2ˆ, = ( )  −


−=

 ikx

k

k exf 2,ˆ  = 


−=k

kkf ̂
ˆ = ˆ ˆˆ ˆ

o o k k

k o

f f


+ ,       (9)       

  здесь 

1 1

2

0
ˆ ˆ( ) , ( ) .ikx

k

T T

x dx x e dx= =   и    k̂  = ( )
( )2

1

2
N

ikxcos kz c z e








=

− .                    (10) 

    При  k=0  из (10) имеем 

( )( ) ( )
1

,1 1
N

x c z
=

= − .                                                                                                          (11)      

Применяя к правой части (9) неравенство Шварца, получим следующую   

 
( ) ( )

( )

( )
2

2
2

2
1

2 1 2 2
1 0

2 ( )
1

1 ( )
2

N
ikx

N
m

m m
k

cos kz c z e

W T c z
k















=

= 

−

 − +


                 (13) 

Существует такая функция из пространства 
( ) ( )12

~
TW m



,что в неравенстве (13) равенство 

достигается. 

Действительно, рассмотрим следующую функцию ( )u x : 

 ( )
( ) ( )

2

2 2
1 0

ˆ1
1 ( )

2

ikxN
k

m m
k

e
u x c z

k




 

−

= 

= − +  .                                                                (14) 

 Пользуясь формулами (10) и (11),после некоторых вычислений получим  

 ( ) ( ),x u x 
( )

( )
2

2
2

1

2 2
1

2 ( )
1

1 ( )
2

N
ikx

N

m m
k o

cos kz c z e

c z
k














=

= 

−

= − +


  .              (15) 

              Нетрудно доказать следующую лемму. 

Лемма. Квадрат нормы функции ( )u x  в пространстве 
( ) ( )12

~
TW m



 равен: 

( ) ( )
2

2 1

m
u W T  =  

( )

( )
2

2
2

1

2 2
1

2 ( )
1

1 ( )
2

N
ikx

N

m m
k o

cos kz c z e

c z
k














=

= 

−

− +


  . 

Из этой леммы и неравенство (13) следует теорема 1. 

Основным результатом настоящей работы является  

Теорема 2.  В периодическом пространстве Соболева  ( ) ( )2 1

m
W T  существует единственная 

оптимальная интерполяционная формула вида (1) с функционалом погрешности (4), 

коэффициенты которой  при  1m =  имеют следующий вид 

 

( )

( )

( )

2 2 2
0

2 2 2
0

cos21 1
1

2
( )

1 1 1
1

2

k

k

k z h

N k
c z

N
N k



 









−
+

=
 
+ 

 
 





,                                                                       (16) 

где  1, , 2,3,...N N = = . 

Доказательство. 

Так как ( ) ( ) ( )2 1

m
x W T  , то по теоремы Бабушки условие оптимальности 

интерполяционной формулы запишется в виде                                 
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( )( ) ( ) ( )( ), 0l lx x x x
 

   − = = ,                                                                                  (17) 

где l  экстремальная функция интерполяционной формулы (1) в пространстве ( )( )12

~
TW m .   

Представление экстремальной функции имеет следующий вид 

( )
( )

( )2 2

1

2 2
1 0

2 ( )
1

1 ( )
2

N
ikx ikx

N

l

k

cos kz c z e e

x c z
k


 












−

=

= 

 
− 

 = − +


  ,                                   (18) 

где 
( )x


 и  ( )c z  узлы и коэффициенты интерполяционной формулы  (1). 

    Из (17)  для ( )l h    имеем  следующую систему уравнений , т.е. 

( )

( )2 2

1

2 2
1 0

2 ( )
1

1 ( ) 0
2

N
ikx ikx

N

k

cos kz c z e e

c z
k


 











−

=

= 

 
− 

 − + =


  .                                           (19) 

Преобразуя (19) имеем 

( )

( )

( )

( )
2

1

2 22 2
1 0 0

( )
21 1

( ) 1
2 2

N
ik h h

N

k k

c z e
cos k z h

c z
k k

  







 

 

−

=

=  

 
  − + = +


   .                          (20) 

После некоторых преобразований из (20) получим  

( )

( )

( )

( )
2 22 2

1 0 0

2 21 1
( ) 1 1

2 2

N

m
k k

cos k h h cos k z h
c z

k k




    

 =  

 − −
+ = + 

  
   .                      (21) 

Умножая обе части  (21) на a , где   

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

1 1

2 22
0

1

1 1
0 2 1 1

2 k

a

D D
kN 

=
 

+ + 
 
 



 ,                                                                    (22)    

имеем 

( )

( )

( )

( )
2 22 2

1 0 0

2 21 1
( ) 1 1

2 2

N

k k

cos k h h cos k z h
c z a a

k k




    

 =  

   − −
+ = +  

     
   .               (23)   

После некоторых обозначениях получим следующую уравнению 

( ) ( ) ( ) ( )
1

, 1,
N

m mc z h h f h N


    
=

− = = .                                                                         (24) 

Пере обозначив  ( )   ( ) ( )  , m mc z c z h 
   = =  и ( )  m mf h f =  , 

систему (24) можно записать в виде свертки функций дискретного аргумента: 

  ( )    , 0,m mc z f N


    = =  (см. [5] ).                                                                        (25) 

  ( )  10,c z h T


=  ,                                                                                                             (26)   

  где                                                                 

 
( )

( )
2 2 2

0

21
1

2 k

cos k h h
a

k

  
 

 

 −
= + 

  
   и                                                                     (27) 

 

 
( )

( )
2 2 2

0

21
1

2 k

cos k z h
f a

k

 


 

 −
= + 

 
 

 .                                                                           (28) 
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Решая уравнение (26) ) для оптимальных коэффициентов интерполяционной формулы (1)  

получим (см. [3,5] ) 

  ( )c z


=

( )
( )

( )
2 22

0
2 2 2

0

cos21 1
1

1 1 1 21
2

k

k

k z h
h

kN
N k

 








 
  −  + 

  
+   

 




,                                         (29) 

где   
1

h
N

=  и 1, , 2,3,...N N = = ,тогда  переобразуя  (29)  имеем  коэффициенты 

оптимальной интерполяционной  (1).                      

Что и требовалось доказать . 

Приводим известные формулы (см. [4] ) 

 
( ) ( )

( )

1 2

22
1

1 21

2 2 !

m m

mm
k

B
k m


−



=

−
=     и    ( )

( )
( )

( )xB
mk

kx
m

m
m

k
m 2

2
1

1
2 !2

2

2

1
1

2cos  −


=

−=  ,                                          (30) 

где   mB2 -числа Бернулли и  ( )xB m2 - многочлен Бернулли. 

При  1m = , используя формулы (30) для оптимальных коэффициентов интерполяционной 

формулы (1) из (29) получим 

  ( )
( )22

22

1
1

2
1

1
2

B z h
Nc z

N B
N



+ −
=

 
+ 

 

.                                                                                              (31)  
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ПРОСТРАНСТВЕ СОБОЛЕВА 
( ) ( )2 1

m
W T  

1Жалолов И.И., 1Жалолов И .Ф., 2Нематова Ҳ.Э. 

Национальный университет Узбекистана 

Уцительница №19 школы Бухарского района  

         Построение квадратурных формул, начата в работах А.Сарда [1] и .М.Никольского 

[2], для кубатурных формул С.Л.Соболева [3]. 

Рассмотрим квадратурную формулу типа Эрмита  

                     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1

0 1

1
m N

T

f x dx c f x
   


 

−

= =

 − ,                            (1) 

с функционалом погрешности   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1

0 1

m N

N Tx x c x x
   


 

 
−

= =

= − −                                                                       (2) 

в пространстве С.Л.Соболева ( )( )12

~
TW m , где соответственно 

( )c


  и ( )x  являются  

произвольными коэффициентами и узлами квадратурной формулы (1), ( ) ( )( )12

~
TWxf m , 1T  - 

одномерный тор, т.е. окружность длины равной единицы , ( )
1T x −  характеристическая 

функция 
1T , а ( )x  - дельта функция Дирака и   - порядок производных. 

Определение . Пространство ( )( )12

~
TW m  - определяется как пространство функций заданных 

на одномерном торе 
1T  и имеющих все обобщенные производные порядка m  

суммируемые с квадратом в норме [1] 
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