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АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ ОПТИМАЛЬНОЙ
ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ФОРМУЛЫ В ПРОСТРАНСТВЕ

СОБОЛЕВА �̃�
(𝑀)
2 (𝑇1)

*Жалолов О.И., Хаятов Х.У.
*o_jalolov@mail.ru

Бухарский государственный университет,
200114, Узбекистан, Бухара, улица М. Икбол, 11.

В этой работе найдена экстремальная функция интерполяционной формулы в
явном виде в пространстве Соболева 𝑊

(𝑚)
2 (𝑅𝑛), функций у которых обобщенные

производные порядка 𝑚 интегрируемы с квадратом. В настоящей работе рассмат-
ривается задача построение оптимальных интерпояционных формул в пространстве
С. Л. Соболева �̃�

(𝑚)
2 (𝑇1) при 𝑚 = 1 и вычислена норма функционала погрешности.

Ключевые слова: оптимальная интерполяционная формула, экстремальная функ-
ция, функционал погрешности.

Цитирование:Жалолов О.И., Хаятов Х.У.Алгоритм построения оптимальной ин-
терполяционной формулы в пространстве Соболева �̃�

(𝑚)
2 (𝑇1) // Проблемы вычис-

лительной и прикладной математики. – 2023. – №1(46). – С. 47-59.

1 Введение
Задача о построении интерполяционных формул является одной из классических

задач вычислительной математики и численного анализа.
Интерполяционные формулы построены многими авторами ( [1–5]). Допустим, что
в 𝑁 + 1 произвольно расположенных точках 𝑥𝑖 (𝑖 = 0, 𝑁), которые всюду ниже
мы будем называть узлами интерполирования, дани значения 𝑓(𝑥0), 𝑓(𝑥1), ..., 𝑓(𝑥𝑁)
функции 𝑓(𝑥).
Требуется построит интерполяционную формулу 𝑃𝑓 (𝑥), т.е.

𝑓(𝑥) ∼= 𝑃𝑓 (𝑥) =
𝑁∑︁

𝜆=0

𝐶𝜆(𝑥)𝑓(𝑥𝜆), (1)

совпадающую функцией 𝑓(𝑥) в узлах интерполирования:

𝑓(𝑥𝑖) = 𝑃𝑓 (𝑥𝑖), 𝑖 = 0, 1, ..., 𝑁, (2)

здесь точки 𝑥𝜆 ∈ 𝑇1 и параметры 𝐶𝜆 (𝑥) называем соответственно узлами и коэф-
фициентами интерполяционной формулы (1), 𝑇1-одномерный тор, т.е. окружность
длины равной единице.

Важной задачей в теории интерполирование является нахождение максимума
ошибки интерполяционной формулы 𝑓(𝑥) ∼= 𝑃𝑓 (𝑥) над данном классом функций.
Значение этой функции в некоторой точки 𝑧 есть функционал, определенный как

< ℓ(𝑥), 𝑓(𝑥) >=

∞∫︁
−∞

ℓ(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =𝑓(𝑧)− 𝑃𝑓 (𝑧) = 𝑓(𝑧)−
𝑁∑︁

𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧)𝑓(𝑥𝜆), (3)
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где ясно, что 𝑃𝑓 (𝑧) =
𝑁∑︀

𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧)𝑓(𝑥𝜆) интерполяционная формула и

ℓ(𝑥) = 𝛿(𝑥− 𝑧)−
𝑁∑︁

𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧)𝛿(𝑥− 𝑥𝜆) (4)

функционал погрешности этой интерполяционной формулы, 𝛿(𝑥)- дельта- функция

Дирака и 𝑓(𝑥) ∈ �̃�
(𝑚)
2 (𝑇1).

Определение 1. Пространство �̃�
(𝑚)
2 (𝑇1) определяется как пространство функ-

ций заданных одномерном 𝑇1 - окружности длины равной единице и имеющих все
обобщённые производные порядка 𝑚 суммируемые с квадратом [6].

Пространство �̃�
(𝑚)
2 (𝑇1) становится гильбертовым, если на нём вести скалярное про-

изведение

< 𝑓 (𝑥) , 𝜙 (𝑥) >=

∫︁
𝑇1

𝑓 (𝑚) (𝑥)𝜙(𝑚) (𝑥) 𝑑𝑥+

⎛⎝∫︁
𝑇1

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

⎞⎠⎛⎝∫︁
𝑇1

𝜙 (𝑥) 𝑑𝑥

⎞⎠ .

Норма определяется по формуле

⃦⃦⃦
𝑓 |�̃� (𝑚)

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦2

=

⎛⎝∫︁
𝑇1

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

⎞⎠2

+
∑︁
𝑘 ̸=0

|2𝜋𝑘|2𝑚
⃒⃒⃒
𝑓𝑘

⃒⃒⃒2
. (5)

2 Постановка задачи
Функционал погрешности ℓ(𝑥) интерполяционной формулы 𝑃𝑓 (𝑧) является ли-

нейным непрерывным функционалом в пространстве �̃�
(𝑚)
2 (𝑇1).

Погрешность (3) интерполяционной формулы 𝑃𝑓 (𝑧) оценивается при помощи макси-

мума ошибки этой формулы на единичном торе гильбертова пространства �̃�
(𝑚)
2 (𝑇1)

т.е. при помощи нормы функционала (4):⃦⃦⃦
ℓ|�̃� (𝑚)*

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦
= sup⃦⃦⃦

𝑓 |�̃� (𝑚)
2 (𝑇1)

⃦⃦⃦
=1

|< ℓ, 𝑓 >| , (6)

где �̃�
(𝑚)*
2 (𝑇1) -сопряженное пространство пространству �̃�

(𝑚)
2 (𝑇1).

Значит, для того чтобы оценить погрешность (3) интерполяционной формулы
𝑃𝑓 (𝑧), достаточно решить следующую задачу.

Задача 1. Вычислить ному функционала погрешности ℓ(𝑥) рассматриваемой ин-
терполяционной формулы 𝑃𝑓 (𝑧).
Понятно, что норма функционала погрешности ℓ(𝑥) зависит от коэффициентов 𝐶𝜆(𝑧)
и узлов 𝑥𝜆.
Если ⃦⃦⃦

𝑜

ℓ |�̃� (𝑚)*
2 (𝑇1)

⃦⃦⃦
= inf

𝐶𝜆(𝑧),𝑥𝜆

⃦⃦⃦
ℓ |�̃� (𝑚)*

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦
, (7)

тогда функционал
𝑜

ℓ (𝑥) называется оптимальным функционалом погрешности, а со-
ответствующую интерполяционную формулу называем оптимальной интерполяци-
онной формулой.
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Таким образом, возникает следующая задача

Задача 2. Найти значения коэффициентов 𝐶𝜆(𝑧) и узлов 𝑥𝜆 интерполяционной
формулы 𝑃𝑓 (𝑧) которые удовлетворяют равенству (7).
Коэффициенты 𝐶𝜆(𝑧) и узлы 𝑥𝜆, удовлетворяющие равенству (7), называют опти-
мальными коэффициентами и оптимальными узлами интерполяционной формулы
𝑃𝑓 (𝑧).

В работе [1] С.Л.Соболевым решена задача 1 интерполирования функций 𝑛-

переменных в пространстве 𝐿
(𝑚)
2 (Ω). В пространстве 𝐿

(𝑚)
2 (𝑅) задачи 1 и 2 иссле-

дованы в [2]. В [8] рассмотрена задача построение оптимальных интерполяционных
формул вида (1) с условием интерполяции (2) (при фиксированных узлах 𝑥𝜆) в про-

странстве 𝑊
(𝑚,𝑚−1)
2 (0, 1) и для оптимальных коэффициентов получена система ли-

нейных уравнений. Алгоритм для вычисления коэффициентов оптимальных интер-
поляционных формул в пространстве 𝑊

(𝑚,𝑚−1)
2 (0, 1) дан в работе [9]. В настоящей

работе рассматривается задача построение оптимальных интерпояционных формул
в пространстве С. Л. Соболева �̃�

(𝑚)
2 (𝑇1) при 𝑚 = 1 и вычислена норма функционала

погрешности.

3 Норма и экстремальная функция функционала погрешности
интерполяционной формулы в периодическом пространстве
�̃�

(𝑚)
2 (𝑇1)

Как известно, что задача оценки погрешности интерполяционной формулы на
функциях некоторого пространства 𝐵 равносильна вычислению значения нормы
функционала погрешности в сопряженном к 𝐵 пространстве 𝐵* или, что то же са-
мое, нахождению экстремальной функции для данной интерполяционной формулы.
Для решения этой задачи в качестве 𝐵 мы взяли пространство �̃�

(𝑚)
2 (𝑇1).

Справедлива следующая.

Теорема 1. Квадрат нормы функционала погрешности интерполяционной фор-
мулы (1) над пространством �̃�

(𝑚)
2 (𝑇1) равен

⃦⃦⃦
ℓ|�̃� (𝑚)*

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦2

=

⃒⃒⃒⃒
⃒1−

𝑁∑︁
𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

+
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

⃒⃒⃒⃒
cos 2𝜋𝑘𝑧 −

𝑁∑︀
𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧)𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥𝜆

⃒⃒⃒⃒2
𝑘2𝑚

, (8)

где 𝐶𝜆(𝑧) - коэффициенты, 𝑥𝜆 - узлы интерполяционной формулы вида (1).

Доказательство
Известно, что [6] для функции 𝑓 (𝑥) ∈ �̃�

(𝑚)
2 (𝑇1) справедливо следующее равенство:

𝑓 (𝑥) =
∞∑︁

𝑘=−∞

𝑓𝑘𝑒
−2𝜋𝑖𝑘𝑥 =

∑︁
𝑘

𝑓𝑘𝑒
−2𝜋𝑖𝑘𝑥,

где

𝑓𝑘 =< 𝑓 (𝑥) , 𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑥 >=

∫︁
𝑇1

𝑓 (𝑥) 𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥
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т.е. коэффициенты Фурье.
Таким образом, имеем

< ℓ (𝑥) , 𝑓 (𝑥) >=< ℓ (𝑥) ,
∞∑︁

𝑘=−∞

𝑓𝑘𝑒
−2𝜋𝑖𝑘𝑥 >=

=
∞∑︁

𝑘=−∞

𝑓𝑘 < ℓ (𝑥) , 𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑥 >=
∞∑︁

𝑘=−∞

𝑓𝑘ℓ̂𝑘 = 𝑓0ℓ̂0 +
∑︁
𝑘 ̸=0

𝑓𝑘ℓ̂𝑘

(9)

здесь ℓ̂0 =
∫︀
𝑇1

ℓ(𝑥)𝑑𝑥, ℓ̂𝑘 =
∫︀
𝑇1

ℓ(𝑥)𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥.

Теперь вычислим значение коэффициента Фурье ℓ̂𝑘.

ℓ̂𝑘 =< ℓ (𝑥) , 𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑥 >=< 𝛿 (𝑥− 𝑧)−
𝑁∑︁

𝜆=0

𝐶𝜆 (𝑧)𝛿 (𝑥− 𝑥𝜆) , 𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥 >=

=< 𝛿 (𝑥− 𝑧) , 𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑥 > − <
𝑁∑︁

𝜆=0

𝐶𝜆 (𝑧)𝛿 (𝑥− 𝑥𝜆) , 𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥 >=

= 𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑧 −
𝑁∑︁

𝜆=0

𝐶𝜆 (𝑧)𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥𝜆 = cos 2𝜋𝑘𝑧 −

𝑁∑︁
𝜆=0

𝐶𝜆 (𝑧)𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥𝜆

т.е.

ℓ̂𝑘 = cos 2𝜋𝑘𝑧 −
𝑁∑︁

𝜆=0

𝐶𝜆 (𝑧)𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥𝜆 (10)

При 𝑘 = 0 из (10) имеем

(ℓ (𝑥) , 1) = 1−
𝑁∑︁

𝜆=0

𝐶𝜆 (𝑧). (11)

Применяя к правой части (9) неравенство Шварца, получим следующую оценку:

|< ℓ (𝑥) , 𝑓 (𝑥) >| =

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓0ℓ̂0 +∑︁

𝑘 ̸=0

𝑓𝑘ℓ̂𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ ⃒⃒⃒𝑓0ℓ̂0 ⃒⃒⃒+

⃒⃒⃒⃒
⃒∑︁
𝑘 ̸=0

𝑓𝑘ℓ̂𝑘(2𝜋𝑖𝑘)
𝑚 1

(2𝜋𝑖𝑘)𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽

⩽
⃒⃒⃒
𝑓0ℓ̂0

⃒⃒⃒
+
∑︁
𝑘 ̸=0

⃒⃒⃒
𝑓𝑘

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
ℓ̂𝑘

⃒⃒⃒
|(2𝜋𝑖𝑘)𝑚| 1

|(2𝜋𝑖𝑘)𝑚|
⩽

{︃⃒⃒⃒
𝑓0

⃒⃒⃒2
+
∑︁
𝑘 ̸=0

⃒⃒⃒
𝑓𝑘

⃒⃒⃒2
|2𝜋𝑘|2𝑚

}︃ 1
2

·

·

⎧⎪⎨⎪⎩
⃒⃒⃒
ℓ̂0

⃒⃒⃒2
+
∑︁
𝑘 ̸=0

⃒⃒⃒
ℓ̂𝑘

⃒⃒⃒2
|2𝜋𝑘|2𝑚

⎫⎪⎬⎪⎭
1
2

=
⃦⃦⃦
𝑓 |�̃� (𝑚)

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦
·

⎧⎪⎨⎪⎩
⃒⃒⃒⃒
⃒1−

𝑁∑︁
𝜆=0

𝐶𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

+
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

⃒⃒⃒
ℓ̂𝑘

⃒⃒⃒2
𝑘2𝑚

⎫⎪⎬⎪⎭
1
2

,

(12)
из (12) видно, что

⃦⃦⃦
ℓ|�̃� (𝑚)*

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦2

⩽

⃒⃒⃒⃒
⃒1−

𝑁∑︁
𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

+
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

⃒⃒⃒⃒
cos 2𝜋𝑘𝑧 −

𝑁∑︀
𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧)𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥𝜆

⃒⃒⃒⃒2
𝑘2𝑚

(13)
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Существует такая функция из пространства �̃�
(𝑚)*

2 (𝑇1), что в неравенстве (13) ра-
венство достигается.
Действительно, рассмотрим следующую функцию 𝑢 (𝑥):

𝑢 (𝑥) = 1−
𝑁∑︁

𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧) +
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

ℓ̂𝑘𝑒
−2𝜋𝑖𝑘𝑥

𝑘2𝑚
. (14)

Пользуясь формулами (10) и (11),после некоторых вычислений получим

< ℓ (𝑥) , 𝑢 (𝑥) >=< ℓ (𝑥) , 1−
𝑁∑︁

𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧) > + < ℓ (𝑥) ,
∑︁
𝑘 ̸=0

ℓ̂𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥

(2𝜋)2𝑚𝑘2𝑚
>=

=

⃒⃒⃒⃒
⃒1−

𝑁∑︁
𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

+
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

ℓ̂𝑘ℓ̂𝑘
𝑘2𝑚

=

⃒⃒⃒⃒
⃒1−

𝑁∑︁
𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

+
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

⃒⃒⃒
ℓ̂𝑘

⃒⃒⃒2
𝑘2𝑚

=

=

⃒⃒⃒⃒
⃒1−

𝑁∑︁
𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

+
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

⃒⃒⃒⃒
cos 2𝜋𝑘𝑧 −

𝑁∑︀
𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧)𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥𝜆

⃒⃒⃒⃒2
𝑘2𝑚

.

(15)

Докажем следующую лемму.
Лемма. Квадрат нормы функции 𝑢 (𝑥) в пространстве �̃�

(𝑚)
2 (𝑇1) равен:

⃦⃦⃦
𝑢|�̃� (𝑚)

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦2

=

⃒⃒⃒⃒
⃒1−

𝑁∑︁
𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

+
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

⃒⃒⃒⃒
cos 2𝜋𝑘𝑧 −

𝑁∑︀
𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧)𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥𝜆

⃒⃒⃒⃒2
𝑘2𝑚

.

Доказательство леммы.
Так как для всех функций 𝑓 (𝑥) ∈ �̃�

(𝑚)
2 (𝑇1) имеет место равенство (5) и отсюда

следует, что в том числе для нормы функции 𝑢 (𝑥) справедливо равенство

⃦⃦⃦
𝑢|�̃� (𝑚)

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦2

=

⎛⎝∫︁
𝑇1

𝑢 (𝑥) 𝑑𝑥

⎞⎠2

+
∑︁
𝑘 ̸=0

|2𝜋𝑘|2𝑚 |�̂�𝑘|
2
, (16)

где 𝑘 ∈ 𝑍 и �̂�𝑘 - коэффициенты Фурье.
Таким образом вычислим норму функции 𝑢 (𝑥) в пространстве �̃�

(𝑚)
2 (𝑇1) по формуле

(16). В (16) для каждого слагаемого произведем отдельное вычисление:⎛⎝∫︁
𝑇1

𝑢 (𝑥) 𝑑𝑥

⎞⎠2

=

⎛⎝∫︁
𝑇1

[︃
1−

𝑁∑︁
𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧) +
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

ℓ̂𝑘𝑒
−2𝜋𝑖𝑘𝑥

𝑘2𝑚

]︃
𝑑𝑥

⎞⎠2

=

=

⎛⎜⎝[ 1−
𝑁∑︁

𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧) ]

∫︁
𝑇1

𝑑𝑥+
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

ℓ̂𝑘
∫︀
𝑇1

𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥

𝑘2𝑚

⎞⎟⎠
2 (17)

Так как
∫︀
𝑇1

𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥 = 0 и
∫︀
𝑇1

𝑑𝑥 = 1, то (17) примут следующий вид

⎛⎝∫︁
𝑇1

𝑢 (𝑥) 𝑑𝑥

⎞⎠2

=

(︃
[ 1−

𝑁∑︁
𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧) ]

)︃2

(18)
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Теперь вычислим значение �̂�𝑘:

�̂�𝑘 =

∫︁
𝑇1

𝑢 (𝑥)𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥 =

∫︁
𝑇1

[︃
1−

𝑁∑︁
𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧) +
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

ℓ̂𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥

𝑘2𝑚

]︃
𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥 =

=

∫︁
𝑇1

[︃
1−

𝑁∑︁
𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧) +
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

ℓ̂𝑘𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥

𝑘2𝑚

]︃
𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥 =

= [ 1−
𝑁∑︁

𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧) ]

∫︁
𝑇1

𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥+
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

ℓ̂𝑘
∫︀
𝑇1

𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑥𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥

𝑘2𝑚
=

=
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

ℓ̂𝑘
𝑘2𝑚

.

(19)

Подставляя (18) и (19) в правую часть (16) имеем

⃦⃦⃦
𝑢|�̃� (𝑚)

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦2

=

⃒⃒⃒⃒
⃒1−

𝑁∑︁
𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

+
∑︁
𝑘 ̸=0

(2𝜋)2𝑚𝑘2𝑚

⃒⃒⃒
ℓ̂𝑘

⃒⃒⃒2
(2𝜋)4𝑚𝑘4𝑚

(20)

Таким образом после некоторых сокращений из (20) следует, что

⃦⃦⃦
𝑢|�̃� (𝑚)

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦2

=

⃒⃒⃒⃒
⃒1−

𝑁∑︁
𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

+
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

⃒⃒⃒
ℓ̂𝑘

⃒⃒⃒2
𝑘2𝑚

. (21)

Учитывая (10) из (21) следует доказательство леммы.
Сопоставляя правых частей (13) и (21) получим⃦⃦⃦

ℓ|�̃� (𝑚)*

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦2

⩽
⃦⃦⃦
𝑢|�̃� (𝑚)

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦2

(22)

Учитывая леммы для правых частей (15) будем имеет

< ℓ (𝑥) , 𝑢 (𝑥) >=
⃦⃦⃦
𝑢|�̃� (𝑚)

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦
·
⃦⃦⃦
𝑢|�̃� (𝑚)

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦

(23)

Для погрешности интерполяционной формулы (1) на функциях 𝑢 (𝑥) справедливо:

< ℓ (𝑥) , 𝑢 (𝑥) >⩽
⃦⃦⃦
ℓ|�̃� (𝑚)*

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦
·
⃦⃦⃦
𝑢|�̃� (𝑚)

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦
. (24)

Подставляя правую часть (23) в левую часть (24) имеем⃦⃦⃦
𝑢|�̃� (𝑚)

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦
·
⃦⃦⃦
𝑢|�̃� (𝑚)

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦
⩽
⃦⃦⃦
ℓ|�̃� (𝑚)*

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦
·
⃦⃦⃦
𝑢|�̃� (𝑚)

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦
. (25)

После сокращений из (25) следует, что⃦⃦⃦
ℓ|�̃� (𝑚)*

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦
⩾
⃦⃦⃦
𝑢|�̃� (𝑚)

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦
. (26)

Из (22) и (26) получим, что⃦⃦⃦
ℓ|�̃� (𝑚)*

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦
=
⃦⃦⃦
𝑢|�̃� (𝑚)

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦
. (27)
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Если принимать во внимание (27), то можем написать следующую:

< ℓ (𝑥) , 𝑢 (𝑥) >=< 𝑢 (𝑥) , 𝑢 (𝑥) > . (28)

Равенство (28) свидетельствует о существование 𝑢 (𝑥) ∈ �̃�
(𝑚)
2 (𝑇1) и таким образом

оно является экстремальной функцией для интерполяционной формулы (1), т.е.

𝑢 (𝑥) = 𝜓ℓ (𝑥) ∈ �̃�
(𝑚)
2 (𝑇1) , (29)

для которой выполняется следующее равенство

|< ℓ (𝑥) , 𝜓ℓ (𝑥) >| =
⃦⃦⃦
ℓ|�̃� (𝑚)*

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦
·
⃦⃦⃦
𝜓ℓ|�̃� (𝑚)

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦
. (30)

Тогда (30) принимает следующий вид

< ℓ (𝑥) , 𝜓ℓ (𝑥) >=< 𝜓ℓ (𝑥) , 𝜓ℓ(𝑥) > (31)

Это означает, что выполняется все условия теоремы Рисса [10].
Справедлива следующая

Теорема 2. Равенство (15),(27) и (29) подтверждает, что

𝑢 (𝑥) = 1−
𝑁∑︁

𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧) +
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

ℓ̂𝑘𝑒
−2𝜋𝑖𝑘𝑥

𝑘2𝑚

является экстремальной функцией для интерполяционной формулы (1) и 𝑢 (𝑥) ∈
�̃�

(𝑚)
2 (𝑇1).

Таким образом учитывая (20),(27) и условии леммы для квадрата нормы функцио-
нала погрешности интерполяционной формулы (1) имеем

⃦⃦⃦
ℓ|�̃� (𝑚)*

2 (𝑇1)
⃦⃦⃦2

=

⃒⃒⃒⃒
⃒1−

𝑁∑︁
𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

+
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

⃒⃒⃒⃒
cos 2𝜋𝑘𝑧 −

𝑁∑︀
𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧)𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥𝜆

⃒⃒⃒⃒2
𝑘2𝑚

, (32)

что и требовалось доказать.
На основании этой теоремы функционал погрешности интерполяционной формулы
(1) для функций класса �̃�

(𝑚)
2 (𝑇1) имеет оценку

|< ℓ (𝑥) , 𝑓 (𝑥) >| ⩽

{︃⃒⃒⃒
𝑓0

⃒⃒⃒2
+
∑︁
𝑘 ̸=0

⃒⃒⃒
𝑓𝑘

⃒⃒⃒2
|2𝜋𝑘|2𝑚

}︃ 1
2

·

⎛⎜⎜⎜⎝
⃒⃒⃒⃒
⃒1−

𝑁∑︁
𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

+
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

⃒⃒⃒⃒
cos 2𝜋𝑘𝑧 −

𝑁∑︀
𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧)𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥𝜆

⃒⃒⃒⃒2
𝑘2𝑚

⎞⎟⎟⎟⎠
1
2

.

4 Минимизация нормы функционала погрешности
интерполяционной формулы в пространстве периодических
функций �̃�

(𝑚)
2 (𝑇1)

Из (8) видно, что качество интерполяционной формулы характеризуется нормой
функционала погрешности и является функцией неизвестных коэффициентов и уз-
лов. Поэтому для вычислительной практики полезно уметь вычислить норму функ-
ционала погрешности и оценить её. Отыскание минимума нормы функционала по-
грешности по 𝐶𝛽(𝑧) и 𝑥𝛽 интерполяционной формулы (1) есть задача исследование
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функции на экстремум. Значения 𝐶𝛽(𝑧) и 𝑥𝛽, реализующие этот минимум, опреде-
ляют наилучшую интерполяционную формулу.
Основным результатом настоящей работы является

Теорема 3. В пространстве периодических функций �̃�
(𝑚)
2 (𝑇1) существует един-

ственная оптимальная интерполяционная формула вида (1) с функционалом погреш-
ности (4), коэффициенты которой при 𝑚 = 1 имеют следующий вид

𝐶[𝛽] (𝑧) =

1 + 1
(2𝜋)2

1
𝑁2

∑︀
𝑘 ̸=0

cos 2𝜋𝑘(𝑧−ℎ𝛽)
𝑘2

𝑁

(︃
1 + 1

(2𝜋)2
1
𝑁2

∑︀
𝑘 ̸=0

1
𝑘2

)︃ , (33)

где 𝛽 = 1, 𝑁,𝑁 = 2, 3, ....

Доказательство.
Имея в виду (29), (30) и условии теоремы 2 𝜓ℓ (𝑥) является экстремальной функцией

для интерполяционной формулы (1) и 𝜓ℓ (𝑥) ∈ �̃�
(𝑚)
2 (𝑇1). Известно [6], что по теоремы

Бабушки условие оптимальности интерполяционной формулы запишется в виде

< 𝛿 (𝑥− 𝑥𝛽) , 𝜓ℓ (𝑥) >= 𝜓ℓ (𝑥𝛽) = 0, (34)

где 𝜓ℓ экстремальная функция интерполяционной формулы (1) в пространстве

�̃�
(𝑚)
2 (𝑇1). В силу (10) и (14) представление экстремальной функции имеет следу-

ющий вид

𝜓ℓ (𝑥) = 1−
𝑁∑︁

𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧) +
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

(︂
cos 2𝜋𝑘𝑧 −

𝑁∑︀
𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧)𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥𝜆

)︂
𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑥

𝑘2𝑚
, (35)

где 𝑥𝜆 и 𝐶𝜆 (𝑧) узлы и коэффициенты интерполяционной формулы (1).
Так как мы рассматриваем интерполяционные формулы с равномерно распределен-
ными узлами, то имеем, что 𝑥𝛽 = ℎ𝛽 и 𝑥𝜆 = ℎ𝜆 , (𝛽 = 1, ..., 𝑁, 𝜆 = 1, ..., 𝑁) , тогда
учитывая (34) из (35) получим

𝜓ℓ (ℎ𝛽) = 0, 𝛽 = 1, 𝑁. (36)

или , что то же самое для 𝜓ℓ (ℎ𝛽) имеем следующую систему уравнений , т.е.

1−
𝑁∑︁

𝜆=1

𝐶𝜆(𝑧) +
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

(︂
cos 2𝜋𝑘𝑧 −

𝑁∑︀
𝜆=1

𝐶𝜆(𝑧)𝑒
2𝜋𝑖𝑘𝑥𝜆

)︂
𝑒−2𝜋𝑖𝑘𝑥𝛽

𝑘2𝑚
= 0,

где𝛽 = 1, 𝑁.

(37)

Преобразуя (37) имеем

1−
𝑁∑︁

𝜆=1

𝐶𝜆(𝑧) +
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

(cos 2𝜋𝑘𝑧) 𝑒−2𝜋𝑖𝑘ℎ𝛽

𝑘2𝑚
−

− 1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

(︂
𝑁∑︀

𝜆=1

𝐶𝜆(𝑧)𝑒
2𝜋𝑖𝑘(ℎ𝛽−ℎ𝜆)

)︂
𝑘2𝑚

= 0,

(38)
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или

𝑁∑︁
𝛽=1

𝐶𝛽(𝑧) +
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

(︃
𝑁∑︀

𝛽=1

𝐶𝛽(𝑧)𝑒
2𝜋𝑖𝑘(ℎ𝛽−ℎ𝜆)

)︃
𝑘2𝑚

=

= 1 +
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

cos 2𝜋𝑘 (𝑧 − ℎ𝛽)

𝑘2𝑚
.

(39)

После некоторых преобразований из (39) получим

𝑁∑︁
𝛽=1

𝐶𝛽(𝑧)

[︃
1 +

1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

cos 2𝜋𝑘 (ℎ𝛽 − ℎ𝜆)

𝑘2𝑚

]︃
=

= 1 +
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

cos 2𝜋𝑘 (𝑧 − ℎ𝛽)

𝑘2𝑚
.

(40)

Умножая обе части (40) на число 𝑎, где

𝑎 =
1

𝑁 (𝐷𝑚 (0) + 2𝐷𝑚 (1))

(︃
1 + 1

(2𝜋)2𝑚𝑁2𝑚

∑︀
𝑘 ̸=0

1
𝑘2𝑚

)︃ , (41)

имеем

𝑁∑︀
𝛽=1

𝐶𝛽(𝑧)𝑎

[︃
1 + 1

(2𝜋)2𝑚

∑︀
𝑘 ̸=0

cos 2𝜋𝑘(ℎ𝛽−ℎ𝜆)
𝑘2𝑚

]︃
= 𝑎

(︃
1 + 1

(2𝜋)2𝑚

∑︀
𝑘 ̸=0

cos 2𝜋𝑘(𝑧−ℎ𝛽)
𝑘2𝑚

)︃
. (42)

Обозначая

𝑎

[︃
1 +

1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

cos 2𝜋𝑘 (ℎ𝛽 − ℎ𝜆)

𝑘2𝑚

]︃
= 𝜈𝑚 (ℎ𝛽 − ℎ𝜆) (𝜆 = 1, 𝑁) , (43)

𝑎

(︃
1 +

1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

cos 2𝜋𝑘 (𝑧 − ℎ𝛽)

𝑘2𝑚

)︃
= 𝑓𝑚 (ℎ𝛽) (44)

Из (42) получим следующую уравнению

𝑁∑︁
𝛽=1

𝐶𝛽 (𝑧)𝜈𝑚 (ℎ𝛽 − ℎ𝜆) = 𝑓𝑚 (ℎ𝛽) , (𝜆 = 1, 𝑁) (45)

Пере обозначив 𝐶𝛽 (𝑧) = 𝐶[𝛽] (𝑧) , 𝜈𝑚 (ℎ𝛽) = 𝜈𝑚 [𝛽] и 𝑓𝑚 (ℎ𝛽) = 𝑓𝑚 [𝛽], систему (45)
можно записать в виде свертки функций дискретного аргумента:

𝐶[𝛽] (𝑧) * 𝜈𝑚 (𝛽) = 𝑓𝑚 [𝛽] , 𝛽 = 0, 𝑁 (46)

𝐶[𝛽] (𝑧) = 0, ℎ𝛽 /∈ [𝑇1] . (47)

Применяя оператор 𝐷𝑚 [𝛽] [10] к обеим частям уравнение (46) получим

𝐶[𝛽] (𝑧) ·𝐷𝑚 [𝛽] * 𝜈𝑚 (𝛽) = 𝐷𝑚 [𝛽] * 𝑓𝑚 [𝛽] , 𝛽 = 0, 𝑁 (48)
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Пользуясь формулами (19),(20), работы [10] из (48) имеем

𝐶[𝛽] (𝑧) = 𝐷𝑚 [𝛽] * 𝑓𝑚 [𝛽] , [𝛽] = [0, 1] . (49)

Подставляя (44) в (49) имеем

𝐶[𝛽] (𝑧) = 𝐷𝑚 [𝛽] * 𝑎

(︃
1 +

1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

cos 2𝜋𝑘 (𝑧 − ℎ𝛽)

𝑘2𝑚

)︃
=

= 𝑎

(︃
𝐷𝑚 [𝛽] * 1 + 1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

𝑒2𝜋𝑖𝑘𝑧

𝑘2𝑚
𝐷𝑚 [𝛽] * 𝑒−2𝜋𝑖𝑘ℎ𝛽

)︃
.

(50)

Так как

𝐷𝑚 [𝛽] * 1 =
∞∑︁

𝑘=−∞

𝐷𝑚 (ℎ𝛽) = 𝐷𝑚 (0) + 2𝐷𝑚 (1) + 2
∞∑︁
𝑘=2

𝐷𝑚 (ℎ𝛽) (51)

и

𝐷𝑚 [𝛽] * 𝑒2𝜋𝑖𝑘ℎ𝛽 =
∞∑︁

𝛾=−∞

𝐷𝑚 [𝛾]𝑒2𝜋𝑖𝑘ℎ(𝛽−𝛾) =

= 𝑒−2𝜋𝑖𝑘ℎ𝛽

[︃
𝐷𝑚 (0) + 2𝐷𝑚 (1) cos 2𝜋𝑘ℎ+ 2

∞∑︁
𝛾=2

𝐷𝑚 (ℎ𝛾) 𝑒2𝜋𝑖𝑘ℎ𝛾

]︃ (52)

то, имея в виду (51) и (52) из (50) получим

𝐶[𝛽] (𝑧) =

= 𝑎

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐷𝑚 [0] + 2𝐷𝑚 [1] + 2

∞∑︁
𝛾=2

𝐷𝑚 [ℎ𝛾]+

+
1

(2𝜋)
2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

cos 2𝜋𝑘 (𝑧 − ℎ𝛽)

𝑘2𝑚

(︃
𝐷𝑚 [0] + 2𝐷𝑚 [1] cos 2𝜋𝑘ℎ+ 2

∞∑︁
𝛾=2

𝐷𝑚 [ℎ𝛾]𝑒2𝜋𝑘ℎ𝛾

)︃
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(53)

Пусть 𝑚 = 1, тогда будем использовать результаты работы [10] для 𝐷1 [𝛾] т.е.

𝐷1 [𝛾] =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2𝜋ℎ, 𝛾 = 0

− 1

𝜋2𝜋ℎ
, |𝛾| = 1

0, |𝛾| ⩾ 2

(54)

Применяя (54) к (53) получим

𝐶[𝛽] (𝑧) =

= 𝑎

(︃
𝐷1 [0] + 2𝐷1 [1] +

1

(2𝜋)2

∑︁
𝑘 ̸=0

cos 2𝜋𝑘 (𝑧 − ℎ𝛽)

𝑘2
([𝐷1 [0] + 2𝐷1 [1] cos 2𝜋𝑘ℎ])

)︃
.
(55)

Так как при 𝑘ℎ ∈ 𝑍, где 𝑍- множество целых чисел cos 2𝜋𝑘ℎ = 1, то после некоторых
преобразований из (55) имеем

𝐶[𝛽] (𝑧) = 𝑎

(︃
𝐷1 [0] + 2𝐷1 [1] +

1

(2𝜋)2𝑁2

∑︁
𝑘 ̸=0

cos 2𝜋𝑘 (𝑧 − ℎ𝛽)

𝑘2
([𝐷1 [0] + 2𝐷1 [1]])

)︃
=

= 𝑎 (𝐷1 [0] + 2𝐷1 [1])

(︃
1 +

1

(2𝜋)2𝑁2

∑︁
𝑘 ̸=0

cos 2𝜋𝑘 (𝑧 − ℎ𝛽)

𝑘2

)︃
.

(56)
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Имея ввиду (41) для оптимальных коэффициентов интерполяционной формулы (1)
из (56) получим

𝐶[𝛽] (𝑧) = ℎ

⎛⎜⎝ 1

1 + 1
(2𝜋)2

1
𝑁2

∑︀
𝑘 ̸=0

1
𝑘2

⎞⎟⎠(︃1 + 1

(2𝜋)2𝑁2

∑︁
𝑘 ̸=0

cos 2𝜋𝑘 (𝑧 − ℎ𝛽)

𝑘2

)︃
, (57)

где ℎ = 1
𝑁

и 𝛽 = 1, 𝑁,𝑁 = 2, 3, ..., тогда преобразуя (57) имеем коэффициенты
оптимальной интерполяционной формулы (1).
Что и требовалось доказать.
Приводим известные формулы (см.[11])

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘2𝑚
=

(−1)𝑚−1(2𝜋)2𝑚

2 (2𝑚)!
𝐵2𝑚 и

∞∑︁
𝑘=1

cos 2𝜋𝑘𝑥

𝑘2𝑚
= (−1)𝑚−11

2

(2𝜋)2𝑚

(2𝑚)!
𝐵2𝑚 (𝑥) , (58)

где 𝐵2𝑚 - числа Бернулли и 𝐵2𝑚 (𝑥) - многочлен Бернулли.
При 𝑚 = 1, используя формулы (58) для оптимальных коэффициентов интерполя-
ционной формулы (1) из (57) получим

𝐶[𝛽] (𝑧) =
1 + 1

2𝑁2𝐵2 (𝑧 − ℎ𝛽)

𝑁
(︀
1 + 1

2𝑁2𝐵2

)︀ . (59)

5 Заключение
В настоящей работе найдена экстремальная функция интерполяционной форму-

лы в явном виде в пространстве Соболева𝑊
(𝑚)
2 (𝑅𝑛), функций у которых обобщенные

производные порядка 𝑚 интегрируемы с квадратом.

𝑢 (𝑥) = 1−
𝑁∑︁

𝜆=0

𝐶𝜆(𝑧) +
1

(2𝜋)2𝑚

∑︁
𝑘 ̸=0

ℓ̂𝑘𝑒
−2𝜋𝑖𝑘𝑥

𝑘2𝑚

В теорема 3 доказана, что в пространстве Соболева периодических функций
�̃�

(𝑚)
2 (𝑇1) существует единственная оптимальная интерполяционная формула вида

(1) с функционалом погрешности (4) и вычислена норма функционала погрешности.
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For the first time, S.L. Sobolev [1] set the task of finding the extremal function for

the interpolation formula and calculating the norm of the error functional in the Sobolev

space. In this paper, an explicit extremal function of the interpolation formula is found

in the Sobolev space 𝑊
(𝑚)
2 (𝑅𝑛) whose functions have generalized derivatives of order
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𝑚 are square-integrable. S. L. Sobolev considered the problem of constructing optimal

lattice formulas over the space 𝐿
(𝑚)
2 (𝑅𝑛) and reduced the finding of optimal coefficients

to solution of a discrete problem of the Wiener-Hopf type. S. L. Sobolev, investigating

a discrete problem of the Wiener-Hopf type, proved the existence and uniqueness of the

solution to this problem and gave an algorithm for finding the optimal coefficients of cu-

bature and interpolation formulas. In this paper, we consider the problem of constructing

optimal interpotion formulas in the Sobolev space �̃�
(𝑚)
2 (𝑇1) for 𝑚 = 1 and the norm of

the error functional is calculated.
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