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УДК 517.518.644  

 

ПОСТРОЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОЙ  ВЕСОВОЙ КВАДРАТУРНОЙ ФОРМУЛЫ ТИПА 

ЭРМИТА В ПРОСТРАНСТВЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ СОБОЛЕВА 
   2 1

m
W T . 

 

Хаятов Хуршиджон Усманович,                                                          
преподаватель кафедры Прикладная математика  

и технологии программирования,  

Бухарский государственный университет,  

200114, улица М.Икбол 11, Бухара, Узбекистан  

wera00@mail.ru, x.u.xayatov@buxdu.uz  

 

Аннотация. Современная постановка проблемы оптимизации формул приближѐнного 

интегрирования заключается в минимизации нормы функционала погрешности формулы на 

выбранных нормированных пространствах. При исследовании наилучших формул приближѐнного 

интегрирования, в первую очередь, возникает вопрос о существовании таких формул. Этот вопрос 

исследован весьма полно, хотя и является достаточно сложным, о чѐм свидетельствует, например, 

статья [1], где было достигнуто существенное продвижение в его решении. До последнего времени 

исследования наилучших квадратурных формул основывались на изучении сплай-функций 

специального вида (моносплайнов), связанных с рассматриваемыми формулами [2-5]. Эти методы 

исследований пока не удаѐтся эффективно применить при исследовании кубатурных формул в 
   2

m

nW T , являющихся многомерными аналогами пространств 
   2 1

m
W T .  

В работе рассматриваются весовые квадратурные формулы типа Эрмита, и найдены 

оптимальные коэффициенты. Результат получен с помощью минимизации нормы функционала 

погрешности для весовых квадратурных формул типа Эрмита с использованием необходимого 

условия экстремума. 

Ключевые слова: кубатурная формула, функционал погрешность, пространство Соболева, 

обобщѐнная функция, функциональная пространство, норма, экстремальная функция. 

 

SOBOLEV DAVRIY FUNKSIYALAR FAZOSIDA  
   2 1

m
W T  ERMIT TIPIDAGI OPTIMAL 

VAZNLI KVADRATUR FORMULANI QURISH 

 

Annotatsiya. Integrallarni taqribiy hisoblash formulalarini optimallashtirish muammosi berilgan 

normallashtirilgan fazolarda formulaning xatolik funksionali normasini minimallashtirishdan iborat. 

Integrallarni taqribiy hisoblash formulalari uchun eng yaxshi formulalarni o'rganishda birinchi navbatda 

bunday formulalarning mavjudligi haqida savol tug'iladi. Bu masala juda ko‘p o'rganilgan, garchi u juda 

murakkab bo'lsa-da, masalan, [1] maqolada uni hal qilishda sezilarli yutuqlarga erishilgan. Yaqin 

vaqtgacha eng yaxshi kvadratura formulalari bo'yicha tadqiqotlarda ko'rib chiqilayotgan formulalar bilan 

bog'liq bo'lgan maxsus turdagi splayn funksiyalarini o'rganishga asoslangan edi [2-5]. Ushbu tadqiqot 

usullarini 
   2

m

nW T  fazolarining ko'p o'lchovli analoglari bo'lgan 
   2 1

m
W T  dagi kubatura formulalarini 

o'rganishda hali samarali qo'llash mumkin emas. 

Maqolada Ermit tipidagi vaznli kvadratur formulalar qaralgan va optimal koeffitsiyentlar topilgan.  

Kalit so'zlar: kubatur formula, xatolik funksionali, Sobolev fazosi, umumlashgan funksiya, funksional 

fazo, norma, ekstremal funksiya. 

 

CONSTRUCTION OF AN OPTIMAL WEIGHTED QUADRATURE FORMULA OF 

HERMITIAN TYPE IN THE SPACE OF PERIODIC SOBOLEV FUNCTIONS 
   2 1

m
W T . 

 

Abstract. The modern formulation of the problem of optimization of approximate integration formulas 

consists in minimizing the norm of the error functional of the formula on selected normalized spaces. When 

studying the best formulas for approximate integration, the question first arises about the existence of such 

formulas. This issue has been studied very fully, although it is quite complex, as evidenced, for example, by 

article [1], where significant progress has been made in solving it. Until recently, research into the best 
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quadrature formulas was based on the study of spline functions of a special type (monosplines) associated 

with the formulas under consideration [2-5]. These research methods cannot yet be effectively applied in the 

study of cubature formulas in 
   2

m

nW T , which are multidimensional analogues of the spaces of 
   2 1

m
W T . 

The paper examines weighted quadrature formulas of Hermite type and finds the optimal coefficients. 

Keywords: cubature formula, error functional, Sobolev space, generalized function, functional space, 

norm, extremal function. 

 

Введение. 

Многие работы, например [1-15] посвящены квадратурным и кубатурным формулам, в которые 

входят значения производных интегрируемых функций. Если известны не только значения функции 

 f x  в точках x  на 1T , но и значения еѐ производных некоторых порядков, то естественно, что при 

правильном использовании всех этих данных можно ожидать более точный результат, чем в случае в 

случае использования только значений функций. 

В связи с этим рассмотрим весовую квадратурную формулу типа Эрмита:  

            
1

1

0 1

1
m N

T

P x f x dx c f x
   


 



 

  ,                                                        (1) 

с функционалом погрешности 

 
            

1

1

0 1

m N

N Tx P x x c x x
  


 

 


 

                                                                                  (2) 

в пространстве Соболева 
   2 1

m
W T , где соответственно 

 
c



  и 
 

x


 являются произвольными 

коэффициентами и узлами квадратурной формулы (1),      2 1

m
f x W T , 1T  - одномерный тор, т.е. 

окружность длины равной единицы ,  p x -весовая функция и   - порядок производных,  
1T x   

характеристическая функция 1T , а  x  - дельта функция Дирака. 

Определение1. Пространство 
   2 1

m
W T  - определяется как пространство функций, заданных на 

одномерном торе 1T  и имеющих все обобщѐнные производные порядка m , суммируемые с 

квадратом в норме [4]: 

     
1

2
2

2 2

2 1

0

2
mm

k

kT

f W T f x dx k f




 
  
 
 

 ,                                                  (3) 

где 
k

f


 - коэффициенты Фурье т.е.    
1

2 ikx

k

T

f f x e dx


  . 

Постановка задачи. 

Как известно, задача оценки погрешности квадратурной формулы на функциях некоторого 

пространства B  равносильна вычислению значения нормы функционала погрешности в 

сопряжѐнном к  B  пространстве B
 или, что то же  самое, нахождению экстремальной функции для 

данной квадратурной формулы. Для решения этой задачи в качестве B  мы взяли пространство  
   2 1

m
W T .    

Задача построения оптимальных квадратурных формул над пространством Соболева 
   2 1

m
W T  

- это вычисление следующей величины: 

     
   

 

 

   
2 1

, 0
2 1

,
inf sup

Nm

N m
c x f x

f
W T

f W T
 









 
 ,                          (4) 

где 
   2 1

m
W T



 - сопряжѐнное пространство к пространству 
   2 1

m
W T . 

Для оценки погрешности квадратурной формулы необходимо решить следующую задачу. 
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Задача 1. Найти норму функционала погрешности (2) данной квадратурной формулы. Далее, 

чтобы построить оптимальную квадратурную формулу, необходимо решить следующую задачу. 

Задача 2. Найти такие значения 
 

c


  и 
 

x


, чтобы выполнялось равенство (4). 

В настоящей работе в пространстве 
   2 1

m
W T  периодических функций построена оптимальная 

квадратурная формула, и приведена норма функционала погрешности построенной квадратурной 

формулы в сопряжѐнном пространстве 
   *

2 1

m
W T . А также для функционал погрешности 

квадратурной формулы типа Эрмита для функций класса  
   2 1

m
W T  получена оценка сверху, и 

найдены оптимальные коэффициенты квадратурной формулы типа Эрмита при    2 0,1m   .  

Отметим, что задача 1 решена  в работе [5] и задача 2 решена при 0   в работе [13]. 

Оптимальная квадратурная в пространстве 
   2 1

m
W T . 

В этой работе займѐмся минимизацией нормы функционала погрешности квадратурной 

формулы (1). 

В работе [5] доказана следующая теорема. 

Теорема  1. Квадрат нормы функционала погрешности (2) весовой квадратурной формулы типа 

Эрмита вида (1) над пространством 
   2 1

m
W T  равен: 

       
2

12

2 1 0

0 1

ˆ
m N

m

N W T P c
 


 




 

  
 

 
2

1
2

0 1

2 2
0

ˆ (2 )
1

2

m N
ikx

k

m m
k

P c i k e

K


   


 







 




 ,                  (5) 

где 
 

c


  - коэффициенты, 
 

x


 - узлы квадратурной формулы (1) и  ˆkP -коэффициенты Фурье 

функции  P x .  

Теорема 2. Оптимальная  квадратурная формула типа Эрмита вида (1) в периодическом 

пространстве 
   2 1

m
W T , при  2 0,1m    имеет равноотстоящие узлы  

 
x

N

 
 ,  1,2,..., N     

и равные коэффициенты   1c  = 2c  = … =  Nc  = 
o

c       и  
       1 1 1 1

1 2 ... Nc c c c    , 

которые выражаются формулой: 

 
 

 

0 4 4 4
0

4 4 4

ˆ1 1ˆ

2

1 1 1
1

2

k

k

k o

P
P

N k
c

N
N k












 
 

 
 





    и  
 1

0c  .            (6) 

Доказательство. Пусть в равенстве  (5)  2m  , тогда  0,1   и в этом случае (5) 

принимает следующий вид: 

     
 

     
2

12 2
2

2
1 1

2 1 4 4
1 0

ˆ (2 )
1ˆ   

2

 

N N
ix ix

kN
m

N o

k

P c e i k c e

W T P c
k

 
 

 
  









 

 

 

  

 
            (7) 

Теперь произведѐм некоторое преобразование над вторым слагаемым в равенстве (7). 

Пусть 
1

0
N

c


 ,  тогда  умножая числитель и знаменатель второго  слагаемого  на величину 

1 1

N N

c c 
  

   и  
   1 1

1 1

N N

c c 
  

    получаем: 
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 

     
2

12 2
2

1 1

0 4 4
1 0

ˆ (2 )
1ˆ

2

N N
ix ix

kN

k

P c e i k c e

P c
k

 
 

 
 








 

 

 

 

 
  = 

=

2

0

1

ˆ
N

P c


 +
 

 

 
   

 

2

12 2
1

11 1 1 1

1 1

4 4
0

ˆ (2 )

1

2

ikx ikxN N N N

k N N

k

c e c e
P c i k c

c c

k

 
 

 
 

   
 

 





   

 



   
    
   
   

 
 = 

=

2

0

1

ˆ
N

P c


 +
 

       

2

1 1' 2 ' 2

1 1 1 1

4 4
0

ˆ (2 )
1

2

N N N N
ikx ikx

k

k

P c c e i k c c e

k

 
 

   
   





   



   
    
   
   

 ,           (8) 

где  

1

N

c
c

c





 

 


      и          

 
 

 

1
1

1

1

N

c
c

c





 

 


                                                                                                (9) 

Очевидно, что      
'

1

1
N

c


     и      
 1 '

1

1
N

c


                                                                               (10) 

   

Учитывая (9) и (10),   равенство  (8)  перепишем в  виде:  

     
2

2 1

m

N W T




=

2

0

1

ˆ
N

P c


 
 

 
 +

 

       

2

1 1' 2 ' 2

1 1 1 1

4 4
0

ˆ (2 )
1

2

N N N N
ikx ikx

k

k

P c c e i k c c e

k

 
 

   
   





   



   
    
   
   

 .                                           (11) 

Отсюда получаем, что 

     
2

2 1

m

N W T




=

2

0 0

1 1

ˆ ˆ2
N N

P P c c 
  

  
   

   
  +

 

       

2 2

1 1' 2 ' 2

1 1 1 1

4 4
0

ˆ (2 )
1

2

N N N N
ikx ikx

k

k

P c c e k c c e

k

 
 

   
   





   



      
       

         
   

 .                                  (12)  

Вводя обозначение  
1

1

N

c x


    и   
 1

2

1

N

c x


   ,после некоторых упрощений равенство (2) 

перепишем полинома второй степени по 1x  и  2x . 

     
 

22
2 2

2 1 0 0 1 1 4 4
0

ˆ1ˆ ˆ2
2

m k
N

k

P
W T P P x x

k









     
   +

 

 

 

   

 

   
2 2

1 1' 2 ' 2 ' 2

1

1 1 12 2

1 24 4 24 4 2
0 0 0

ˆ2
1 1 1

2 2 2

N N N
ikx ikx ikx

k

k k k

P x c e c e c e

x x
k k k

  
  

  
  

  

  

  

  

  
   .           (13) 
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Имея в виду условия  (10) в равенстве (13) и используя  результаты работы [6], получим: 

     
2

2 1

m

N W T




=
2 2

0 0 1 1
ˆ ˆ2P P x x  

 
+

       

2
2 2

1 1 24 4 4 24 4 4 4 4 4 2 2
0 0 0 0

ˆ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1ˆ2
2 2 2 2

k
k

k k k k

P
P x x x

N k N k N k N k      

      .          (14) 

Здесь мы учитывали, что суммы 

 

                 

 
2

' 2

1

4
0

N
ikx

k

c e

k










    и      

   
2

1' 2

1

2
0

N
ikx

k

c e

k










  

достигают своего наименьшего значения, равного соответственно: 

                         
4 4

0

1 1

kN k

   и   
2 2

0

1 1

kN k

  ,  

когда узлы  
 

x


 квадратурной формулы (1) равноотстоящие и все  

коэффициенты 
'c , также 

 ' 1
c  равны между собой , т.е. 

' 1
c

N
  , 

 ' 1 1
c

N
    и  

 
, 1,x N

N

 
  .                                                          (15) 

Правую часть (14) будем рассматривать как функцию  от  1x , 2x   и  обозначим еѐ через  

 1 2,y x x  т.е. 

 1 2,y x x =
2 2

0 0 1 1
ˆ ˆ2P P x x  

       
2 2

1 1 24 4 24 4 4 4 2 2
0 0 0

ˆ1 1 1 1 1 1 1 1
2

2 2 2

k

k k k

P
x x x

N k N k N k    

     .   (16)  

Тогда из необходимого условия экстремума  после некоторых упрощений  из (16) получим 

систему уравнений с двумя неизвестными   1x  и 2x . 

   
1 04 44 4 4 4

0

ˆ1 1 1 1 1ˆ1
2 2

k

k o k

P
x P

N k N k  

 
   

 
 

   

 
22 2 2

1 1 1
0

2 k o

x
N k 

 
 

 
 

                                                                                           (17)              

Решая систему (17) и  введя  некоторые преобразования, последовательно находим  1x  и 2x ,т.е. 

 

 

0 4 4 4
0

1

4 4 4

ˆ1 1ˆ

2

1 1 1
1

2

k

k

k o

P
P

N k
x

N k












 
 

 
 





,   и  2 0x  .                                                                                         (18) 

Пусть  
' 1

c
N

   и 
 ' 1 1

c
N

   ,   1, N   

тогда из (6) и (15) следует, что  

1 2 ... Nc c c c     и  
       1 1 1 1

1 2 ... Nc c c c    .                 

Отсюда следует, что  

1

1

N

x c Nc


      и    
   1 1

2

1

N

x c Nc


     .                                                                                    (19) 

Подставляя (18) в (19), находим оптимальные коэффициенты квадратурных формул типа 

Эрмита вида (1), т.е.  
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 

 

0 4 4 4
0

4 4 4

ˆ1 1ˆ
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k o
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
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
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 
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 


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   и                                                                                                      (20) 

 1
0c  ,                                                                                                                                            (21)        

что и требовалось доказать.  

Отметим, что  на основании этой теоремы 1 функционал погрешности квадратурной  формулы 

(1) для функций класса 
   2 1

m
W T  имеет оценку:  

 
,N f


  

1
2 2 2

2

0

0

2
m

k

k

f f ik
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2
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
  

   



2
1

2

1
0 1

2
2

0

(2 )
m N

ix

m
k

c i k e

k

   


 




 






 .                                                                                  (22) 

                      

Вывод.   

Качество квадратурной формулы характеризуется нормой функционала погрешности, которая 

определяется формулой 
,

sup

N

N

f B

f
B

f B





 
 . Она является функцией неизвестных 

коэффициентов и узлов. Поэтому для вычислительной практики полезно уметь вычислить норму 

функционала погрешности и оценить еѐ. Отыскание минимума нормы функционала погрешности по 

C и 
 

x


 есть задача на исследование функции многих переменных на экстремум. 

Значения C  и 
 

x


, реализующие этот минимум, определяют оптимальную формулу. Таким 

образом, оптимальной квадратурной формулой мы будем считать такую, в которой при заданном 

числе узлов N  функционал погрешности имеет наименьшую норму. 

Для практики нужно решение следующих задач: 

1. Вычисление нормы функционала погрешности квадратурных формул над пространством В. 

2. Построение оптимальной квадратурной формулы, т.е. квадратурной формулы с наименьшей 

нормой функционала погрешности над В. 
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