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ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ КУБАТУРНЫХ ФОРМУЛ ОБЩЕГО ВИДА НАД ФАКТОР- 

ПРОСТРАНСТВОМ СОБОЛЕВА 

 

Озоджон ЖАЛОЛОВ  

Бухарский государственный университет  

 доцент кафедры 

«Информационные технологии»  

 

Хуршид ХАЯТОВ  

Бухарский государственный университет  

старший преподаватель кафедры 

«Информационные технологии» 

 

В работе пространстве 2 ( )
m

L S  - функций заданных на сфере S  и обладающих квадратично 

суммируемыми обобщенными производными порядка m  вычислены нормы функционала 

погрешности весовой кубатурной формулы с производными. А также исследовано выражение 

нормы функционала погрешности для двухмерной единичной сфере. 

Ключевые слова: кубатурная формула, весовая кубатурная формула, обобщённая функция, 

функционалом погрешности. 

In the work in the space 2 ( )
m

L S  of functions given on sphere S  and possessing square integrable 

generalized derivatives of m -th order the norm of the error functional of weight cubature formulas with 

derivative is calculated. Furthermore, the expression of the norm of the error functional on two dimensional 

unique sphere is investigated. 

Key words: cubature formula, weight cubature formula, generalized function, functional errors. 

 

Пусть функции  f  , заданные на единичной сфере S принадлежат некоторому банаховому 

пространству B, вложенному в пространство  C S  непрерывных функций на S. Функции  f 

B  продолжим на все пространство 
n

R , считая их постоянными на лучах, выходящих из центра 

сферы S и будем обозначать через  f x . 

Рассмотрим погрешность кубатурной формулы 

           
1

N

tS

P f C f
  


 

   
 

 ,      (1) 

на функциях из B: 

                   
1

,
n

N

N N N

tS R

f f P f C f f x dx
    


 

   
 

     ,            (2) 

             ( )

1

1
N

N S

t

x r p x C x
   


 

  
 

    , 

 1S r  ,    ( )
x


   - дельта функции Дирака,   

2 2 2

1 2 ... nr x x x    , 

 

2

0,0

1

2 ˆ
2

nN

C P
n











 , 
1 2 ... n          и      P L S  ,0 t m  , 0,0P -  

нулевой коэффициент Фурье  ( )P  . 

 Погрешность (2) кубатурной формулы (1), очевидно, является  функционалом, заданном на 

B  в силу предположения вложенности  B C S  [1], этот функционал 
 
N


 будет непрерывным. 

Поэтому он и его норма определяется по формуле [3] 
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 

 

, 0

,
| * sup

|

N

N
f B f

f
B

f B





 

 
 . 

Функция 
0 ,f B  для которой имеется место равенство 

   
0, | * |N Nf B f B

 
    , 

называется экстремальной функцией. 

Таким образом, задача оценки погрешности кубатурной формулы на функциях некоторого 

пространства B , равносильна вычислению значения нормы функционала погрешности в 

сопряжённом к B  пространстве B


 или что тоже самое, нахождению экстремальной функции для 

данной кубатурной формулы. Для решения этой задачи в качестве B  возьмём пространство  2

m
L S  

- функций заданных на S  и обладающих квадратично суммируемыми обобщёнными производными 

порядка m , норма которых определяется равенством 

   
 ,

2
2

2 ,

1 1

| ( ) 2 ,
n k

mm m

k

k

f L S a k k n





 

       (3) 

и предположим, что 2m n . Справедлива следующая  

Теорема. Норма функционала погрешности 
 
N


 кубатурной формулы (1) над 

пространством  *

2

m
L S  равна 

 

     

 

 

1
2 2

. ,,
1*

2

1 1

ˆ

| ( )
2

N

k kn k
tm

N mm
k

P c Y

L S
k k n

 


 




 

 

  
  
     

  
 
 


  , где     , ,

ˆ
k k

S

P P Y d    . 

Доказательство. Известно [4], что если     2

m
f L S  , то для абсолютной и равномерной 

сходимости ряда     
0

k

k

f Y 




 , где   kY   - сферические гармоники порядка k , достаточно 

выполнение условия 2m n . 

Таким образом, функция   2

m
f L   может быть разложена в равномерно и абсолютно сходящийся 

ряд по сферическим гармоникам 

    
 

 
,

, ,

1

n k

k k k

k o k o

f Y a Y


  
 

  

    ,    (4) 

где  ,kY   - сферические гармоники порядка k  вида , ,ka  - коэффициенты Фурье, т.е. 

    , ,k k

S

a Y f       и    ,n k  - число линейно независимых сферических 

гармоник, т.е.       
 

 
 

3 !
, 2 2

! 2 !

k n
n k n k

k n


 
  


. 

Подставляя (4) в левую часть (2), находим 
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              
1

,
N

N

t

f P c
   



 

     
 

    ,  
1

k

k

Y 




                

         ( )

1 1 1

( ), ,
N

k k

k t k

P Y c Y
  



 

     
 

   

         

  
 

        
 

 
, ,

, , , ,

1 1 1 1 1

,
n k n kN

k k k k

k t kS

P a Y d c a Y
 

  



 

      
 

     

             

 

       
 

    
, .

, , ,

1 1 1 1 1

, ,
n k n k N

k k k

k k tS

ak P Y d a c Y
 

  



 

      
 

     

          

 
   

      
,

, , ,

1 1 1

ˆ 1
n k N

k k k

k t

a P c Y


  



 




   

 
   

  
   ,   (5) 

Если в правой части (5)  ,ka  помножить на   2 22

m m

k k n  , а кубатурную сумму поделить на 

этот множитель и применить неравенство Коши, то имея ввиду равенство (3), получим 

   
 ,

,

1 1

, 2
n k

mm

N k

k

f a k k n





 

        

   
        , ,

1

ˆ 1 2
N

mm

k k

t

P c Y k k n
  



 


 

 
      
  

  

 

      

 

1
2 2

1
, ,

( , ) ( , )2 12

,

1 1 1 1
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N
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
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  
  
            

    
 
 


     

 
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 

 

1
2 2
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1

2
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ˆ
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2

N
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k

P c Y

f L S
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
 






 

 

  
  
      

  
 
 


 

,  (6) 

Из (6) следует,  что 

 

      

 

 

1

2

, ,,
1

2

1 1

ˆ

| ( )
2

N

k kn k
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k

P c Y

L S
k k n

  


 




 

 

  
  

     
  

 
 


  ,   (7) 

Для того чтобы получить равенство в (7) рассмотрим функцию 

    
 ,

, ,

1 1

n k

k k

k

U b Y


 


 

  ,    (8) 

где  
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     

 

( )

, ,

1

, 2

ˆ

2

N

k k

t

k m

P c Y

b
k n k

  



 


 




 


,    (9) 

Так как для сферических функций имеет место оценка [4] 

     
1

2
2max | ( )

n
m

m

KY C n k f L S 
  

 , 

то из определения (9) коэффициентов ряда (8) вытекает, что    2

m
U L S  . 

Вычислив погрешность (5) кубатурной формулы для этой функции будем иметь следующее 

равенство: 

 
          

      

 

 

 
, ,,
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,
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2

N
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t
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t k

P C Y
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  


    



 



    


 

   



       
 


       

      

 

 

            
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1
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ˆ
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2

N
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t
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P C Y
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  


    



 



     


 

   


 

         
    


    

      

 

 

          
, ,,

1

, ,2
1 1 1

ˆ̂

2

N

k kn k N
t
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P C Y

P Y d C Y
k k n

  


   



 



   


 

   


 

    
    


  

 

      

 

 

   

2

, ,,
21

2

1 1

ˆ

2

N

k kn k
t m

mm
k

P C Y

U L S
k k n

  


 






 

 

 
 

   
 


 

,   (10) 

Сопоставляя (7) и (10) находим, что  

   2 2| ( ) | ( )
m m

N L S U L S





 , 

где  U   является экстремальной функцией для кубатурной формулы (1), т.е.  U   является 

функцией Рисса для функционала погрешности 
   N


 , что и требовалось доказать.  

Отметим что, в работе [4] эта задача решена при 0t  . 

На основании этой теоремы, функционал погрешности кубатурной формулы (1) для функций 

класса  2

m
L S  имеет оценку: 

      

      
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 

  
  
       
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 
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 
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, 2
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,
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2
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k
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

 

  
   
  
  . 
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В связи с тем  ̧что нахождение оптимальных или близких к ним к.ф. над пространством  1

2

m n
L S


 

довольно сложно из-за повышения размерности пространства, мы будем рассматривать случай  

1 3n   , т.е. формулы вида 

      
2

1

, sin ,
N

o o

f d d C f

 
 





      


   

В этом случае норма функционала погрешности приобретает вид 

 

         

 

1
2

12
* 2

2

1

2 1 !
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!
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1

N
i

k
k

m
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k k
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C e P
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




 
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  
 

 
 





  

Экстремальная функция функционала погрешности имеет вид 

  
 

 
 

    
 

,

,

1 1 1 1

, 2 1 cos
, , ,

1 1

kN N
k

k
km mm m

k k

Y k P
C Y C

k k k k


 

 

 

  
    

 


   

  
 

 


     

где  
   

cos cos cos sin sin
i

e   

     


   ,   - расстояние между двумя точками на 

сфере, т.е. длина дуги большой окружности, соединяющая эти точки и 0     

   2 2

1

, , , ,
N

mC G


      


  , 

где 

  
 

 
 

,

,
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,

, , , ,
1

k

k

k
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
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
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


     (11) 

Если применять оператор Бельтрами   , 


  в (11)   1m    раз в функции 

 , , ,mG       [6], то получим  
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
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2 22 2
1 1 1

,
1 1

'
11 1
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Y
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c c
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 
  
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 

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
   . 

Здесь мы использовали оценку     
1

2
, ,kY ck    

Отсюда следует, что     2

2,G L S   .   
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