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ÎÁÐÀÒÍÀß ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÍÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß ÄÐÎÁÍÎÃÎ
ÒÅËÅÃÐÀÔÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÓÞÙÅÉ ÄÐÎÁÍÎÉ

ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ ÏÎ ÂÐÅÌÅÍÈ

Àííîòàöèÿ. Èññëåäóþòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ è îáðàòíàÿ êîýôôèöèåíòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ
êîýôôèöèåíòà, çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè â äðîáíîì òåëåãðàôíîì óðàâíåíèè ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé (conformable) äðîáíîé ïðîèçâîäíîé. Â íà÷àëå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à
(ïðÿìàÿ çàäà÷à). Ìåòîäîì Ôóðüå ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíûì èíòåãðàëüíûì óðàâ-
íåíèÿì. Çàòåì, èñïîëüçóÿ òåõíèêó îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé è îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî Ãðîíóîë-
ëà, âûâîäÿòñÿ àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèÿ ÷åðåç íåèçâåñòíûé êîýôôèöèåíò, êîòîðûå áóäóò
èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíò-
íîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ òèïà Âîëüòåððà. ×òîáû ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåí-
íîñòü ðåøåíèÿ, ïðèìåíÿåòñÿ ïðèíöèï Áàíàõà. Äîêàçàíû òåîðåìû î ëîêàëüíîì ñóùåñòâîâàíèè
è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.
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Ââåäåíèå

Äðîáíîå èñ÷èñëåíèå èñïîëüçóåòñÿ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè: îáðàáîòêà ñèã-
íàëîâ, ôèíàíñû è ôèçèêà ïëàçìû, àýðîäèíàìèêà è ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, âÿçêîóïðóãîñòü,
áèîèíæåíåðèÿ è áèîìåäèöèíà [1], [2]. Íà÷àëî äðîáíîé ïðîèçâîäíîé îòíîñèòñÿ ê 1695 ãî-
äó, è äî ñåãîäíÿøíåãî äíÿ áûëî ïðåäëîæåíî ìíîæåñòâî êîíöåïöèé äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ,
òàêèõ êàê äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ, äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòîá, äðîá-
íàÿ ïðîèçâîäíàÿ Õèëôåðà è äð. Â 2014 ãîäó Ð. Õàëèë è äð. [3] ââåëè ñîîòâåòñòâóþùóþ
(conformable) äðîáíóþ ïðîèçâîäíóþ. Çàòåì ìíîãèå èññëåäîâàòåëè âûÿâèëè âàæíûå è ôóí-
äàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà ýòîé ïðîèçâîäíîé [4]. Â 2017 ãîäó Ô. Äæàðàä è äð. [5] ïîêàçàëè,
÷òî ýòà ïðîèçâîäíàÿ íåîáõîäèìà è ïîëåçíà äëÿ ãåíåðàöèè íîâûõ òèïîâ äðîáíûõ îïåðàòî-
ðîâ. Â ïîñëåäíèå ãîäû áûëè ïðîâåäåíû ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ [6]�[8] ïî îáðàòíûì
çàäà÷àì, ñâÿçàííûì ñ ðàçëè÷íûìè ñîîòâåòñòâóþùèìè äðîáíûìè îïåðàòîðàìè, âêëþ÷àÿ
îïåðàòîð äèôôóçèè.
Îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ âîëíîâûõ è äèôôóçèîííûõ óðàâíåíèé

åùå ãëóáîêî íå èññëåäîâàíû. Â ëèòåðàòóðå ÷àùå âñåãî âñòðå÷àþòñÿ èçâåñòíûå çàäà÷è îïðå-
äåëåíèÿ ïîðÿäêà äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè [9]�[11], ëèíåéíûå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ
èñòî÷íèêà [12]�[15] è íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòíûå íåëèíåéíûå îáðàòíûå çàäà÷è [16]�[23]

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 30.01.2024, ïîñëå äîðàáîòêè 30.01.2024. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 20.03.2024.
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â íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å äëÿ äðîáíûõ äèôôóçèîííî-âîëíîâûõ óðàâíåíèé ñ ðàçëè÷íû-
ìè òèïàìè óñëîâèé ïåðåîïðåäåëåíèÿ (ñì. òàêæå ññûëêè âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ).
Â ðàáîòå [24] èçó÷àþòñÿ îáðàòíûå çàäà÷è ïîèñêà ïðîñòðàíñòâåííî è âðåìåííî çàâèñèìûõ
èñòî÷íèêîâûõ â óðàâíåíèè äðîáíîé ïî âðåìåíè äèôôóçèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëîæåíèÿ
ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì íåñàìîñîïðÿæåííîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Îñíîâíûìè ðåçóëü-
òàòàìè ýòèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, à òàêæå
îöåíêà óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà â äðîáíîì äèôôóçèîííî-
âîëíîâîì óðàâíåíèè.
Îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ êëàññè÷åñêèõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàñïðîñòðà-

íåíèÿ âîëí èçó÷åíû äîñòàòî÷íî øèðîêî. Â ðàáîòàõ [25]�[28] (ñì. òàêæå ññûëêè â íèõ) èñ-
ñëåäîâàí íîâûé êëàññ îáðàòíûõ çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ ñâåðòî÷íîãî ÿäðà èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà
â ýòèõ óðàâíåíèÿõ. Êðàåâûå çàäà÷è è îáðàòíûå êîýôôèöèåíòíûå çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè èçó÷àëèñü â [29]. Â ðàáîòå
[30] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî åñëè ÿäðî â èíòåãðàëàõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ òåïëà è âîëí âûáðàíî â âèäå tk−1−αEk−α,k−α(tk−α), ãäå Eα,β(·) � ôóíêöèÿ
Ìèòòàã-Ëèôôëåðà, k = 1, 2, òî ýòè óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèþ äðîáíîé äèôôóçèè
äëÿ k = 1 è âîëíîâîìó óðàâíåíèþ äëÿ k = 2 ñ ïðîèçâîäíîé Êàïóòî ïî âðåìåíè.
Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ëîêàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå è ãëîáàëüíàÿ åäèíñòâåííîñòü

íåëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî êîýôôèöèåíòà â òåëåãðàôíîì
óðàâíåíèè, âêëþ÷àþùåå ñîîòâåòñòâóþùóþ äðîáíóþ ïðîèçâîäíóþ ñ íà÷àëüíî-êðàåâûìè óñëî-
âèÿìè è óñëîâèÿìè ïåðåîïðåäåëåíèÿ.
Â îáëàñòè Ω := {(x, t) : 0 < x < `, 0 < t ≤ T} ðàññìîòðèì òåëåãðàôíîå óðàâíåíèå ñ

äðîáíûìè ïðîèçâîäíûìè

T
(2α)
t u(x, t) + 2cT

(α)
t u(x, t) + q(t)u(x, t) = k2∂

2u

∂x2
(x, t) + f(x, t), 0 < α ≤ 1, (1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(x, 0) = ϕ(x), T
(α)
t u(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ `, (2)

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(0, t) = u(`, t) = 0, (3)

ãäå T
(α)
t ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîîòâåòñòâóþùóþ äðîáíóþ ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà α (0 < α ≤ 1)

(ñì. îïðåäåëåíèå 2) ïî t; çäåñü T
(2α)
t := T

(α)
t

(
T

(α)
t

)
, f(x, t) � çàäàííûå ôóíêöèè è c, k �

êîíñòàíòû òàêèå, ÷òî k > 0, c > 0.
Â ïðÿìîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèþ u(x, t) ∈ C2,2α

x,t (Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ
ðàâåíñòâàì (1)�(3) äëÿ çàäàííûõ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ôóíêöèé q(t), f(x, t), ϕ(x), ψ(x).
Ñîîòíîøåíèÿ (1)�(3) ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîé çàäà÷åé, ò. å. åñëè èçâåñòíû ôóíêöèè q(t), f(x, t),

ϕ(x), ψ(x) è ïîñòîÿííûå α, òî ðåøåíèå u(x, t) ìîæåò áûòü íàéäåíî èç óðàâíåíèé (1)�(3).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîä ðåøåíèåì ïðÿìîé çàäà÷è (1)�(3) áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ u(x, t) èç
êëàññà

u(x, t) ∈ C0,α
x,t (Ω) ∩ C2,2α

x,t (Ω),

ãäå Cm,2αx,t (Ω) := {u(x, t)|uxx(·, t) ∈ C(0, `), t ∈ (0, T ); Tαt u(x, ·) ∈ C(0, T ), x ∈ (0, `)} , ÿâëÿþ-
ùóþñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Ω è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (1)�(3).
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Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ôóíêöèè q(t) ∈ C[0, T ], åñëè îòíîñèòåëüíî ðåøå-
íèÿ (1)�(3) ïðÿìîé çàäà÷è èçâåñòíî óñëîâèå ïåðåîïðåäåëåíèÿ∫ `

0
ω(x)u(x, t)dx = H(t), (4)

ãäå H(t), ω(x) � çàäàííûå ôóíêöèè. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷ âîñïîëü-
çóåìñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè.
Ïóñòü ôóíêöèè ϕ(x), ψ(x) è f(x, t) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ïðåäïîëîæåíèÿì:

A1) ϕ ∈ C3[0, `], ψ ∈ C3[0, `],
{
ϕ(4), ψ(4)

}
∈ L2[0, `], ϕ(0) = ϕ(`) = 0, ψ(0) = ψ(`) = 0,

ϕ′′(0) = ϕ′′(`) = 0, ψ′′(0) = ψ′′(`) = 0;

A2) f(x, ·) ∈ C[0, T ] è äëÿ t ∈ [0, T ], f(·, t) ∈ C3[0, `], f (4)(·, t) ∈ L2[0, `], f(0, t) = f(`, t) = 0,
fxx(0, t) = fxx(`, t) = 0;
A3) ω(x) ∈ C2[0, `]; ω(0) = ω(`) = 0,

A4)
(
T

(2α)
t H

)
(t) ∈ C[0, T ], |H(t)| ≥ H0 > 0, H0 � çàäàííîå ÷èñëî,∫ `

0
ω(x)ϕ(x)dx = H(t)t=0+,

∫ `

0
ω(x)ψ(x)dx =

(
T

(α)
t H

)
(t)t=0+.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Íàïîìíèì èçâåñòíûå íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî äðîáíîãî èñ÷èñëåíèÿ (áîëåå
ïîäðîáíî ñì. [31]).

Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü ϕ : [a,+∞[→ R � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ è α ∈]0, 1]. Òîãäà ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ëåâàÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà α îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

aT
(α)
t (ϕ)(t) := lim

ε→0

ϕ
(
t+ ε(t− a)1−α)− ϕ(t)

ε
. (5)

Åñëè T
(α)
t (ϕ)(t) ñóùåñòâóåò íà [a,+∞ [ , òî T

(α)
t (ϕ)(a) = limt→a+ T

(α)
t (ϕ)(t). Ïðè a = 0 îïðå-

äåëåíèå (5) ââåäåíî Ð. Õàëèëîì è äð. â [3]. Äàëåå a = 0 è 0T
(α)
t =: T

(α)
t . Â ýòîì ñëó÷àå ìû

ãîâîðèì, ÷òî ϕ α-äèôôåðåíöèðóåìà.

Îïðåäåëåíèå 3 ([3]). Ïóñòü α ∈]0, 1] è ϕ : [0,+∞[→ R � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Ëåâûé
ñîîòâåòñòâóþùèé äðîáíûé èíòåãðàë îò ϕ ïîðÿäêà α îò íóëÿ äî t îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Iαϕ(t) :=

∫ t

0
sα−1ϕ(s)ds, t ≥ 0.

Îïðåäåëåíèå 4 ([31]). Ïóñòü 0 < α ≤ 1 è ϕ : [0,+∞[→ R � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà
äðîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïîðÿäêà α ôóíêöèè ϕ ñ íà÷àëîì â íóëå îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Lα [ϕ(t)] (s) =

∫ +∞

0
tα−1ϕ(t)e−s

tα

α dt.

Òåîðåìà 1 ([31]). Ïóñòü 0 < α ≤ 1 è ϕ : [0,+∞[→ R � äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåùåñòâåííàÿ

ôóíêöèÿ. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

Lα
[
T

(α)
t ϕ(t)

]
(s) = sLα[ϕ(t)](s)− ϕ(0).

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ áóäåò ïîëåçíîé
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Òåîðåìà 2 ([32]). Ïóñòü g : [0,+∞ [→ R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, à η, γ ∈ R+ òàêèå, ÷òî

η < γ. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ïðè 0 < α ≤ 1:

T
(2α)
t y(t) + 2ηT

(α)
t y(t) + γ2y(t) = g(t);

y(0) = y0, T
(α)
t y(0) = yα.

Îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

y(t) = y0e
−η t

α

α cos

(√
γ2 − η2

tα

α

)
+

y0η + yα√
γ2 − η2

e−η
tα

α sin

(√
γ2 − η2

tα

α

)
+

+
1√

γ2 − η2

∫ t

0
g
(

(tα − τα)1/α
)
e−η

τα

α sin

(√
γ2 − η2

τα

α

)
dτ

τ1−α .

Ëåììà 1 ([33], c. 189). Ïóñòü r � íåïðåðûâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå

[a, b], à δ, p � íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû òàêèå, ÷òî

r(t) ≤ δ + p

∫ t

a
r(s)(s− a)α−1ds,

òîãäà äëÿ âñåõ t ∈ [a, b]

r(t) ≤ δep
(t−a)α
α .

2. Èññëåäîâàíèå ïðÿìîé çàäà÷è (1)�(3)

Èñïîëüçóåì ìåòîä Ôóðüå äëÿ èçó÷åíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (1)�(3). ×àñòíîå ðåøåíèå çàäà÷è
(1)�(3) ïðè q(t) = 0, f(x, t) = 0, áóäåì èñêàòü â âèäå

u(x, t) = X(x)T (t). (6)

Ïîäñòàâëÿÿ (6) â (1),(3), ïîëó÷àåì çàäà÷ó Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ:

X ′′(x) + λX(x) = 0,
X(0) = X(`) = 0.

(7)

Çàäà÷à (7) èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

λn =
n2π2

`2
, n ∈ N,

è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè

Xn(x) =

√
2

l
sin
(nπx

`

)
, n ∈ N. (8)

Òåïåðü èùåì ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé çàäà÷è (1)�(3) â âèäå

u(x, t) =

√
2

l

+∞∑
n=1

un(t) sin
(nπx

`

)
. (9)

Êîýôôèöèåíòû un(t) äëÿ n ∈ N íàõîäÿòñÿ ñîãëàñíî îðòîãîíàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíê-

öèé Xn(x). Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2[0, `] îïðåäåëÿåòñÿ (f, g) =

∫ `

0
f(x)g(x)dx. Îòìå-

òèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ϕ(x), ψ(x) è f(x, t) ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì (8) äëÿ
n ∈ N îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè

(f(x, t), Xn(x)) = fn(t), (ϕ(x), Xn(x)) = ϕn,

(ψ(x), Xn(x)) = ψn, n ∈ N. (10)
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Äàëåå, èç (1) ñ ó÷åòîì è (u(x, t), Xn(x)) =

∫ `

0
u(x, t)Xn(x)dx = un(t) ïîëó÷èì

T
(2a)
t un(t) + 2cT

(α)
t un(t) + q(t)un(t) = −λnk2un(t) + fn(t),

un(0) = ϕn, T
(α)
t un(0) = ψn. (11)

Ìû ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

0 ≤ c2

k2
< λ1, (12)

ãäå λ1 = π2/`2 � íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ (7). Äàëåå
âñþäó áóäåì ñ÷èòàòü óñëîâèå (12) âûïîëíåííûì.
Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (12) è òåîðåìó 2, çàêëþ÷àåì, ÷òî çàäà÷à (11) ýêâèâàëåíòíà èíòåãðàëü-

íîìó óðàâíåíèþ Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà

un(t) = ϕne
−c t

α

α cos

(
√
γn
tα

α

)
+

2cϕn + ψn√
γn

e−c
tα

α sin

(
√
γn
tα

α

)
+

+
1
√
γn

∫ t

0
fn(τ)e−c

tα−τα
α sin

(
√
γn
tα − τα

α

)
dτ

τ1−α−

− 1
√
γn

∫ t

0
q(τ)un(τ)e−c

tα−τα
α sin

(
√
γn
tα − τα

α

)
dτ

τ1−α , (13)

ãäå
√
λnk2 − c2 =

√
γn.

Ëåììà 2. Èìåþò ìåñòî îöåíêè

|un(t)|≤

(
C1|ϕn|+C2

2c|ϕn|+|ψn|√
γn

+ C3

|fn|C[0,T ]√
γn

Tα

α

)
× exp

{
C3

‖q‖C[0,T ]√
γn

Tα

α

}
= Ψn(T ),

∣∣∣T (2a)
t un(t)

∣∣∣ ≤ 2cΥn( T) +
(
‖q‖C[0,T ] + λnk

2
)

Ψn + ‖fn‖C[0,T ] . (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (13) îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|un(t)|≤ C1|ϕn|+C2
2c|ϕn|+|ψn|√

γn
+ C3

‖fn‖C[0,T ]√
γn

Tα

α
+ C3

‖q‖C[0,T ]√
γn

∫ t

0
un(τ)τα−1dτ,

Ñîãëàñíî ëåììå 1 ïîëó÷àåì

|un(t)|≤

(
C1|ϕn|+C2

2c|ϕn|+|ψn|√
γn

+ C3

‖fn‖C[0,T ]√
γn

Tα

α

)
exp

{
C3

‖q‖C[0,T ]√
γn

Tα

α

}
.

�

Â ñèëó óðàâíåíèÿ (13)

T
(α)
t un(t) = t1−αu′n(t) = ϕn

[
− ce−c

tα

α cos

(
√
γn
tα

α

)
−√γne−c

tα

α sin

(
√
γn
tα

α

)]
+

+
2cϕn + ψn√

γn

[
− ce−c

tα

α sin

(
√
γn
tα

α

)
+
√
γne
−c t

α

α cos

(
√
γn
tα

α

)]
+

+
1
√
γn

∫ t

0
fn(τ)

[
− ce−c

tα−τα
α sin

(
√
γn
tα − τα

α

)
+
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+
√
γne
−c t

α−τα
α cos

(
√
γn
tα − τα

α

)]
dτ

τ1−α−

− 1
√
γn

∫ t

0
q(τ)un(τ)

[
− ce−c

tα−τα
α sin

(
√
γn
tα − τα

α

)
+

+
√
γne
−c t

α−τα
α cos

(
√
γn
tα − τα

α

)]
dτ

τ1−α .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîé îöåíêè ëåììû 2 èç óðàâíåíèÿ (13) è ïåðâîé îöåíêè ëåììû 2 èìååì∣∣∣T (α)
t un(t)

∣∣∣ ≤ (c +
√
γn)

(
C1ϕn + C2

2cϕn + ψn√
γn

+ C3

‖fn‖C[0,T ]√
γn

Tα

α
+

+C3

‖q‖C[0,T ]Ψn(T )
√
γn

Tα

α

)
= Υn(T ).

Äàëåå, ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (11) îöåíèì ôóíêöèþ T
(2α)
t un(t):∣∣∣T (2a)

t un(t)
∣∣∣ ≤ 2cΥn(T ) +

(
‖q‖C[0,T ] + λnk

2
)

Ψn(T ) + ‖fn‖C[0,T ] .

�
ßñíî, ÷òî ìû ïîñòðîèëè ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) â âèäå ðÿäà Ôóðüå (9), ãäå un(t) � ðåøå-

íèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (13). Ôîðìàëüíî äèôôåðåíöèðóÿ ðÿä (9) ïî÷ëåííî, ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèå ðÿäû:

T
(α)
t u(x, t) =

√
2

l

+∞∑
n=1

T
(α)
t un(t) sin

(nπx
`

)
, (15)

T
(2α)
t u(x, t) =

√
2

l

+∞∑
n=1

T
(2α)
t un(t) sin

(nπx
`

)
, (16)

uxx(x, t) = −
√

2

l

+∞∑
n=1

λnun(t) sin
(nπx

`

)
. (17)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé À1), À2) ïîêàæåì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ (8), (15)�(17)
â îáëàñòè Ω. Îíè äëÿ ëþáîãî (x, t) ∈ Ω̄ ìàæîðèðóþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëîâûìè ðÿäàìè√

2

`

+∞∑
n=1

(
C1|ϕn|+C2

2c|ϕn|+|ψn|√
γn

+ C3

‖fn‖C[0,T ]√
γn

Tα

α

)
exp

{
C3

‖q‖C[0,T ]√
γn

Tα

α

}
, (18)

√
2

`

+∞∑
n=1

(c+
√
γn)

(
C1|ϕn|+C2

2c|ϕn|+|ψn|√
γn

+C3

‖fn‖C[0,T ]√
γn

Tα

α
+C3

‖q‖C[0,T ]Ψn(T )
√
γn

Tα

α

)
, (19)

2c

√
2

`

+∞∑
n=1

(
Υn(T ) +

(
‖q‖C[0,T ] + λnk

2
)

Ψn(T ) + ‖fn‖C[0,T ]

)
, (20)

√
2

`

+∞∑
n=1

λn

(
C1|ϕn|+C2

2c|ϕn|+|ψn|√
γn

+ C3

‖fn‖C[0,T ]√
γn

Tα

α

)
exp

{
C3

‖q‖C[0,T ]√
γn

Tα

α

}
, (21)

ãäå Ω̄ = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ `, 0 ≤ t ≤ T}. Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.
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Ëåììà 3. Åñëè óñëîâèÿ À1), À2) âûïîëíåíû, òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèé ϕ(x), ψ(x),
f(x, t), èìåþò ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ:

ϕn =
1

λn
√
λn
ϕ(3)
n , ψn =

1

λn
√
λn
ψ(3)
n , fn(t) =

1

λn
√
λn
f (3)
n (t),

Òîãäà ðÿäû èç (18)�(21) ñõîäÿòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû (10) âûòåêàåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè ϕ(x) èìå-
þò âèä

ϕn(t) =

∫ `

0
ϕ(x)Xn(x)dx =

√
2

`

∫ `

0
ϕ(x) sin

(√
λnx

)
dx,

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ôóíêöèþ ϕ(x) ÷åòûðå ðàçà ïî x è ôóíêöèè ψ(x), f(x, t) òðè ðàçà ïî
x, ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ A1), A2), ïîëó÷àåì

ϕn =
1

λn
√
λn
ϕ(3)
n , ψn =

1

λn
√
λn
ψ(3)
n , fn(t) =

1

λn
√
λn
f (3)
n (t), (22)

ãäå

ϕ(3)
n =

√
2

l

∫ `

0
ϕ(3)
xxx(x) cos

(√
λnx

)
dx, ψ(3)

n =

√
2

`

∫ `

0
ψ(3)
xxx(x) cos

(√
λnx

)
dx,

f (3)
n (t) =

√
2

`

∫ `

0
f (3)
xxx(x, t) cos

(√
λnx

)
dx;

çäåñü ϕ
(3)
n , ψ

(3)
n , f

(3)
n (t) � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé ϕxxx(x), ψxxx(x), fxxx(x, t) â

ðÿä Ôóðüå îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû ôóíêöèé

{√
2

`
,

√
2

`
cos(
√
λnx)

}
, n ≥ 0, òàêèå, ÷òî

∞∑
n=1

∣∣∣ϕ(3)
n

∣∣∣2 ≤ ∥∥∥ϕ(3)
∥∥∥2

L2[0,`]
,

∞∑
n=1

∣∣∣ψ(3)
n

∣∣∣2 ≤ ∥∥∥ψ(3)
∥∥∥2

L2[0,`]
,

∞∑
n=1

∣∣∣f (3)
n (t)

∣∣∣2 ≤ ∥∥∥f (3)(t)
∥∥∥2

L2(Ω̄)
. (23)

Åñëè ôóíêöèè ϕ(x), ψ(x) è f(x, t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 3, òî â ñèëó ïðåäñòàâëå-
íèé (22) è (23) ðÿäû (8), (15)�(17) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî â ïðÿìîóãîëüíèêå Ω̄. Òàêèì îáðàçîì,
ôóíêöèÿ u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì (1)�(3). �

Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåòñÿ

Òåîðåìà 3. Åñëè q(t) ∈ C[0, T ], A1), A2) è óñëîâèå (12) âûïîëíåíû, òî ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå (1)�(3) ïðÿìîé çàäà÷è u(x, t) ∈ C2,2α
x,t (Ω).

Ïîëó÷èì îöåíêó íîðìû ðàçíîñòè ðåøåíèÿ èñõîäíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (13) è

ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ âõîäÿùèìè äàííûìè q̃, ϕ̃n, ψ̃n è f̃n.
Ïóñòü ũn(t) � ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (13), ñîîòâåòñòâóþùåå ôóíêöèÿì q̃, ϕ̃n, ψ̃n,

f̃n, ò. å.

ũn(t) = ϕ̃ne
−c t

α

α cos

(
√
γn
tα

α

)
+

2cϕ̃n + ψ̃n√
γn

e−c
tα

α sin

(
√
γn
tα

α

)
+

+
1
√
γn

∫ t

0
f̃n(τ)e−c

tα−τα
α sin

(
√
γn
tα − τα

α

)
dτ

τ1−α−

− 1
√
γn

∫ t

0
q̃(τ)ũn(τ)e−c

tα−τα
α sin

(
√
γn
tα − τα

α

)
dτ

τ1−α .
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Ñîñòàâèì ðàçíîñòü un(t)− ũn(t) ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (13) è ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâ-
íåíèå

ûn(t) = ϕ̂ne
−c t

α

α cos

(
√
γn
tα

α

)
+

2cϕ̂n + ψ̂n√
γn

e−c
tα

α sin

(
√
γn
tα

α

)
+

+
1
√
γn

∫ t

0
f̂n(τ)e−c

tα−τα
α sin

(
√
γn
tα − τα

α

)
dτ

τ1−α−

− 1
√
γn

∫ t

0
q̂(τ)un(τ)e−c

tα−τα
α sin

(
√
γn
tα − τα

α

)
dτ

τ1−α+

+
1
√
γn

∫ t

0
q̃(τ)ûn(τ)e−c

tα−τα
α sin

(
√
γn
tα − τα

α

)
dτ

τ1−α . (24)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ûn(t) = un(t) − ũn(t), q̂(t) = q(t)− q̃(t), ϕ̂n(t) = ϕn(t) −
ϕ̃n(t), ψ̂n(t) = ψn(t) − ψ̃n(t), f̂n(t) = fn(t) − f̃n(t). Èç (24) ïîëó÷èì ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå
íåðàâåíñòâî

|ûn(t)|≤ C1|ϕ̂n|+C2
2c|ϕ̂n|+|ψ̂n|√

γn
+ C3

∥∥∥f̂n∥∥∥
C[0,T ]√
γn

tα

α
+

+C3

‖q̂‖C[0,T ]√
γn

tα

α
Ψn(t) + C3

‖q̃‖C[0,T ]√
γn

∫ t

0
ûn(τ)τα−1dτ.

Èç ëåììû 1 è ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

|ûn(t)|≤

(
C1|ϕ̂n|+C2

2c|ϕ̂n|+|ψ̂n|√
γn

+ C3

∥∥∥f̂n∥∥∥
C[0,T ]√
γn

Tα

α
+

+C3

‖q̂‖C[0,T ]√
γn

Tα

α
Ψn(T )

)
exp

{
C3

‖q‖C[0,T ]√
γn

Tα

α

}
. (25)

Îöåíêà (25) áóäåò ïîëåçíîé ïðè èññëåäîâàíèè ïðÿìîé çàäà÷è.

3. Èññëåäîâàíèå îáðàòíîé çàäà÷è (1)�(4)

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) íà ω(x), èíòåãðèðóåì îò 0 äî ` ïî ïåðåìåííîé x:∫ `

0
ω(x)

{
T

(2α)
t u(x, t) + 2cT

(α)
t u(x, t) + q(t)u(x, t)

}
=

=

∫ `

0
ω(x)

{
k2∂

2u

∂x2
(x, t) + f(x, t)

}
dx,

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì â ïåðâîì èíòåãðàëå â ïðàâîé ÷àñòè äâàæäû ïî x, ïîëó÷àåì(
T

(2α)
t H

)
(t) + 2c

(
T

(α)
t H

)
(t) + q(t)H(t) = k2

∫ `

0
ω′′(x)u(x, t)dx+

∫ `

0
w(x)f(x, t)dx.

Îòñþäà ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé èìååì

q(t) =
1

H(t)

∫ `

0
w(x)f(x, t)dx−

− 1

H(t)

((
T

(2α)
t H

)
(t)− 2c

(
T

(α)
t H

)
(t)

)
+

k2

H(t)

∫ `

0
ω′′(x)

+∞∑
n=1

un(t)Xn(x)dx. (26)
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Ôóíêöèÿ un(t) çàâèñèò îò q(t), ò. å. un(t; q). Ïåðåïèøèì (26) â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå:

q(t) = q0(t) +
k2

H(t)

+∞∑
n=1

ωnun(t; q), (27)

ãäå

ωn =

∫ `

0
ω′′(x)Xn(x)dx,

q0(t) =
1

H(t)

(∫ `

0
w(x)f(x, t)dx−

(
T

(2α)
t H

)
(t)− 2c

(
T

(α)
t H

)
(t)

)
.

Ââåäåì îïåðàòîð A, îïðåäåëèâ åãî ïðàâîé ÷àñòüþ (27):

A[q](t) = q0(t) +
k2

H(t)

+∞∑
n=1

ωnun(t; q). (28)

Èç óðàâíåíèÿ (28) ìû ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ:

A[q](t) = q(t), (29)

ïóñòü

‖q0‖ = max
t∈[0;T ]

|q0(t)|=

∣∣∣∣∣ 1

H(t)

(∫ `

0
ω(x)f(x, t)dx−

(
T

(2α)
t H

)
(t)− 2c

(
T

(α)
t H

)
(t)

)∣∣∣∣∣
C[0,T ]

.

Çàôèêñèðóåì ÷èñëî ρ > 0 è ðàññìîòðèì øàð

B (q0, ρ) := {q(t) : q(t) ∈ C[0, T ], ‖q − q0‖ ≤ ρ} .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü óñëîâèÿ À1)�A4) è (12) âûïîëíåíû. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî T ∗ ∈
(0, T ) òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (1)�(4) èç êëàññà

q(t) ∈ C [0, T ∗].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ T > 0 îïåðàòîð A îòîá-
ðàæàåò øàð B (q0, ρ) â ñåáÿ, ò. å. A[q](t) ∈ B (q0, ρ). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè q(t) ôóíêöèÿ A[q](t), âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå (29), áóäåò íåïðåðûâíîé. Â òî æå
âðåìÿ, îöåíèâàÿ íîðìó ðàçíîñòè, íàõîäèì, ÷òî

‖A[q](t)− q0(t)‖ ≤ k2ω0

H0

+∞∑
n=1

(
C1|ϕn|+C2

2c|ϕn|+|ψn|√
γn

+C3

‖fn‖C[0,T ]√
γn

Tα

α

)
exp

{
C3

‖q‖C[0,T ]√
γn

Tα

α

}
,

ãäå ω0 = max
x∈[0,`]

|ω(x)|,H0 = max
t∈[0,T ]

|H(t)|. �

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè îöåíêó (14). Ââèäó ëåìì 2 è 3 ïîñëåäíèé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿ-
ùèìñÿ. Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà, ìîíîòîííî âîç-
ðàñòàåò ñ ðîñòîì T , à òàêæå ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè q(t) øàðó B (q0, ρ) âëå÷åò çà ñîáîé
íåðàâåíñòâî ‖q‖ ≤ ‖q0‖ + ρ. Ïîýòîìó ìû ëèøü óñèëèì íåðàâåíñòâî, åñëè çàìåíèì â ýòîì
íåðàâåíñòâå ‖q‖ âûðàæåíèåì ‖q0‖+ ρ. Âûïîëíÿÿ ýòè çàìåíû, ïîëó÷àåì

k2ω0

H0

+∞∑
n=1

(
C1|ϕn|+C2

2c|ϕn|+|ψn|√
γn

+ C3

‖fn‖C[0,T ]√
γn

Tα

α

)
× exp

{
C3

(‖q‖+ ρ)
√
γn

Tα

α

}
=: z(T ).

Ïóñòü T1 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

z(T ) = ρ.
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Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç T1 ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (ïðè T ), òî
‖A[q](t)− q0(t)‖ ≤ ρ äëÿ T < T1; ò. å. A[q](t) ∈ B (q0, ρ).
Òåïåðü âîçüìåì ëþáûå ôóíêöèè q(t), q̃(t) ∈ B (q0, ρ) è îöåíèì ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ îáðà-

çàìè A[q](t) è A[q̃](t) â ïðîñòðàíñòâå C[0, T ]. Ôóíêöèÿ ũn(t), ñîîòâåòñòâóþùàÿ q̃(t), óäîâëåò-

âîðÿåò èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì (13) äëÿ ϕn = ϕ̃n,ψn = ψ̃n è fn = f̃n. Ñîñòàâèâ ðàçíîñòü
A[q](t)−A[q̃](t) ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (13), (24), à çàòåì îöåíèâ åãî íîðìó, ïîëó÷èì

‖A[q](t)−A[q̃](t)‖ ≤ ω0

H0

+∞∑
n=1

‖un(t; q)− ũn(t; q̃)‖ ≤ ω0

H0

+∞∑
n=1

C3
Tα

α
√
γn
×

×

(
C1|ϕn|+C2

2c|ϕn|+|ψn|√
γn

+ C3

‖fn‖C[0,T ]√
γn

Tα

α

)
exp

{
C3

‖q‖C[0,T ]√
γn

Tα

α

}
‖q̂‖C[0,T ]+

+
ω0

H0

(
+∞∑
n=1

C2
3

‖q̃‖C[0,T ]T
2α

α2γn
Ψn(T )

)
exp

{
C3

‖q‖C[0,T ]√
γn

Tα

α

}
‖q̂‖C[0,T ]. (30)

Ôóíêöèè q(t) è q̃(t) ïðèíàäëåæàò øàðó B (q0,ρ), ïîýòîìó äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ôóíêöèé
èìååì íåðàâåíñòâî ‖q‖ ≤ ‖q0‖+ ρ. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (30)
ñ ìíîæèòåëåì ‖q‖ − ‖q̃‖ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ‖q‖ ,‖q̃‖ è T . Ñëåäîâàòåëüíî,
çàìåíà ‖q‖ è ‖q̃‖ â íåðàâåíñòâå (30) íà ‖q0‖+ ρ òîëüêî óñèëèò íåðàâåíñòâî. Òàêèì îáðàçîì,
ìû èìååì

‖A[q](t)−A[q̃](t)‖ ≤ ω0

H0

+∞∑
n=1

‖un(t; q)− ũn(t; q̃)‖ ≤

≤ ω0

H0

+∞∑
n=1

C3
Tα

α
√
γn

(
C1|ϕn|+C2

2c|ϕn|+|ψn|√
γn

+C3

‖fn‖C[0,T ]√
γn

Tα

α

)
exp

{
C3

(‖q‖+ ρ)
√
γn

Tα

α

}
‖q̂‖C[0,T ]+

+
ω0

H0

(
+∞∑
n=1

C2
3

(‖q‖+ ρ)T 2α

α2γn
Ψn(T )

)
exp

{
C3

(‖q‖+ ρ)
√
γn

Tα

α

}
‖q̂‖C[0,T ] = ξ(T )‖q̂‖C[0,T ].

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè T2 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ äëÿ T, ξ(T ) = 1, òî äëÿ
T ∈ (0, T2) îïåðàòîð A ñæèìàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè q(t), q̃(t) ∈ B (q0, ρ). Çíà-
÷èò, åñëè ìû âûáåðåì T ∗ < min (T1, T2), òî îïåðàòîð A áóäåò ñæèìàþùèì â øàðå B (q0, ρ).
Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Áàíàõà ([34], ñ. 87�97), îïåðàòîð A èìååò åäèíñòâåííóþ
íåïîäâèæíóþ òî÷êó â øàðå B (q0, ρ), ò. å. ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (29).

�
Ïóñòü T � ïîëîæèòåëüíîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Dµ0 çàäàííûõ

ôóíêöèé (ϕ,ψ,H, f), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ A1)�A4) è

max
{
‖ϕ‖C3[0,`] , ‖ψ‖C3[0,`] , ‖H‖C[0,T ], ‖f‖C3(Ω̄)

}
≤ µ0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gµ1 ìíîæåñòâî ôóíêöèé q(t), êîòîðûå äëÿ íåêîòîðîãî T > 0 óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèþ ‖q‖C[0,T ] ≤ µ1, µ1 > 0.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü (ϕ,ψ, h, f) ∈ Dµ0 ,
(
ϕ̃, ψ̃, h̃, f̃

)
∈ Dµ0 è q, q̃ ∈ Gµ1. Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ

îáðàòíîé çàäà÷è (1)�(4) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

‖q − q̃‖C[0,T ] ≤ ρ
[
‖ϕ− ϕ̃‖C3[0,`] +

∥∥ψ − ψ̃∥∥
C3[0,`]

+ ‖H − H̃‖C[0,T ] + ‖f − f̃‖C3(Ω̄)

]
,

ãäå êîíñòàíòà ρ çàâèñèò òîëüêî îò µ0, µ1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. C ïîìîùüþ (27) âûïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ q̃(t) è ñîñòàâèì ðàçíîñòü q(t)−
q̃(t). Òîãäà, îöåíèâ ýòî âûðàæåíèå è âîñïîëüçîâàâøèñü îöåíêàìè äëÿ un(t), ûn(t), ïîëó÷èì

‖q − q̃‖C[0,T ] ≤ max
0≤t≤T

∣∣∣∣∣ 1

H(t)

(∫ `

0
ω(x)f(x, t)dx−

(
T

(2α)
t H

)
(t)− 2c

(
T

(α)
t H

)
(t)

)
+

+
k2

H(t)

∫ `

0
ω′′(x)

+∞∑
n=1

un(t)Xn(x)dx−

− 1

H̃(t)

(∫ `

0
ω(x)f̃(x, t)dx−

(
T 2α

0+,tH̃
)

(t)− 2c
(
T

(α)
t H̃

)
(t)

)
−

− k2

H̃(t)

∫ `

0
ω′′(x)

+∞∑
n=1

ũn(t)Xn(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
≤ max

0≤t≤T

{
ω0

H2
0

∣∣∣∣∣
∫ `

0

[
H(t)(f(x, t)− f̃(x, t))− f̃(x, t)

(
H(t)− H̃(t)

)]
dx+

+H̃(t)
((
T

(2α)
t H

)
(t)−

(
T̃

(2α)
t H

)
(t)
)

+
(
T 2α
t H̃

)
(t)
(
H(t)− H̃(t)

)
+

+H̃(t)
(

(Tαt H) (t)−
(
T̃αt H

)
(t)
)

+
(
Tαt H̃

)
(t)
(
H(t)− H̃(t)

)∣∣∣∣∣
}

+

+ max
0≤t≤T

{
ω0

H2
0

∣∣∣∣∣
∫ `

0

√
2

`

[
H(t) (un(t)− ũn(t))− ũn(t)

(
H(t)− H̃(t)

)]
dx

∣∣∣∣∣
}
≤

≤ r0

(
‖ϕ− ϕ̃‖+

∥∥ψ − ψ̃∥∥+
∥∥f − f̃∥∥+

∥∥∥(T 2α
t H

)
−
(
T 2α
t H̃

)∥∥∥+

+
∥∥∥(Tαt H)−

(
Tαt H̃

)∥∥∥+ ‖H − H̃‖
)

+ r1

∫ t

0
τα−1‖q(τ)− q̃(τ)‖C[0,T ]dτ, t ∈ [0, T ], (31)

ãäå r0, r1 çàâèñÿò òîëüêî îò µ0, µ1, T, α. Èç (31) ñîãëàñíî ëåììå 1 èìååì

‖q− q̃‖C[0,T ] ≤ r0

(
‖ϕ− ϕ̃‖C3[0,`]+

∥∥ψ − ψ̃∥∥
C2[0,`]

+
∥∥f−f̃∥∥

C3(Ω̄)
+
∥∥H−H̃∥∥

C[0,T ]

)
exp

{
r1
Tα

α

}
.

(32)

Îöåíêà (31) ïîëó÷àåòñÿ èç (32), åñëè r = r0 exp

{
r1
Tα

α

}
.

Èç òåîðåìû 5 òàêæå âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàò-
íîé çàäà÷è â öåëîì. �

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ôóíêöèè ϕ,ψ,H, f è ϕ̃, ψ̃, H̃, f̃ èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â òåîðå-

ìå 3 è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿìè À1)�À4). Êðîìå òîãî, åñëè ϕ = ϕ̃, ψ = ψ̃, H = H̃, f = f̃ ,
òî q(t) = q̃(t), t ∈ [0, T ].
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Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü íåëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ äðîáíîãî
òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ñ íà÷àëüíî-
êðàåâûìè óñëîâèÿìè è óñëîâèÿìè ïåðåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëüíîãî òèïà. Ñíà÷àëà ìû èññëå-
äîâàëè ðàçðåøèìîñòü ïðÿìîé çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî çàäà÷à (1)�(3) çàìåíÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé
çàäà÷åé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà. Äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è. Ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ êîýô-
ôèöèåíòà q(t), âõîäÿùåãî â óðàâíåíèå (1), ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì (4) ñ íà÷àëüíûìè è
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2), (3). Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîìó èíòåãðàëüíî-
ìó óðàâíåíèþ òèïà Âîëüòåððà. Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà Áàíàõà ïîëó÷åíû òåîðåìû ëîêàëüíî-
ãî ñóùåñòâîâàíèÿ, ãëîáàëüíîé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. À òàêæå äîêàçàíà
îöåíêà óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ.
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An inverse coe�cient problem for the fractional telegraph equation with the

corresponding fractional derivative in time

Abstract. This work investigates an initial-boundary value and an inverse coe�cient problem of
determining a time dependent coe�cient in the fractional wave equation with the conformable
fractional derivative and an integral. In the beginning, the initial boundary value problem (direct
problem) is considered. By the Fourier method this problem is reduced to equivalent integral
equations. Then, using the technique of estimating these functions and the generalized Gronwall
inequality, we get apriori estimate for the solution via the unknown coe�cient which will be used
to study the inverse problem. The inverse problem is reduced to an equivalent integral equation of
Volterra type. To show the existence and uniqueness of the solution to this equation, the Banach
principle is applied. The local existence and uniqueness results are obtained.

Keywords: inverse problem, conformable fractional derivative, integral equation, Fourier series,
Banach fixed point theorem.
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