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ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТА С НАЧАЛЬНЫМИ 

НЕЛОКАЛЬНЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ ДЛЯ ДВУМЕРНОГО ДРОБНОГО 

ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 
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Abstract. This work investigates a problem with initial and non-local boundary conditions for 

a two-dimensional fractional Riemann-Liouville time-derivative equation. 

Keywords: fractional wave equation, nonlocal boundary conditions, inverse prob lem, 

contraction mapping principle 

Аннотация. В данной работе исследуется задача с начальными и нелокально-

граничными условиями для двумерного дробного уравнения Римана-Лиувилля по времени 

Ключевые слова: дробное волновое уравнение, нелокальные граничные условия, 

обратная задача, принцип сжимающих отображений 

Annotatsiya. Ushbu ishda vaqt boʻyicha Riman-Liuvill ma’nosidagi ikki oʻlchovli kasr tartibli 

toʻlqin tenglamasi uchun boshlangʻich va nolokal chegaraviy shartlar bilan qoʻyilgan masala 

oʻrganilgan. 

Kalit so‘zlar: kasr tartibli toʻlqin tenglamasi, nolokal chegaraviy shartlar, teskari masala, 

qisqartiruvchi akslantirish prinsipi 

В области Ω = 𝐷 × (0, 𝑇), где 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∣ 0 < 𝑥, 𝑦 < 1} мы рассматриваем двумерное 

волновое уравнение с дробными производными 

(𝐷0+,𝑡
𝛼 𝑢)(𝑥, 𝑦, 𝑡) − Δ𝑢 + 𝑞(𝑡)𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡), (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ Ω,      (1) 

с начальными условиями: 

𝐼0+,𝑡
(2−𝛼)

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)|
𝑡=0

= 𝜑(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷‾ ,                        (2) 

𝜕

𝜕𝑡
(𝐼0+,𝑡
(2−𝛼)

𝑢)(𝑥, 𝑦, 𝑡)|
𝑡=0

= 𝜓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷‾ ,                    (3) 

и нелокальными граничными условиями: 

𝑢𝑥(0, 𝑦, 𝑡) = 𝑢𝑥(1, 𝑦, 𝑡), 𝑢(0, 𝑦, 𝑡) = 0, (𝑦, 𝑡) ∈ [0,1] × [0, 𝑇],               (4) 
𝑢(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 1, 𝑡), 𝑢𝑦(𝑥, 1, 𝑡) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ [0,1] × [0, 𝑇],               (5) 

где  𝐷‾ = {(𝑥, 𝑦) ∣ 0 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 1}, Δ =
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
; 𝜑(𝑥, 𝑦), 𝜓(𝑥, 𝑦) и 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) являются 

заданными функциями. 

В прямой задаче требуется определить функцию 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝐶𝛾
2,𝛼(Ω‾ ) удовлетворяющую 

равенствам (1)-(5), при заданных достаточно гладких функциях 𝑞(𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡), где 2 − 𝛼 < 𝛾 <
1;Ω‾ = 𝐷‾ × [0, 𝑇]. 
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В обратной задаче необходимо определить функцию  𝑞(𝑡) ∈ 𝐶𝛾[0, 𝑇], если известны 

следующие интегральные условия переопределения относительно решения прямой задачи (1)-

(5): 

∫  
1

0

∫  
1

0

𝑤(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦 = ℎ(𝑡),                           (6) 

где ℎ(𝑡), 𝑤(𝑥, 𝑦) являются заданными функциями. 

Предположим, что заданные в этой статье функции  𝜑, 𝜓, 𝑓, 𝑤 и ℎ удовлетворяют 

следующим условиям: 

A1) 𝜑(⋅,⋅) ∈ 𝐶3([0,1] × [0,1]), 𝜑(4)(⋅,⋅) ∈ 𝐿2([0,1] × [0,1]);  𝜑(0, 𝑦) = 0 

𝜑𝑥(0, 𝑦) = 𝜑𝑥(1, 𝑦), 𝜑𝑥𝑥(0, 𝑦) = 𝜑𝑥𝑥(1, 𝑦), 𝜑(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥, 1), 
𝜑𝑦(𝑥, 1) = 0, 𝜑𝑦𝑦(𝑥, 0) = 𝜑𝑦𝑦(𝑥, 1); 

A2)  𝜓(⋅,⋅) ∈ 𝐶3([0,1] × [0,1]), 𝜓(4)(⋅,⋅) ∈ 𝐿2([0,1] × [0,1]);  𝜓(0, 𝑦) = 0, 
𝜓𝑥(0, 𝑦) = 𝜓𝑥(1, 𝑦), 𝜓𝑥𝑥(0, 𝑦) = 𝜓𝑥𝑥(1, 𝑦), 𝜓(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥, 1), 𝜓𝑦(𝑥, 1) = 0, 

𝜓𝑦𝑦(𝑥, 0) = 𝜓𝑦𝑦(𝑥, 1); 

A3) 𝑓(𝑥, 𝑦,⋅) ∈ 𝐶[0, 𝑇], 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑓(⋅,⋅, 𝑡) ∈ 𝐶3([0,1] × [0,1]), 

𝑓(4)(⋅,⋅, 𝑡) ∈ 𝐿2([0,1] × [0,1]), 𝑓(0, 𝑦, 𝑡) = 0, 𝑓𝑥(0, 𝑦, 𝑡) = 𝑓𝑥(1, 𝑦, 𝑡), 𝑓𝑥𝑥(0, 𝑦, 𝑡) 
= 𝑓𝑥𝑥(1, 𝑦, 𝑡), 𝑓(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 1, 𝑡), 𝑓𝑦(𝑥, 1, 𝑡) = 0, 𝑓𝑦𝑦(𝑥, 0, 𝑡) = 𝑓𝑦𝑦(𝑥, 1, 𝑡). 

A4) 𝜔(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2([0,1] × [0,1]); 𝜔(1, 𝑦) = 𝜔(0, 𝑦), 𝜔𝑥(1, 𝑦) = 0, 
𝜔(𝑥, 0) = 0,𝜔𝑦(𝑥, 0) = 𝜔𝑦(𝑥, 1). 

A5) (𝐷0+,𝑡
𝛼 ℎ)(𝑡) ∈ 𝐶𝛾[0, 𝑇], |ℎ(𝑡)| ≥ ℎ0 > 0, ℎ0 - данное число: 

∫  
1

0

 ∫  
1

0

 𝜔(𝑥, 𝑦)𝜑(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = (𝐼0+,𝑡
(2−𝛼)ℎ)(𝑡)𝑡=0+, 

∫  
1

0

 ∫  
1

0

 𝜔(𝑥, 𝑦)𝜓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =
𝜕

𝜕𝑡
(𝐼0+,𝑡
(2−𝛼)ℎ)(𝑡)𝑡=0+. 

Теорема 1. Пусть  𝑞(𝑡) ∈ 𝐶𝛾[0, 𝑇] и выполняются условия 𝐴1) − 𝐴3), тогда существует 

единственное решение прямой задачи (1)-(5)  𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝐶𝛾
2,𝛼(𝛺‾). 

Теорема 2. Пусть выполняются условия  𝐴1) − 𝐴5). Тогда существует число 𝑇∗ ∈ (0, 𝑇)  
такое, что существует единственное решение  𝑞(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝑇∗] обратной задачи (1)-(6). 

Теорема 3. Пусть (𝜑, 𝜓, ℎ, 𝑓) ∈ 𝐷𝜇0 и 𝑞, 𝑞̃ ∈ 𝐺𝜇1 . Тогда для решения обратной задачи (1)–

(6) справедлива следующая оценка устойчивости: 

‖𝑞 − 𝑞̃‖𝛾 ≤ 𝑟 [‖𝜑 − 𝜑̃‖𝐶3(𝐷̃) + ‖𝜓 − 𝜓̃‖𝐶3(𝐷‾ ) + ‖ℎ − ℎ̃‖𝐶𝛾𝛼[0,𝑇] + ‖𝑓 − 𝑓‖𝐶𝛾3(𝛺‾ )], 

где постоянная 𝑟 зависит только от 𝜇0, 𝜇1, 𝑇, 𝛼, 𝛽 и 𝛤(𝛼), 𝐵(𝛼, 1 − 𝛾). 

          Теорема 4. Пусть функции 𝜑,𝜓, ℎ, 𝑓 и 𝜑̃, 𝜓̃, ℎ̃, 𝑓 имеют тот же смысл, что и в 

теореме 4 и выполняются условия (A1)–(A5). Более того, если 𝜑 = 𝜑̃, 𝜓 = 𝜓̃, ℎ = ℎ̃, 𝑓 = 𝑓, 

для  𝑡 ∈ [0, 𝑇], то 𝑞(𝑡) = 𝑞̃(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇]. 
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