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Description of 4-dimensional Leibniz dialgebras
which are constructed by null-filiform Leibniz

algebra
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Department of Algebra and its applications

Institute of Mathematics
Tashkent, Uzbekistan

azizovmajidkhan@gmail.com

Abstract

The present paper is devoted to the description of small dimensional Leibniz dialgebras.
More precisely, small dimensional Leibniz dialgebras, constructed by null-filiform Leibniz
algebras are classified.

Keywords: Leibniz algebra; solvable Leibniz algebra; derivation; inner derivation; almost inner derivation.

MSC 2020: 17A30, 17A32, 17A60

1. Introduction
The non-commutative counterparts of Lie algebras are called Leibniz algebras and were first described

by J.-L. Loday [7]. The requirement that each right (left) multiplication operator is a derivation, i.e., is the
defining identity of the variety of right (left) Leibniz algebras:

(xy)z = (xz)y + x(yz) or x(yz) = (xy)z + y(xz),

respectively.

Many classical theorems from Lie algebras theory have been extended to Leibniz algebras case and several
classes of nilpotent, solvable, simple, semi-simple Leibniz algebras are classified, derivations, deformations
and degenerations of these algebras are investigated [2]-[6],[10]-[12]

The notion of dialgebras, more precisely associative dialgebras(diassociative algebras) were introduced by
Loday [9] and their connection with other variety of algebras. For example, Leibniz algebras can be embedded
into associative dialgebras in the same way as Lie algebras can. Initiative properties of diassociative and
classification of some classes was investigated by I.Rikhsiboev in [14], [15].

In 2008, P.Kolesnikov [13] gave the technique of how to define the notion of Var-dialgebra for a given
variety of algebra Var.

Firstly, we give the concept of "0-dialgebra" for introducing dialgebras.

Definition 1.1. A vector space A with a two multiplication operators ⊣ and ⊢ is called a 0-dialgebra if

x ⊣ (y ⊣ z) = x ⊣ (y ⊢ z), (1)

(x ⊢ y) ⊢ z = (x ⊣ y) ⊢ z, (2)
for all x, y, z ∈ A.

Definition 1.2. A 0-dialgebra (A,⊣,⊢) is called a diassociative if

(x ⊢ y) ⊢ z = x ⊢ (y ⊢ z), (3)

(x ⊣ y) ⊣ z = x ⊣ (y ⊣ z), (4)
(x ⊢ y) ⊣ z = x ⊢ (y ⊣ z), (5)

ISSN-2181-9483 Bulletin of the Institute of Mathematics, 2023, Vol.6, No 4 1
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for all x, y, z ∈ A.

It should be noted that for diassociative algebra (A ⊣,⊢) considering new operation [a, b] = a ⊢ b− b ⊣ a
converts a Leibniz algebra (A, [−,−]).

The idea of a determining method for finding dialgebras identity is also presented in [13]. This structure
is motivated by the connection between dialgebras and conformal algebras. A conformal algebra [16] is a
linear space C over a field with zero characteristics, with one linear operation T : C → C and a countable
family of bilinear products.

(·(n)·) : C × C → C, where n ranges over the set Z+ of non-negative integers, such that

• for every a, b ∈ C only a finite number of a(n)b is nonzero;

• Ta(n)b = −na(n−1)b, a(n)Tb = T (a(n)b+ na(n−1)b.

Every conformal algebra can be constructed as a subspace of the formal power series space A[[z, z−1]]
over an appropriate ordinary algebra A, with respect to

(Ta)(z) =
d

dz
a(z), (a(n)b)(z) = Res

w=0
a(w)b(z)(w − z)n.

Here Res
w=0

f(w, z) stands for the coefficient of w−1 in f(z, w) ∈ A[[z, z−1, w, w−1]].

Definition 1.3 [13] A dialgebra A : DialgS → A ∈ V eck is said to be a member of the variety Var of
dialgebras (or Var -dialgebra) if there exists a symmetric functor A : V arAlg

⊗
E → A ∈ V eck, such that

Ψ ◦ (V ar ⊗ id) ◦A = A, i.e., the diagram of functors

Ψ

A

A

V ar
⊗

id
V arAlg

⊗
E.

DialgS

AlgS ⊗ E

A ∈ V eck

Proposition 1.1 [13] A dialgebra A belongs to the variety Var if and only if A is a 0-dialgebra that satisfies
the identities Ψ−1

n

(
t⊗ e

(n)
i

)
, where t ∈ Σ, n = deg t, i = 1, . . . , n.

The following construction can be used to deduce defining identities in a dialgebra’s signature. Take a
look at the functor α : Dialg ⊗ Sym is defined as α2(x1 ⊢ x2) = x1x2 ⊗ id2 and α2(x1 ⊣ x2) = x1x2 ⊗ (12),

where (12) ∈ S2. We denote by E the following functor from Sym to ε : En(σ) = e
(n)
nσ−1 .

Lemma 1.1 [13] If u⊗ σ ∈ DialgS(n) and αn(u) = v ⊗ τ , then

Ψn(u⊗ σ) = (v ⊗ σ)⊗ En(τ)
σ.

In order to get Ψ−1
n

(
v ⊗ σ ⊗ e

(n)
i

)
for some word v ∈ Alg(n), some σ ∈ Sn, i ∈ 1, . . . , n, it is enough to

put the signs ⊣,⊢ of dialgebra operations on the word v with the same bracketing in such a way that for the
dialgebraic word vdi ∈ Dialg(n) obtained one has αn(v

d
i ) = v⊗τ , where iσ−1 = nτ−1. Then vdi ⊗σ ∈ Dialgs(n)

would be a preimage of v ⊗ σ ⊗ e
(n)
i with respect to Ψn.

The procedure of finding dialgebra’s identity is straightforward. Suppose v⊗ σ = (x1σ . . . xnσ) ∈ Algs(n).
Then vdi ⊗ σ = (x1σ ⊢ . . . ⊢ xi ⊣ . . . ⊣ xnσ), i.e., "⊢,⊣" are always directed to the variable xi.

Let us consider some examples of varieties.

Lie dialgebras. If Σ = {x1(x2x3) + x2(x3x1) + x3(x1x2), x1x2 + x2x1} then the corresponding dialgebra
identities include x1 ⊣ x2 + x2 ⊢ x1. A Lie dialgebra A considered as an ordinary algebra with respect to
[a, b] = a ⊢ b, for any a, b ∈ A, is just a right Leibniz algebra. Conversely, every right Leibniz algebra L is a
Lie dialgebra with respect to a ⊣ b = [a, b], a ⊢ b = − [b, a]. Therefore, a Lie dialgebra is just the same as a
Leibniz algebra.
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(right)Leibniz dialgebras. Suppose, Σ = {(x1x2)x3 − (x1x3)x2 − x1(x2x3)}. We should find Lemma 1.1.
implies that

Ψ−1
(
(x1, x2, x3)⊗ e

(3)
1

)
= (x1 ⊣ x2) ⊣ x3 − (x1 ⊣ x3) ⊣ x2 − x1 ⊣ (x2 ⊣ x3);

Ψ−1
(
(x1, x2, x3)⊗ e

(3)
2

)
= (x1 ⊢ x2) ⊣ x3 − (x1 ⊢ x3) ⊢ x2 − x1 ⊢ (x2 ⊣ x3);

Ψ−1
(
(x1, x2, x3)⊗ e

(3)
3

)
= (x1 ⊢ x2) ⊢ x3 − (x1 ⊢ x3) ⊣ x2 − x1 ⊢ (x2 ⊢ x3).

2. 4-dimensional Leibniz dialgebras which are constructed by null-filiform Leibniz
algebras
Definition 2.1 A 0-dialgebra (A,⊢,⊣) is called (right) Leibniz dialgebra if for any elements x, y, z of A

(x ⊢ y) ⊣ z − (x ⊣ z) ⊢ y − x ⊢ (y ⊣ z) = 0, (6)

(x ⊣ y) ⊢ z − (x ⊢ z) ⊣ y − x ⊢ (y ⊢ z) = 0, (7)

(x ⊣ y) ⊣ z − (x ⊣ z) ⊣ y − x ⊣ (y ⊣ z) = 0. (8)

From Definition 2.1 we can easily derive that if (A,⊢,⊣) is a (right) Leibniz dialgebra then (A,⊣) is a
ordinary right Leibniz algebra.

In this work, we investigate such Leibniz dialgebras that (A,⊣) is finite-dimensional null-filiform Leibniz
algebra. Note that n-dimensional Leibniz algebra (A, [−,−]) is called a null-filiform if An+1 = 0 and An ̸= 0,
where

A2 = [A,A] , Ak+1 =
[
Ak, A

]
, k ≥ 2.

It is known by [4] that, for any n-dimensional null-filiform Leibniz algebra (A, [−,−]) there exist a basis
{e1, e2, . . . , en} such that

[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 1, (9)
(omitted products are zero).

Therefore, there exist such basis of (A,⊣,⊢) that in this basis the multiplication table has the following form:

ei ⊣ e1 = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 1,

ei ⊣ ej = 0, 2 ≤ i ≤ n.

The basis, with the previous condition we call an adapted basis.

Lemma 2.1. Let (A,⊣,⊢) be a Leibniz dialgebra such that (A,⊣) is null-filiform Leibniz algebra. Then for
the adapted basis {e1, e2, . . . en}, the following is hold:

ei ⊢ ej ∈ span{e2, . . . , en}, 1 ≤ i, j ≤ n.

Proof. Considering the identity (1) for any triple of (ei, ej , ek), we have

ei ⊣ (ej ⊣ ek) = ei ⊣ (ej ⊢ ek).

Left-hand side of this equation is always equal to zero. Thus, ei ⊣ (ej ⊢ ek) = 0 which implies, ej ⊢ ek ∈
span{e2, . . . , en}. □

Lemma 2.2. Let (A,⊣,⊢) is Leibniz dialgebra such that (A,⊣) is null-filiform Leibniz algebra. Then,

ei ⊢ ej+1 = (ei ⊢ ej) ⊣ e1 − ei+1 ⊢ ej . (10)

Proof. We prove the lemma by induction on j.

• For j = 1 :

ei ⊢ e2 = ei ⊢ (e1 ⊣ e1) = [ by using (6)] = (ei ⊢ e1) ⊣ e1 − (ei ⊣ e1) ⊢ e1 = (ei ⊢ e1) ⊣ e1 − ei+1 ⊢ e1
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• Let’s assume that this condition also holds for j = k , and show it for j = k + 1 :

ei ⊢ ek+1 = ei ⊢ (ek ⊣ e1) = [ by using (6)] = (ei ⊢ ek) ⊣ e1 − (ei ⊣ e1) ⊢ ek = (ei ⊢ ek) ⊣ e1 − ei+1 ⊢ ek.

□

Now we investigate 4-dimensional Leibniz dialgebras which are constructed by filiform Leibniz algebras.
Let us put:

e1 ⊢ e1 = α112e2 + α113e3 + α114e4,

e2 ⊢ e1 = α212e2 + α213e3 + α214e4,

e3 ⊢ e1 = α312e2 + α313e3 + α314e4,

e4 ⊢ e1 = α412e2 + α413e3 + α414e4,

where, ∀αijk ∈ C.
Since (10), we can derive a whole multiplication table, by using these above products.

Theorem 2.1. There are three(up to isomorphism) 4-dimensional Leibniz dialgebras which are constructed
by 4-dimensional null-filiform Leibniz algebras:

(L1,⊣,⊢) : ei ⊣ e1 = ei+1 (1 ≤ i ≤ 3);
(L2,⊣,⊢) : ei ⊣ e1 = ei+1 (1 ≤ i ≤ 3), e1 ⊢ e1 = e4;
(L3,⊣,⊢) : ei ⊣ e1 = ei+1 (1 ≤ i ≤ 3), e1 ⊢ e1 = −e2, e1 ⊢ e2 = −e3, e1 ⊢ e3 = −e4;
(L4,⊣,⊢) : ei ⊣ e1 = ei+1 (1 ≤ i ≤ 3), e1 ⊢ e1 = −e2 + e4, e1 ⊢ e2 = −e3, e1 ⊢ e3 = −e4;
(L5,⊣,⊢) : ei ⊣ e1 = ei+1 (1 ≤ i ≤ 3), e1 ⊢ e1 = e2, e2 ⊢ e1 = e3, e3 ⊢ e1 = e4;
(L6,⊣,⊢) : ei ⊣ e1 = ei+1 (1 ≤ i ≤ 3), e1 ⊢ e1 = e2 + e4, e2 ⊢ e1 = e3, e3 ⊢ e1 = e4,

where, omitted products are zero.

Proof.

In general, for triple (ei, ej , e1) using Lemma 2.2, we have

ei ⊢ ej+1 = (ei ⊢ ej) ⊣ e1 − ei+1 ⊢ ej .

So, we can find other products by the given multiplication table above.

e1 ⊢ e2 = (e1 ⊢ e1) ⊣ e1 − e2 ⊢ e1 = (α112e2 + α113e3 + α114e4) ⊣ e1 − (α212e2 + α213e3 + α214e4)

= α112e3 + α113e4 − α212e2 − α213e3 − α214e4 = −α212e2 + (α112 − α213)e3 + (α113 − α214)e4;

e2 ⊢ e2 = (e2 ⊢ e1) ⊣ e1 − e3 ⊢ e1 = (α212e2 + α213e3 + α214e4) ⊣ e1 − (α312e2 + α313e3 + α314e4)

= α212e3 + α213e4 − α312e2 − α313e3 − α314e4 = −α312e2 + (α212 − α313)e3 + (α213 − α314)e4;

e3 ⊢ e2 = (e3 ⊢ e1) ⊣ e1 − e4 ⊢ e1 = (α312e2 + α313e3 + α314e4) ⊣ e1 − (α412e2 + α413e3 + α414e4)

= α312e3 + α313e4 − α412e2 − α413e3 − α414e4 = −α412e2 + (α312 − α413)e3 + (α313 − α414)e4;

e4 ⊢ e2 = (e4 ⊢ e1) ⊣ e1 = (α412e2 + α413e3 + α414e4) ⊣ e1 = α412e3 + α413e4.

Similarly, we can also find other multiplications.

e1 ⊢ e3 = α312e2 + (α313 − 2α212)e3 + (α112 + α314 − 2α213)e4;

e2 ⊢ e3 = α412e2 + (α413 − 2α312)e3 + (α212 + α414 − 2α313)e4;

e3 ⊢ e3 = −2α412e3 + (α312 − 2α413)e4;

e4 ⊢ e3 = α412e4;

e1 ⊢ e4 = −α412e2 + (3α312 − α413)e3 + (3α313 − 3α212 − α414)e4;

e2 ⊢ e4 = 3α412e3 + (3α413 − 3α312)e4;

e3 ⊢ e4 = −3α412e4;

e4 ⊢ e4 = 0.
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Now for the triple (ei, e1, ej) using (2), we have

(ei ⊢ e1) ⊢ ej − (ei ⊣ e1) ⊢ ej = 0, 1 ≤ i, j ≤ 4.

We preferred to write the obtained results in the form of a table so that the calculations are understandable.
This helps us to shorten the complex entries. Therefore, we present the results in tabular form in all subsequent
cases.

for i = 4, j = 4 ⇒ α412 = 0
for i = 4, j = 3 ⇒ α413(α312 − 2α413) = 0 (a)

for i = 4, j = 2 ⇒ α413(α312 − α413) = 0 (b)
α413α313 = 0

Then from (a) and (b) we can get α413 = 0. Now consider

for i = 4, j = 1 ⇒ α414 = 0
for i = 3, j = 4 ⇒ α312 = 0
for i = 3, j = 2 ⇒ α313 = 0
for i = 2, j = 3 ⇒ α313 = 0

Thus we get that, α212 = α312 = α313 = α412 = α413 = α414 = 0. Therefore, we have the following
multiplications:

e1 ⊢ e1 = α112e2 + α113e3 + α114e4; e1 ⊢ e2 = (α112 − α213)e3 + (α113 − α214)e4;
e2 ⊢ e1 = α213e3 + α214e4; e2 ⊢ e2 = (α213 − α314)e4;
e3 ⊢ e1 = α314e4; e1 ⊢ e3 = (α112 + α314 − 2α213)e4;

(omitted products are zero).

Additionally, there are the following three cases in which we obtain additional restrictions for the
structural constants:

for i = 2, j = 1 ⇒ (α213 − 1)α314 = 0
for i = 1, j = 2 ⇒ (α112 − 1)(α213 − α314) = 0

for i = 1, j = 1 ⇒ (α112 − 1)α213 = 0
(α112 − 1)α214 + α113α314 = 0

To sum up all, 
(α213 − 1)α314 = 0

(α112 − 1)(α213 − α314) = 0
(α112 − 1)α213 = 0

(α112 − 1)α214 + α113α314 = 0
α212 = α312 = α313 = α412 = α413 = α414 = 0.

By using (7) we find other conditions for structure constants:

(ei ⊣ e1) ⊢ ej − (ei ⊢ ej) ⊣ e1 − ei ⊢ (e1 ⊢ ej) = 0.

It can be seen that in formula (7) all triplets involving e3 and e4 are valid. So it is enough to observe the
formula only for combinations of e1 and e2:

for i = 1, j = 1 ⇒ (α112 + 1) (α213 − α112) = 0
(1 + α112)(α214 − α113)− α113(α112 + α314 − 2α213) = 0

for i = 1, j = 2 ⇒ (α112 − α213 + 1)(α112 + α314 − 2α213) = 0
for i = 2, j = 1 ⇒ (α314 − α213)(1 + α112) = 0

Hence, we get these conditions:
(1 + α112)(α213 − α112) = 0

(1 + α112)(α214 − α113)− α113(α112 + α314 − 2α213) = 0
(α112 − α213 + 1)(α112 + α314 − 2α213) = 0

(α112 + 1)(α314 − α213) = 0.
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As an exception, if we apply formulas (7), (2) to triple of vectors (e1, e2, e1), the following cases occurs,
respectively:

(e1 ⊣ e2) ⊢ e1 − (e1 ⊢ e1) ⊣ e2 − e1 ⊢ (e2 ⊢ e1) = 0 ⇒
α213(α112 + α314 − 2α213) = 0

(e1 ⊢ e2) ⊢ e1 = (e1 ⊣ e2) ⊢ e1 ⇒
α314(α112 − α213) = 0

Summarizing all obtained conditions, we have the next system of equations:

(α213 − 1)α314 = 0
(α112 − 1)(α213 − α314) = 0

(α112 − 1)α213 = 0
(α112 − 1)α214 + α113α314 = 0

α212 = α312 = α313 = α412 = α413 = α414 = 0
(1 + α112)(α213 − α112) = 0

(1 + α112)(α214 − α113)− α113(α112 + α314 − 2α213) = 0
(α112 − α213 + 1)(α112 + α314 − 2α213) = 0

(α112 + 1)(α314 − α213) = 0
α213(α112 + α314 − 2α213) = 0

α314(α112 − α213) = 0.

(11)

We will solve the possible cases of solving this system using first equation of the system, which is easier.
Firstly, let us observe (α213 − 1)α314 = 0. The following two situations can occur when solving this equation:

If α213 = 1, then we have

(α112 − 1)(1− α314) = 0
α112 − 1 = 0

(α112 − 1)α214 + α113α314 = 0
α212 = α312 = α313 = α412 = α413 = α414 = 0

(1 + α112)(1− α112) = 0
(1 + α112)(α214 − α113)− α113(α112 + α314 − 2) = 0

α112(α112 + α314 − 2) = 0
(α112 + 1)(α314 − 1) = 0

(α112 + α314 − 2) = 0
α314(α112 − 1) = 0.

⇒

From this system we derive

⇒
{

α212 = α312 = α313 = α412 = α413 = α414 = α214 = α113 = 0
α112 = α314 = 1.

If α213 ̸= 1, then α314 = 0 and

We have already seen when α213 was equal to one, so in this case α213 ̸= 1, then:

(α112 − 1)α213 = 0
(α112 − 1)α214 = 0

α212 = α312 = α313 = α412 = α413 = α414 = 0
(1 + α112)(α213 − α112) = 0

(1 + α112)(α214 − α113)− α113(α112 − 2α213) = 0
(α112 − α213 + 1)(α112 − 2α213) = 0

(α112 + 1)α213 = 0
α213(α112 − 2α213) = 0.

By subtracting equations (α112 − 1)α213 = 0 and (α112 − 1)α213 = 0, we get α213 = 0, and obtain

⇒
{

α212 = α312 = α313 = α412 = α413 = α414 = α113 = α214 = 0
(1 + α112)α112 = 0.

ISSN-2181-9483 Bulletin of the Institute of Mathematics, 2023, Vol.6, No 4 6



Azizov M. Description of 4-dimensional Leibniz dialgebras which are constructed by ...

There are two possible value for the parameter α112 = 0 and α112 = −1.

a)α112 = 0 ⇒ α214 = 0, α113 = 0;

b)α112 = −1 ⇒ α214 = 0, α113 = 0.

Hence, there are three fundamental solutions for the system (11).

(α112, α113, α114, α213, α214, α314) ∈ {(0, 0, α, 0, 0, 0), (−1, 0, β, 0, 0, 0), (1, 0, γ, 1, 0, 1)},
where α, β, γ ∈ C.

Then we put these structural constants in their proper places. Therefore. we obtain three class of Leibniz
dialgebras, associated with 4-dimensional null-filiform Leibniz algebra (A,⊣) :

L1(α) : ei ⊣ e1 = ei+1, (1 ≤ i, j ≤ n), e1 ⊢ e1 = αe4;
L2(β) : ei ⊣ e1 = ei+1, (1 ≤ i, j ≤ n), e1 ⊢ e1 = −e2 + βe4, e1 ⊢ e2 = −e3, e1 ⊢ e3 = −e4;
L3(γ) : ei ⊣ e1 = ei+1, (1 ≤ i, j ≤ n), e1 ⊢ e1 = e2 + γe4, e2 ⊢ e1 = e3, e3 ⊢ e1 = e4.

In the first class of dialgebra L1(α), if α = 0 we have trivial multiplication of ⊢ and obtain the algebra
L1.

If α ̸= 0, then we can suppose α = 1 and obtain the algebra L2

In the second class of dialgebra L2(β), if β = 0 we have the following multiplications:

e1 ⊢ e1 = −e2, e1 ⊢ e2 = −e3, e1 ⊢ e3 = −e4

and obtain the algebra L3.

If β ̸= 0, then we can suppose β = 1 and obtain the algebra L4.

In the third class of dialgebra L3(γ), if γ = 0 we have the following multiplications:

e1 ⊢ e1 = e2, e2 ⊢ e1 = e3, e3 ⊢ e1 = e4

and obtain the algebra L5.

If γ ̸= 0, then we can suppose γ = 1 and obtain the algebra L6.

The proof of Theorem 2.1 is complete. □
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Abstract

A family Hµ(p), µ > 0, p ∈ T3 of the generalized Friedrichs models with the perturbation of
rank one is considered. We obtain an absolutely convergent expansion for eigenvalue at µ(p),
the coupling constant threshold. The expansion is dependent to a large extent on whether
the upper bound of the essential spectrum is a threshold resonance or a threshold eigenvalue.
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1. Introduction
In the present paper, we consider the generalized Friedrichs model Hµ(p), µ > 0, depending on the parameter
p ∈ T3, with the rank-one perturbation associated to a system of two arbitrary or identical quantum
mechanical particles moving on the three-dimensional lattice Z3, and interacting via zero-range repulsive
potential. This operators generalizes the two-particle Schrödinger operator Hµ(k) := H0(k) + µV with the
fixed quasi-momentum k ∈ T3 = (−π, π]3 of the pair of particles on Z3, (see, e.g., [1, 2] and references therein).
The Friedrichs model [3], being mathematically solvable, is one of the best tools to describe quantum decay
in physics (see [4, 5, 6] for detailed reviews of applications of the Friedrichs model in various physical and
mathematical problems). Another important aspect of studying the generalized Friedrichs models is that they
describe the Hamiltonians for systems of both bosons and fermions (see, i.e., [1, 7]).

For a wide class of the two-particle discrete Schrödinger operators H(k), k ∈ Td on the d-dimensional lattice
Zd, d ≥ 3, for all nonzero values of the quasi-momentum k the existence of eigenvalues of H(k) below the
threshold, under the assumption that Hµ(0) has either a threshold energy resonance or a threshold eigenvalue
at the threshold (bottom) of the essential spectrum was proved in [1]. A similar result for the Friedrichs
model was obtained in [8].

The existence and locations, and the exact number of eigenvalues below and above the essential spectrum for
the two–particle discrete Schrödinger operators on Zd, d = 1, 2 studied in detail in [7, 9, 10, 11, 12].

The appearance and number of eigenvalues below and above the essential spectrum for the two–particle
discrete Schrödinger operators on Zd, d ≥ 3 i.e., the presence of threshold resonances and threshold eigenvalues
was studied in [7].

The authors of [13] studied for the Schrödinger operator Hµ = −∆+µV for a situation, where as µ approaches
to µ0 ≥ 0, an eigenvalue E(µ) accumulates to 0, the bottom of the essential spectrum of Hµ, i.e., as µ
approaches to µ0 an eigenvalue is absorbed at the threshold of continuum, and conversely, as µ seeks to
µ0 + ϵ, ϵ > 0, the continuum gives birth to a new eigenvalue. This phenomenon in [13] is called coupling
constant threshold. Moreover, in [13] an absolutely convergent expansion for the eigenvalue E(µ) at µ0 ≥ 0,
the coupling constant threshold of Hµ, was found.

In [14] the existence of positive coupling constant threshold µ = µ(k) > 0 for the Schrödinger operator Hµ(k),
k ∈ Td, d ≥ 3 associated to a system of two identical quantum mechanical particles (bosons) moving on the
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lattice Zd, d ≥ 3 and interacting via zero-range repulsive potential is proved: the operator has no eigenvalues
for any 0 < µ < µ(k), nevertheless for each µ > µ(k), it has a unique eigenvalue E(µ, k) lying above the
essential spectrum. Moreover, an absolutely convergent expansions for the eigenvalue E(µ, k) at µ = µ0

depending on d ≥ 3 was found. However, in [15] the absence of positive coupling constant thresholds, i.e.,
for each µ > 0 and k ∈ Td the existence of a unique eigenvalue E(µ, k) of the discrete Schrödinger operator
Hµ(k), k ∈ Td, d = 1, 2, associated to a system of two identical quantum-mechanical particles (bosons) on
Zd, d = 1, 2 wear proved and an absolutely convergent expansion for E(µ, k) at µ = 0 was found.

A family Hµ(p), µ > 0, p ∈ Td of the generalized Friedrichs models with the local perturbation of rank
one, associated to a system of two particles, moving on the d- dimensional lattice Zd, was considered in
[16, 17, 18, 19]. A criterion to existence of a coupling constant threshold µ = µ0(p) ≥ 0 depending on the
parameters of the model was proved in [16, 19]. An absolutely convergent expansion for the unique eigenvalue
E(µ, p) of Hµ(p) at µ(p) = 0 was found in [18].

In [20] it is studied the existence of eigenvalues of the generalized Friedrichs model Hµ(p), with a rank-one
perturbation, depending on parameters µ > 0 and p ∈ T2, and found an absolutely convergent expansions for
eigenvalues at µ(p), the coupling constant threshold. The expansions are highly dependent on that, whether
the threshold m(p) of the essential spectrum is: (i) neither a threshold eigenvalue nor a threshold resonance;
(ii) a threshold resonance; (iii) a threshold eigenvalue.

In [19], the Generalized Friedrichs model under rank one perturbation is considered. The analytic dependence
on the parameters of the eigenvalue and associated eigenfunction is proven. The existance of the coupling
constant threshold µ(p) is also found for the operator Hµ(p), p ∈ Uδ(p0).

In this work absolutely convergent expansions (asymptotics) of the eigenvalues are found explicitly for each
of the following cases: the threshold M(p) is a threshold resonance or a threshold eigenvalue (see Theorem 2).

2. Notations and main results
Troughout the paper we use the following notations: Let T3 = (−π, π]3 be the three-dimensional torus and
L2(T3) is the Hilbert space of square-integrable functions defined on the torus T3.

Let w(·.·) be a real-valued analytic function on (T3)2 and φ ∈ L2(T3).

We consider the Generalized Friedrichs model Hµ(p), p ∈ T3 acting in L2(T3) defined as

Hµ(p) = H0(p) + µV, µ > 0,

where H0(p), p ∈ T3 is a multiplication operator by the function wp(·) := w(p, ·):

(H0(p)f)(q) = wp(q)f(q), f ∈ L2(T3).

and V : L2(T3) → L2(T3) is the perturbation operator of the form

(V f)(q) = φ(q)(f, φ),

where (·, ·) stands for the inner product in L2(T3).

The perturbation V of H0(p) is the positive operator of rank one. Consequently, by the well-known Weyl
theorem [21] on compact perturbations, the essential spectrum of Hµ(p) satisfies the equalities

σess(Hµ(p)) = σess(H0(p)) = σ(H0(p))

and fills the segment [m(p), M(p)] on the real axis, where

m(p) = min
q∈T3

wp(q), M(p) = max
q∈T3

wp(q).

Let us introduce the hypothesis that we assume throughout the paper.

Hypothesis 2.1. The following conditions are satisfied:

(i) the function φ(·) is nontrivial and real-analytic and has no singularities on the torus T3;

(ii) the function w(·, ·) is real-analytic function on (T3)2 = T3 × T3 and has a unique non degenerated
maximum at (p0, q0) ∈ (T3)2.

ISSN-2181-9483 Bulletin of the Institute of Mathematics, 2023, Vol.6, No 4 10



Dustov S. Convergent expansion for eigenvalue of the generalized Friedrichs model ...

By Hypothesis 2.1, there exist δ-neighborhood Uδ(p0) ⊂ T3 of the point p = p0 ∈ T3 and an analytic vector
function q0 : Uδ(p0) → T3 such that for each p ∈ Uδ(p0), the point q0(p) =

(
q
(1)
0 , q

(2)
0 , q

(3)
0

)
∈ T3 is a unique

non-degenerated maximum of the function wp(·).

For any µ > 0 and p ∈ T3, we define an analytic function ∆(µ, p; ·) (the Fredholm determinant, associated to
the operator Hµ(p)) in C\[m(p), M(p)] as

∆(µ, p; ·) = 1− µΩ(p; ·),
where

Ω(p; z) =

∫
T3

φ2(q)dq

z − wp(q)
, p ∈ T3, z ∈ C\[m(p), M(p)].

Remark 2.1. We note that by the parametrical Morse lemma for any p ∈ Uδ(p 0) there exists a map
s = ψ(y, p) of the sphere Wγ(0) ⊂ R3 with radius γ > 0 and center at y = 0 to a neighborhood U(q0(p)) of
the point q0(p) that in U(q0(p)) the function wp(ψ(y, p)) can be represented as

wp(ψ(y, p)) =M(p)− y21 − y22 − y23 =M(p)− y2.

Here, the function ψ(y, ·) (resp. ψ(·, p)) is analytic in Uδ(p 0) (resp. Wγ(0)) and ψ(0, p) = q0(p). Moreover,
the Jacobian J(ψ(y, p)) of the mapping s = ψ(y, p) is analytic in Wγ(0) and positive, i.e., J(ψ(y, p)) > 0 for
all y ∈Wγ(0) and p ∈ Uδ(p 0).

Definition 2.1. The threshold z =M(p) is called a regular point of the essential spectrum of the operator
Hµ(p), if the equation Hµ(p)f =M(p)f has only trivial solution f ∈ L2(T3).

Let L1(T3) be the Banach space of integrable functions on T3.

Definition 2.2. The threshold z =M(p) is called a M(p) energy resonance (virtual level) of the essential
spectrum of the operator Hµ(p), if the equation Hµ(p)f = M(p)f has a non-trivial solution f ∈ L1(T3) \
L2(T3). The solution f is called resonance state of the operator Hµ(p).

We apply the results of Lemmas 3.2, 3.4, 3.5, 3.6, 3.7 and that is why, for readers’ convenience, we recall
these results as a lemma [19].

Lemma 2.1. Assume Hypothesis 2.1.

(i) For any µ > 0 and p ∈ T3, a number z ∈ C\σess(Hµ(p)) is an eigenvalue of the operator Hµ(p) if
and only if

∆(µ, p; z) = 0.

The corresponding eigenfunction f is of the form

fµ,p(q) =
Cµφ(q)

z − wp(q)
,

and is analytic on T3, where C = C(p) > 0 is the normalizing constant.
(ii) The integral

Ω(p) = Ω(p,M(p)) =

∫
T3

φ2(s)ds

M(p)− wp(s)

exists and is analytic function in Uδ(p0).

(iii) Let q0(p), p ∈ Uδ(p0) be a unique non-degenerate maximum point of the function wp and let
φ(q0(p)) ̸= 0 (resp. φ(q0(p)) = 0). Then

∆(µ, p;M(p)) = 0

if and only if z =M(p) is a threshold resonance (resp. an eigenvalue) for the operator Hµ(p), µ > 0,
i.e., the equation

Hµ(p)f =M(p)f

has a nonzero solution
fµ,p(·) =

Cµφ(·)
M(p)− wp(·)

,

which belongs to L1(T3)\L2(T3) (resp. L2(T3)), where C = C(p) > 0.
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(iv) For any µ > 0, p ∈ Uδ(p0) and sufficiently small z − M(p) > 0 the function ∆(µ, p; ·) can be
represented as the following convergent Laurent-Puiseux series

∆(µ, p, z) = 1− µΩ(p)− µc1(p)(z −M(p))1/2 − µF (p, z),

where

F (µ, z) =

∞∑
n=2

cn(p)(z −M(p))n/2, (1)

with
c1(p) = −1

2
πφ2(q0(p))J(q0(p)).

Moreover, the coefficients
c1(p), c2(p), ...

are real-analytic functions in p ∈ Uδ(0).

Definition 2.3. For p ∈ Uδ(p0), we define the number µ(p) > 0 as

µ(p) =

∫
T3

φ2(q)dq

M(p)− wp(q)

−1

> 0. (2)

In the next theorem we recall, the existence criterion of a unique eigenvalue of Hµ(p) upper M(p), p ∈ Uδ(p0)
([19, Theorem 2.1]).

Theorem 2.1. Assume Hypothesis 2.1. Then for any fixed p ∈ Uδ(p0), the operator Hµ(p) has a unique
eigenvalue E(µ, p) lying above the threshold M(p) if and only if µ > µ(p). Moreover, if µ = µ(p), φ(q0(p)) ̸= 0
(resp. φ(q0(p)) = 0), then the threshold M(p) is a virtual level (resp. an eigenvalue) of the operator Hµ(p).

Remark 2.2. We remark that under Hypothesis 2.1 for any p ∈ Uδ(p0), the operator Hµ(p) has no eigenvalues
lying above the essential spectrum, if and only if 0 < µ ≤ µ(p).

Remark 2.3. The positivity of the perturbation operator V yields the absence of eigenvalues of the operator
Hµ(p) lying below bound of the essential spectrum.

Remark 2.4. The set G of µ > 0, for which the threshold is a regular point of the essential spectrum
σess(Hµ(p)) of Hµ(p), is an open set in (0,+∞). More precisely, G = (0,+∞)\{µ(p)}.
Next, we present the main result of the current paper, where an absolutely convergent expansion for the
eigenvalue E(µ, p) at the coupling constant threshold µ(p) defined in (2) is obtained in the cases when the
threshold M(p) is a threshold resonance or a threshold eigenvalue.

Theorem 2.2. Assume Hypothesis 2.1. Then for any fixed p ∈ Uδ(p0), µ tends to µ(p) iff E(µ, p) approaches
to the threshold M(p). Moreover, for sufficiently small and positive µ− µ(p), the eigenvalue E(µ, p) has the
following absolutely convergent expansions:

(i) If φ(q0(p)) ̸= 0, then E(µ, p) represents as the following convergent Taylor series expansion

E(µ, p) =M(p) +

( ∞∑
n=1

an(p)[µ− µ(p)]n

)2

, (3)

where an(p), n = 1, 2, ... is real numbers with

a1(p) =

[
πφ2(q0(p))J(q0(p))µ

2(p)

2

]−1

> 0.

(ii) If φ(q0(p)) = 0 then E(µ, p) represents as the following Puiseux series at µ = µ(p)

E(µ, p) =M(p) +

( ∞∑
n=1

an(p)[µ− µ(p)]n/2

)2

, (4)

where an(p), n = 1, 2, ... real numbers with

a1(p) =
[
−µ2(p)c(p)

]−1/2
, c(p) < 0

and [µ− µ(p)]1/2 > 0 for µ− µ(p) > 0.
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The theorem gives the following corollary.

Corollary 2.1. Assume Hypothesis 2.1. Then for any fixed p ∈ Uδ(p0) for E(µ, p) the following asymptotic
relations hold:

(i) If φ(q0(p)) ̸= 0, then

E(µ, p) =M(p) +

[
πφ2(q0(p))J(q0(p))µ

2(p)

2

]−2

[µ− µ(p)]2 +O([µ− µ(p)]3), µ→ µ(p).

(ii) If φ(q0(p)) = 0, then

E(µ, p) =M(p) +
[
−µ2(p)c(p)

]−1
[µ− µ(p)] +O([µ− µ(p)]3/2), µ→ µ(p)

with c(p) < 0.

3. Proof of the results
Lemma 3.1. Assume Hypothesis 2.1, p ∈ Uδ(p0) and φ(q0(p)) = 0. Then the coefficient c2(p) of expansion
(1) is nonzero.

Proof. Assume the converse, that is c2(p) = 0. Then the parts (i) and (iv) of the Lemma 2.1 imply

−µ− µ(p)

µ(p)
− µ

∞∑
n=3

cn(p)(E(µ, p)−M(p))n/2 = 0. (5)

For each p ∈ T3, the eigenvalue E(µ, p) is a concave function of µ ≥ 0 (see [22, Theorem 1]). As every concave
function on R has a finite right derivatives, the limit

lim
µ→µ(p)+

E(µ, p)−M(p)

µ− µ(p)

exists and is finite. Therefore,

E(µ, p)−M(p) = C(µ− µ(p)) + o(µ− µ(p)), µ→ µ(p), 0 ≤ C <∞.

Consequently, using (5), we have

−µ
∞∑

n=3

cn(p)(µ− µ(p))n/2−1 [C + o(1)]
n/2

=
1

µ(p)
as µ→ µ(p).

When µ→ µ(p), left hand side of the equation turns to zero and we obtain 1/µ(p) = 0. This contradiction
shows that c2(p) ̸= 0. □

We are now able to prove the main results.

Proof of Theorem 2.2. For conviniense we introduce µ(p, z) = (Ω(p, z))−1, z ∈ (M(p),+∞). The function
µ(p, ·) : (M(p),+∞) → (µ(p),+∞) is continuous monotone function in (M(p),+∞).

Then
lim

z→M(p)+0
µ(p, z) = µ(p)

and

µ(p, z) =

∫
T3

φ2(s)ds

z − wp(s)

−1

>

∫
T3

φ2(s)ds

M(p)− wp(s)

−1

= µ(p).

Therefore it has a continuous inverse z = E(·, p) : (µ(p),+∞) → (M(p),∞). Clearly, ∆(µ, p;E(µ, p)) ≡ 0. The
above arguments will lead to a logical conclusion proving that E(·, p) →M(p)−0, if and only if, µ→ µ(p)+0.

(i) Let φ(q0(p)) ̸= 0. We represent the expansion of function ∆(µ, p; z), p ∈ Uδ(p0) at z = M(p) (see
Lemma 2.1) as follows

∆(µ, p;M(p) + α2) = 1− µ

(
Ω(p) + c1(p)α+

∞∑
n=2

cn(p)α
n

)
,
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where
α = (z −M(p))1/2, c1(p) = −1

2
πφ2(q0(p))J(q0(p)).

For any fixed p ∈ Uδ(p0), each eigenvalue z = E(µ, p) of Hµ(p) is a solution of the equation

∆(µ, p, z) = 1− µΩ(p, z) = 0. (6)

We rewrite this equation as

− λ

λµ(p) + µ2(p)
= c1(p)α+

∞∑
n=2

cn(p)α
n, λ = µ− µ(p). (7)

Introducing the varuables
α = λ (a+ u), a = [−c1(p)µ2(p)]−1 (8)

implies that in the region where |α| sufficiently small the equation (7) is equivalent to

F (λ, u) =
1

(a+ u)
+ (λµ(p) + µ2(p))

∑
n≥1

cn(p)λ
n−1(a+ u)n−1 = 0. (9)

One can show that F (0, 0) = 0 and ∂F/∂u(0, 0) = −[−c1(p)µ2(p)]−2 ̸= 0. Hence the implicit function theorem
yields that for sufficiently small λ > 0, the equation (9) has a unique analytic solution u(λ) which is given by
the following absolutely convergent series

u =

∞∑
m=0

am(p)λm.

The condition λ = 0 is equavalent to a0(p) = 0. Thus from (8), we obtain the expansion

α = λ

(
a+

∞∑
m=1

am(p)λm

)
which yields (3).

(ii) Let φ(q0(p)) = 0. We represent the expansion of the function ∆(µ, p; z), p ∈ Uδ(p0) at the point
z =M(p) as follows

∆(µ, p;M(p) + α2) = 1− µ

Ω(p) +
∑
n≥2

cn(p)α
n

 ,

α = (z −M(p))1/2.

Lemma 3.1 implies that c2(p) ̸= 0. Part (iv) of the Lemma 2.1 and the identity (6) imply the equation

− λ

λµ(p) + µ2(p)
=
∑
n≥2

cn(p)α
n = f(α, p) (10)

where the function f(α, p) is analytic at α = 0. Clear that

f(0, p) =
∂f

∂α
(0, p) = 0 and

∂2f

∂2α
(0, p) = 2c2(p) < 0

The substitutions
α = σ (a+ u), σ = λ1/2, a = [−c2(p)µ2(p)]−1/2

yield that in the region where |α| sufficiently small the equation (10) is equivalent to

F (u, σ) =
1

(a+ u)2
+ (σ2µ(p) + µ2(p))

∑
n≥2

cn(p)σ
n−2(a+ u)n−2 = 0. (11)

The function F satisfies the following conditions:

(i) u = 0, σ = 0 is a solution;
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(ii) F is analytic for small |σ|, |u|;
(iii) ∂F/∂u(0, 0) = −2[−c2(p)µ2(p)]−3 ̸= 0.

Thus, by the implicit function theorem, (11) has a unique analytic solution u, for sufficiently small σ, given
by a convergent expansion

u =
∑
n≥0

ân(p)σ
n.

Setting σ = 0, we get â0(p) = 0. Consequently,

α = σ(a+ u) = aσ +
∑
n≥1

ân(p)σ
n+1 =

∑
n≥1

an(p)σ
n,

where a1(p) = a = [−µ2(p)c2(p)]
−1/2. Hence we get (4).

Theorem is proved. □
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Qo‘zg‘alishining rangi birga teng bo‘lgan umumlashgan Fridrixs modeli xos qiymati uchun
yoyilma

Do‘stov Said

Ushbu maqolada qo‘zg‘alishining rangi birga teng bo‘lgan Hµ(p), µ > 0, p ∈ T3 umumlashgan Fridrixs modeli
qaraladi. Muhim spektrning yuqori chegarasi virtual sath yoki xos qiymat bo‘lgan hollarda xos qiymat uchun
µ(p) o‘zaro ta’sir doimiysi atrofida absolyut yaqinlashuvchi yoyilmalar olingan.

Kalit so‘zlar: Umumlashgan Fridrixs modellari; o‘zaro ta’sir doimiysi; Hamiltonian; dispersion munosabat;
bo‘sag‘a rezonansi; bo‘sag‘a xos qiymati.

Сходящееся разложение для собственного значения обобщенной модели Фридрихса с
возмущением ранга один

Дустов Саид

Рассматривается семейство Hµ(p), µ > 0, p ∈ T3 обобщеннoй модели Фридрихса с возмущением
ранга один. Получено абсолютно сходящееся разложения для собственного значения при µ(p) порог
константы связи. Разложение зависит от того, что верхняя грань существенного спектра является
пороговым резонансом или пороговым собственным значением.

Ключевые слова: Обобщенные модели Фридрихса; пороговое константы связи; Гамильтониан;
дисперсионное соотношение; пороговый резонанс; пороговое собственное значение.
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Abstract

In the present paper we consider genetic algebras corresponding to quadratic automorphisms
defined on the two-dimensional simplex. Main goal is to describe the set of all
idempotent elements and one-dimensional subalgebras of such genetic algebras. It is showed
correspondence between the one-dimensional subalgebras and the set which contains all
idempotent elements and absolute nilpotent elements.
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1. Introduction
Consider a population consisting of m species (or traits) which are denoted by E = {1, 2, . . . ,m}. Assume
that x(0) =

(
x
(0)
1 , . . . , x

(0)
m

)
is a probability distribution of species at an initial state and pij,k a probability

that individuals in the ith and jth species interbreed to produce an individual from kth species. Then a
probability distribution x(1) =

(
x
(1)
1 , . . . , x

(1)
m

)
of the spices in the first generation can be found as a total

probability, i.e.,

x
(1)
k =

m∑
i,j=1

pij,kx
(0)
i x

(0)
j , k ∈ {1, . . . ,m}.

It defines a correspondence x(0) → x(1) which is called the evolution operator or quadratic stochastic operator
(QSO). In other words, a QSO describes a distribution of the next generation if the distribution of the current
generation was given. The fascinating applications of QSO to population genetics were given in [2, 17, 18, 26].
In [14], it was given the recent achievements and open problems in the theory of QSOs.

On the other hand, each QSO defines an algebraic structure on the vector space Rm containing the simplex (see
next section for definitions). This algebraic structure is called genetic algebra. They are generally commutative
but non-associative, yet they are not necessarily Lie, Jordan, or alternative algebras. In addition, many of the
algebraic properties of these structures have genetic significance. For example, a more modern use of the
genetic algebra theory to self fertilization can be found in [19, 20]. Therefore, it is the interplay between the
purely mathematical structure and the corresponding genetic properties that makes this subject so fascinating.
We refer to [37] for the comprehensive reference.

Recall that a QSO is called a Lotka-Volterra if

pij,k = 0 for any k /∈ {i, j}, i, j, k = 1, . . . ,m.

The asymptotic behaviours of trajectories such operators a QSOs were analysed in [9, 10, 11, 28, 36] using
the theory of Lyapunov functions and tournaments. We notice that such kind of operators have important
applications in population genetics [32]. Genetic algebras associated with Lotka-Volterra operators have
been initiated in [21], and they were called Lotka-Volterra algebras. Furthermore, in [3, 38, 39] idempotent
elements of these algebras were described. There appeared several works on derivations of genetic algebras
[1, 4, 5, 6, 7, 8, 16, 22, 27, 29, 30, 33, 34, 35].
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If one looks at the Lotka-Volterra QSO on the simplex, then it turns out that it is a bijection of the simplex.
In [12] it was described all quadratic automorphisms of the simplex, which are represented as permutations
of Lotka-Volterra operators. Therefore, it is natural to investigated genetic algebras associated by quadratic
automorphisms of the simplex. In the present paper, we are investigating genetic algebras associated by Lotka-
Volterra and non-Lotka-Volterra QSOs which are defined by composition of a permutation and Lotka-Volterra
operators.

The paper is organized as follows. In Section 2.1 we recall necessary definitions from the theory of genetic
algebras. In Section 2.2 we study three dimensional genetic algebras associated with quadratic automorphisms.
Furthermore, in Section 2.3 and Section 2.4 idempotents and absolute nilpotent elements of the considered
algebras are described. Finally, in Section 2.5 we study one-dimensional subalgebras of the considered algebras.

2. Main part

2.1. Preliminaries

Let us recall the definition of an evolution algebra of a free population [25].

Let E = {1, . . . ,m}. By {ei}i∈E we denote the standard basis in Rm, i.e., ei = (δi1, ..., δim), where δij is the
Kronecker’s Delta. Throughout this paper, we consider the simplex:

Sm−1 =

{
x = (xi) ∈ Rm : xi ≥ 0, ∀i ∈ E,

m∑
i=1

xi = 1

}
.

A quadratic stochastic operator (QSO) is a mapping of the simplex Sm−1 into itself of the form

V : x′k =

m∑
i,j=1

pij,kxixj , k = 1, 2, . . . ,m, (1)

where pij,k are inheritance coefficients, which satisfy the following conditions:

pij,k ≥ 0, pij,k = pji,k,

m∑
k=1

pij,k = 1, i, j, k ∈ {1, 2, . . . ,m}. (2)

Let V be a QSO and suppose that x,y ∈ Rm are arbitrary vectors, we introduce a multiplication rule (see
[18]) on Rm by

(x ◦V y)k =

m∑
i,j=1

pij,kxiyj (3)

where x = (x1, . . . , xm),y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm.

Using (2) it is easy to see that x ◦V y = y ◦V x, i.e. the multiplication is commutative. Certain algebraic
properties of such kind of algebras were investigated in [18, 26, 37]. In general, the genetic algebra is not
necessarily to be associative.

The multiplication (3) in the canonical basis can be represented as follows

ei ◦V ej =

m∑
k=1

pij,kek.

Thus, we identify the coefficients of inheritance as the structure of an algebra, i.e., a bilinear mapping of
Rm × Rm to Rm.

It turns out that the multiplication can be given terms of QSO (1)

x ◦V y =

m∑
i,j,k=1

(pij,kxiyj)ek =
1

4
(V (x+ y)− V (x− y)). (4)

One can check that
x ◦V x = x2 = V (x) for any x ∈ Sm−1.
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This algebraic interpretation is useful, e.g., a state x is an equilibrium precisely when x is an idempotent
element of the unite simplex Sm−1.

We write x[n] for the power (· · · (x2)2 · · · ) (n times) with x[0] ≡ x, then the trajectory with initial state x is
V n(x) = x[n].

The algebra AV (i.e., the pair (Rm, ◦V )) generated by the evolution operator (1) is called the genetic algebra.
Notice that algebras AV generated by Lotka-Volterra operators are called the Lotka-Volterra algebras and
their properties have been considered in [6, 7, 13].

A character for an algebra A is a nonzero multiplicative linear form on A, that is, a nonzero algebra
homomorphism from A to R. A pair (A, σ) consisting of an algebra A and a character σ on A is called a
baric algebra.

In [25], it was proved that the linear form σ(x) =
m∑

k=1

xk is a character for the evolution algebra of a free

population. Hence the algebra AV is a baric algebra.

2.2. Three dimensional genetic algebras of associated with permutations

Let us consider the following Volterra QSO defined on the S2

V :


x′1 = x21 + (1− a)x1x2 + (1 + c)x1x3,

x′2 = x22 + (1 + a)x1x2 + (1− b)x2x3,

x′3 = x23 + (1− c)x1x3 + (1 + b)x2x3,

(5)

where −1 ≤ a, b, c ≤ 1.

The set E = {1, 2, 3} has the following permutations:

π1 =

(
1 2 3
1 2 3

)
, π2 =

(
1 2 3
2 1 3

)
, π3 =

(
1 2 3
1 3 2

)
,

π4 =

(
1 2 3
3 2 1

)
, π5 =

(
1 2 3
2 3 1

)
, π6 =

(
1 2 3
3 1 2

)
.

In [12] showed that the corresponding quadratic automorphisms of S2 are defined by

Vi = TπiV, i = 1, . . . , 6.

It is easy to see that for the permutation π1 one has Tπ1
= Id, and for π2, π3, π4, we have Tπ2

i
= Id, i = 2, 3, 4

and for the rest permutations π5, π6 one has Tπ3
i
= Id, i = 5, 6 where Id is the identity map.

Definition 2.1. Two quadratic stochastic operators V and W are called conjugate if there exists a permutation
π such that T−1

π V Tπ =W , the last one is denoted by V ∼W .

Let V and W be QSO on S2, and AV , AW be the corresponding genetic algebras. These algebras are called
stochastically isomorphic if there is a stochastic linear bijection ψ : AV → AW such that ψ(x ◦V y) =
ψ(x) ◦W ψ(y) for all x,y ∈ AV .

The next theorem about connection of between the conjugacy of QSOs and corresponding genetic algebras.

Theorem 2.1. Let V and W be QSOs. Then the following assertions are equivalent:

(i) V and W are conjugate;

(ii) the genetic algebras AV and AW are stochastically isomorphic.

Proof. The proof of the theorem.

(i) ⇒ (ii). Then, there is a permutation π such that T−1
π V Tπ(x) =W (x) for x ∈ R3. From (4) we have

x ◦W y =
1

4
(W (x+ y)−W (x− y))
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Therefore, using the conjugacy argument, one has

Tπ (x ◦W y) = Tπ

(
1

4
(W (x+ y)−W (x− y))

)
=

1

4
(TπW (x+ y)− TπW (x− y))

=
1

4
(V Tπ(x+ y)− V Tπ(x− y)) =

1

4
(V (Tπ(x) + Tπ(y))− V (Tπ(x)− Tπ(y)))

= Tπ(x) ◦V Tπ(y)

Thus, we arrive at AV ≃ AW .

(ii) ⇒ (i). Let the genetic algebras AV and AW be stochastically isomorphic. Then, there is a stochastic
mapping Tπ such that Tπ (x ◦W y) = Tπ(x) ◦V Tπ(y). Using the relations x2 = x ◦W x =W (x), we obtain

Tπ (W (x)) = Tπ
(
x2
)
= (Tπ(x))

2
= Tπ(x) ◦V Tπ(x) = V (Tπ(x))

which proves the assertion.

The proof of Theorem 2.1 is complete. □

Theorem 2.2.[31] The quadratic automorphisms {Vi} defined on the S2 can be divided into three non-conjugate
classes:

K1 = {V1}; K2 = {V2, V3, V4}; K3 = {V5, V6}.
From Theorem 2.1 and Theorem 2.2, we infer the next corollary.

Corollary 2.1. Let AV be a three dimensional genetic algebra associated with quadratic automorphisms of
S2. Then it is isomorphic to one of the following pairwise non-isomorphic algebras: AV1 , AV2 and AV5 .

The operator V1 is a Lotka-Volterra operator, and its associated genetic algebra has been already investigated
in [13]. Therefore, in what follows, we restrict ourselves to the operators V1, V2 and V5.

By (5) V1 has the form:

V1 :


x′1 = x21 + (1− a)x1x2 + (1 + c)x1x3,

x′2 = x22 + (1 + a)x1x2 + (1− b)x2x3,

x′3 = x23 + (1− c)x1x3 + (1 + b)x2x3,

,

where −1 ≤ a, b, c ≤ 1.

Now, by (5) V2 is defined as follows:

V2 :


x′1 = x22 + (1 + a)x1x2 + (1− b)x2x3,

x′2 = x21 + (1− a)x1x2 + (1 + c)x1x3,

x′3 = x23 + (1− c)x1x3 + (1 + b)x2x3,

where −1 ≤ a, b, c ≤ 1.

By the same argument, V5 is given by

V5 :


x′1 = x22 + (1 + a)x1x2 + (1− b)x2x3,

x′2 = x23 + (1− c)x1x3 + (1 + b)x2x3,

x′3 = x21 + (1− a)x1x2 + (1 + c)x1x3,

here, as before, −1 ≤ a, b, c ≤ 1.

2.3. Idempotents of AV1 , AV2 and AV5

An element x ∈ AV is called idempotent if x2 = x. The idempotents of an evolution algebra are especially
important, because they are the fixed points of the evolution operator V , that is, V (x) = x. Denote by
Id(AV ) the set of idempotent elements of the algebra AV .

In this section, we are going to describe idempotent elements of the algebras AV1
, AV2

and AV5
, respectively.

ISSN-2181-9483 Bulletin of the Institute of Mathematics, 2023, Vol.6, No 4 20



Ibragimov M. On 1D subalgebras of genetic algebras

First, let us consider the genetic algebra AV1 . One can show that an idempotent element of the corresponding
genetic algebra is a solution of the following system

x1 = x21 + (1− a)x1x2 + (1 + c)x1x3,

x2 = x22 + (1 + a)x1x2 + (1− b)x2x3,

x3 = x23 + (1− c)x1x3 + (1 + b)x2x3,

(6)

where −1 ≤ a, b, c ≤ 1.

It is clear that for the idempotent elements we have x1 + x2 + x3 = (x1 + x2 + x3)
2 and we obtain that either

x ∈ H0 = {x : x1 + x2 + x3 = 0} or x ∈ H1 = {x : x1 + x2 + x3 = 1} is an idempotent element of algebra.

Theorem 2.4. The set of idempotent elements Id (AV1
) is equal to

Id (AV1
) = {O} ∪



{(α, β, γ), α+ β + γ = 1}, if a = b = c = 0,

{c(c), f(β),g(β), c ∈ [−1, 1], β ∈ R }, if a = b = 0 c ̸= 0,

{b(b),d(α), e(α), b ∈ [−1, 1], α ∈ R }, if a = c = 0 b ̸= 0,

{a(a),h(γ), i(γ), a ∈ [−1, 1], γ ∈ R }, if b = c = 0 a ̸= 0,

{e2,k(ab),p(aγ), e(α), a, b ∈ [−1, 1], α, γ ∈ R}, if c = 0 ab ̸= 0,

{e1, l(ac),q(cβ), i(γ), a, c ∈ [−1, 1], β, γ ∈ R}, if b = 0 ac ̸= 0,

{e3,m(bc), r(bα),g(β), b, c ∈ [−1, 1], α, β ∈ R}, if a = 0 bc ̸= 0,

{e1, e2, e3,a(a),b(b), c(c), s(abc), t(abcγ),
a, b, c ∈ [−1, 1], a+ b+ c ̸= 0, γ ∈ R}, if abc ̸= 0.

where O = (0, 0, 0), a(a) = (1/a,−1/a, 0), b(b) = (0, 1/b,−1/b), c(c) = (−1/c, 0, 1/c),

d(α) = (α, 1− α, 0), e(α) = (α, 0, 1− α) f(β) = (1− β, β, 0), g(β) = (0, β, 1− β),

h(γ) = (1− γ, 0, γ), i(γ) = (0, 1− γ, γ),

p(aγ) =

(
−γ +

1

a
,−1

a
, γ

)
, q(cβ) =

(
−1

c
,−β, β +

1

c

)
, r(bα) =

(
α,

1

b
− α,−1

b

)
,

k(ab) =

(
b

a+ b
, 0,

a

a+ b

)
, l(ac) =

(
0,

c

a+ b
,

a

a+ b

)
, m(bc) =

(
b

a+ b
,

c

a+ b
, 0

)
,

s(abc) =

(
b

a+ b+ c
,

c

a+ b+ c
,

a

a+ b+ c

)
,

t(abcγ) =

(
bγ + 1

a
,
cγ − 1

a
, γ

)
.

Proof. The proof of the theorem.

For the convenience we rewrite the system (6) in form
x1 = x1(x1 + x2 + x3 − ax2 + cx3),

x2 = x2(x1 + x2 + x3 + ax1 − bx3),

x3 = x3(x1 + x2 + x3 − cx1 + bx2),

(7)

where −1 ≤ a, b, c ≤ 1. Consider all possible cases.

I. Let a = b = c = 0. a) Suppose that x ∈ H0 then from the system (7) we have x1 = x2 = x3 = 0, that is
(0, 0, 0) ∈ Id (AV1

).

b) Suppose that x ∈ H1 then from the system (7) we have

x1 = x1, x2 = x2, x3 = x3

and it follows that (α, β, γ) ∈ Id (AV1
) for α+ β + γ = 1.

II. Let a = b = 0 and c ̸= 0. a) Suppose that x ∈ H0 then from the system (7) we have x1 = x2 = x3 = 0,
that is (0, 0, 0) ∈ Id (AV1). From the system

x1 = cx1x3, x2 = x2, x3 = −cx3x1
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we have the solution (−1

c
, 0,

1

c
).

b) Suppose that x ∈ H1 then from the system (7) we have

x1 = x1(1 + cx3), x2 = x2, x3 = x3(1− cx1)

and it follows that (1− β, β, 0) ∈ Id (AV1
) and (0, β, 1− β) ∈ Id (AV1

).

III. Let a = c = 0 and b ̸= 0. a) Suppose that x ∈ H0 then from the system (7) we have x1 = x2 = x3 = 0,
that is (0, 0, 0) ∈ Id (AV1). From the system

x1 = x1, x2 = −bx2x3, x3 = bx3x2

we get the solution (0,
1

b
,−1

b
).

b) Suppose that x ∈ H1 then from the system (7) we have

x1 = x1, x2 = x2(1− bx3), x3 = x3(1 + bx2)

and it follows that (α, 1− α, 0) ∈ Id (AV1) and (α, 0, 1− α) ∈ Id (AV1).

IV. Let b = c = 0 and a ̸= 0. a) Suppose that x ∈ H0 then from the system (7) we have x1 = x2 = x3 = 0,
that is (0, 0, 0) ∈ Id (AV1

). From the system

x1 = −ax1x2, x2 = ax2x1, x3 = x3

it follows the solution (
1

a
,−1

a
, 0).

b) Suppose that x ∈ H1 then from the system (7) we have

x1 = x1(1− ax2), x2 = x2(1 + ax1), x3 = x3.

and it follows that (0, 1− γ, γ) ∈ Id (AV1) and (1− γ, 0, γ) ∈ Id (AV1).

V. Let c = 0 and ab ̸= 0. a) Suppose that x ∈ H0 then from the system (7) we have x1 = x2 = x3 = 0, that
is (0, 0, 0) ∈ Id(A), and x1 = −ax1x2, x2 = x2(ax1 − bx3), x3 = bx2x3 from the first and third equations

a = −b, so one has the solution
(
−γ +

1

a
,−1

a
, γ

)
∈ Id (AV1

).

b) Suppose that x ∈ H1 then from the system (7) we have

x1 = x1(1− ax2), x2 = x2(1 + ax1 − bx3), x3 = x3(1 + bx2).

Using x2 = 1− x1 − x3 from the equations we have (fix x1)

bx23 + [(b− a)x1 − b]x3 + ax1 − ax21 = 0.

D = [(b− a)x1 − b]2 − 4b(ax1 − ax21) = [(a+ b)x1 − b]2

and it holds D ≥ 0. If D = 0, will be (a+ b)x1 − b = 0, x1 =
b

a+ b
, x2 = 0, x3 =

a

a+ b
. Therefore we have

the solution (
b

a+ b
, 0,

a

a+ b
).

If D > 0, then

x
(1)
3 =

(a− b)x1 + b− (a+ b)x1 + b

2b
= 1− x1, x2 = 1− x1 − 1 + x1 = 0.

So we obtain the solution (x1, 0, 1− x1) and x1 ∈ R.
Since

x
(2)
3 =

(a− b)x1 + b+ (a+ b)x1 − b

2b
=
a

b
x1, x2 = 1− a+ b

b
x1

we have that if x1 = 0 then it is easy to see that (0, 1, 0) is a solution and if x1 ̸= 0 then it follows the solution(
x1, 1−

a+ b

b
x1,

a

b
x1

)
. From the first and third equations we get x1 =

a

a+ b
. And in this case one has that

(
b

a+ b
, 0,

a

a+ b
) is a solution.
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VI. Let b = 0 and ac ̸= 0. a) Suppose that x ∈ H0 then from the system (7) we have x1 = x2 = x3 = 0,
that is (0, 0, 0) ∈ Id (AV1), and x1 = x1(−ax2 + cx3), x2 = ax1x2, x3 = −cx1x3 from the second and third

equations a = −c, so the solition (−1

c
,−β, β +

1

c
) ∈ Id (AV1).

b) Suppose that x ∈ H1 then from the system (7) we have

x1 = x1(1− ax2 + cx3), x2 = x2(1 + ax1), x3 = x3(1− cx1).

Using x1 = 1− x2 − x3 from the equations we have(fix x3)

ax22 + [(a− c)x3 − a]x2 + cx3 − cx23 = 0.

D = [(a− c)x3 − a]2 − 4a(cx3 − cx23) = [(a+ c)x3 − a]2

an evidently that D ≥ 0.

If D = 0 then it follows that (a+ c)x3 − a = 0, x3 =
a

a+ c
, x2 =

c

a+ c
, x1 = 0. So (0,

c

a+ c
,

a

a+ c
) is a

solution of the last system.

If D > 0 then one has that

x
(1)
2 =

(c− a)x3 + a− (a+ c)x3 + a

2a
= 1− x3, x1 = 1− 1− x3 + x3 = 0

and x3 ∈ R, that is we have the solution (0, 1− x3, x3).

Since

x
(2)
2 =

(c− a)x3 + a+ (a+ c)x3 − a

2a
=
c

a
x3, x1 = 1− a+ c

a
x3

we have that if x3 = 0 then one gets the solution (1, 0, 0) and if x3 ̸= 0 then the solution (1− a+ c

a
x3,

c

a
x3, x3).

From the second and third equations we get x3 =
a

a+ c
. And in this case one has the solution (0,

c

a+ c
,

a

a+ c
).

VII. Let a = 0 and bc ̸= 0. a) Suppose that x ∈ H0 then from the system (7) we have x1 = x2 = x3 = 0,
that is (0, 0, 0) ∈ Id (AV1

), and x1 = cx1x3, x2 = −bx2x3, x3 = x3(−cx1 + bx2) from the first and second

equations b = −c, so the solition (α,
1

b
− α,−1

b
) ∈ Id (AV1

). b) Suppose that x ∈ H1 then from the system
(7) we have

x1 = x1(1 + cx3), x2 = x2(1− bx3), x3 = x3(1− cx1 + bx2).

Using x3 = 1− x1 − x2 from the equations we have(fix x2)

cx21 + [(c− b)x2 − c]x1 + bx2 − bx22 = 0.

D = [(c− b)x2 − c]2 − 4c(bx2 − bx22) = [(b+ c)x2 − c]2.

Clearly that D ≥ 0. If D = 0 then will be (b+ c)x2 − c = 0, x2 =
c

b+ c
, x1 =

b

b+ c
, x3 = 0. From this

system we have the solution
(

b

b+ c
,

c

b+ c
, 0

)
.

If D > 0 then x
(1)
1 =

(b− c)x2 + c− (b+ c)x2 + c

2c
= 1 − x2, x3 = 1 − 1 − x2 + x2 = 0 and it follows the

solution (1− x2, x2, 0).

Since x(2)1 =
(b− c)x2 + c+ (b+ c)x2 − c

2c
=
b

c
x2, x3 = 1− b+ c

c
x2 one has that if x2 = 0 the solution (0, 0, 1)

and if x3 ̸= 0 the solution
(
b

c
x2, x2, 1−

b+ c

c
x2

)
. From the first and second equations we get x2 =

c

b+ c

and in this case we have the solution
(

b

b+ c
,

c

b+ c
, 0

)
.

ISSN-2181-9483 Bulletin of the Institute of Mathematics, 2023, Vol.6, No 4 23



Ibragimov M. On 1D subalgebras of genetic algebras

VIII. Let abc ̸= 0. a) Suppose that x ∈ H0 then from the system (7) we have x1 = x2 = x3 = 0, that is
(0, 0, 0) ∈ Id (AV1) . In addition, in this case from system (7) we obtain the following system:

x1 = x1(−ax2 + cx3),

x2 = x2(ax1 − bx3),

x3 = x3(−cx1 + bx2),

If on this system two variables are equal to zero, then the third is also zero.

If x1 = 0, x2 ̸= 0, x3 ̸= 0, so the solution
(
0,

1

b
,−1

b

)
.

If x2 = 0, x1 ̸= 0, x3 ̸= 0, so the solution
(
−1

c
, 0,

1

c

)
.

If x3 = 0, x1 ̸= 0, x2 ̸= 0, so the solution
(
1

a
,−1

a
, 0

)
.

If x1 ̸= 0, x2 ̸= 0, x3 ̸= 0 then we have a system:
x1(1 + ax2 − cx3) = 0,

x2(1− ax1 + bx3) = 0,

x3(1 + cx1 − bx2) = 0,

x1 + x2 + x3 = 0.

From this system we get x1 =
bx3 + 1

a
, x2 =

cx1 + 1

b
, x2 =

cx3 − 1

a
. From here x1 + x2 + x3 =

bx3 + 1

a
+
cx3 − 1

a
+ x3 =

a+ b+ c

a
x3 = 0. We have x3 ̸= 0 so it will a + b + c = 0. So the solution(

bx3 + 1

a
,
cx3 − 1

a
, x3

)
.

Suppose that x ∈ H1 then from the system (7) we have
x1 = x1(1− ax2 + cx3),

x2 = x2(1 + ax1 − bx3),

x3 = x3(1− cx1 + bx2).

If on this system two variables are equal to zero, then the third is 1.
If x1 = 0 then we get from the system bx2x3 = 0. Then the solution will be (0,0,1) or (0,1,0).
If x2 = 0 then we get from the system cx1x3 = 0. Then the solution will be (0,0,1) or (1,0,0).
If x3 = 0 then we get from the system ax1x2 = 0. Then the solution will be (1,0,0) or (0,1,0).
If x1 ̸= 0, x2 ̸= 0, x3 ̸= 0 then we have a system:

x1(−ax2 + cx3) = 0,

x2(ax1 − bx3) = 0,

x3(−cx1 + bx2) = 0,

x1 + x2 + x3 = 1.

From this system we get x1 =
b

a
x3, x2 =

c

b
x1, x2 =

c

a
x3. From this system it follows x1 +

x2 + x3 =
b

a
x3 +

c

a
x3 + x3 =

a+ b+ c

a
x3 = 1 ⇒ x3 =

a

a+ b+ c
, that it we have the solution(

b

a+ b+ c
,

c

a+ b+ c
,

a

a+ b+ c

)
.

The proof of Theorem 2.4 is complete. □

Let us consider the genetic algebra AV2
. One can show that an idempotent element of the corresponding

genetic algebra is a solution of the following system
x1 = x22 + (1 + a)x1x2 + (1− b)x2x3,

x2 = x21 + (1− a)x1x2 + (1 + c)x1x3,

x3 = x23 + (1− c)x1x3 + (1 + b)x2x3,

(8)
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where −1 ≤ a, b, c ≤ 1.

The last system yields that x1+x2+x3 = (x1+x2+x3)
2. Hence, we have either x ∈ H0 := {x : x1+x2+x3 = 0}

or x ∈ H1 := {x : x1 + x2 + x3 = 1}.
Theorem 2.5. The set of idempotent elements Id (AV2) is equal to

{O, e3} ∪



{(α, α, 1− 2α)}, if a = b = c = 0,

{n}, if a = b = 0, c ̸= 0,

{n}, if a = c = 0, b ̸= 0,

{x(a),x∗(a, α),x∗∗(a, α)}, if b = c = 0, a ̸= 0,

{x(a), c(a, b), x̂(a), x̃(a)}, if c = 0, ab ̸= 0,

{x(a),b(a, c), x̂(a), x̃(a)}, if b = 0, ac ̸= 0,

{n,x(a),m(α),a(b, c)}, if a = 0, bc < 0, b = −c,
{n, x̂(b, c), x̃(b, c),y(b, c)}, if a = 0, bc < 0, b ̸= −c,
{n,y(b, c)}, if a = 0, bc > 0,

{x(a), x̂(a), x̃(a),d(a, b, c)}, if abc ̸= 0, a+ b+ c = 0,

{x(a), x̂(a), x̃(a),d(a, b, c), f(α, b, c)}, if abc ̸= 0, a+ b+ c = 0, b− c+ bc = 0,

{x(a), x̂(a), x̃(a),d(a, b, c)}, if abc ̸= 0, a+ b+ c = 0, b− c+ bc ̸= 0,

{x(a), x̂(a), x̃(a), l(a, b, c)}, if abc ̸= 0, a+ b+ c ̸= 0, b− c+ bc ̸= 0,

{x(a), x̂(a), x̃(a), x̂(a, b, c), x̃(a, b, c)}, if abc ̸= 0, a+ b+ c ̸= 0, a2 − 4bc ≥ 0,

{x(a), x̂(a), x̃(a)}, if abc ̸= 0, a+ b+ c ̸= 0, a2 − 4bc < 0.

where a, b, c ∈ [−1, 1], α ∈ R, O = (0, 0, 0) and

n =

(
1

2
,
1

2
, 0

)
, x(a) =

(
−1

a
,
1

a
, 0

)
, m(α) = (α,−α, 1) , c(a, b) =

(
−1

a
,
1

b
,
1

a
− 1

b

)
,

b(a, c) =

(
−1

a
,
1

c
,
1

a
− 1

c

)
, a(b, c) =

(
− 1

2c
,
1

2b
,
b− c

2bc

)
, y(b, c) =

(
b− c+ bc

c(b+ c)
,
b− c+ bc

b(b+ c)
,
c− b

bc

)
,

x̂(a) =

(
a− 2 +

√
4 + a2

2a
,
a+ 2−

√
4 + a2

2a
, 0

)
, x̃(a) =

(
a− 2−

√
4 + a2

2a
,
a+ 2 +

√
4 + a2

2a
, 0

)
,

x∗(a, α) =

(
a(1− α)− 2 +

√
4 + a2(1− α)2

2a
,
a(1− α) + 2−

√
4 + a2(1− α)2

2a
, α

)
,

x∗∗(a, α) =

(
a(1− α)− 2−

√
4 + a2(1− α)2

2a
,
a(1− α) + 2 +

√
4 + a2(1− α)2

2a
, α

)
,

x̂(b, c) =

(
−c+

√
−bc

c(b+ c)
,
b+

√
−bc

c(b+ c)
,

1√
−bc

)
, x̃(b, c) =

(
−c−

√
−bc

c(b+ c)
,
b−

√
−bc

c(b+ c)
,− 1√

−bc

)
,

x̂(a, b, c) =

(
−(a+ 2c) +

√
a2 − 4bc

2c(a+ b+ c)
,
a+ 2b+

√
a2 − 4bc

2b(a+ b+ c)
,
a(b− c)− (b+ c)

√
a2 − 4bc

2bc(a+ b+ c)

)
,

x̃(a, b, c) =

(
−(a+ 2c)−

√
a2 − 4bc

2c(a+ b+ c)
,
a+ 2b−

√
a2 − 4bc

2b(a+ b+ c)
,
a(b− c) + (b+ c)

√
a2 − 4bc

2bc(a+ b+ c)

)
,

f(α, b, c) =

(
α,
c

b
α, 1− b+ c

b
α

)
, d(a, b, c) =

(
− 1

a+ 2c
,

a+ c

b(a+ 2c)
,
b− a− c

b(a+ 2c)

)
,

l(a, b, c) =

(
b− c+ bc

c(a+ b+ c)
,
b− c+ bc

b(a+ b+ c)
,
abc+ c2 − b2

bc(a+ b+ c)

)
.

Proof. The proof of the theorem.
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For the sake of convenience, we rewrite the system (8) as follows
x1 = x2 (x1 + x2 + x3 + ax1 − bx3) ,

x2 = x1 (x1 + x2 + x3 + cx3 − ax2) ,

x3 = x3 (x1 + x2 + x3 + bx2 − cx1) ,

(9)

where −1 ≤ a, b, c ≤ 1.

Consider all possible cases with respect to values of a, b, c.

I. Let a = b = c = 0. a) Suppose that x ∈ H0 then from the system (9) we have x1 = x2 = x3 = 0, that is
(0, 0, 0) ∈ Id (AV2

).

b) Suppose that x ∈ H1 then from (9) one finds

x1 = x2, x2 = x1, x3 = x3

and it follows that (α, α, 1− 2α) ∈ Id (AV2) for any α ∈ R.

II. Let a = b = 0 and c ̸= 0. a) Suppose that x ∈ H0 then from (9) one has x1 = x2 = x3 = 0, that is
(0, 0, 0) ∈ Id (AV2

).

b) Suppose that x ∈ H1 then (9) implies

x1 = x2, x2 = x1(1 + cx3), x3 = x3(1− cx1)

which means (0, 0, 1) ∈ Id(AV2
) and (1/2, 1/2, 0) ∈ Id (AV2

).

III. Let a = c = 0 and b ̸= 0. If x ∈ H0 then (0, 0, 0) ∈ Id (AV2
). Suppose that x ∈ H1 then from the system

(9) we have
x1 = x2(1− bx3), x2 = x1, x3 = x3(1 + bx2)

and it follows that (0, 0, 1) ∈ Id (AV2
) and (1/2, 1/2, 0) ∈ Id (AV2

).

IV. Let b = c = 0 and a ̸= 0. If x ∈ H0 then either (0, 0, 0) ∈ Id(AV2
) or (−1/a, 1/a, 0) ∈ Id (AV2

).

So, assume that x ∈ H1, therefore, by (9) one gets

x1 = x2(1 + ax1), x2 = x1(1− ax2), x3 = x3.

Now, using x2 = 1− x1 − x3 from x1 = x2(1 + ax1) we find ax21 + (2− a(1− x3))x1 − (1− x3) = 0. Solving it
for any α ∈ R we obtain(

a(1− α)− 2 +
√
4 + a2(1− α)2

2a
,
a(1− α) + 2−

√
4 + a2(1− α)2

2a
, α

)
∈ Id (AV2

) ,

(
a(1− α)− 2−

√
4 + a2(1− α)2

2a
,
a(1− α) + 2 +

√
4 + a2(1− α)2

2a
, α

)
∈ Id (AV2

) .

V. Let c = 0 and ab ≠ 0. If x ∈ H0 then (0, 0, 0) ∈ Id (AV2), (−1/a, 1/a, 0) ∈ Id (AV2) and (−1/a, 1/b, 1/a−
1/b) ∈ Id (AV2).

Suppose that x ∈ H1 then we have

x1 = x2(1 + ax1 − bx3), x2 = x1(1− ax2), x3 = x3(1 + bx2).

It is easy to see that (0, 0, 1) ∈ Id (AV2
). If x3 = 0 then by x1 + x2 = 1 from the equation x1 = x2(1 + ax1)

one finds
ax21 + (2− a)x1 − 1 = 0.

Its solution gives that(
a− 2 +

√
4 + a2

2a
,
a+ 2−

√
4 + a2

2a
, 0

)
∈ Id(AV2

),

(
a− 2−

√
4 + a2

2a
,
a+ 2 +

√
4 + a2

2a
, 0

)
∈ Id (AV2

) .

VI. Let b = 0 and ac ̸= 0. a) Suppose that x ∈ H0 then from (9) we have (0, 0, 0) ∈ Id (AV2
), (−1/a, 1/a, 0) ∈

Id (AV2
) and (−1/c, 1/a, 1/c− 1/a) ∈ Id (AV2

).
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b) Suppose that x ∈ H1 then again by (9) we have

x1 = x2(1 + ax1), x2 = x1(1 + cx3 − ax2), x3 = x3(1− cx1).

It is easy to see that (0, 0, 1) ∈ Id (AV2). So, if x3 = 0 then x1 + x2 = 1 together with x1 = x2(1 + ax1) yields
ax21 + (2− a)x1 − 1 = 0. Solving it, we obtain(

a− 2 +
√
4 + a2

2a
,
a+ 2−

√
4 + a2

2a
, 0

)
∈ Id (AV2

) ,

(
a− 2−

√
4 + a2

2a
,
a+ 2 +

√
4 + a2

2a
, 0

)
∈ Id (AV2

) .

VII. Let a = 0 and bc ̸= 0. If x ∈ H0 then (9) implies x1 = x2 = x3 = 0, that is (0, 0, 0) ∈ Id (AV2). Also if
bc < 0, b ̸= −c then we have(

−c+
√
−bc

c(b+ c)
,
b+

√
−bc

b(b+ c)
,

1√
−bc

)
∈ Id (AV2) ,

(
−c−

√
−bc

c(b+ c)
,
b−

√
−bc

b(b+ c)
,− 1√

−bc

)
∈ Id (AV2)

and we get (
− 1

2c
,
1

2b
,
b− c

2bc

)
∈ Id (AV2)

when bc < 0, b = −c.
Assume that x ∈ H1, then by (9) one gets

x1 = x2(1− bx3), x2 = x1(1 + cx3), x3 = x3(1 + bx2 − cx1).

If b = −c then we have (α,−α, 1) ∈ Id (AV2
) and (1/2, 1/2, 0) ∈ Id (AV2

).
If b ̸= −c then by x1 + x2 = 1− x3 and x1 = x2(1 + bx3) one has(

b− c+ bc

c(b+ c)
,
b− c+ bc

b(b+ c)
,
c− b

bc

)
∈ Id (AV2

) .

VIII. Let abc ̸= 0. If x ∈ H0 then we have

x1 = x2(ax1 − bx3), x2 = x1(cx3 − ax2), x3 = x3(bx2 − cx1).

x1 = x2 = x3 = 0, i.e. (0, 0, 0) ∈ Id(AV2) and (−1/a, 1/a, 0) ∈ Id (AV2). Also one has(
−(a+ 2c) +

√
a2 − 4bc

2c(a+ b+ c)
,
a+ 2b+

√
a2 − 4bc

2b(a+ b+ c)
,
a(b− c)− (b+ c)

√
a2 − 4bc

2bc(a+ b+ c)

)
∈ Id (AV2

) ,

(
−(a+ 2c)−

√
a2 − 4bc

2c(a+ b+ c)
,
a+ 2b−

√
a2 − 4bc

2b(a+ b+ c)
,
a(b− c) + (b+ c)

√
a2 − 4bc

2bc(a+ b+ c)

)
∈ Id (AV2

) .

Suppose that x ∈ H1 then we get

x1 = x2(1 + ax1 − bx3), x2 = x1(1 + cx3 − ax2), x3 = x3(1 + bx2 − cx1).

If x3 = 0 then we have(
a− 2 +

√
a2 + 4

2a
,
a+ 2−

√
a2 + 4

2a
, 0

)
∈ Id (AV2

) ,

(
a− 2−

√
a2 + 4

2a
,
a+ 2 +

√
a2 + 4

2a
, 0

)
∈ Id (AV2

) .

If a+ b+ c = b− c+ bc = 0 then one has that(
α,
c

b
α, 1− b+ c

b
α

)
∈ Id (AV2) , for any α ∈ R.

If a+ b+ c = 0, b− c+ bc ̸= 0 then (0, 0, 1) ∈ Id (AV2
).

If a+ b+ c ̸= 0, b− c+ bc ̸= 0 then by x1 + x2 = 1− x3 from x2 = x1(1 + cx3 − ax2) one finds(
b− c+ bc

c(a+ b+ c)
,
b− c+ bc

b(a+ b+ c)
,
abc+ c2 − b2

bc(a+ b+ c)

)
∈ Id (AV2) .

The proof of Theorem 2.5 is complete. □
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Now, let turn to the genetic algebra AV5 . Then, its idempotent element is given by the solutions of the
following system 

x1 = x22 + (1 + a)x1x2 + (1− b)x2x3,

x2 = x23 + (1− c)x1x3 + (1 + b)x2x3,

x3 = x21 + (1− a)x1x2 + (1 + c)x1x3,

(10)

where, as before, −1 ≤ a, b, c ≤ 1.

Let
fab(x) = abx3 + (2a− ab− b)x2 + (b− a− 2)x+ 1

where −1 ≤ a, b ≤ 1, ab ̸= 0. Then

fab(x) = x ⇒ Ax3 +Bx2 + Cx+D = 0, where (11)

A = ab, B = 2a− ab− b, C = b− a− 3, D = 1.

It is known that its discriminant is given by

∆ = B2C2 − 4AC3 − 4B3D − 27A2D2 + 18ABCD.

Further we use the following lemma.

Lemma 2.1. ([24])

i) if ∆ < 0, then the equation (11) has one real root and two complex conjugate roots;
ii) if ∆ = 0, then the equation (11) has three real roots, and at least two of them are equal;
iii) if ∆ > 0, then the equation (11) has three distinct real roots.

From the last system, we infer that x1 + x2 + x3 = (x1 + x2 + x3)
2 which yields either x ∈ H0 = {x :

x1 + x2 + x3 = 0} or x ∈ H1 = {x : x1 + x2 + x3 = 1}.
Let us rewrite the system (10) as follows

x1 = x2 (x1 + x2 + x3 + ax1 − bx3) ,

x2 = x3 (x1 + x2 + x3 − cx1 + bx2) ,

x3 = x1 (x1 + x2 + x3 − ax2 + cx3) ,

(12)

Let us consider all possible cases as we did for the algebra AV5
.

I. Let a = b = c = 0. If x ∈ H0 then from (12) we obtain (0, 0, 0) ∈ Id (AV5). If x ∈ H1 then again from (12)
we find (1/3, 1/3, 1/3) ∈ Id (AV5

).

II. Let a = b = 0 and c ̸= 0. If x ∈ H0 then one has (0, 0, 0) ∈ Id (AV5
). If x ∈ H1 then from (12) one gets

x1 = x2, x2 = x3(1− cx1), x3 = x1(1 + cx3),

hence its solutions are c̃(c) = (x̃1(c), x̃2(c), x̃3(c)) ∈ Id (AV5
), ĉ(c) = (x̂1(c), x̂2(c), x̂3(c)) ∈ Id (AV5

), where

x̃1(c) = x̃2(c) =
3 + c+

√
(1− c)2 + 8

4c
, x̃3(c) =

c− 3−
√
(1− c)2 + 8

2c
,

x̂1(c) = x̂2(c) =
3 + c−

√
(1− c)2 + 8

4c
, x̂3(c) =

c− 3 +
√
(1− c)2 + 8

2c
.

III. Let a = c = 0 and b ̸= 0. If x ∈ H0 then (0, 0, 0) ∈ Id (AV5
). If x ∈ H1 then

x1 = x2(1− bx3), x2 = x3(1 + bx2), x3 = x1,

which implies b̃(b) = (x̃1(b), x̃2(b), x̃3(b)) ∈ Id (AV5
), b̂(b) = (x̂1(b), x̂2(b), x̂3(b)) ∈ Id (AV5

), where

x̃1(b) = x̃3(b) =
b+ 3 +

√
(1− b)2 + 8

4b
, x̃2(b) =

b− 3−
√
(1− b)2 + 8

2b
,

x̂1(b) = x̂3(b) =
b+ 3−

√
(1− b)2 + 8

4b
, x̂2(b) =

b− 3 +
√

(1− b)2 + 8

2b
.
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IV. Let b = c = 0 and a ̸= 0. If x ∈ H0 then (0, 0, 0) ∈ Id (AV5). Suppose that x ∈ H1 then one has

x1 = x2(1 + ax1), x2 = x3, x3 = x1(1− ax2)

which yields that ã(a) = (x̃1(a), x̃2(a), x̃3(a)) ∈ Id (AV5
), â(a) = (x̂1(a), x̂2(a), x̂3(a)) ∈ Id (AV5

), here

x̃1(a) =
a− 3 +

√
(1− a)2 + 8

2a
, x̃2(a) = x̃3(a) =

a+ 3−
√
(1− a)2 + 8

4a
,

x̂1(a) =
a− 3−

√
(1− a)2 + 8

2a
, x̂2(a) = x̂3(a) =

a+ 3 +
√
(1− a)2 + 8

4a
.

V. Let c = 0 and ab ≠ 0. If x ∈ H0 and a2+4ab < 0 then we have (0, 0, 0) ∈ Id (AV5
). If x ∈ H0 and a2+4ab ≥ 0

then we get d̃(abb) = (x̃1(abb), x̃2(abb), x̃3(abb)) ∈ Id (AV5
), d̂(abb) = (x̂1(abb), x̂2(abb), x̂3(abb)) ∈ Id (AV5

),
where

x̃1(abb) =
−a+

√
a2 + 4ab

2ab
, x̃2(abb) =

−a−
√
a2 + 4ab

2ab
, x̃3(abb) =

1

b
,

x̂1(abb) =
−a−

√
a2 + 4ab

2ab
, x̂2(abb) =

−a+
√
a2 + 4ab

2ab
, x̂3(abb) =

1

b
.

Assume that x ∈ H1 then we have

x1 = x2(1 + ax1 − bx3), x2 = x3(1 + bx2), x3 = x1(1− ax2). (13)

Let x1 = 0. Then from x3 = x1(1−ax2) one gets x3 = 0. So, by x2 = x3(1+ bx2) it follows that x2 = 0, which
is impossible. Therefore, x1 ̸= 0. Similarly, one can show that x2 ̸= 0, x3 ̸= 0, 1− ax2 ̸= 0 and 1 + bx2 ̸= 0.
So, x1x2x3 ̸= 0 and (1− ax2)(1 + bx2) ̸= 0. Then, by (13) one finds

x3 =
x2

1 + bx2
, x1 =

x2
(1− ax2)(1 + bx2)

Substituting the last equations to x1 + x2 + x3 = 1 implies

abx32 + (2a− ab− b)x22 + (b− a− 3)x2 + 1 = 0 ⇒ fab(x2) = 0.

Due to Lemma 2.1 we infer that if ∆ ≥ 0 then there are three real solutions x∗2(ab), x̃2(ab), x̂2(ab) of the last
equation, and it has a unique real solution x∗∗2 (ab) when ∆ < 0. Consequently, we conclude that if ∆ > 0
then there are three different idempotents c(ab),d(ab),k(ab), and if ∆ = 0 then there are three idempotents
c(ab),d(ab),k(ab), but two of them are equal, and there is a unique idempotent n(ab) of AV5 if ∆ < 0, where

c(ab) = (x∗1(ab), x
∗
2(ab), x

∗
3(ab)) , n(ab) = (x∗∗1 (ab), x∗∗2 (ab), x∗∗3 (ab)) ,

d(ab) = (x̃1(ab), x̃2(ab), x̃3(ab)) , k(ab) = (x̂1(ab), x̂2(ab), x̂3(ab)) ,

x∗1(ab) =
x∗2(ab)

(1− ax∗2(ab))(1 + bx∗2(ab))
, x∗3(ab) =

x∗2(ab)

1 + bx∗2(ab)
,

x∗∗1 (ab) =
x∗∗2 (ab)

(1− ax∗∗2 (ab))(1 + bx∗∗2 (ab))
, x∗∗3 (ab) =

x∗∗2 (ab)

1 + bx∗∗2 (ab)
,

x̃1(ab) =
x̃2(ab)

(1− ax̃2(ab))(1 + bx̃2(ab))
, x̃3(ab) =

x̃2(ab)

1 + bx̃2(ab)
,

x̂1(ab) =
x̂2(ab)

(1− ax̂2(ab))(1 + bx̂2(ab))
, x̂3(ab) =

x̂2(ab)

1 + bx̂2(ab)
.

VI. Let b = 0 and ac ̸= 0. If x ∈ H0 and c2+4ac < 0 then we get (0, 0, 0) ∈ Id (AV5). If x ∈ H0 and c2+4ac ≥
0 then one has ẽ(aac) = (x̃1(aac), x̃2(aac), x̃3(aac)) ∈ Id (AV5

), ê(aac) = (x̂1(aac), x̂2(aac), x̂3(aac)) ∈
Id (AV5

), where

x̃1(aac) =
−c+

√
c2 + 4ac

2ac
, x̃2(aac) =

1

a
, x̃3(aac) =

−c−
√
c2 + 4ac

2ac
,

x̂1(aac) =
−c−

√
c2 + 4ac

2ac
, x̂2(aac) =

1

a
, x̂3(aac) =

−c+
√
c2 + 4ac

2ac
.
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Suppose that x ∈ H1 then one gets

x1 = x2(1 + ax1), x2 = x3(1− cx1), x3 = x1(1− ax2 + cx3).

Now, using the same argument as in Case V, we conclude that if ∆ > 0 then there are three different
idempotents b(ac), e(ac),m(ac), and if ∆ = 0 then there are three idempotents b(ac), e(ac),m(ac) but two
of them are equal, and if ∆ < 0 there is unique idempotent p(ac) of the algebra AV5 , where

b(ac) = (x∗1(ac), x
∗
2(ac), x

∗
3(ac)) , p(ac) = (x∗∗1 (ac), x∗∗2 (ac), x∗∗3 (ac)) ,

e(ac) = (x̃1(ac), x̃2(ac), x̃3(ac)) , m(ac) = (x̂1(ac), x̂2(ac), x̂3(ac)) ,

x∗2(ac) =
x∗1(ac)

1 + ax∗1(ac)
, x∗3(ac) =

x∗1(ac)

(1 + ax∗1(ac))(1− cx∗1(ac))
,

x∗∗2 (ac) =
x∗∗1 (ac)

1 + ax∗∗1 (ac)
, x∗∗3 (ac) =

x∗∗1 (ac)

(1 + ax∗∗1 (ac))(1− cx∗∗1 (ac))
,

x̃2(ac) =
x̃1(ac)

1 + ax̃1(ac)
, x̃3(ac) =

x̃1(ac)

(1 + ax̃1(ac))(1− cx̃1(ac))
,

x̂2(ac) =
x̂1(ac)

1 + ax̂1(ac)
, x̂3(ac) =

x̂1(ac)

(1 + ax̂1(ac))(1− cx̂1(ac))
.

VII. Let a = 0 and bc ̸= 0. If x ∈ H0 and b2 + 4bc < 0 then we have (0, 0, 0) ∈ Id (AV5). If x ∈ H0 and
b2+4bc ≥ 0 then we have f̃(bcc) = (x̃1(bcc), x̃2(bcc), x̃3(bcc)) ∈ Id (AV5

), f̂(bcc) = (x̂1(bcc), x̂2(bcc), x̂3(bcc)) ∈
Id (AV5

), where

x̃1(bcc) =
1

c
, x̃2(bcc) =

−b−
√
b2 + 4bc

2bc
, x̃3(bcc) =

−b+
√
b2 + 4bc

2bc
,

x̂1(bcc) =
1

c
, x̂2(bcc) =

−b+
√
b2 + 4bc

2bc
, x̂3(bcc) =

−b−
√
b2 + 4bc

2bc
.

Assume that x ∈ H1 then one gets

x1 = x2(1− bx3), x2 = x3(1− cx1 + bx2), x3 = x1(1 + cx3).

Again using the same argument as in Case V, we conclude that if ∆ > 0 then there are three different
idempotents a(bc), f(bc), l(bc), and if ∆ = 0 then there are three idempotents a(bc), f(bc), l(bc) but two of
them are equal, and if ∆ < 0 there is unique idempotent q(bc) of AV5 , where

a(bc) = (x∗1(bc), x
∗
2(bc), x

∗
3(bc)) , q(bc) = (x∗∗1 (bc), x∗∗2 (bc), x∗∗3 (bc)) ,

f(bc) = (x̃1(bc), x̃2(bc), x̃3(bc)) , l(bc) = (x̂1(bc), x̂2(bc), x̂3(bc)) ,

x∗1(bc) =
x∗3(bc)

1 + cx∗3(bc)
, x∗2(bc) =

x∗3(bc)

(1 + cx∗3(bc))(1− bx∗3(bc))
,

x∗∗1 (bc) =
x∗∗3 (bc)

1 + cx∗∗3 (bc)
, x∗∗2 (bc) =

x∗∗3 (bc)

(1 + cx∗∗3 (bc))(1− bx∗∗3 (bc))
,

x̃1(bc) =
x̃3(bc)

1 + cx̃3(bc)
, x̃2(bc) =

x̃3(bc)

(1 + cx̃3(bc))(1− bx̃3(bc))
,

x̂1(bc) =
x̂3(bc)

1 + cx̂3(bc)
, x̂2(bc) =

x̂3(bc)

(1 + cx̂3(bc))(1− bx̂3(bc))
.

VIII. Let abc ̸= 0. Now, suppose that x ∈ H0 then
x1 = x2 (ax1 − bx3) ,

x2 = x3 (bx2 − cx1) ,

x3 = x1 (cx3 − ax2) .

(14)
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From the first equation of (14) we get

x1 = x2 (ax1 − bx3) ⇒ x1(ax2 − 1) = bx2x3 ⇒ x1 =
bx2x3
ax2 − 1

where we have used ax2 − 1 ̸= 0. It is easy to check that the case ax2 − 1 = 0 impossible. Therefore, (14)
implies

x1 =
bx2x3
ax2 − 1

, x2 = bx2x3

(
1− cx3

ax2 − 1

)
, x3 =

bx2x3
ax2 − 1

(cx3 − ax2) . (15)

Let be either x2 = 0 or x3 = 0, then the last two equations of (15) yield x2 = x3 = 0, so x1 = 0, that is we
get x1 = x2 = x3 = 0.

Let x2 ̸= 0 and x3 ̸= 0. Then

x1 =
bx2x3
ax2 − 1

, 1 = bx3

(
1− cx3

ax2 − 1

)
, 1 =

bx2
ax2 − 1

(cx3 − ax2) (16)

and from the second equation of (16) one finds

1 = bx3

(
1− cx3

ax2 − 1

)
⇒ x2 =

bcx23 + bx3 − 1

a(bx3 − 1)
, (17)

where we have used bx3 − 1 ̸= 0. One can check that the case bx3 − 1 = 0 is impossible.

Substituting (17) to the third equation of (16) we have

A1x
3
3 +B1x

2
3 + C1x3 +D1 = 0,

where A1 = bc(a+ b+ c), B1 = b2 − ac, C1 = −(2b+ c) and D1 = 1. Its discriminant is given by

∆1 = B2
1C

2
1 − 4A1C

3
1 − 4B3

1D1 − 27A2
1D

2
1 + 18A1B1C1D1

and by Lemma 2.1 we infer that

i) if ∆1 < 0, then the equation has one real root and two complex conjugate roots;
ii) if ∆1 = 0, then the equation has three real roots, and at least two of them are equal;
iii) if ∆1 > 0, then the equation has three distinct real roots.

Therefore, if ∆1 > 0 there are three different idempotents x∗(abc), x̃(abc), x̂(abc), and if ∆1 = 0 there are
three idempotents x∗(abc), x̃(abc), x̂(abc) but two of them are equal, and if ∆1 < 0 there is unique idempotent
x∗∗(abc) of AV5 , where

x∗(abc) = (x∗1(abc), x
∗
2(abc), x

∗
3(abc)) , x∗∗(abc) = (x∗∗1 (abc), x∗∗2 (abc), x∗∗3 (abc)) ,

x̃(abc) = (x̃1(abc), x̃2(abc), x̃3(abc)) , x̂(abc) = (x̂1(abc), x̂2(abc), x̂3(abc)) ,

x∗1(abc) =
bx∗2(abc)x

∗
3(abc)

(ax∗2(abc)− 1)
, x∗2(abc) =

bc(x∗3(abc))
2 + bx∗3(abc)− 1

a(bx∗3(abc)− 1)
,

x∗∗1 (abc) =
bx∗∗2 (abc)x∗∗3 (abc)

(ax∗∗2 (abc)− 1)
, x∗∗2 (abc) =

bc(x∗∗3 (abc))2 + bx∗∗3 (abc)− 1

a(bx∗∗3 (abc)− 1)
,

x̃1(abc) =
bx̃2(abc)x̃3(abc)

(ax̃2(abc)− 1)
, x̃2(abc) =

bc(x̃3(abc))
2 + bx̃3(abc)− 1

a(bx̃3(abc)− 1)
,

x̂1(abc) =
bx̂2(abc)x̂3(abc)

(ax̂2(abc)− 1)
, x̂2(abc) =

bc(x̂3(abc))
2 + bx̂3(abc)− 1

a(bx̂3(abc)− 1)
.

Assume that x ∈ H1 then 
x1 = x2 (1 + ax1 − bx3) ,

x2 = x3 (1 + bx2 − cx1) ,

x3 = x1 (1 + cx3 − ax2) .

(18)

From (18) one gets
x1 (1− ax2) = x2 (1− bx3) = x3 (1− cx1)
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Therefore, 
1 = x1 + x2 + x3,

x1 = x2 (1 + ax1 − bx3) ,

x2 = x3 (1 + bx2 − cx1) .

(19)

Substituting x1 = 1− x2 − x3 into the second equation (19) we have

((a+ b)x2 − 1)x3 = −ax22 + (2 + a)x2 − 1.

Assume that (a+ b)x2 = 1 then the last equation yields

ax22 − (2 + a)x2 + 1 = 0 ⇒ x2 =
2 + a±

√
a2 + 4

2a
̸= 1

a+ b
.

Hence, (a+ b)x2 ̸= 1, and one finds

x3 =
ax22 − (2 + a)x2 + 1

1− (a+ b)x2
⇒ x1 = 1− x2 −

ax22 − (2 + a)x2 + 1

1− (a+ b)x2
.

Using the last equations together with the third equation of (19) we obtain

x2 =
ax22 − (2 + a)x2 + 1

1− (a+ b)x2

(
1 + bx2 − c

(
1− x2 −

ax22 − (2 + a)x2 + 1

1− (a+ b)x2

))
.

which yields

x2 =
ax22 − (2 + a)x2 + 1

1− (a+ b)x2

(
1− c+ (b+ c)x2 +

acx22 − (2 + a)cx2 + c

1− (a+ b)x2

)
.

it implies
A2x

4
2 +B2x

3
2 + C2x

2
2 +D2x2 + E2 = 0

where A2 = ab(a+ b+ c), B2 = (2− b)a2 + (c− b2 − 2bc)a− b(b+ 2c), D2 = 2a+ c+ 3− bc,
C2 = −(a2 − ((c+ 1)b+ c+ 5)a− b2 + (2− 3c)b+ 2c), E2 = −1.

It is known that the quartic equation has the following solutions

x
(1)
2 =

−B2 +
√
y1 +

√
y2 +

√
y3

4A2
, x

(2)
2 =

−B2 +
√
y1 −

√
y2 −

√
y3

4A2
,

x
(3)
2 =

−B2 −
√
y1 +

√
y2 −

√
y3

4A2
, x

(4)
2 =

−B2 −
√
y1 −

√
y2 +

√
y3

4A2
,

where y1, y2, y3 are solutions of the following cubic equation

A3y
3 −B3y

2 + C3y +D3 = 0

with the following coefficients A3 = 1, B3 = −(3B2
2 − 8A2C2), D3 = −(−B3

2 + 4A2B2C2 − 8A2
2D2)

2,
C3 = 3B4

2 + 16A2
2C

2
2 + 16A2

2B2D2 − 16A2B
2
2C2 − 64A3

2E2. The discriminant of the last cubic equation has a
form

∆2 = B2
3C

2
3 − 4A3C

3
3 − 4B3

3D3 − 27A2
3D

2
3 + 18A3B3C3D3

and by Lemma 2.1 it follows that

i) if ∆2 < 0, then the equation has one real root and two complex conjugate roots;
ii) if ∆2 = 0, then the equation has three real roots, and at least two of them are equal;
iii) if ∆2 > 0, then the equation has three distinct real roots.

Therefore, if ∆2 ≥ 0 and B3 > 0 and C3 > 0 (see [15])then x(1),x(2),x(3),x(4) are four idempotent elements
of AV5

, and if ∆2 < 0 there is a unique idempotent, where

x(1) =
(
x
(1)
1 , x

(1)
2 , x

(1)
3

)
, x(2) =

(
x
(2)
1 , x

(2)
2 , x

(2)
3

)
, x(3) =

(
x
(3)
1 , x

(3)
2 , x

(3)
3

)
, x(4) =

(
x
(4)
1 , x

(4)
2 , x

(4)
3

)
,

x
(1)
2 =

−B2 +
√
y1 +

√
y2 +

√
y3

4A2
, x

(1)
3 =

a
(
x
(1)
2

)2
− (2 + a)x

(1)
2 + 1

1− (a+ b)x
(1)
2

, x
(1)
1 = 1− x

(1)
2 − x

(1)
3 ,
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x
(2)
2 =

−B2 +
√
y1 −

√
y2 −

√
y3

4A2
, x

(2)
3 =

a
(
x
(2)
2

)2
− (2 + a)x

(2)
2 + 1

1− (a+ b)x
(2)
2

, x
(2)
1 = 1− x

(2)
2 − x

(2)
3 ,

x
(3)
2 =

−B2 −
√
y1 +

√
y2 −

√
y3

4A2
, x

(3)
3 =

a
(
x
(3)
2

)2
− (2 + a)x

(3)
2 + 1

1− (a+ b)x
(3)
2

, x
(3)
1 = 1− x

(3)
2 − x

(3)
3 ,

x
(4)
2 =

−B2 −
√
y1 −

√
y2 +

√
y3

4A2
, x

(4)
3 =

a
(
x
(4)
2

)2
− (2 + a)x

(4)
2 + 1

1− (a+ b)x
(4)
2

, x
(4)
1 = 1− x

(4)
2 − x

(4)
3 .

Thus for the genetic algebra AV5 the following theorem is valid.

Theorem 2.6. The set of idempotent elements Id (AV5
) is equal to

{O} ∪



{(1/3, 1/3, 1/3)}, if a = b = c = 0,

{c̃(c), ĉ(c)}, if a = b = 0, c ̸= 0,

{b̃(b), b̂(b)}, if a = c = 0, b ̸= 0,

{ã(a), â(a)}, if b = c = 0, a ̸= 0,

{d̃(abb), d̂(abb), c(ab),d(ab),k(ab),n(ab)}, if c = 0, ab ̸= 0,

{ẽ(aac), ê(aac),b(ac), e(ac),m(ac),p(ac)}, if b = 0, ac ̸= 0,

{f̃(bcc), f̂(bcc),a(bc), f(bc), l(bc),q(bc)}, if a = 0, bc ̸= 0,

{x∗(abc), x̃(abc), x̂(abc),x∗∗(abc)}, if abc ̸= 0,

{x∗(abc), x̃(abc), x̂(abc),x∗∗(abc),x(1),x(2),x(3),x(4)}, if abc ̸= 0, B3 > 0, C3 > 0, ∆2 > 0.

2.4. Absolute Nilpotents of AV1
, AV2

and AV5

This section is devoted to the description of absolute nilpotent elements of the algebras AV1 , AV2 , AV5 .

Let first consider the genetic algebra AV1
. Then one can check that element x ∈ AV1

is absolute nilpotent if
one has 

0 = x21 + (1− a)x1x2 + (1 + c)x1x3,

0 = x22 + (1 + a)x1x2 + (1− b)x2x3,

0 = x23 + (1− c)x1x3 + (1 + b)x2x3,

(20)

where −1 ≤ a, b, c ≤ 1.

Now we consider the genetic algebra AV2 . Then it is easy to verify that element x ∈ AV2 is absolute nilpotent
if one has 

0 = x22 + (1 + a)x1x2 + (1− b)x2x3,

0 = x21 + (1− a)x1x2 + (1 + c)x1x3,

0 = x23 + (1− c)x1x3 + (1 + b)x2x3,

(21)

here, as before, −1 ≤ a, b, c ≤ 1. Finally we consider the genetic algebra AV5 . An absolute nilpotent element
of the is a solution of the system 

0 = x22 + (1 + a)x1x2 + (1− b)x2x3,

0 = x23 + (1− c)x1x3 + (1 + b)x2x3,

0 = x21 + (1− a)x1x2 + (1 + c)x1x3,

(22)

where −1 ≤ a, b, c ≤ 1.

By N (AVk
), k ∈ {1, 2, 5} we denote all absolute nilpotent elements of AVk

k ∈ {1, 2, 5}. From the system (20),
we infer that (x1 + x2 + x3)

2 = 0, i.e. x1 + x2 + x3 = 0. Therefore, N (AV1
) ⊂ H0. One has that the same fact

is true for the genetic algebras AV2
and AV5

.
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Theorem 2.7. The set of absolute nilpotent elements of genetic algebras N (AV1), N (AV2) and N (AV5) is
equal to

{O} ∪



H0, if a = b = c = 0,

{(0, α,−α), (−α, α, 0)}, if a = b = 0, c ̸= 0,

{(α, 0,−α), (α,−α, 0)}, if a = c = 0, b ̸= 0,

{(0,−α, α), (−α, 0, α)}, if b = c = 0, a ̸= 0,

{(α, 0,−α)}, if c = 0, ab ̸= 0,

{(0, α,−α)}, if b = 0, ac ̸= 0,

{(α,−α, 0)}, if a = 0, bc ̸= 0,

∅, if abc ̸= 0.

where a, b, c ∈ [−1, 1], α ∈ R and O = (0, 0, 0).

Proof. The proof of the theorem.

A) Rewrite the system (20) in the following form
0 = x1 (x1 + x2 + x3 + cx3 − ax2) ,

0 = x2 (x1 + x2 + x3 + ax1 − bx3) ,

0 = x3 (x1 + x2 + x3 + bx2 − cx1) ,

⇒


0 = x1 (cx3 − ax2) ,

0 = x2 (ax1 − bx3) ,

0 = x3 (bx2 − cx1) ,

(23)

Now, consider all possible cases.

I. Let a = b = c = 0. Then it is easy to see that N (AV1
) = H0.

II. Let a = b = 0 and c ̸= 0. Then, from (23) one has
x2 · 0 = 0, x1x3 = 0.

So, (0, α,−α) ∈ N (AV1
) or (−α, α, 0) ∈ N (AV1

), for any α ∈ R.

III. Let a = c = 0 and b ̸= 0. Then by the same argument, one finds (α, 0,−α) ∈ N (AV1) or (α,−α, 0) ∈
N (AV1), for any α ∈ R.

IV. Let a ̸= 0 and b = c = 0. Then by the same argument, one finds (0,−α, α) ∈ N (AV1
) or (−α, 0, α) ∈

N (AV1
), for any α ∈ R.

V. Let c = 0 and ab ̸= 0. Then (α, 0,−α) ∈ N (AV1
), for any α ∈ R.

VI. Let b = 0 and ac ̸= 0. Then (0, α,−α) ∈ N (AV1
), for any α ∈ R.

VII. Let a = 0 and bc ̸= 0. Then (α,−α, 0) ∈ N (AV1
), for any α ∈ R.

VIII. Let abc ̸= 0. Then (0, 0, 0) ∈ N (AV1).

B) Rewrite the system (21) in the following form
0 = x2 (x1 + x2 + x3 + ax1 − bx3) ,

0 = x1 (x1 + x2 + x3 + cx3 − ax2) ,

0 = x3 (x1 + x2 + x3 + bx2 − cx1) ,

⇒


0 = x2 (ax1 − bx3) ,

0 = x1 (cx3 − ax2) ,

0 = x3 (bx2 − cx1) ,

(24)

It is easy to check that the systems (23) and (24) are the same. Therefore, in this case, the proof is the same
as above.

C) Rewrite the system (22) in the following form
0 = x2 (x1 + x2 + x3 + ax1 − bx3) ,

0 = x3 (x1 + x2 + x3 + bx2 − cx1) ,

0 = x1 (x1 + x2 + x3 + cx3 − ax2) ,

⇒


0 = x2 (ax1 − bx3) ,

0 = x3 (bx2 − cx1) ,

0 = x1 (cx3 − ax2) ,

(25)

It is easy to see that the systems (23) and (25) are the same. Therefore, in this case, the proof also is the
same as above.
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The proof of Theorem 2.7 is complete. □

2.5. One-dimensional subalgebras of AV1
, AV2

and AV5

Consider a linear form σ(x) = x1 + x2 + x3 and the sets

H0 =
{
x ∈ R3 : σ(x) = 0

}
and H1 =

{
x ∈ R3 : σ(x) = 1

}
.

Recall that a subalgebra of an algebra is a vector subspace which is closed under the multiplication of vectors.

Theorem 2.8.

i) The sets H0, H1 and the two-dimensional simplex S2 are closed under the multiplication of the algebra
AV1

(resp. AV2
, AV5

);
ii) There is one-to-one correspondence between one-dimensional subalgebras of AV1 (resp. AV2 , AV5)

and the sets of non-zero fixed points of operator V1 (resp. V2, V5) together with absolute nilpotent
elements.

Proof. The proof of the theorem.

i) Let AV1
be a genetic algebra. We give the proof for H0 for other sets it is similar. Take any two different

elements x,y ∈ H0 then we obtain x = x1e1 + x2e2 + x3e3 and y = y1e1 + y2e2 + y3e3.

x ◦V y = (x1e1 + x2e2 + x3e3) ◦V (y1e1 + y2e2 + y3e3) = x1y1e1 + x1y2

(
1− a

2
e1 +

1 + a

2
e2

)
+ x1y3

(
1 + c

2
e1 +

1− c

2
e3

)
+ x2y1

(
1− a

2
e1 +

1 + a

2
e2

)
+ x2y2e2

+ x2y3

(
1− b

2
e2 +

1 + b

2
e3

)
+ x3y1

(
1 + c

2
e1 +

1− c

2
e3

)
+ x3y2

(
1− b

2
e2 +

1 + b

2
e3

)
+ x3y3e3

=

(
x1y1 +

1− a

2
x1y2 +

1 + c

2
x1y3 +

1− a

2
x2y1 +

1 + c

2
x3y1

)
e1

+

(
x2y2 +

1 + a

2
x1y2 +

1− b

2
x2y3 +

1 + a

2
x2y1 +

1− b

2
x3y2

)
e2

+

(
x3y3 +

1− a

2
x1y3 +

1 + b

2
x2y3 + x

1− c

2 3
y1 +

1 + b

2
x3y2

)
e3

Therefore it follows that

σ (x ◦V y) = x1y1 + (1− a)x1y2 + x1y3(1 + c) + x2y2 + (1 + a)x1y2 + (1− b)x2y3 + x3y3 + (1 + b)x2y3
+ (1− c)x1y3 = x1y1 + x2y2 + x3y3 + 2x1y2 + 2x1y3 + 2x2y3
= (x1 + x2 + x3) (y1 + y2 + y3) = 0,

that is x ◦V y ∈ H0.

The genetic algebras AV2
and AV5

can be considered in a similar manner.

ii) Let L = Rx be an one-dimensional subalgebra of AV1(resp.AV2 ,AV5) generated by x ̸= 0 ∈
AV1(resp.AV2 ,AV5).

Consider the equation x2 = λx.

If λ ̸= 0, then the element z = x/λ is a fixed point of the operator V1(resp.V2, V5) (since z2 = z).
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If λ = 0, then x is an absolute nilpotent element of the algebra AV1(resp.AV2 ,AV5).

Now assume that x is a fixed point of V1(resp.V2, V5), that is, x2 = x. Consider the space L = Rx, then for
any u,v ∈ L we have

u ◦V v = (λ1x) ◦V (λ2x) = λ1λ2x
2 = λ1λ2x ∈ L.

The same is true for an absolute nilpotent element.

The proof of Theorem 2.8 is complete. □
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Genetik algebralarning bir o‘lchamli qism algebralari
Ibragimov Mahammadjon

Ushbu maqolada biz ikki o‘lchamli simpleksda aniqlangan kvadratik avtomorfizmlarga mos keladigan genetik
algebralarni qaraymiz. Asosiy maqsad mazkur genetik algebralarning barcha idempotent elementlari va
bir o‘lchamli qism algebralarini tavsiflashdir. Ushbu algebralarning bir o‘lchamli qism algebralari bilan
barcha idempotent elementlari va barcha absolyut nilpotent elementlaridan iborat to‘plam orasidagi moslik
ko‘rsatilgan.

Kalit so‘zlar: noassotsiativ algebra; genetik algebra; kvadrat stoxastik operator; kvadrat avtomorfizm.

Об одномерных подалгебрах генетических алгебр
Ибрагимов Махаммаджон

В настоящей статье мы рассмотрим генетические алгебры соответствующие квадратичным автоморфиз-
мам определенных на двухмерном симплексе. Основная цель — описать множество всех идемпотентов
и одномерные подалгебры таких генетических алгебр. Показано соответствие между одномерными
подалгебрами и множеством состоящий из всех идемпотентных и абсолютных нильпотентных элементов.

Ключевые слова: неассоциативная алгебра; генетическая алгебра; квадратичный стохастический
оператор; квадратичный автоморфизм.
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Abstract

Total curvature is defined by first and second fundamental forms in Euclidean and isotropic
spaces. In this article, theorems are proved about the connection of two-dimensional surfaces
satisfying Cauchy-Riemann conditions in Euclidean and isotropic spaces.
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average curvature; Gauss’s theorem; fundamental forms.

MSC 2020: 53A25, 53A35, 53A40.

1. Introduction
Surfaces are the basic structure of differential geometry. Numerous studies of surfaces are carried out
in Euclidean and isotropic spaces. Hence, these surfaces have attracted the attention of many researchers.
Concepts of isotropic space and geometry of the surfaces given in this space were first studied by K. Strubecker
[12, 13], and then by Artykbaev A., D.D.Sokolov [5]. In recent years, this field has developed further, and
the news related to this field was also reflected in the works of E.M.Aydin [6], M.S. Lone, M.K.Karacan
[7], and Sh.Sh. Ismoilov [3, 10]. In particular, in the work of M.S. Lone and M.K. Karacan, the problem of
the existence of dual surfaces with constant total and mean curvatures in isotropic space was considered.
Sh.Sh. Ismoilov solved the Monge-Ampere equation for the class of transfer surfaces. In his work, equations
are found for a surface with a given function of total curvature in this class of transfer surfaces.

Isotropic geometry is based on a simple semi-Riemannian metric [11]. It naturally appears when properties
of functions are to be geometrically visualized and interpreted at the hand of their graph surfaces [16]. In
particular, this holds for the visualization of stress properties in planar elastic systems at the hand of their
Airy surfaces [15]. An application of isotropic geometry in Image Processing has been given by Koenderink
and van Doorn [13].

In this article, the connection between total and mean curvatures of two surfaces satisfying the Cauchy-
Riemann conditions in 3-dimensional Euclidean and isotropic spaces and spherical images of surfaces given
by these conditions in Euclidean space are studied.

Let there be given a three-dimensional affine space A3, set by an affine coordinate system. Let X {x1, y1, z1}
and Y {x2, y2, z2} be vectors of the space A3 in the coordinate system Oxyz.

We know that it is possible to transfer a surface to another surface in Euclidian space. The following transition
matrix defines this motion:

X ′ = RX +B, (1)
where, R is a 3-dimensional quadratic, skew-symmetric, orthogonal matrix in the Euclidian sense B− parallel
translation. It is known, the motion in 3-dimensional Euclidian space is a rotation in each coordinate plane,
i.e.:

R = RZ (γ)RY (β)RX (α) , (2)
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where, RX =

(
1 0 0
0 cosα − sinα
0 sinα cosα

)
, RY =

(
cosβ 0 sinβ
0 1 0

− sinβ 0 cosβ

)
, RZ =

(
cos γ − sin γ 0
sin γ cos γ 0
0 0 1

)
.

We say the scalar product of vectors X {x1, y1, z1}and Y {x2, y2, z2} the number defined by the following rule:

(X,Y ) =

{
(X,Y )1 = x1x2 + y1y2 if (X,Y )1 ̸= 0,

(X,Y )2 = z1z2 if (X,Y )1 = 0.
(3)

Definition 1.1. The affine space A3, in which the scalar product of vectors is calculated by the formula (3),
is called the isotropic space R2

3.

We define the norm of a vector and the distance between the points with the help of the scalar product.

More precisely, the vector norm
∣∣∣−→X ∣∣∣ = √(−→

X,
−→
X
)
, the distance between the points M (X), N (Y ) and

|MN | =
√

(Y −X,Y −X) .

In coordinates, they have the following form:

|MN | =

{
|MN |1 =

√
(x2 − x1)

2
+ (y2 − y1)

2
if |MN |1 ̸= 0,

|MN |2 = |z2 − z1| if |MN |1 = 0.
(4)

The isotropic space R2
3 is an affine space, there exists an affine transformation of coordinates that preserves

the distance defined by the formula (4). This transformation is called the motion of an isotropic space and is
given by the formula [3]:


x′ = x cosα− y sinα+ a,

y′ = x sinα+ y cosα+ b,

z′ = h1x+ h2y + z + c.

(5)

Let a regular surface be given in R2
3 by the vector equation

−→r (u, v) = x (u, v) · −→i + y (u, v) · −→j + z (u, v) ·
−→
k . (6)

Then the first and second fundamental forms of the surface are determined by the following formulas:

I = ds2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2,

II = Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2. (7)
The coefficients of the first and second fundamental forms in the isotropic space are calculated as follows, as
in the Euclidean space.

E = r2u = x2
u + y2u,

F = rurv = xuxv + yuyv,

G = r2v = x2
v + y2v ,

and


L = (ruu, n) ,

M = (ruv, n) ,

N = (rvv, n) .

.

Defined by analogy with Euclidean space, the total and mean curvature of the surface, respectively, have the
following forms

K =
LN −M2

EG− F 2
and 2H =

EN − 2FM +GL

EG− F 2
.

In this space, let the surface F , given by the equation z = f(x, y), is the one-valued projection onto the plane
Oxy, the total and mean curvature at the point of the surface are determined by the following formulas:

K = LN −M2, 2H = L+N,

calculating these coefficients, then we have

K = fxxfyy − f2
xy, (8)
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2H = fxx + fyy. (9)
Where, the right-hand side of the total and mean curvatures of the surface determine the Monge-Ampere and
Laplace operators, respectively. Hence it follows that the study of the geometric characteristics of the surface
in the isotropic space is interdependent on the Monge-Ampere and Laplace operators.

It is known from the complex analysis, that if the real and imaginary parts of a holomorphic function satisfy
the Cauchy-Riemann conditions, then they are harmonic functions. If we consider each real and imaginary
part of the function as a surface, we determine the connection between these surfaces according to geometric
characteristics. If the transformation preserves the distance, it is known that in Euclidian space it transfers a
surface to a surface equal to itself, generated by motion and differing only in position.

If
f(z) = U(x, y) + iV (x, y), U(x, y), V (x, y) ∈ C2 (D) , D ⊂ R2

then the Cauchy-Riemann conditions for its real and imaginary parts are as follows:{
Ux = Vy

Uy = −Vx.
(10)

Now we study the geometric characteristics of U(x, y) and V (x, y) surfaces. For this we introduce the concept
of a spherical image. If we pass rays parallel to the oriented all normal vectors of the surface S from the
center of the unit sphere which center lies at the origin of coordinates, each point M of the surface and the
domain around it are reflected to the sphere , and the point M is replaced by some point M ′ of the sphere .
The point M ′ is called the spherical image of M .

If the surface S is given by equation (6), its unit normal vector is also a function of u and v:
−→n = −→n (u, v). (11)

The end of this vector draws the sphere or part of it, this part corresponds to the domain taken on the
surface S and gives its image. The equation (11) can be considered as the equation of the sphere, because
for the sphere the vector n plays the role of a radius vector. We assume that the same values of curvilinear
coordinates u and v correspond to points M and M ′ which corresponding to each other. Now if a closed line
L is taken on the surface, then another closed line L′ corresponds to it on the sphere.

Denote the area of the domain (L′) inside the line L′ by S′ and the area of the domain (L) inside the line L
by S, we take the ratio of S′ to S and reduce L to the point M . In this case, as L′ decreases, the areas S′

and S also decrease, and their ratio tends to a certain limit value:

lim
(L)→M

S′

S
= KG.

This limit is called the Gaussian curvature of the surface.

We study the spherical image of two surfaces satisfying the Cauchy-Riemann conditions. We write the
following vector equations for the surfaces U(x, y) and V (x, y) mentioned above:

−→r (x, y) = x
−→
i + y

−→
j + U(x, y)

−→
k ,

−→ρ (x, y) = x
−→
i + y

−→
j + V (x, y)

−→
k . (12)

Established the following relationship between the total curvature of these two surfaces.

Lemma 1.1. [10] If the functions U(x, y) and V (x, y) satisfy the following differential equality

UxxVyy + UyyVxx − 2UxyVxy = 0, (13)

then the total curvature of the surface U(x, y) + V (x, y) is the sum of the total curvatures of these surfaces,

K = K1 +K2.

2. Main part
Lemma 2.1. The spherical images of the surfaces given by the equations U(x, y) andV (x, y) satisfying the
Cauchy-Riemann conditions are equal to each other.
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Proof. We find the normal vectors
−→
N1 and

−→
N2 for these surfaces, respectively, and calculate their unit vectors:

−→n1 =

−→
N1∣∣∣−→N1

∣∣∣ =
− Ux√

1 + U2
x + U2

y

,− Uy√
1 + U2

x + U2
y

,
1√

1 + U2
x + U2

y

 ,

−→n2 =

−→
N2∣∣∣−→N2

∣∣∣ =
− Vx√

1 + V 2
x + V 2

y

,− Vy√
1 + V 2

x + V 2
y

,
1√

1 + V 2
x + V 2

y

 .

Using the Cauchy-Riemann conditions, we can write the following equality for the expressions in the
denominator: 1 + V 2

x + V 2
y = 1 + U2

x + U2
y moreover, we have the following equality:

−→
N1 = {−Ux,−Uy, 1} =

{−Vy, Vx, 1} and
−→
N2 = {−Vx,−Vy, 1} .

That is, when surface normal vectors satisfy the Cauchy-Riemann conditions, the above equations are valid.
If we transfer the vector

−→
N1 to a vector symmetric to the plane y = x, a vector {Vx,−Vy, 1} is generated. If

we transfer the vector {Vx,−Vy, 1} symmetrically with respect to the plane Oyz, then we get the vector
−→
N2.

So, since the vector
−→
N1 is transferred to the vector

−→
N2 by motion, the spherical images of surfaces U(x, y)

and V (x, y) are equal to each other. □

If we transfer a surface S from one place to another in space, the first and second fundamental forms do not
change. This fact is obvious from a geometric point of view. So, in space, for two S and S′ surfaces with two
different positions, it is possible to choose such common curvilinear u and v coordinates, that their first and
second fundamental forms are the same. As we know, K.F.Gauss [14] investigated the inverse problem to this
problem, i.e., the problem of whether the given surface with the first and second fundamental forms can be
determined completely (one-valued) in Euclidean space and solved it by the following theorem.

Theorem 2.1. (Gauss) If a surface S is given by its first and second fundamental forms, that is, if the
coefficients of first and second fundamental forms are considered as functions of x, y then the geometric
form of the surface is completely determined by these conditions, i.e., the same any second surface with these
fundamental forms differs from the surface S by its position in the space.

Let the complex variable function ω = U(x, y) + iV (x, y) be given. Here, considering each of the functions
U = U(x, y) and V = V (x, y) as a surface, if we require that these two surfaces satisfy the Cauchy-Riemann
conditions, there must be certain connections between these surfaces. In this paper, we consider the connection
between U = U(x, y) and V = V (x, y)surfaces in Euclidean and isotropic spaces.

We get the following theorem for surfaces U = U(x, y) and V = V (x, y) in Euclidian space:

Theorem 2.2. If the surfaces given by the functions U = U(x, y) and V = V (x, y) in Euclidian space satisfy
the Cauchy-Riemann conditions, then these surfaces are equal to each other and differ only in position.

Proof. Let us suppose that the surfaces are given by the equations U = U(x, y) and V = V (x, y), and
according to the condition of the theorem, the surfaces given by these equations satisfy the Cauchy-Riemann
conditions as a function, and the formula (10) holds. We write the vector equation of these two surfaces in
the form (12).

Calculating the total curvature for the surface given by the first vector equation, we get the following formula:

KU =
UxxUyy − U2

xy(
1 + U2

x + U2
y

)2 . (14)

If we take the second-order derivative from the formula (10), we have{
Uxx = Vxy,
Uyy = −Vxy,

{
Uxy = Vyy,
Uxy = −Vxx.

(15)

Substituting expressions of (15) into (14), we get

KV =
VxxVyy − V 2

xy(
1 + V 2

x + V 2
y

)2 . (16)
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This determines the total curvature of the surface given by the second vector equation. So it follows that

KU = KV .

That is, the total curvatures of the two given surfaces are equal to each other. According to Gauss’s theorem
above, these surfaces are equal to each other and differ only in position. It is possible to transfer the surface
U(x, y) to the surface V (x, y) by the given motion (1) in Euclidean space. That is, these surfaces are transferred
from one to another through the transition matrix (1). Theorem 2.2. is proved. □

The following theorem is valid in isotropic space.

Theorem 2.3. If the functions U = U(x, y) and V = V (x, y) are given in isotropic space and satisfy the
Cauchy-Riemann conditions, the total and mean curvatures of the surfaces given by these equations are equal,
but these surfaces are not equal to each other in the isotropic sense.

Proof. Suppose that the surfaces are given by the equations U = U(x, y) and V = V (x, y), the surfaces given
by these equations satisfy the formula (10) as a function according to the condition of the theorem:{

Ux = Vy

Uy = −Vx.

Using the formula (8), calculating the coefficients of first and second fundamental forms for the given surface
U = U(x, y) in isotropic space, and putting it in the formula (9), the total and mean curvatures for the first
surface are equal to the following formulas:

K = UxxUyy − U2
xy, 2H = Uxx + Uyy. (17)

For the surface V , by using equations (15), we find the total curvature of the surface as

K = UxxUyy − U2
xy = Vxy (−Vxy)− Vxx (−Vyy) = VxxVyy − V 2

xy.

From this, the total curvatures of surfaces U and V are equal to each other. It is known that for functions
satisfying the Cauchy-Riemann conditions, the Laplace operator is equal to zero. In isotropic space, the mean
curvatures of the surfaces U and V are equal to each other and equal to zero, because the mean curvatures of
the surfaces are calculated using the Laplace operator, i.e.

HU = HV = 0.

It follows that the total and mean curvatures of these surfaces are equal to each other. We know that a given
surface in Euclidean space is transferred to the equal surface by the motion (1). Even if the curvature of the
given surface in isotropic space is equal to the curvature of the second surface, it is not always possible to
transfer from the surface U to the surface V by the motion (5). For example, if we choose an upward convex
U surface and a downward convex V surface satisfying the Cauchy-Riemann conditions, these two surfaces
cannot be transferred from one to the other by isotropic motion. Therefore, these two surfaces are not equal
to each other in the isotropic sense. However, there exist surfaces that are equal to each other satisfying the
Cauchy-Riemann conditions.

Example. A surface U = x2 − y2 and a surface V = 2xy can be transferred from one to the other by the
following motion: 

x′ = x cos π
4 − y sin π

4 ,

y′ = x sin π
4 + y cos π

4 ,

z′ = z.

So, in the isotropic space there are such surfaces that, although the total and mean curvatures are equal to
each other, these surfaces may be equal or unequal. Theorem 2.3 is proved. □

Remark 2.1. Gauss’ theorem about the equality of surfaces is not true for the isotropic space.

Because this motion is a composition of rotation, parallel translation and sliding. Through sliding, the surface
is deformed in the Euclidean sense. However, even if the geometric characteristics of the given upward convex
and downward convex surfaces in theorem 2.3 are equal, we cannot say that these surfaces are equal to each
other according to Gauss’s theorem.
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Abstract

In this paper, the inverse problem of determination kernel from integrodifferential heat
equation with the nonlocal initial boundary and additional conditional is studied. The
solvability of the direct problem is proved using Fourier’s method and Banach’s principle. To
investigate the inverse problem, an auxiliary equivalent to the original problem is obtained.
Then, using the Fourier method, the problem is reduced to a system of closed integral
equations equivalent to the unknown functions. The theorem about the existence and
uniqueness of the solution of this integral equation using the principle of contraction mapping
is proved.

Keywords: integro-differential equation; non-local initial-boundary problem; inverse problem; integral
equation; Banach principle.

MSC 2020: 35K10

1. Introduction
Today in the theory of mathematical physics equations, investigations devoted to the direct and inverse
problems took an important place. These problems arise in situations when the structure of the mathematical
model of the studying process is known and it is necessary to set the problems of determining the parameters
of the mathematical model itself. Such problems include the problems of determining the various kernel,
leading and lower coefficients of the equations, nonlocal initial and boundary conditions, and so on (see [1]).

Problems with nonlocal conditions for partial differential equations have been studied by many authors.
The articles [2, 5] were considered with the study of the unique solvability of non-local inverse boundary
value problems for second-order hyperbolic equations with overdetermination conditions. These problems the
existence and uniqueness theorem for the classical solution of the inverse coefficient problem is proved.

The inverse problem of determining the time-dependent thermal diffusivity and the temperature distribution
in a parabolic equation in the case of nonlocal initial-boundary conditions containing a real parameter and
integral overdetermination conditions are investigated in the works [6, 12].

The problem of determining the kernel k(t) of the integral term in an integrodifferential heat equation was
studied in many publications [13, 17], in which both one- and multidimensional inverse problems with classical
initial, initial-boundary conditions were investigated. There is proven existence and uniqueness of inverse
problem solutions. In this article, we study an inverse problem in integrodifferential equation for a second-order
parabolic equation with nonlocal initial-boundary condition. The inverse problem of determination of the
kernel k(t) function in the one - dimensional integro- differential parabolic equation existence and uniqueness
of this problem solution is studied.
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Let T > 0 be fixed number and DTl = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t ≤ T}. Consider the inverse problem of
determining of functions u(x, t), k(t) such that it satisfies the equation

ut − uxx =

∫ t

0

k(t− τ)u(x, τ)dτ, (x, t) ∈ DTl, (1)

with the nonlocal initial condition

u(x, 0) + λu(x, T ) +

∫ T

0

p(τ)u(x, τ)dτ = φ(x), x ∈ [0, l], (2)

the boundary conditions
u|x=0 = u|x=l = 0, t ∈ [0, T ], (3)

and the additional condition
u(x0, t) = h(t), (4)

here λ ≥ 0 is a given number greater than zero, φ(x), p(t)(p(t) ≥ 0, t ∈ [0, T ]), h(t) are given functions of
x ∈ [0, l] and t ∈ [0, T ].

In the direct problem, for given numbers l, T, λ and sufficiently smooth functions k(t), φ(x), it required to
find a function u(x, t) ∈ C2,1(DT ) satisfying nonlocal initial-boundary problem (1)-(3) for (x, t) ∈ DT .

Let Cm (0; l) be the class of m times continuously differentiable with all derivatives up to the m−th order
(inclusive) in (0; l) functions. In the case m = 0 this space coincides with the class of continuous functions.
Cm,k(DT ) is the class of m times continuously differentiable with respect to x and k times continuously
differentiable with respect to t all derivatives in the domain DT functions.

2. Investigation of the direct problem
The solution of equation (1) with the nonlocal initial condition (2) and the boundary conditions (3) satisfies
the relation

u(x, t) = Φ(x, t) +

∫ t

0

∫ l

0

G(x, ξ, t− β)

∫ β

0

k(β − τ)u(ξ, τ)dτdξdβ−

−λ

∫ T

0

∫ l

0

G0(x, ξ, t+ T − β)

∫ β

0

k(β − τ)u(ξ, τ)dτdξdβ−

−
∫ T

0

∫ µ

0

∫ l

0

p(µ)G0(x, ξ, t+ µ− β)

∫ β

0

k(β − τ)u(ξ, τ)dτdξdβdµ, (5)

where

Φ(x, t) =

∫ l

0

φ(ξ)G0(x, ξ, t)dξ,

G(x, ξ, t) =
2

l

∞∑
n=1

e−(πn
l )2tsin

πn

l
ξsin

πn

l
x,

G0(x, ξ, t) =
2

l(1 + λe−(πn
l )2T +

∫ T

0
p(τ)e−(πn

l )2τdτ)

∞∑
n=1

e−(πn
l )2tsin

πn

l
ξsin

πn

l
x.

Now we write property of Green function which will be needed in the future.

Remark 2.1. The integral of the Green function does not exceed 1:∫ l

0

G0(x, ξ, t)dξ ≤
∫ l

0

G(x, ξ, t)dξ ≤ 1, x ∈ (0, l), t ∈ (0, T ].

Denote the operator taking the function u(x, t) to the right-hand side of (5) by A. Then (5) is written as the
operator equation

u = Au, (6)
Consider the functional space of function u(x, t) ∈ C(DT ) with the norm given by the relation

Φ0 = max
(x,t)∈DT

|Φ(x, t)|, k0 = max
t∈[0,T ]

|k(t)|, p0 = max
t∈[0,T ]

|p(t)|,
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let Λ(Φ,Φ0) = {u : ∥u−Φ∥ ≤ Φ0}. Obviously, ∥u∥ ≤ 2Φ0 for u(x, t) ∈ Λ(Φ,Φ0). We use the Banach principle
to prove the existence and uniqueness of solution to the operator equation (6).

Lemma 2.1. Suppose that the following conditions are satisfied: φ(x) ∈ C[0, l], {p(t), k(t)} ∈ C[0, T ], p(t) ≥
0, φ(0) = φ(l) = 0. Then for all u(x, t) ∈ Λ(Φ,Φ0) and

0 < T ≤ T1, (7)

the solution to the operator equation (6) in the class C2,1(DT ) exists and unique, where T1 is a positive root
of the equation

p0k0T
3 + 3(1 + λ)k0T

2 − 3 = 0.

Then there exists a classical solution of problem (1)-(3) in the space C2,1(DT ).

Proof. Let us prove that for suitable T the operator A maps the ball Λ(Φ,Φ0) into itself; i.e., the condition
u ∈ Λ(Φ,Φ0) implies that Au ∈ Λ(Φ,Φ0). For this, we have

∥Au− Φ∥ = max
(x,t)∈DT

∥Au− Φ∥ ≤|
∫ t

0

∫ l

0

G(x, ξ, t− β)

∫ β

0

k(β − τ)u(ξ, τ)dτdξdβ | +

+ | λ
∫ T

0

∫ l

0

G0(x, ξ, t+ T − β)

∫ β

0

k(β − τ)u(ξ, τ)dτdξdβ | +

+ |
∫ T

0

∫ µ

0

∫ l

0

p(µ)G0(x, ξ, t+ µ− β)

∫ β

0

k(β − τ)u(ξ, τ)dτdξdβdµ |≤ k0 ∥ u ∥ T 2

2
(1 + λ+

p0T

3
) ≤

≤ k0Φ0T
2(1 + λ+

p0T

3
)

If T satisfy the condition p0k0T
3 + 3(1 + λ)k0T

2 − 3 = 0, then Lu ∈ Λ(Φ,Φ0). Now we check the second
condition of a fixed point argument. Let u1, u2 ∈ Λ(Φ,Φ0), then we get

∥Au1 −Au2∥ ≤ max
(x,t)∈DT

∣∣∣ ∫ t

0

∫ l

0

G(x, ξ, t− β)

∫ β

0

k(β − τ)(u1(ξ, τ)− u2(ξ, τ))dτdξdβ
∣∣∣+

+ max
(x,t)∈DT

∣∣∣λ ∫ T

0

∫ l

0

G0(x, ξ, t+ T − β)

∫ β

0

k(β − τ)(u1(ξ, τ)− u2(ξ, τ))dτdξdβ
∣∣∣+

+ max
(x,t)∈DT

∣∣∣ ∫ T

0

∫ µ

0

∫ l

0

p(µ)G0(x, ξ, t+ µ− β)

∫ β

0

k(β − τ)(u1(ξ, τ)− u2(ξ, τ))dτdξdβdµ
∣∣∣ ≤

≤ k0
T 2

2
(1 + λ+

p0T

3
)∥u1 − u2∥.

Therefore, if the number T is small enough to satisfy the condition k0p0T
3 + 3(1 + λ)k0T

2 − 6 = 0, then A is
a contraction operator on Λ(Φ,Φ0). Then by the Banach principle, equation (1) has a unique solution in
Λ(Φ,Φ0). The proof of the lemma is complete. □

3. Classical solvability of inverse problem
In this section we consider the problem of simultaneously determining the functions u(x, t), k(t) from the
integro-differential equation (1) with nonlocal initial-boundary condition (2), (3) and additional condition (4).

We introduce the notation
ϑ(x, t) = uxx(x, t), (8)

and obtain the following equivalent problem with respect to function ϑ(x, t):

ϑt − ϑxx =

∫ t

0

k(t− τ)ϑ(x, τ)dτ, (9)

ϑ(x, 0) + λϑ(x, T ) +

∫ T

0

p(τ)ϑ(x, τ) = φ′′(x), φ′′(0) = φ′′(l) = 0, (10)

ϑ|x=0 = ϑ|x=l = 0, (11)
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ϑ|x=x0
= h′(t)−

∫ t

0

k(t− τ)h(τ)dτ. (12)

The problem (9)-(11) is equivalent to the problem of finding the function ϑ(x, t) from the following integral
equation:

ϑ(x, t) = F (x, t) +

∫ t

0

∫ l

0

G(x, ξ, β)

∫ t−β

0

k(τ)ϑ(ξ, t− β − τ)dτdξdβ−

−λ

∫ T+t

t

∫ l

0

G0(x, ξ, β)

∫ T+t−β

0

k(τ)ϑ(ξ, T + t− β − τ)dτdξdβ−

−
∫ T

0

p(τ)

∫ t+τ

t

∫ l

0

G0(x, ξ, α)

∫ t+τ−α

0

k(β)ϑ(ξ, t+ τ − α− β)dβdξdαdτ (13)

F (x, t) =

∫ l

0

G0(x, ξ, t)φ
′′(ξ)dξ.

Differentiate the integral equation (13) once with respect to the variable t:

ϑt(x, t) = Ft(x, t) + λ

∫ l

0

G0(x, ξ, t)

∫ T

0

k(τ)ϑ(ξ, T − τ)dτdξ−

−λ

∫ T+t

t

∫ l

0

G(x, ξ, β)

∫ T+t−β

0

k(τ)ϑt(ξ, T + t− β − τ)dτdξdβ−

−λ

∫ T+t

t

∫ l

0

G0(x, ξ, β)k(T + t− β)v(ξ, 0)dξdβ+

+

∫ t

0

∫ l

0

G(x, ξ, β)k(t− β)v(ξ, 0)dξdβ+

+

∫ t

0

∫ l

0

G(x, ξ, β)

∫ t−β

0

k(τ)ϑt(ξ, t− β − τ)dτdξdτ+

+

∫ T

0

p(τ)

∫ l

0

G0(x, ξ, t)

∫ τ

0

k(β)ϑ(ξ, τ − β)dβdξdτ−

−
∫ T

0

p(τ)

∫ t+τ

t

∫ l

0

G0(x, ξ, α)k(t+ τ − α)ϑ(ξ, 0)dξdαdτ−∫ T

0

p(τ)

∫ t+τ

t

∫ l

0

G0(x, ξ, α)

∫ t+τ−α

0

k(β)ϑt(ξ, t+ τ − α− β)dβdξdαdτ (14)

We calculate the derivative Ft(x, t), using the relation

G0t(x, ξ, t) = G0ξξ(x, ξ, t).

Integrating by parts, using matching conditions φ′′(0) = φ′′(l) = 0 , we find that

Ft(x, t) =
∂

∂t

(∫ l

0

G0(x, ξ, t)φ
′′(ξ)dξ

)
=

=

∫ l

0

G0ξξ(x, ξ, t)φ
′′(ξ)dξ =

∫ l

0

G0(x, ξ, t)φ
(4)(ξ)dξ.

Taking into account the last equalities and condition (12), from (14), we obtain the integral equation for the
unknown function k(t) as follows:

k(t) =
h′′(t)

h(0)
− Ft(x0, t)

h(0)
− 1

h(0)

∫ t

0

k(τ)h′(t− τ)dτ−
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− λ

h(0)

∫ l

0

G0(x0, ξ, t)

∫ T

0

k(τ)ϑ(ξ, T − τ)dτdξ+

+
λ

h(0)

∫ T+t

t

∫ l

0

G(x0, ξ, β)

∫ T+t−β

0

k(τ)ϑt(ξ, T + t− β − τ)dτdξdβ+

+
λ

h(0)

∫ T+t

t

∫ l

0

G0(x0, ξ, β)k(T + t− β)v(ξ, 0)dξdβ−

− 1

h(0)

∫ t

0

∫ l

0

G(x0, ξ, β)k(t− β)v(ξ, 0)dξdβ−

− 1

h(0)

∫ t

0

∫ l

0

G(x0, ξ, β)

∫ t−β

0

k(τ)ϑt(ξ, t− β − τ)dτdξdτ−

− 1

h(0)

∫ T

0

p(τ)

∫ l

0

G0(x0, ξ, t)

∫ τ

0

k(β)ϑ(ξ, τ − β)dβdξdτ+

+
1

h(0)

∫ T

0

p(τ)

∫ t+τ

t

∫ l

0

G0(x0, ξ, α)k(t+ τ − α)ϑ(ξ, 0)dξdαdτ+

+
1

h(0)

∫ T

0

p(τ)

∫ t+τ

t

∫ l

0

G0(x0, ξ, α)

∫ t+τ−α

0

k(β)ϑt(ξ, t+ τ − α− β)dβdξdαdτ. (15)

We represent the system of equations (13)-(15) in the form

g = Ag, (16)

where
g = (g1, g2, g3) = (ϑ(x, t), ϑt(x, t), k(t))

is the vector-function.

A = (A1, A2, A3) is defined by the right sides of equations (13)-(15):

A1g = g01 +

∫ t

0

∫ l

0

G(x, ξ, β)

∫ t−β

0

g3(τ)g1(ξ, t− β − τ)dτdξdβ−

−λ

∫ T+t

t

∫ l

0

G0(x, ξ, β)

∫ T+t−β

0

g3(τ)g1(ξ, T + t− β − τ)dτdξdβ−

−
∫ T

0

p(τ)

∫ t+τ

t

∫ l

0

G0(x, ξ, α)

∫ t+τ−α

0

g3(β)g1(ξ, t+ τ − α− β)dβdξdαdτ,

A2g = g02 + λ

∫ l

0

G0(x, ξ, t)

∫ T

0

g3(τ)g1(ξ, T − τ)dτdξ−

−λ

∫ T+t

t

∫ l

0

G(x, ξ, β)

∫ T+t−β

0

g3(τ)g2(ξ, T + t− β − τ)dτdξdβ−

−λ

∫ T+t

t

∫ l

0

G0(x, ξ, β)g3(T + t− β)g1(ξ, 0)dξdβ+

+

∫ t

0

∫ l

0

G(x, ξ, β)g3(t− β)g1(ξ, 0)dξdβ+

+

∫ t

0

∫ l

0

G(x, ξ, β)

∫ t−β

0

g3(τ)g2(ξ, t− β − τ)dτdξdτ+

+

∫ T

0

p(τ)

∫ l

0

G0(x, ξ, t)

∫ τ

0

g3(β)g1(ξ, τ − β)dβdξdτ−

−
∫ T

0

p(τ)

∫ t+τ

t

∫ l

0

G0(x, ξ, α)g3(t+ τ − α)g1(ξ, 0)dξdαdτ−
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−
∫ T

0

p(τ)

∫ t+τ

t

∫ l

0

G0(x, ξ, α)

∫ t+τ−α

0

g3(β)g2(ξ, t+ τ − α− β)dβdξdαdτ,

A3g = g03 −
1

h(0)

∫ t

0

g3(τ)h
′(t− τ)dτ−

− λ

h(0)

∫ l

0

G0(x0, ξ, t)

∫ T

0

g3(τ)g1(ξ, T − τ)dτdξ+

+
λ

h(0)

∫ T+t

t

∫ l

0

G(x0, ξ, β)

∫ T+t−β

0

g3(τ)g2(ξ, T + t− β − τ)dτdξdβ+

+
λ

h(0)

∫ T+t

t

∫ l

0

G0(x0, ξ, β)g3(T + t− β)g1(ξ, 0)dξdβ−

− 1

h(0)

∫ t

0

∫ l

0

G(x0, ξ, β)g3(t− β)g1(ξ, 0)dξdβ−

− 1

h(0)

∫ t

0

∫ l

0

G(x0, ξ, β)

∫ t−β

0

g3(τ)g2(ξ, t− β − τ)dτdξdτ−

− 1

h(0)

∫ T

0

p(τ)

∫ l

0

G0(x0, ξ, t)

∫ τ

0

g3(β)g1(ξ, τ − β)dβdξdτ+

+
1

h(0)

∫ T

0

p(τ)

∫ t+τ

t

∫ l

0

G0(x0, ξ, α)g3(t+ τ − α)g1(ξ, 0)dξdαdτ+

+
1

h(0)

∫ T

0

p(τ)

∫ t+τ

t

∫ l

0

G0(x0, ξ, α)

∫ t+τ−α

0

g3(β)g2(ξ, t+ τ − α− β)dβdξdαdτ

The following notations were introduced in the equalities (13)-(15):

g0(t, x) = (g01(t, x), g02(t, x), g03(t)) = (F (x, t), Ft(x, t),
h′′(t)

h(0)
− Ft(x0, t)

h(0)
).

Theorem 3.1. Let conditions φ(x) ∈ C4 [0, l] , p(t) ∈ C[0, T ], p(t) ≥ 0, h(t) ∈ C2[0, T ], φ(0) = φ(l) =
φ′′(0) = φ′′(l) = 0, h(0) ̸= 0, λ ≥ 0, be satisfied. Then there exists sufficiently small numbers T ∗ ∈ (0, T ) that
the solution to the integral equations (13)-(15) in the class of functions ϑ(x, t) ∈ C2,1 (DT∗), k(t) ∈ C[0;T ∗]
exist and unique, where DT∗ = {(x, t)|x ∈ (0, l∗), t ∈ (0, T ∗]}.
Proof. We introduce the notations

φ0 := ∥φ∥C4[0,l], h0 := ∥h∥C2[0,T ].

We define for the unknown vector-function g(x, t) ∈ C(DT ) the following norm:

∥g∥ = max

{
max

(x,t)∈DT

|g1(x, t)| , max
(x,t)∈DT

|g2(x, t)| , max
t∈[0,T ]

|g3(t)|

}
besides,

∥g0∥ = max

{
max

(x,t)∈DT

|g01(x, t)| , max
(x,t)∈DT

|g02(x, t)| , max
t∈[0,T ]

|g03(t)|

}
,

where

max
(x,t)∈DT

|g01(x, t)| ≤ max
(x,t)∈DT

∣∣∣∣∣
∫ l

0

G0(x, ξ, t)φ(ξ)dξ

∣∣∣∣∣ ≤ φ0,

max
(x,t)∈DT

|g02(x, t)| ≤ max
(x,t)∈DT

∣∣∣∣∣
∫ l

0

G0(x, ξ, t)φ
′′(ξ)dξ

∣∣∣∣∣ ≤ φ0,

max
t∈[0,T ]

|g03(t)| ≤ max
t∈[0,T ]

∣∣∣∣h′′(t)

h(0)

∣∣∣∣ ≤ h0

h(0)
.
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Denote by S(g0, ∥g0∥) the ball of vector-functions g with center at the point g0 and radius ∥g0∥ > 0, i.e.
S(g0, ρ) = {g : ∥g − g0∥ ≤ ∥g0∥}.
Obviously, ∥g∥ ≤ 2∥g0∥ for g(x, t) ∈ S(g0, ∥g0∥). We prove that the operator A is contracting in the Banach
space S(g0, ∥g0∥) if the number T will be chosen in suitable way.

Now we check the first condition of contractive mapping [[19], pp. 87-97] for operator A .

Let g(x, t) be an element of S(g0, ∥g0∥) i.e. S(g0, ∥g0∥). Then for (x, t) ∈ DT we have

∥A1g − g01∥ = max
(x,t)∈DT

|(A1g − g01)| ≤

≤ max
(x,t)∈DT

∣∣∣∫ t

0

∫ l

0

G(x, ξ, β)

∫ t−β

0

g3(τ)g1(ξ, t− β − τ)dτdξdβ
∣∣∣+

+ max
(x,t)∈DT

∣∣∣λ ∫ T+t

t

∫ l

0

G0(x, ξ, β)

∫ T+t−β

0

g3(τ)g1(ξ, T + t− β − τ)dτdξdβ
∣∣∣+

+ max
(x,t)∈DT

∣∣∣∫ T

0

p(τ)

∫ t+τ

t

∫ l

0

G0(x, ξ, α)

∫ t+τ−α

0

g3(β)g1(ξ, t+ τ − α− β)dβdξdαdτ
∣∣∣≤

≤ 2(1 + λ)T 2∥g0∥2 +
2p0
3

T 3∥g0∥2;

It follows that if
0 < T ≤ T1,

where T1 is a positive root of the equation

∥A2g − g02∥ = max
(x,t)∈DT

|(A2g − g02)| ≤

≤ max
(x,t)∈DT

∣∣∣λ ∫ l

0

G0(x, ξ, t)

∫ T

0

g3(τ)g1(ξ, T − τ)dτdξ
∣∣∣+

+ max
(x,t)∈DT

∣∣∣λ ∫ T+t

t

∫ l

0

G(x, ξ, β)

∫ T+t−β

0

g3(τ)g2(ξ, T + t− β − τ)dτdξdβ
∣∣∣+

+ max
(x,t)∈DT

∣∣∣λ ∫ T+t

t

∫ l

0

G0(x, ξ, β)g3(T + t− β)g1(ξ, 0)dξdβ
∣∣∣+

+ max
(x,t)∈DT

∣∣∣∫ t

0

∫ l

0

G(x, ξ, β)g3(t− β)g1(ξ, 0)dξdβ
∣∣∣+

+ max
(x,t)∈DT

∣∣∣∫ t

0

∫ l

0

G(x, ξ, β)

∫ t−β

0

g3(τ)g2(ξ, t− β − τ)dτdξdτ
∣∣∣+

+ max
(x,t)∈DT

∣∣∣∫ T

0

p(τ)

∫ l

0

G0(x, ξ, t)

∫ τ

0

g3(β)g1(ξ, τ − β)dβdξdτ
∣∣∣+

+ max
(x,t)∈DT

∣∣∣∫ T

0

p(τ)

∫ t+τ

t

∫ l

0

G0(x, ξ, α)g3(t+ τ − α)g1(ξ, 0)dξdαdτ
∣∣∣+

+ max
(x,t)∈DT

∣∣∣∫ T

0

p(τ)

∫ t+τ

t

∫ l

0

G0(x, ξ, α)

∫ t+τ−α

0

g3(β)g2(ξ, t+ τ − α− β)dβdξdαdτ
∣∣∣≤

≤ 4(1 + 2λ)T∥g0∥2 + 2(λ+ 2p0 + 1)T 2∥g0∥2 +
2p0
3

T 3∥g0∥2;

It follows that if
0 < T ≤ T2

where T2 is a positive root of the equation

∥A3g − g03∥ = max
(x,t)∈DT

|(A3g − g03)| ≤
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≤ max
(x,t)∈DT

∣∣∣ 1

h(0)

∫ t

0

g3(τ)h
′(t− τ)dτ

∣∣∣+
+ max

(x,t)∈DT

∣∣∣ λ

h(0)

∫ l

0

G0(x0, ξ, t)

∫ T

0

g3(τ)g1(ξ, T − τ)dτdξ
∣∣∣+

+ max
(x,t)∈DT

∣∣∣ λ

h(0)

∫ T+t

t

∫ l

0

G(x0, ξ, β)

∫ T+t−β

0

g3(τ)g2(ξ, T + t− β − τ)dτdξdβ
∣∣∣+

+ max
(x,t)∈DT

∣∣∣ λ

h(0)

∫ T+t

t

∫ l

0

G0(x0, ξ, β)g3(T + t− β)g1(ξ, 0)dξdβ
∣∣∣+

+ max
(x,t)∈DT

∣∣∣ 1

h(0)

∫ t

0

∫ l

0

G(x0, ξ, β)g3(t− β)g1(ξ, 0)dξdβ
∣∣∣+

+ max
(x,t)∈DT

∣∣∣ 1

h(0)

∫ t

0

∫ l

0

G(x0, ξ, β)

∫ t−β

0

g3(τ)g2(ξ, t− β − τ)dτdξdτ
∣∣∣+

+ max
(x,t)∈DT

∣∣∣ 1

h(0)

∫ T

0

p(τ)

∫ l

0

G0(x0, ξ, t)

∫ τ

0

g3(β)g1(ξ, τ − β)dβdξdτ
∣∣∣+

+ max
(x,t)∈DT

∣∣∣ 1

h(0)

∫ T

0

p(τ)

∫ t+τ

t

∫ l

0

G0(x0, ξ, α)g3(t+ τ − α)g1(ξ, 0)dξdαdτ
∣∣∣+

+ max
(x,t)∈DT

∣∣∣ 1

h(0)

∫ T

0

p(τ)

∫ t+τ

t

∫ l

0

G0(x0, ξ, α)

∫ t+τ−α

0

g3(β)g2(ξ, t+ τ − α− β)dβdξdαdτ
∣∣∣≤

≤ 2(h0∥g0∥+ 4λ∥g0∥2 + 2∥g0∥2)
h(0)

T +
2(∥g0∥2 + λ∥g0∥2 + 2p0∥g0∥2)

h(0)
T 2 +

2p0∥g0∥2

3h(0)
T 3;

Therefore, Ag ∈ S(g0, ∥g0∥) if T satisfies the conditions

2(1 + λ)T 2∥g0∥+
2p0
3

T 3∥g0∥ ≤ 1,

4(1 + 2λ)T∥g0∥+ 2(λ+ 2p0 + 1)T 2∥g0∥+
2p0
3

T 3∥g0∥ ≤ 1,

2(h0 + 4λ∥g0∥+ 2∥g0∥)
h(0)

T +
2∥g0∥(1 + λ2p0)

h(0)
T 2 +

2p0∥g0∥
3h(0)

T 3 ≤ 1.

(17)

Now consider two functions g1 and g2 belonging to the ball S and estimate the distance between their images
Ag1 and Ag2 in the space C.

∥(Ag1 −Ag2)1∥ =

max
(x,t)∈DT

∣∣∣∫ t

0

∫ l

0

G(x, ξ, β)

∫ t−β

0

[g13(τ)g
1
1(ξ, t− β − τ)− g23(τ)g

2
1(ξ, t− β − τ)]dτdξdβ

∣∣∣+
+ max

(x,t)∈DT

∣∣∣λ ∫ T+t

t

∫ l

0

G0(x, ξ, β)

∫ T+t−β

0

[g13(τ)g
1
1(ξ, T + t− β − τ)− g23(τ)g

2
1(ξ, T + t− β − τ)]dτdξdβ

∣∣∣+
+ max

(x,t)∈DT

∣∣∣∫ T

0

p(τ)

∫ t+τ

t

∫ l

0

G0(x, ξ, α)

∫ t+τ−α

0

[g13(β)g
1
1(ξ, t+τ−α−β)−g23(β)g

2
1(ξ, t+τ−α−β)]dβdξdαdτ

∣∣∣.
The sub-integral expression in the second integral can be estimated as follows:∥∥g12g11 − g22g

2
1

∥∥ =
∥∥(g12 − g22)g

1
1 + g22(g

1
1 − g21)

∥∥ ≤

≤ 2
∥∥g1 − g2

∥∥max
(∥∥g11∥∥ ,∥∥g22∥∥) ≤ 4 ∥g0∥

∥∥g1 − g2
∥∥ .
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Therefore,

∥(Ag1 −Ag2)1∥ ≤ (2(1 + λ)T 2 +
2p0
3

T 3)∥g0∥∥g1 − g2∥.

The next components can be estimated in a similar way,

∥(Ag1 −Ag2)2∥ ≤
(
4(1 + 2λ)T + 2(λ+ 2p0 + 1)T 2 +

2p0
3

T 3
)
∥g0∥∥g1 − g2∥,

∥(Ag1 −Ag2)3∥ ≤
(2(h0 + 4λ∥g0∥+ 2∥g0∥)

h(0)
T +

2∥g0∥(1 + λ2p0)

h(0)
T 2 +

2p0∥g0∥
3h(0)

T 3
)
∥g1 − g2∥.

Consequently, ∥(Ag1 −Ag2)∥ ≤ ρ∥g1 − g2∥, where ρ < 1 provided that T satisfies the condition

−2(1 + λ)T 2∥g0∥+
2p0
3

T 3∥g0∥ ≤ 1,

4(1 + 2λ)T∥g0∥+ 2(λ+ 2p0 + 1)T 2∥g0∥+
2p0
3

T 3∥g0∥ ≤ 1,

2(h0 + 4λ∥g0∥+ 2∥g0∥)
h(0)

T +
2∥g0∥(1 + λ2p0)

h(0)
T 2 +

2p0∥g0∥
3h(0)

T 3 ≤ 1.

(18)

Therefore, if the number T is small enough to ensure that conditions (17) and (18) are satisfied, then A is a
contraction operator on S(g0, ∥g0∥). Then, by the Banach principle, equation g = Ag has a unique solution in
S(g0, ∥g0∥).
The proof of the theorem is complete. □

By found function k(t), the function u(x, t) is determined as a solution to integral equation (13) (see
Section 2). Thus, the solution of the inverse problem (1)-(4) exists and is unique in the class of functions
u(x, t) ∈ C4,1(DT ), k(t) ∈ C[0, T ], where T satisfies inequalities (7), (17), (18).

Conclusions

In this work,the solvability of a nonlinear inverse problem for integro-differential heat equation with nonlocal
conditions was studied. Firstly we investigated- solvability direct problem. Therefor (1)-(3) problem replaced
equivalent of integral equation by Fourier method. Then used to Banach principle, existence and uniquness
lemma of direct problem solution is proven. The inverse problem was considered for determining the kernel
k(t) included in the equation (1) with integral observation (4) of the solution of this system with the initial
and boundary conditions (2), (3). Conditions for given functions are obtained, under which the inverse
problem have unique solutions for a sufficiently small interval.
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Nolokal shartli integro-differensial parabolik tipdagi tenglamadan yadroni aniqlashning
teskari masalasi

Jumayev Jonibek, Atoyev Dilshod

Ushbu maqolada, nolokal boshlang‘ich-chegaraviy va qo‘shimcha shartli integro-differensial issiqlik
tarqalish tenglamasidan yadroni aniqlashning teskari masalasi o‘rganilgan. To‘g‘ri masalaning bir qiymatli
yechiluvchanligi Furye usuli va Banax prinsipi yordamida isbotlangan. Teskari masalani tadqiq qilish uchun
dastlab qo‘yilgan masalaga ekvivalent bo‘lgan yordamchi olingan. So‘ngra Furye usulidan foydalanib, masala
noma’lum funksiyalarga nisbatan ekvivalent bo‘lgan yopiq integral tenglamalar sistemasiga keltirilgan. Ushbu
integral tenglamalar sistemasi yechimi mavjudligi va yagonaligi haqidagi teorema qisqartirib akslantirishlar
prinsipi yordamida isbotlangan.

Kalit so‘zlar: integro-differensial tenglama; nolokal boshlang‘ich-chegaraviy masala; teskari masala; integral
tenglama; Banax prinsipi.

Обратная задача определения ядра в интегро-дифференциальном уравнении
параболического типа с нелокальным условием

Жумаев Жонибек, Aтоев Дилшод

В данной работе исследуется обратная задача определения ядра из интегро-дифференциального
уравнения диффузии тепла с нелокальной начальной границей и дополнительным условным условием.
Разрешимость прямой задачи доказывается методом Фурье и принципом Банаха. Для исследования
обратной задачи получена вспомогательная, эквивалентная исходной задаче. Затем методом Фурье
задача сводится к системе замкнутых интегральных уравнений, эквивалентных неизвестным функциям.
Доказана теорема о существовании и единственности решения этой системы интегральных уравнений с
использованием принципа сжимающего отображения. Ключевые слова: интегро-дифференциальное
уравнение, нелокальная начально-краевая задача, обратная задача, интегральное уравнение, принцип
Банаха.

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение; нелокальная начально-краевая задача;
обратная задача; интегральное уравнение; принцип Банаха.
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Limit properties of the total progeny in
the positive recurrent Q-processes

with a finite second moment

Nazarov Zuhriddin
V.I.Romanovskiy Institute of Mathematics,

University of Management and Future Technologies,
Tashkent, Uzbekistan
zuhrov13@gmail.com

Abstract

We examine the population growth system called Q-processes. This is defined by the Galton-
Watson Branching system conditioned on non-extinction of its trajectory in the remote
future. In this paper we observe the total progeny up to time n in the Q-process. By analogy
with branching systems, this variable is of great interest in studying the deep properties of
the Q-process. We find that the sum total progeny as a random variable approximates the
standard normal distribution function under the third moment assumption for the initial
Galton-Watson system offspring law.

Keywords: Branching system; Q-process; Markov chain; generating function; transition probabilities; invariant
distribution; extinction time; total progeny; positive recurrent; central limit theorem; law of large numbers.
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1. Introduction and main results
In the general theory of random processes models of stochastic branching systems are particularly important.
Nowadays, there is great interest in these models. The creation of the theory of branching models is related
to the possibility of estimating the survival probability of the population of monotypic individuals. The
discrete-time simple branching process model was introduced by Francis Galton in 1889 as a mathematical
model for the population family growth is now called the Galton-Watson Branching (GWB) system; see [1],
[2], [3], [8], [9], [10] and [13]. GWB models play a fundamental role in both the theory and applications of
stochastic processes. Among the random trajectories of branching systems, there are those that continue a
long time. In the case of the GWB model, the class of such trajectories forms another stochastic model called
Q-process; see [2] and [5]. In the case of continuous-time Markov branching systems, an analogous model
called the Markov Q-process, was first introduced in [4].

Let {Z(n), n ∈ N0} be GWB system with branching rates {pk, k ∈ N0}, where N0 = {0}∪N and N = {1, 2, . . .}.
The variable Z(n) denotes the population size at the moment n in the system. The evolution of the system
occurs according to the following mechanism. Each individual lives a unit length lifetime and then gives
k ∈ N0 descendants with probability pk. This system is a reducible, homogeneous-discrete-time Markov chain
with a state space consisting of two classes: S0 = {0}∪S, where {0} is absorbing state, and S ⊂ N is the class
of possible essential communicating states. Throughout the paper we assume that p0 > 0 and p0 + p1 > 0
which called the Schröder case. We suppose that p0 + p1 < 1 and

m :=
∑
k∈S

kpk <∞.

Considering transition probabilities

Pij(n) := P
{
Z(n+ k) = j

∣∣ Z(k) = i
}

for any k ∈ N0
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we observe that the corresponding probability generating function (GF)∑
k∈S0

Pij(n)s
k =

[
fn(s)

]i
, (1)

where
fn(s) :=

∑
k∈S0

pk(n)s
k,

therein pk(n) := P1k(n) and, fn(s) is n-fold iteration of the offspring GF f(s) :=
∑

k∈S0
pks

k. Needless to
say that fn(0) = p0(n) is a vanishing probability of the system initiated by single individual. Note that
{p0(n)} is monotone and tends to q as n → ∞, which called an extinction probability of the system, i.e.
limn→∞ p0(n) = q. It is known that the extinction probability

• q = 1 if m ≤ 1;

• q < 1 if m > 1.

Based on this, according to the values of the parameter m, the system is called

• sub-critical if m < 1;

• critical if m = 1;

• super-critical if m > 1;

see [2], [3], [13].

Further we are dealing with the GWB system conditioned on the event {n < H <∞}, where H is the
extinction time, i.e. H := min {n ∈ N : Z(n) = 0}. Let Pi

{
∗
}
:= P

{
∗
∣∣ Z(0) = i

}
and define conditioned

probability measure

PH(n+k)
i {∗} := Pi

{
∗
∣∣ n+ k < H <∞

}
for any k ∈ N.

In [2, p. 58] proved, that

lim
k→∞

PH(n+k)
i

{
Z(n) = j

}
=
jqj−i

iβn
Pij(n) =: Qij(n), (2)

where β := f ′(q). Observe that
∑

j∈N Qij(n) = 1 for each i ∈ N. Thus, the probability measure Qij(n) can
determine a new population growth system with the state space E ⊂ N which we denote by {W (n), n ∈ N0}.
This is a discrete-homogeneous-time irreducible Markov chain and called the Q-process; see [2, p. 58].
Undoubtedly W (0)

d
=Z(0) and transition probabilities

Qij(n) = P
{
W (n) = j

∣∣W (0) = i
}
= Pi

{
Z(n) = j

∣∣ H = ∞
}
,

so that the Q-process can be interpreted as a “long-living” GWB system.

Put into consideration a GF
w(i)

n (s) :=
∑
j∈E

Qij(n)s
j .

Then from (1) and (2) we obtain

w(i)
n (s) =

[
fn(qs)

q

]i−1

· wn(s), (3)

where the GF wn(s) := w
(1)
n (s) = E

[
sW (n)

∣∣W (0) = 1
]

has a form of

wn(s) = s
f ′n(qs)

βn
for all n ∈ N. (4)

Using iterations for f(s) in (3) leads to the following functional equation:

w
(i)
n+1(s) =

w(s)

fq(s)
w(i)

n

(
fq(s)

)
, (5)
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where w(s) := w1(s) and fq(s) = f(qs)
/
q. Thus, Q-process is completely defined by setting the GF

w(s) = s
f ′(qs)

β
. (6)

An evolution of the Q-process is in essentially regulated by the structural parameter β > 0. In fact, as it has
been shown in [2, p. 59, Theorem 2], that

• E is positive recurrent if β < 1;

• E is transient if β = 1.

On the other hand, it is easy to be convinced that positive recurrent case β < 1 of Q-process is in a definition
character of the non-critical case m ̸= 1 of the initial GWB system. Note that β ≤ 1 and nothing but.

It is obvious, that when initial GWB system is sub-critical, then the condition w′(1−) <∞ is equivalent to that
f ′′(1−) <∞. Further we everywhere will be accompanied by this condition by default. Then differentiating
(6) on the point s = 1 we obtain EW (1) = w′(1−) = 1 +Bq

(
1− β

)
, where

Bq :=
bq

β (1− β)
,

and bq := f ′′q (1) = qf ′′(q). It follows from (3) and (4) that

EiW (n) := E
[
W (n)

∣∣∣W (0) = i
]
= (i− 1)βn + EW (n),

where EW (n) = 1 +Bq

(
1− βn

)
.

Our purpose is to investigate asymptotic properties of a random variable

Sn =W (0) +W (1) + · · ·+W (n− 1),

denoting the total number of individuals that have existed up to the n-th generation in the Q-process. By
analogy with branching systems, this variable is of great interest in studying the deep properties of the
Q-process. We refer the readers to [9], [10], [11], [12] for details on total progeny in GWB systems and related
model results.

Our main results are analogues of Central Limit Theorem and Law of Large Numbers for Sn. Let N (0, 1)
be a normal distributed random variable with the zero mean and the finite variance 1 and Φ0,1(x) is its
distribution function.

In this paper we deal with the positive recurrent case assuming that second moment w′′(1−) be finite, i.e.

β < 1 and w′′(1−) <∞. [A]

Also in this case, the condition w′′(1−) <∞ is equivalent to f ′′′(1−) <∞.

Theorem 1.1. Let the condition [A] be satisfied. Then

lim
n→∞

P
{
Sn

n
< t

}
=

{
0, if t ≤ 1 +Bq,

1, if t > 1 +Bq.

Let

Ψ := 1 + 3Bq +
Jq

β
and Jq :=

1

(1− β)2

(
2β(1− β) + bq

1− β
bq + cq

)
,

where cq := f ′′′q (1).

Theorem 1.2. Let the condition [A] be satisfied. Then

Sn − ESn√
Ψn

P−→ N (0, 1) as n→ ∞,

where the symbol “ P−→” means the convergence in distribution.
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The rest of this paper is organized as follows. The next section provides auxiliary statements that will be
essentially used in the proof of our theorems. Section 3 is devoted to the proof of Theorems.

2. Preliminaries and Auxiliary Lemmas
Now we define the sum Vn =

∑n−1
k=0 Zq(k), which is a total progeny of individuals that participated in the

evolution of the system {Zq(n), n ∈ N}, up to the n-th generation and an appropriate random variable
V = limn→∞ Vn, which means the total number of individuals involved in the whole evolution of the system.
Then the results from [6, p. 5, Remark 1] implies that

h(x) := ExV = lim
n→∞

ExVn

and it satisfies the functional equation
h(x) = xfq

(
h(x)

)
. (7)

Let
∆n(x) := h(x)− hn(x),

where hn(x) = ExVn which satisfies a recurrence equation

hn+1(x) = xfq
(
hn(x)

)
.

Further we need the joint GF of the variables W (n) and Sn

Tn(x) :=
∑
k∈N

P {Sn = k}xk

on a domain x ∈ [0, 1]. It was proved in [7] that

Tn(x) =

n−1∏
k=0

uk(x), (8)

where

un(x) =
xf ′q
(
hn(x)

)
β

.

In the mentioned work [7], the following important formula was obtained, which we will use in our further
discussion:

un(x)

∆n(x)
=

1

h(x)− 1
+
v(x)

[
1− un(x)

]
1− u(x)

+

n∑
k=1

εk(x)u
k(x), (9)

where

u(x) = xf ′q
(
h(x)

)
, υ(x) = x

f ′′q
(
h(x)

)
2u(x)

and supx∈K
∣∣εn(x)∣∣ ≤ εn → 0 as n→ ∞.

Since ∂Tn(x)
/
∂x
∣∣∣
x=1

= ESn, it is not difficult to observe that

ESn = (1 +Bq)n−Bq
1− βn

1− β
. (10)

In our further discussion, we will need expansions of the functions h(x) and u(x) in the left neighborhood of
the point x = 1.

Lemma 2.1. Let the condition [A] be satisfied. Then

1− h(x) ∼ 1

1− β
· (1− x)− 2β(1− β) + bq

(1− β)3
· (1− x)2

2

+

(
6β2

(1− β)3
+

cq
(1− β)2

+
3bq
(
1 + β − 2β2 + bq

)
1− β

)
· (1− x)3

6
as x ↑ 1. (11)
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Proof. We write the Peano’s form Taylor expansion for h(x):

h(x) = 1 + h′(1−)(x− 1) +
h′′(1−)

2
(x− 1)2 +

h′′′(1−)

6
(x− 1)3 + o(x− 1)3 as x ↑ 1. (12)

Formula (7) and standard calculations produce that

h′(1−) =
1

1− β
, h′′(1−) =

2β(1− β) + bq
(1− β)3

and

h′′′(1−) =
6β2

(1− β)3
+

cq
(1− β)2

+
3bq
(
1 + β − 2β2 + bq

)
1− β

.

Substituting these expressions in the expansion (12), entails (11).

The lemma 2.1 is proved.

Similar arguments can be used to verify the validity of the following lemma.

Lemma 2.2. Let the condition [A] be satisfied. Then

u(x) = βx
[
1−Bq(1− x)

]
+ Jq

x(1− x)2

2
+ ϱ(x), (13)

where
Jq =

1

(1− β)2

(
2β(1− β) + bq

1− β
bq + cq

)
and ϱ(x) = O(1− x)3 as x ↑ 1.

Proof. Write the Taylor expansion with Lagrange error bound for f ′q(y):

f ′q(y) = β + f ′′q (1)(y − 1) +
1

2
f ′′′q (1)(y − 1)2 + r(y),

where r(y) = O(y− 1)3 as y ↑ 1. Since u(x) = xf ′q
(
h(x)

)
, taking herein y = h(x) and using (11) leads to (13).

The lemma 2.2 is proved.

The following two lemmas directly follow from Lemma 2.1 and Lemma 2.2 respectively.

Lemma 2.3. Let the condition [A] be satisfied. Then

h
(
eθ
)
− 1 ∼ h′(1−)θ + h′′(1−)

θ2

2
+ [3h′′(1−) + h′′′(1−)]

θ3

6
as θ → 0. (14)

Lemma 2.4. Let the condition [A] be satisfied. Then

u
(
eθ
)

β
− 1 = (1 +Bq) θ +Ψ

θ2

2
+ ρ(θ), (15)

where ρ(θ) = O
(
θ3
)

as θ → 0.

Next lemma follows from combination of (9), (14) and (15).

Lemma 2.5. Let the condition [A] be satisfied. Then

∆n

(
eθ
)

un(eθ
) = ℧q (θ) +O

(
θ3
)

as θ → 0 (16)

for any fixed n ∈ N, where

℧q (θ) :=
θ

1− β
+

1− β2 + bq
2(1− β)3

θ2.

Now we have the following lemma.
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Lemma 2.6. Let the condition [A] be satisfied. Then

ln

n−1∏
k=0

uk
(
eθ
)
∼ −

(
1−

u
(
eθ
)

β

)
n− bq

β
℧q (θ)

n−1∑
k=0

uk
(
eθ
)

as θ → 0 (17)

for any fixed n ∈ N, where ℧q (θ) is defined in Lemma 2.5.

Proof. Using the inequality ln(1− y) ≥ −y − y2
/
(1− y), which is valid for 0 ≤ y < 1, we have

ln

n−1∏
k=0

uk
(
eθ
)

=

n−1∑
k=0

ln
{
1−

[
1− uk

(
eθ
)]}

=

n−1∑
k=0

[
uk
(
eθ
)
− 1
]
+ ρ(1)n (θ) =: σn(θ) + ρ(1)n (θ), (18)

where

σn(θ) := −
n−1∑
k=0

[
1− uk

(
eθ
)]
, (19)

and

−
n−1∑
k=0

[
1− uk

(
eθ
)]2

uk
(
eθ
) ≤ ρ(1)n (θ) ≤ 0.

It is easy to see that the sequence of functions {hk(x)} does not decrease in k ∈ N. Then, by the property of
the GF, and the function uk

(
eθ
)

is non-decreasing in k, for any fixed n ∈ N and θ ∈ R. Therefore,

1− u0
(
eθ
)

u0
(
eθ
) σn(θ) ≤ ρ(1)n (θ) ≤ 0. (20)

According to the GF property, we will also verify that under the conditions of our theorem 1− u0
(
eθ
)
→ 0 as

θ → 0. Then, according to (20), ρ(1)n (θ) → 0, if only σn(θ) has a finite limit.

Further, using the Taylor formula, we write

f ′q(t) = f ′q(t0) + f ′′q (t0)(t− t0) + (t− t0)g(t; t0),

where g(t; t0) = (t− t0) · f ′′′q (τ)
/
2 and t0 < τ < t. Hence, at t0 = h(x) and t = hk(x) we write the following

relation:

uk(x) =
u(x)

β
−
xf ′′q (h(x))

β
∆k(x) + ∆k(x)gk(x),

where gk(x) = x∆k(x)f
′′′
q (τ)

/
2β and hk(x) < τ < h(x). Therefore,

uk
(
eθ
)
=
u
(
eθ
)

β
−
eθf ′′q

(
h
(
eθ
))

β
∆k

(
eθ
)
+∆k

(
eθ
)
gk
(
eθ
)
. (21)

From (19) and relation (21) it follows that

σn(θ) = −

[
1−

u
(
eθ
)

β

]
n−

eθf ′′q
(
h
(
eθ
))

β

n−1∑
k=0

∆k

(
eθ
)
+ ρ(2)n (θ), (22)

where

0 ≤ ρ(2)n (θ) ≤ ∆0

(
eθ
) n−1∑
k=0

gk
(
eθ
)
.

In the last step we used the fact that
∣∣∆n(x)

∣∣ ≤ βn
∣∣∆0(x)

∣∣ which follows from inequality

|∆n(x)| ≤ βn−k |∆k(x)| .
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It follows from (14) that ∆0

(
eθ
)
= O(θ) as θ → 0. And also estimate |∆n(x)| = O (βn) → 0 as n → ∞

implies that gk
(
eθ
)
= O(βk) → 0 as k → ∞ and hence the functional series

∑∞
k=0 gk

(
eθ
)

converges for all
θ ∈ R. Therefore,

∆0

(
eθ
) n−1∑
k=0

gk
(
eθ
)
= O(θ) → 0 as θ → 0. (23)

It follows from this that the remainder term in (22) is

ρ(2)n (θ) → 0 as θ → 0. (24)

Assertion (16) implies that
n−1∑
k=0

∆k

(
eθ
)
= ℧q (θ)

n−1∑
k=0

uk
(
eθ
) (

1 +O
(
θ2
))

(25)

as θ → 0. Since f ′′q
(
h
(
eθ
))

−→ bq as θ → 0, combining relations (18), (22)–(25) and, after some calculations,
we will come to (17).

The lemma 2.6 is proved.

3. Proof of Theorems

Proof of Theorem 1.1. Let us denote ψn(θ), θ ∈ R+, the Laplace transform of the distribution of the variable
Sn

/
n. According to (8) ψn(θ) = Tn(θn), where θn = exp{−θ

/
n}. The assertion of the theorem is equivalent

to the fact that
ψn(θ) → e−θ(1+Bq) as n→ ∞ (26)

for any fixed θ ∈ R+. By virtue of Lemma 2.6,

lnψn(θ) ∼ −
(
1− u(θn)

β

)
n− bq

β
℧q

(
− θ

n

) n−1∑
k=0

uk(θn) (27)

as n→ ∞, where ℧q (θ) is defined in Lemma 2.5. It follows from (15) that(
1− u(θn)

β

)
n ∼ (1 +Bq) θ −Ψ

θ2

2n
(28)

as n→ ∞. And the second term in (27), as it is easy to see, has a decreasing order of O
(
1
/
n
)
. By virtue of

what has been said, (27) and (28) yield (26).

Theorem 1.1 is proved.

It should be noted that, in view of relation (25), it will be possible to estimate the rate of convergence

Sn

n

P−→ 1 +Bq as n→ ∞.

Proof of Theorem 1.2. Define a sequence of variables

ζn :=
Sn − ESn√

Ψn

and then an appropriate characteristic function

φζn(θ) := E
[
exp
{
iθζn

}]
= E

[
θSn
n · exp

{
−iθESn√

Ψn

}]
,

where θn := exp
{
iθ
/√

Ψn
}

and θ ∈ R. Using (10) we write

lnφζn(θ) ∼ − (1 +Bq)
iθ√
Ψn

n+ lnTn (θn) as n→ ∞, (29)
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where Tn(x) = ExSn . Simultaneously according to (8) and Lemma 2.6,

lnTn (θn) ∼ −
(
1− u (θn)

β

)
n− bq

β
℧q

(
iθ√
Ψn

) n−1∑
k=0

uk (θn) (30)

as n→ ∞, where ℧q (θ) is defined in Lemma 2.5. In turn, (15) implies

−
(
1− u (θn)

β

)
n = (1 +Bq)

iθ√
Ψn

n− θ2

2
+ nρ

(
iθ√
Ψn

)
, (31)

where ρ(θ) = O
(
θ3
)

as θ → 0. Now we write

lnφζn(θ) ∼ −θ
2

2
+ nρ

(
iθ√
Ψn

)
− bq
β
℧q

(
iθ√
Ψn

) n−1∑
k=0

uk (θn) as n→ ∞. (32)

Hence we see that

nρ

(
iθ√
Ψn

)
= O

(
θ3√
n

)
as n→ ∞ (33)

for each fixed θ ∈ R. At the same time, since u(x) = xf ′q
(
h(x)

)
, in our assumptions we observe that u(x) ≤ β

uniformly in x ∈ [0, 1]. Therefore, one can choose ε > 0 so desirably small that∣∣uk (θn)− βk
∣∣ ≤ ε

for large enough n. This entails that limn→∞
∑n−1

k=0 u
k (θn) converges uniformly in θ ∈ R. Eventually,

lnφζn(θ) = −θ
2

2
+ yn(θ), (34)

where yn(θ) = O
(
iθ
/√

n
)

as n→ ∞. Finally, we conclude that

φζn(θ) −→ exp

{
−θ

2

2

}
as n→ ∞

for each fixed θ ∈ R.

Theorem 1.2 is proved.

References
1. Asmussen S. and Hering H. Branching processes. 1983. Boston: Birkhäuser.
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Ikkinchi tartibli momenti chekli bo‘lgan musbat qaytuvchi Q-jarayonlar barcha avlodlari
umumiy sonining limit xossalari

Nazarov Zuhriddin

Ushbu maqolada Q-jarayonlar deb nomlanuvchi populyatsion stoxastik tizimlarni qaraymiz. Bunday tizimlar
trayektoriyasi uzoq kelajakkacha davom etuvchi tasodifiy tarmoqlanuvchi Galton-Vatson tizimlari sifatida
aniqlanadi. Ishda biz Q-jarayonlar evolyutsiyasida ishtirok etgan barcha avlodlar umumiy sonining asimptotik
xossalarini o‘rganamiz. Bu miqdor tarmoqlanuvchi Galton-Vatson tizimlaridagi kabi Q-jarayonlarning
xossalarini chuqur o‘rganishda muhim ahamiyat kasb etadi. Dastlabki Galton-Vatson tizimi evolyutsion
qonunining uchinchi tartibli momenti chekli bo‘lgan holda Q-jarayonlar barcha avlodlari umumiy soni
tasodifiy miqdor sifatida standart normal qonunga bo‘ysunuvchi miqdorga yaqinlashishini isbotlaymiz.

Kalit so‘zlar: Tarmoqlanuvchi tizimlar; Q-jarayonlar; Markov zanjiri; hosil qiluvchi funksiya; o’tish
ehtimolliklari; invariant taqsimotlar; so’nish vaqti avlodlarning umumiy soni musbat qaytuvchanlik markaziy
limit teorema; katta sonlar qonuni.

Предельные свойства полного числа поколений в положительно возвратных
Q-процессах с конечным вторым моментом

Назаров Зухриддин

Мы исследуем популяционную случайную систему, называемую Q-процессом. Эта система определяется
как ветвящаяся случайная система Гальтона-Ватсона с траекториями продолжающиеся бесконечно
долго. Мы исследуем полное число потомков частиц до текущего момента времени в Q-процессе. По
аналогии с ветвящимися системами, эта величина представляет большой интерес в изучении глубоких
свойств Q-процесса. Мы докажем, что если третий момент закона эволюции частиц в первичной
системе Гальтона-Ватсона конечен, то полное число потомков как случайная величина, аппроксимирует
величину со стандартным нормальным законом распределения.

Ключевые слова: Ветвящаяся система; Q-процесс, цепь Маркова; производящая функция; переходные
вероятности; инвариантное распределение; момент вырождения; полное число потомков; положительная
возвратность; центральная предельная теорема; закон больших чисел.
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Abstract

This work is focused on the pursuit problem between two controlled objects(a pursuer and an
evader). The pursuit problem is formulated by linear differential equations. The objects apply
controls with the Langenhop constraints of integral type. A strategy of parallel convergence
(Π-strategy) is constructed for the pursuer that provide completion of the pursuit in a finite
time.

Keywords: Differential games; linear game; pursuit problem; Langenhop constraint; pursuer; evader;
Π-strategy.

MSC 2020: 49N75, 91A24

1. Introduction
The theory of differential games were first investigated by R.Isaacs [1].Fundamental results in the theory of
differential games were obtained in the works of L.Pontryagin [2], L.Petrosyan [3], Pshenichny [4], A.Chikrii
[5], N.Grigorenko [6], N.Satimov [7]and others.

Constructing strategies for players and determining the value of the game are difficult and essential problem
in the differential games(see [8]). Among many pursuit strategies, a significant place is occupied by a parallel
pursuit strategy, which is the best strategy for a wide class of the pursuit problems. The first time (1965), in
the work of L.Petrosyan[3], a parallel approach strategy (in short, a Π-strategy) for simple pursuit problem
was studied. Later in the works( B.Pshenichny [4], A.Chikrii [5], A.Azamov, [9], A.Azamov and B.Samatov
[10], B.Samatov et.al. [11]–[16]), Π-strategy was applied effectively in pursuit problems.

Linear differential games are an essential group of the differential games. In many works, linear differential
games have been studied. In R.Isaac’s book [1], linear two person zero-sum differential game was studied.
Linear differential games were studied in the first method of L.Pontryagin [17]. Later, many researchers have
examined linear differential games (for example [14], [16]–[20]). Pursuit-evasion problems of linear differential
games with integral constraints were studied as a result of the work of many authors, whose research focused
on linear differential games with integral constraints (see [16]–[20]).

This work is focused on to the study of the pursuit problem for linear differential games with Langenhop
type(briefly,LT -constraint)(see [14], [15], [21]) constraints. This work provides a review of some basic results
on linear pursuit problem. Control functions of both players have equal constraints, i.e Langenhop type
constraints (briefly, LT -constraint[15]). The Π-strategy of the pursuer is constructed to solve pursuit problem
and this strategy provides completion of the pursuit in a finite time in this work.

2. Statement of problems. Consider the linear LT -pursuit problem with linear differential system:

ẋ = Ax+ u, x(0) = x0, (1)

ẏ = Ay + v, y(0) = y0, (2)
where x, y, u, v, A ∈ Rn, n ≥ 1; the coefficient A is n× n known matrix, x0 and y0 are n-initial state vectors ,
u(t) and v(t) are controller velocity vectors of Pursuer and Evader and they are imposed on Langenhop type
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constraint(briefly, LT -constraint[15]):

|u(t)|2 ≤ ρ2 − 2l

t∫
0

|u(s)|2ds, for almost every 0 ≤ t < t̄, (3)

|v(t)|2 ≤ σ2 − 2l

t∫
0

|v(s)|2ds, for almost every 0 ≤ t < τ̄ (4)

where, ρ, σ, l are positive parametric numbers, t̄ = sup{t : ρ2 − 2l
t∫
0

|u(s)|2ds ≥ 0} and τ̄ = sup{t :

σ2−2l
t∫
0

|v(s)|2ds ≥ 0}. Let ULT (correspondingly, VLT )- the set of all admissible controls u(·) (correspondingly,

v(·)) for which satisfying constraint (3) (correspondingly, (4)).

Let’s see other constraints for control functions u(t) and v(t) of the Pursuer and Evader.

Geometric constraint (briefly, G-constraint [15]):

|u(t)| ≤ ρe−lt, for almost every t ≥ 0, (5)

|v(t)| ≤ σe−lt, for almost every t ≥ 0 (6)

and UG (VG)-the class of all admissible controls u(·) (v(·)) for which satisfying constraint (5)((6))

Integral constraint (briefly, I-constraint [15]):
t∫

0

|u(s)|2ds ≤ ρ2

2l
(1− e−2lt), t ≥ 0, (7)

t∫
0

|v(s)|2ds ≤ σ2

2l
(1− e−2lt), t ≥ 0 (8)

and UI (VI)-the class of all admissible controls u(·) (v(·))for which satisfying constraint (7)((8))

If the Pursuer (correspondingly, the Evader) chooses the control function u(·) (correspondingly v(·))from one
of the classes ULT ,UG,UI (correspondingly VLT ,V G,VI), then we easily can be found the trajectories of the
Pursuer and the Evader, i.e the solutions of (1)-(2) :

x(t) = eAtx0 + eAt

t∫
0

e−Asu(s)ds,

y(t) = eAty0 + eAt

t∫
0

e−Asv(s)ds.

Solutions x(t) and y(t) are real absolutely continuous n-vector.

Definition 2.1. A measurable function u(t) ∈ U is said an admissible control of the Pursuer, if U is one the
classes UG, ULT and UI .

Definition 2.2. A measurable function v(t) ∈ V is said an admissible control of the Evader, if V is one the
classes VG, VLT and VI .

ISSN-2181-9483 Bulletin of the Institute of Mathematics, 2023, Vol.6, No 4 67



Samatov B., Uralova S. A Linear Pursuit problems with Langenhop...

Definition 2.3. A measurable function u(t, v(t)) : R+ × Rn → Rn is called to be a strategy of the Pursuer

Definition 2.4. A strategy u = u(t, v(t)) is said completion of the pursuit in the interval [0,T(u)], if the
following initial value problem {

ẋ(t) = Ax+ u(t, v(t)), x(0) = x0,
ẏ(t) = Ay + v(t), y(0) = y0

has a unique solution x(t) and y(t) for any the Evader’s admissible control v(t) ∈ V and x(t∗) = y(t∗) at
some time t∗ ∈ [0,T(u)].

3. The motion of the Pursuer in Rn

In this section we consider the motion of the Pursuer. Here the equation of motion is (1) and the control
function of the Pursuer u satisfies the constraint (3).

Lemma 3.1. (B.T.Samatov et.al. [15] ) The relations UG ⊂ ULT ⊂ UI for almost every t ≥ 0 are satisfied.

Lemma 3.2. If A ≡ 0, then the pursuer can reach any point p ∈ Rn by the control u∗ = (p −

x0)

[√
l2 +

(
ρ
a

)2 − l

]
at time t∗ =

[√
l2 +

[
ρ
a

)2 − l

]−1

, where x(t∗) = p, |p− x0| = a and u∗ ∈ ULT .

Proof. Lemma 3.2. was proved by B.T.Samatov et.al.[15].

□

We see the motion of the Pursuer for A ̸= 0.

Lemma 3.3. If u(·) ∈ UG and ∥A∥ ≤ l, then for each t ≥ 0, x(t) ∈ Sω(t). where ∥A∥ is norm of A matrix
and ω(t) = |x0|

(
elt + 1

)
+ ρtelt.

Proof. Let u(·) ∈ UG , then using (1) and (7) we can obtain

|x(t)− x0| =

∣∣∣∣∣∣eAtx0 − x0 + eAt

t∫
0

e−Asu(s)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ ∥eAt + (−I)∥|x0|+ ∥eAt∥
t∫

0

|e−As||u(s)|ds ≤

(
e∥At∥ + 1

)
|x0|+ e∥A∥t

t∫
0

e∥A∥sρe−lsds ≤ |x0|
(
elt + 1

)
+ ρtelt.

Lemma 3.3. has been proved. □

According to Lemmas 3.1 and 3.3, the following important result is achieved.

Corollary 3.1. If u(·) ∈ ULT or u()̇ ∈ UI and ∥A∥ ≤ l,then Pursuer can reach any point in Rn.

4. The linear LT -pursuit game.
Let’s introduce the denotations: z(t) = x(t)− y(t), ż(0) = z0.

In order to resolve the linear LT -pursuit game, we assume that the initial positions x0, y0, constants ρ, σ, l,
A and the Evader’s control v(t) at each time t are known to the Pursuer.

Definition 4.1. A function uLT (t, v) of the form

uLT (t, v) = v − eAtz0
|eAtz0|

λLT (t, v), λLT (t, v) =
⟨v, eAtz0⟩
|eAtz0|

+

√(
⟨v, eAtz0⟩
|eAtz0|

)2

+ δe−2lt (9)

is called a ΠLT -strategy of the Pursuer, in case ρ ≥ σ , where δ = ρ2 − σ2 and ⟨v, eAtz0⟩ denotes the inner
product of the vectors v and eAtz0 in Rn.
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Note that for any v ∈ Sσ, the equality

|uLT (t, v)|2 = |v|2 + δe−2lt, t ≥ 0 (10)

holds.

Theorem 4.1. The ΠLT -strategy (9) guarantees the completion of pursuit in the game (1)-(4) on the time
interval [0,TLT ], if and only if ρ > σ, where

TLT = min{t| ΛLT (t) = 0, t ≥ 0},ΛLT (t) = |z0| −
√

F (t) +G(t) +
√

F (t),

where F (t) = σ2

4∥A∥l
(
1− e−2∥A∥t − e−2lt + e−2(∥A∥+l)t

)
, G(t) = δ

(∥A∥+l)2

(
1− e−(∥A∥+l)t

)2
.

Proof. Suppose the Evader chooses an arbitrary control v(·) ∈ VLT . If the Pursuer apply the ΠLT -strategy,
then from (1),(2) and (9), then we consider the following initial value problem

ż = Az + uLT (t, v(t))− v(t) = − eAtz0
|eAtz0|

λLT (t, v), z(0) = z0.

From (9), it follows

z(t) = eAtz0ΛLT (t, v(·)),ΛLT (t, v(·)) = 1−
t∫

0

1

|eAsz0|
λLT (s, v(s))ds (11)

Accordance to ΛLT (t, v(·)) is continuous and monotonically decreasing function for all t ≥ 0 we have

ΛLT (t, v(·) ≤ 1− 1

|z0|

t∫
0

g(s)f(w(s))ds, (12)

where g(s) = e−(∥A∥+l)s, w(s) = els|v(s)| and f(w) =
√
w2 + δ − w. Since f : [0,+∞) → (0, α] is a convex

function (f ′′(ω) > 0) and g is integrable and
t∫
0

g(s) > 0, we apply Jensen’s inequality for the integral in (13)

t∫
0

g(s)f(w(s))ds ≥
t∫

0

g(s)dsf


t∫
0

g(s)w(s)ds

t∫
0

g(s)ds

 . (13)

As a consequence (13), takes the form

ΛLT (t, v(·)) ≤ 1− 1

|z0|

[√
Q2(t, v(·)) +G(t)−Q(t, v(·))

]
. (14)

where Q(t, v(·)) =
t∫
0

e−∥A∥s|v(s)|ds

Since the function in the square bracket of (14) is monotonically decreasing with respect to Q(t, v(·)), by
applying the inequalities Cauchy-Bunyakovskii and (4), we obtain

Q(t, v(·)) ≤

√√√√√ 1

2∥A∥
(
1− e−2∥A∥t)

) t∫
0

|v(s)|2ds ≤ F (t)

By applying last inequality to (14) we obtain ΛLT (t, v(·)) ≤ ΛLT (t).

According to the conditions of Theorem 4.1., it proceeds ΛLT (TLT ) = 0 and it follows that there exists some
time t∗ ∈ [0,TLT ] such that ΛLT (t

∗, v(·)) = 0. So, by virtue of (12) we conclude the equality z(t∗) = 0 or
x(t∗) = y(t∗).
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□

Now, we show the admissibility of the strategy (9) for all t ∈ [0, t∗]. In view of (10), for any control v(·) ∈ VLT

of the Evader and from (3)

|uLT (t, v(t))|2 = |v(t)|2 + δe−2lt ≤ σ2 − 2l

t∫
0

|v(s)|2ds+ δe−2lt =

ρ2 − 2k

t∫
0

(
|v(s)|2 + δe−2ls

)
ds = ρ2 − 2l

t∫
0

|uLT (s, v(s))|2ds,

which completes the proof of Theorem 4.1.

Example 4.1. Let’s consider the differential game

ẍ = u, ẋ(0) = 0, x(0) =
1

2

ÿ = v, ẏ(0) = 0, y(0) = 0,

where x, y, u, v ∈ R2; the controls u and v satisfy the constraints (3) and (4) correspondingly and let given
the values of ρ = 3, σ = 1, l = 1.

Introduce
(
x(0)−y(0)

ẋ−ẏ

)
=

(
z1
z2

)
= z,

(
x(0)−y(0)
ẋ(0)−ẏ(0)

)
=

( 1
2
0

)
=

(
z1(0)
z2(0)

)
= z(0) and u⃗ =

(
0
u

)
v⃗ =

(
0
v

)
to write the system

as a first-order differential system

ż = Az + u⃗− v⃗, z(0) =

( 1
2

0

)

|u⃗(t)|2 ≤ 9− 2

t∫
0

|u⃗(s)|2ds, for almost every 0 ≤ t < t̄,

|v⃗(t)|2 ≤ 1− 2

t∫
0

|v⃗(s)|2ds, for almost every 0 ≤ t < t̄,

where A =

(
0 1
0 0

)
, ∥A∥=1, |z0| = 1

2 .

We use the following theorem to solve this problem.

Theorem 4.2. If ∥A∥ ≤ l and |z0| < (ρ−σ)
2l , then the ΠLT -strategy (9) guarantees the completion of pursuit

in the game (1)-(4) on the time interval [0, TLT ],where

TLT =
1

2l
ln

(
ρ− σ

ρ− σ − 2l|z0|

)
.

Proof.

This proof is analogous to the proof of Theorem 4.1. So, we have

TLT = ln
√
2.

□
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Langenhop tipidagi chegaralanishli chiziqli ta’qib qilish masalasi
Samatov Bahrom, Uralova Saboxat

Ushbu ish ikkita boshqariladigan obyektlar (quvlovchi va qochuvchi) o‘rtasidagi quvish masalasiga qaratilgan.
Quvish masalasi chiziqli differensial tenglamalar bilan tuzilgan. Obyektlar integral turdagi Langenhop tipdagi
cheklovli boshqaruvlarni qo‘llaydi. Quvlovchi uchun parallel yaqinlashish strategiyasi (Π-strategiya) tuzilgan
bo‘lib, u chekli vaqt ichida quvishni yakunlashni ta’minlaydi.

Kalit so‘zlar: Differensial o‘yin; chiziqli o‘yin, ta’qib qilish masalasi; Langenhop; quvlovchi; qochuvchi;
Π-strategiya.
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Задача линейного преследования с ограничениями типа Лангенхопа
Саматов Бахром, Уралова Сабохат

Эта работа сосредоточена на задаче преследования между двумя контролируемыми объектами
(преследователь и убегающий). Задача преследования формулируется линейными дифференциальными
уравнениями. Объекты применяют элементы управления с ограничениями Лангенхопа интегрального
типа. Для преследователя разрабатывается стратегия параллельного сближения (Π-стратегия), которая
обеспечивает завершение преследования в течений ограниченного периода времени.

Ключевые слова: Дифферециальные игры; линейная игра; задача преследования; Лангенхоп;
преследователь; убегающий; Π-стратегия.

Received: 05/09/2022

Accepted: 02/10/2023

Cite this article
Samatov B., Uralova S. A Linear Pursuit problem with Langenhop type constraints. Bull. Inst. Math., 202 ,
Vol.6, No 4, pp. 66-72

ISSN-2181-9483 Bulletin of the Institute of Mathematics, 2023, Vol.6, No 4 72



Sharipov O., Kobilov U. On convergence of the series of weakly dependent ...

On convergence of the series of weakly dependent
random variables

Sharipov Olimjon
National University of Uzbekistan

named after Mirzo Ulugbek
Tashkent, Uzbekistan,

V.I. Romanovskiy Institute of Mathematics of the Academy
of Sciences of the Republic of Uzbekistan

Tashkent, Uzbekistan
osharipov@yahoo.com

Kobilov Utkir
National University of Uzbekistan

named after Mirzo Ulugbek
Tashkent, Uzbekistan

kobilov.utkir25@gmail.com

Abstract

In this note we give sufficient conditions of almost sure convergence of the series of mixing
random variables. We assume that random variables are from domain of attraction of stable
laws.

Keywords: Random series; mixing conditions; almost sure convergence.
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1. Introduction and main results
Let {ξn, n ∈ Z} be a strictly stationary sequence of random variables. We consider linear processes defined as

Xn =
∑
i∈Z

aiξn−i. (1)

In the case of the sequences of independent identically distributed stable random variables {ξn, n ∈ Z}
conditions of almost sure convergence of the series in (1) are given, for instance, in [1]. Almost sure convergence
in (1) for independent identically distributed random variables from domain of attraction of stable laws were
studied in [9]. In [7] the authors consider almost sure convergent series

Yn =
∑
i∈Zd

aiξn−i, (2)

where
{
ξn, n ∈ Zd

}
is a random field of independent identically distributed random variables from domain of

attraction of stable law. Remind that ξ0 is in domain of stable law if

P (|ξ0| > x) =
L(x)

xα
, 0 < α < 2 (3)

where L(x) is slowly varying function at infinity i.e. lim
x→∞

L(tx)
L(x) = 1 for any t > 0.

ξ0 has the characteristic function φξ0(t) of the form

φξ0(t) = exp {−cα |t|α L (1/ |t|) (1− iβτ(α, t)} (4)

for t in the neighborhood of zero, where cα > 0,

τ(α, t) =

{
sgnt tan(πα/2), if α ̸= 1,

0, if α = 1,
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and β = c+ − c− if 0 < α < 2. Notice that τ(α, t) = 0 if α = 2.

If 0 < α < 2, then

P (ξ0 > x)

P (|ξ0| > x)
→ c+ and

P (ξ0 < −x)

P (|ξ0| > x)
→ c− as x → ∞.

Here 0 ≤ c+ ≤ 1 and c+ + c− = 1.

Assume
Eξ0 = 0, if α > 1, (5)

ξ0 is symmetric, if α = 1. (6)

We are interested in limit theorems for (1) in the case of weakly dependent random variables {ξn, n ∈ Z},
but in this note we consider the almost sure convergence in (1) only. Namely we consider mixing random
variables. For the sequence of random variables {ξn, n ∈ Z} mixing coefficients are defined as following

φ (n) = sup
{
|P (A/B)− P (A)| : B ∈ Fk

−∞, A ∈ F∞
k+n, k ∈ N, P (B) > 0

}
→ 0, (7)

α(n) = sup
{
|P (AB)− P (A)P (B)| : A ∈ Fk

−∞, B ∈ F∞
k+n, k ∈ N

}
(8)

we Fb
a is a σ−field generated by ξa, .., ξb.

We say that {ξn, n ∈ Z} is φ−mixing (or α−mixing) if φ(n) → 0 as n → ∞ (respectively α(n) → 0 as
n → ∞). For the properties of mixing random variables see [4].

Now we formulate our results.

Theorem 1.1. Let {ξn, n ∈ Z} be a strictly stationary sequence of φ−mixing random variables satisfying
(3)-(6) and

∞∑
k=1

φ
1/2

(
2k
)
< ∞, (9)

∑
i∈Z

|ai|α L

(
1

|ai|

)
< ∞. (10)

Then the series ∑
i∈Z

aiξn−i

converges almost surely for any fixed n.

Theorem 1.2. Let {ξn, n ∈ Z} be a strictly stationary sequence of α−mixing random variables satisfying
(3)-(6), (10) and

∞∑
k=1

α(k) < ∞. (11)

Then the series ∑
i∈Z

aiξn−i

converges almost surely for any fixed n.

2. Proofs

Proof of Theorem 1.1. We will use the following results.

Lemma 2.1 [5]. Assume that
P (|ξ| > x) = x−αL(x)

where L(x) is slowly varying at infinity.
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1. If α ∈ (0, 2), then there exists a constant C2 depending on α and the law of ξ, such that

E
[
ξ2I (|ξ| < x)

]
≤ C2x

2−αL(x), x > 0. (12)

2. If α ∈ (0, 1), then there exists a constant C1 depending on α and the law of ξ, such that

E [|ξ| I (|ξ| < x)] ≤ C1x
1−αL(x), x > 0. (13)

3. If α ∈ (1, 2), then there isx0 > 0, depending on the law of ξ, such that

E [|ξ| I (|ξ| ≥ x)] ≤ E [|ξ| I (x < x0)] +
2α

α− 1
x1−αL(x), x > 0, (14)

where I(·) - an indicator function.

Theorem 2.1[8]. Assume that {ξn, n ∈ N} is a sequence of random variables satisfying the φ−mixing
condition and (9). If

∞∑
i=1

V arξi < ∞,

then the following series converges almost surely
∞∑
i=1

(ξi − Eξi) .

Lemma 2.2. Let {ξn, n ∈ N} be a sequence of random variables from domain of attraction of stable law
satisfying the φ−mixing condition and (9). If for some c > 0∑

i∈Z

P (|aiξn−i| ≥ c) < ∞, (15)

∑
i∈Z

E |aiξn−i| I (|aiξn−i| < c) < ∞, (16)

∑
i∈Z

V ar |aiξn−i| I (|aiξn−i| < c) < ∞, (17)

then following series converges almost surely for any fixed n∑
i∈Z

aiξn−i.

Taking into account Theorem 2.1 a proof of Lemma 2.2 is the same as in the case of independent random
variables, see for instance [3]. Conditions (15)-(17) of Lemma 2.2 follows from Lemma 2.1. Now Theorem 1.1
itself follows from Lemma 2.2 and Theorem 2.1. Theorem is proved. □

Proof of Theorem 1.2. In this case we use the following.

Lemma 2.3[2],[6]. Suppose that Xi = ciZi, i ∈ Z where {Zi} is strictly stationary sequence of random
variables suel that |Zi| ≤ M for some M > 0 and the following hold∑

i∈Z

c2i < ∞

∞∑
i=1

α(i) < ∞.

Then the series ∑
i∈Z

Xi

converges almost surely.

Note that conditions (15), (16) hold.
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Set for any c > 0
ηn−i = aiξn−iI (|aiξn−i| < c)− Eaiξn−iI (|aiξn−i| < c) .

From Lemma 2.3 we have that the series ∑
i∈Z

ηn−i

converges almost surely.

(16) implies almost sure convergence of series∑
i∈Z

aiξn−iI (|aiξn−i| < c) .

From (15) and Borel-Cantelli lemma we get a statement of the theorem. Theorem 1.2 is proved. □
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Kuchsiz bog‘langan tasodifiy miqdorlardan tuzilgan qatorning yaqinlashishi haqida
Sharipov Olimjon, Qobilov O‘tkir

Bu maqolada qorishmalilik shartlarini qanoatlantiruvchi tasodifiy miqdorlardan tuzilgan qatorlarning bir
ehtimollik bilan yaqinlashishining yetarli shartlari keltirilgan. Biz tasodifiy miqdorlar turg‘un taqsimotlarning
jalb qilish sohasidan olingan, deb faraz qilamiz.
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О сходимости ряда слабо зависимых случайных величин
Шарипов Олимжон, Кобилов Уткир

В этой заметке мы приводим достаточные условия почти наверное сходимости ряда случайных величин
с перемешиванием. Мы предполагаем, что случайные величины принадлежат области притяжения
устойчивых законов.
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1. Introduction
Leibniz algebras are a non-antisymmetric analogue of Lie algebras [7], which makes that every Lie algebra is
a Leibniz algebra. Since then many analogs of important theorems in Lie theory were found to be true for
Leibniz algebras, such as the analogue of Levi’s theorem which was proved by Barnes [3]. For many years,
researchers have used varios method to classify nilpotent and solvable Lie algebras and studied the problem of
classification of low dimensional Lie algebras. One of the effective method of classification of low dimensional
nilpotent Lie algebras is the method of extension. There are several type of extensions, such as trivial, central,
split and others. Central extension is very useful to the classification of finite-dimensional nilpotent algebras.

Central extensions are needed in physics, because the symmetry group of a quantized system usually is
a central extension of the classical symmetry group, and in the same way the corresponding symmetry
Lie algebra of the quantum system is, in general, a central extension of the classical symmetry algebra.
Kac-Moody algebras have been conjectured to be a symmetry groups of a unified superstring theory. The
centrally extended Lie algebras play a dominant role in quantum field theory, particularly in conformal field
theory, string theory and in M -theory.

It is well-known that all nilpotent Lie algebras of a specific dimension can be obtained by central extensions
of nilpotent Lie algebras of lower dimensions [9]. It should be noted that in [10] by T. Sund the method of
central extension is generalized for the solvable Lie algebras. In [6] extensions of solvable Lie algebras with
naturally graded filiform nilradicals are considered and all one-dimensional central extension of such solvable
Lie algebras are found. In fact, the method of central extensions firstly is adapted for Leibniz algebras in [8].
Central extension of Leibniz algebras and superalgebras are investigated in [1], [4].

In the present paper we consider central extension of solvable Leibniz algebras whose nilradical is null-filiform
and naturally graded filiform algebras.

2. Main part
In this section we recall some basic notions and concepts used throughout the paper.

Definition 2.1. A vector space with a bilinear bracket (L, [·, ·]) is called a Leibniz algebra if for any x, y, z ∈ L
the so-called Leibniz identity [

x, [y, z]
]
=

[
[x, y], z

]
−

[
[x, z], y

]
holds.

For a given Leibniz algebra (L, [·, ·]), the sequences of two-sided ideals are defined recursively as follows:
L1 = L, Lk+1 = [Lk, L], k ≥ 1, L[1] = L, L[s+1] = [L[s], L[s]], s ≥ 1.

These are said to be the lower central and the derived series of L, correspondingly.
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Definition 2.2. A Leibniz algebra L is said to be nilpotent (respectively, solvable), if there exists n ∈ N
(m ∈ N) such that Ln = {0} (L[m] = {0}).
It is easy to see that the sum of two nilpotent ideals is also nilpotent. Therefore, the maximal nilpotent ideal
always exists. The maximal nilpotent ideal of a Leibniz algebra is said to be the nilradical of the algebra.

Definition 2.3. A Leibniz algebra L is called null-filiform if dimLi = n + 1 − i, 1 ≤ i ≤ n + 1, where
n = dimL.

Definition 2.4. A Leibniz algebra L is called filiform if dimLi = n− i, for 2 ≤ i ≤ n, where n = dimL.

It is known that [2] an arbitary n-dimensional null-filiform Leibniz algebra is isomorphic to the algebra:
NFn : [ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 1.

Moreover, any complex n-dimensional naturally graded filiform non-Lie Leibniz algebra is isomorphic to one
of the following non-isomorphic algebras:

F 1
n : [ei, e1] = ei+1, 2 ≤ i ≤ n− 1, F 2

n :

{
[e1, e1] = e3,

[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1.

All solvable Leibniz algebras whose nilradical is the null-filform Leibniz algebra NFn and solvable Leibniz
algebras whose nilradical are the naturally graded filiform Leibniz algebras F 1

n and F 2
n are classified in [5].

Here we give the list of such solvable Leibniz algebras. We denote by R solvable Leibniz algebra with nilradical
NFn, and by Li, and Si solvable Leibniz algebra with nilradical F 1

n and F 2
n , respectively:

R :


[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 1,

[x, e1] = e1,

[ei, x] = −iei, 1 ≤ i ≤ n,

L1


[ei, e1] = ei+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

[x, e1] = −e1 − e2,

[e1, x] = e1,

[ei, x] = (i− 1)ei, 2 ≤ i ≤ n,

L2 :


[ei, e1] = ei+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

[x, e1] = −e1,
[e1, x] = e1,

[ei, x] = (i− 1 + α)ei, 2 ≤ i ≤ n,

L3 :



[ei, e1] = ei+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

[x, e1] = −e1,
[e1, x] = e1,

[ei, x] = (i− n)ei, 2 ≤ i ≤ n,

[x, x] = en,

L4 :



[ei, e1] = ei+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

[x, e1] = −e1,
[e1, x] = e1 + en,

[ei, x] = (i+ 1− n)ei, 2 ≤ i ≤ n,

[x, x] = −en−1,

L5(α4, . . . , αn) :



[e1, e1] = e3,

[ei, e1] = ei+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

[e1, x] = e2 +
n−1∑
i=4

αiei,

[ei, x] = ei +
n∑

j=i+2

αj−i+2ej , 2 ≤ i ≤ n,

S1(α) :


[e1, e1] = e3, [e1, x] = −e1,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[ei, x] = −(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[x, e1] = e1, [x, x] = αe2, α ∈ {0, 1},

S2(α) :


[e1, e1] = e3, [e1, x] = −e1,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[ei, x] = −(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[x, e1] = e1, [e2, x] = αe2, α ̸= 0,

S3 :


[e1, e1] = e3, [e1, x] = −e1,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[ei, x] = −(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[x, e1] = e1, [e2, x] = (1− n)e2 + en,

S4(α) :



[e1, e1] = e3,

[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[ei, x] = −(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[x, e1] = e1, [e1, x] = −e1,
[e2, x] = −αe2, [x, e2] = αe2, α ̸= 0,
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S5 :



[e1, e1] = e3,

[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[ei, x] = −(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[e1, x] = −e1 − e2, [e2, x] = −e2,
[x, e1] = e1 + e2, [x, e2] = e2,

S6(α3, α4, . . . , αn, λ, δ) :



[e1, e1] = e3, [e2, x] = e2,

[e1, x] =
n∑
i=3

αiei,

[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[ei, x] =
n∑

j=i+1

αj−i+2ej , 3 ≤ i ≤ n− 1,

[x, x] = λen, [x, e2] = δe2, δ ∈ {0,−1}.

Let (N, [−,−]) be a solvable Leibniz algebra over C and V be a vector space. The C-linear space Z2 (N,V) is
defined as the set of all anti-symmetric bilinear maps ψ : N ×N −→ V such that

ψ(x, [y, z]) = ψ([x, y], z)− ψ([x, z], y).

These elements will be called 2-cocycles. For a linear map f : N → V, we define df : N × N −→ V by
df(x, y) = f([x, y]) and these elements is called 2-coboundaries. The set of all 2-coboundaries we denote
by B2 (N,V) , i.e., B2 (N,V) = {df | f ∈ Hom(N,V)} . Define the second cohomology space H2 (N,V) as the
quotient space Z2 (N,V)

/
B2 (N,V).

For ψ ∈ Z2 (N,V), define on the linear space Ñ = N ⊕ V the bilinear product [−,−]ψ by

[x+ u, y + v]ψ = [x, y] + ψ(x, y)

for all x, y ∈ N, u, v ∈ V. The algebra Nψ = (Ñ , [−,−]ψ) is called an s-dimensional central extension of N by
V.

Extension of solvable Leibniz algebras
Let L be a Leibniz algebra with a basis e1, e2, . . . , en. Then by ∆ij we will denote the bilinear form
∆ij : L × L −→ C with ∆ij(el, em) = δilδjm. The set {∆ij : 1 ≤ i, j ≤ n} is a basis for the linear space of
bilinear forms on L, so every ψ ∈ Z2(L,V) can be uniquely written as ψ =

∑
1≤i,j≤n

cij∆ij , where cij ∈ C.

Now we obtain all one-dimensional extensions of solvable Leibniz algebras R and Li, 1 ≤ i ≤ 5. First, we
give the description of the group of automorphisms of these algebras.

Proposition 2.1. Any automorphism of the algebra R has the following form:

ϕ(x) =

n∑
i=1

1

n!
biei + x, ϕ(ej) =

n∑
i=j

1

(i− j)!
ajbi−jei, 1 ≤ j ≤ n.

Any automorphism of the algebra L1 has the following form:

ϕ(e1) = ae1, ϕ(ej) =

n∑
i=j

(−1)i+j−2

(i− j)!
aj−1bi−jei, 2 ≤ j ≤ n,

ϕ(x) = be1 +

n∑
i=2

(−1)i

(i− 1)!
bi−1ei + x.

Any automorphism of the algebra L2(α) has the following form:

ϕ(e1) = ae1, ϕ(e2) =

n∑
i=2

(−1)i

(i− 2)!

c

a
bi−2ei,
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ϕ(x) = be1 + x, ϕ(ej) =

n∑
i=j

(−1)i+j−4

(i− j)!
caj−3bi−jei, 3 ≤ j ≤ n.

Any automorphism of the algebra L3 has the following form:

ϕ(e1) = ae1, ϕ(x) = be1 + x,

ϕ(ej) =

n∑
i=j

(−1)i+j−2

(i− j)!
aj−nbi−jei, 2 ≤ j ≤ n.

Any automorphism of the algebra L4 has the following form:

ϕ(e1) = ae1 − acen, ϕ(x) = de1 + c(en−1 − den) + x,

ϕ(ej) =

n∑
i=j

(−1)i+j−2

(i− j)!
aj−2di−jbei, 2 ≤ j ≤ n.

Any automorphism of the algebra L5 has the following form:

ϕ(e1) = e1 +

n∑
i=2

aiei, ϕ(x) = x,

ϕ(ej) = (1 + a2)ej +

n∑
i=j+1

ai−j+2ei, 2 ≤ j ≤ n.

Proof. The proof follows directly from the definition of an automorphism. □

In the following Proposition we give the description of 2-cocycles of the solvable Leibniz algebras R, Li,
1 ≤ i ≤ 5.

Proposition 2.2. Any element ψ ∈ Z2(L,C) is formed by the following, where L ∈ {R,Li, 1 ≤ i ≤ 5}:

Z2(R,C) :


ψ(ei, e1) = bi,1, 1 ≤ i ≤ n− 1,

ψ(ei, x) = − 1
i bi−1,1, 2 ≤ i ≤ n,

ψ(e1, x) = −ψ(x, e1) = b1,n+1, ψ(x, x) = bn+1,n+1.

Z2(L1,C) :



ψ(ei, e1) = bi,1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

ψ(ei, x) =
1
i−1bi−1,1, 3 ≤ i ≤ n,

ψ(e2, x) = b2,n+1, ψ(e1, x) = b1,n+1,

ψ(x, e1) = −b2,n+1 − b1,n+1,

ψ(x, x) = bn+1,n+1.

Z2(L2(α),C) :


ψ(ei, e1) = bi,1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

ψ(ei, x) =
1

i−1+αbi−1,1, 3 ≤ i ≤ n,

ψ(e2, x) = b2,n+1, ψ(e1, x) = b1,n+1,

ψ(x, e1) = −b1,n+1, ψ(x, x) = bn+1,n+1.

Z2(L3,C) :


ψ(ei, e1) = bi,1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

ψ(ei, x) =
1
i−nbi−1,1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

ψ(e2, x) = b2,n+1, ψ(e1, x) = b1,n+1,

ψ(x, e1) = −b1,n+1, ψ(x, x) = bn+1,n+1.

Z2(L4,C) :



ψ(ei, e1) = bi,1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

ψ(ei, x) =
1

i+1−nbi−1,1, 3 ≤ i ≤ n− 2,

ψ(e2, x) = b2,n+1, ψ(e1, x) = b1,n+1,

ψ(en, x) = bn−1,1, ψ(x, e1) = −b1,n+1 + bn−1,1,

ψ(x, x) = bn+1,n+1.
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Z2(L5(α4, . . . , αn),C) :



ψ(ei, e1) = bi,1, 1 ≤ i ≤ n− 1,

ψ(e1, x) = b1,n+1, ψ(e2, x) = b2,n+1,

ψ(e3, x) = b2,1 +
n−1∑
i=4

αibi,1,

ψ(ei, x) = bi−1,1 +
n∑

j=i+1

αj−i+3bj,1, 4 ≤ i ≤ n,

ψ(x, e1) = bn+1,1, ψ(x, x) = bn+1,n+1.

Proof. The proof follows directly from the definitions of the 2-cocycle. □

Now we determine the elements of the space B2(L,C). Putting

f(ei) = ciy, 1 ≤ i ≤ n, f(x) = cn+1y,

considering
df(a, b) = f

(
[a, b]

)
,

we have following proposition:

Proposition 2.3. Any element df ∈ B2(L,C) is formed by the following, where L ∈ {R,Li, 1 ≤ i ≤ 5}:

B2(R,C) :


df(ei, e1) = ci+1, 1 ≤ i ≤ n− 1,

df(ei, x) = −ici, 1 ≤ i ≤ n− 1,

df(x, e1) = c1.

B2(L1,C) :


df(ei, e1) = ci+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

df(ei, x) = (i− 1)ci, 2 ≤ i ≤ n,

df(e1, x) = c1 df(x, e1) = −c1 − c2.

B2(L2(α),C) :


df(ei, e1) = ci+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

df(x, ei) = (i− 1 + α)ci, 2 ≤ i ≤ n,

df(x, e1) = −c1, df(e1, x) = c1.

B2(L3,C) :


df(ei, e1) = ci+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

df(ei, x) = (i− n)ci, 2 ≤ i ≤ n,

df(e1, x) = c1, df(x, e1) = −c1,
df(x, x) = cn.

B2(L4,C) :


df(ei, e1) = ci+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

df(ei, x) = (i+ 1− n)ci, 2 ≤ i ≤ n,

df(x, e1) = −c1, df(e1, x) = c1 + cn,

df(x, x) = −cn−1.

B2(L5,C) :


df(ei, e1) = ci+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

df(e1, e1) = c3, df(e1, x) = c2 +
n−1∑
i=4

αici,

df(ei, x) = ci +
n∑

j=i+2

αj−i+2cj , 2 ≤ i ≤ n.

Proof.

In the following theorem we give all one-dimensional extensions of the solvable Leibniz algebra R,Li, 1 ≤
i ≤ 5.

Theorem 2.1. Any one-dimensional central extension of the Leibniz algebra R is isomorphic to the following
algebra

R̃ :


[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 1,

[x, e1] = e1, [x, x] = y,

[ei, x] = −iei 1 ≤ i ≤ n.
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Any one-dimensional central extension of the Leibniz algebra Li, 1 ≤ i ≤ 5 is isomorphic to the following
non-isomorphic algebras, respectively:

L̃1(α) :


[ei, e1] = ei+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

[x, e1] = −e1 − e2,

[e1, x] = e1, [x, x] = y

[ei, x] = (i− 1)ei, 2 ≤ i ≤ n,

L̃2(α) :


[ei, e1] = ei+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

[x, e1] = −e1, [e1, x] = e1,

[x, x] = y,

[ei, x] = (i− 1 + α)ei, 2 ≤ i ≤ n,

L̃3 :



[ei, e1] = ei+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

[x, e1] = −e1,
[e1, x] = e1,

[ei, x] = (i− n)ei, 2 ≤ i ≤ n,

[x, x] = en + y,

L̃4 :



[ei, e1] = ei+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

[x, e1] = −e1,
[e1, x] = e1 + en,

[ei, x] = (i+ 1− n)ei, 2 ≤ i ≤ n,

[x, x] = y − en−1,

L̃5(α4, . . . , αn, γ1, γ2, γ3, γ4) :



[e1, e1] = e3 + γ1y,

[x, e1] = γ2y,

[ei, e1] = ei+1, 2 ≤ i ≤ n− 1,

[e1, x] = e2 +
n−1∑
i=4

αiei + γ3y,

[ei, x] = ei +
n∑

j=i+2

αj−i+2ej , 2 ≤ i ≤ n,

[x, x] = γ4y.

the first non vanishing element of γ1, γ2, γ3, γ4 can be scaled to 1.

Proof. We only give the proof of the Theorem for the algebra R̃. Since dimZ2(R,C) = n+1, dimB2(R,C) = n
we have dimH2(R,C) = 1 and a basis of H2(R,C) is formed by the following cocycles

H2(R,C) = ⟨ψ⟩, ψ(x, x) = y.

An automorphism ϕ ∈ Aut(R) acts to the space H2(R,C) as follows:

(ϕ)T ·

 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . γ

 · ϕ =

 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . γ

 ,

where we consider the basis {e1, e2, . . . , en, x}.

We obtain that orbits of ⟨γψ⟩ is a one dimensional vector space span{ψ}. Therefore, we get the algebra R̃.
The proof of Theorem 2.8 is complete. □

Now we obtain all one-dimensional extensions of solvable Leibniz algebras whose nilradical is isomorphic to
the algebra F 2

n .

First, we give the description of the group of automorphisms of these algebras.

Proposition 2.4. Any automorphism of the algebra S1(α) has the following form:

ϕ(e1) = a1e1 +

n∑
i=3

a1b
i−2
1

(i− 2)!
ei, ϕ(e2) = e2,

ϕ(ej) =

n∑
i=j

1

(i− j)!
aj−1
1 bi−j1 ei, 3 ≤ j ≤ n, ϕ(x) = b1e1 + b2e2 +

n∑
i=3

1

(i− 1)!
bi−1
1 ei + x.

Any automorphism of the algebra S2(α) has the following form:

ϕ(e1) = a1e1 +

n∑
i=3

a1c
i−2
1

(i− 2)!
ei, ϕ(e2) = b2e2,
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ϕ(ej) =

n∑
i=j

1

(i− j)!
aj−1
1 ci−j1 ei, 3 ≤ j ≤ n, ϕ(x) = c1e1 +

n∑
i=3

1

(i− 1)!
ci−1
1 ei + x.

Any automorphism of the algebra S3 has the following form:

ϕ(e1) = a1e1 +

n∑
i=3

a1c
i−2
1

(i− 2)!
ei, ϕ(e2) = an−1

1 e2,

ϕ(ej) =

n∑
i=j

1

(i− j)!
aj−1
1 ci−j1 ei, 3 ≤ j ≤ n, ϕ(x) = c1e1 +

n∑
i=3

1

(i− 1)!
ci−1
1 ei + x.

Any automorphism of the algebra S4(α) has the following form:

ϕ(e1) = a1e1 +

n∑
i=3

a1c
i−2
1

(i− 2)!
ei, ϕ(e2) = b2e2,

ϕ(ej) =

n∑
i=j

1

(i− j)!
aj−1
1 ci−j1 ei, 3 ≤ j ≤ n, ϕ(x) = c1e1 + c2e2 +

n∑
i=3

1

(i− 1)!
ci−1
1 ei + x.

Any automorphism of the algebra S5(α) has the following form:

ϕ(e1) = a1e1 + a2e2 +

n∑
i=3

a1c
i−2
1

(i− 2)!
ei, ϕ(e2) = b2e2,

ϕ(ej) =

n∑
i=j

1

(i− j)!
aj−1
1 ci−j1 ei, 3 ≤ j ≤ n, ϕ(x) = c1e1 + c2e2 +

n∑
i=3

1

(i− 1)!
ci−1
1 ei + x.

Any automorphism of the algebra S6(α3, α4, . . . , αn, λ, δ) has the following form:

ϕ(e1) = e1 +

n∑
i=3

aiei, ϕ(e2) = b2e2,

ϕ(ej) = ej +

n∑
i=j+1

ai−j+2ei, 3 ≤ j ≤ n, ϕ(x) = cnen + x.

Proof. The proof follows directly from the definition of an automorphism. □

In the following Propositions we give the description of 2-cocycles and second cohomology spaces of the
solvable Leibniz algebras Si, 1 ≤ i ≤ 6.

Proposition 2.5. Any element ψ ∈ Z2(Si, 1 ≤ i ≤ 6,C) is formed by the following:

Z2(S1(α),C) :



φ(ei, e1) = bi,1, 1 ≤ i ≤ n− 1, i ̸= 2

φ(ei, x) = −(i− 1)bi−1,1, 4 ≤ i ≤ n,

φ(e3, en+1) = −2b1,1, φ(e2, e2) = (1− α)b2,2,

φ(e1, x) = −φ(x, e1) = b1,n+1, φ(e2, x) = (1− α)b2,n+1,

φ(x, x) = bn+1,n+1, φ(x, e2) = (1− α)bn+1,2.

Z2(S2(α = 1),C) :



φ(ei, e1) = bi,1, 1 ≤ i ≤ n− 1,

φ(ei, x) = −(i− 1)bi−1,1, 4 ≤ i ≤ n,

φ(e3, en+1) = −2b1,1,

φ(e2, x) = b2,n+1, φ(x, e1) = bn+1,1,

φ(e1, x) = −bn+1,1, φ(x, x) = bn+1,n+1.

Z2(S2(α ̸= 1),C) :



φ(ei, e1) = bi,1, 1 ≤ i ≤ n− 1, i ̸= 2,

φ(ei, x) = −(i− 1)bi−1,1, 4 ≤ i ≤ n,

φ(e3, en+1) = −2b1,1,

φ(e2, x) = b2,n+1, φ(x, e1) = bn+1,1,

φ(e1, x) = −bn+1,1, φ(x, x) = bn+1,n+1.
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Z2(S3,C) :



φ(ei, e1) = bi,1, 1 ≤ i ≤ n− 1, i ̸= 2

φ(ei, x) = −(i− 1)bi−1,1, 4 ≤ i ≤ n,

φ(e3, en+1) = −2b1,1,

φ(e2, x) = b2,n+1, φ(x, e1) = bn+1,1,

φ(e1, x) = −bn+1,1, φ(x, x) = bn+1,n+1.

Z2(S4(α),C) :



φ(ei, e1) = bi,1, 1 ≤ i ≤ n− 1, i ̸= 2

φ(ei, x) = −(i− 1)bi−1,1, 4 ≤ i ≤ n,

φ(e3, en+1) = −2b1,1, φ(x, x) = bn+1,n+1,

φ(x, e2) = −φ(e2, x) = bn+1,2,

φ(x, e1) = −φ(e1, x) = bn+1,1.

Z2(S5,C) :



φ(ei, e1) = bi,1, 1 ≤ i ≤ n− 1, i ̸= 2

φ(ei, x) = −(i− 1)bi−1,1, 4 ≤ i ≤ n,

φ(e3, en+1) = −2b1,1, φ(x, x) = bn+1,n+1,

φ(x, e2) = −φ(e2, x) = bn+1,2,

φ(x, e1) = −φ(e1, x) = bn+1,1.

Z2(S6(α3, α4, . . . , αn, λ, δ)) :



φ(ei, e1) = bi,1, 1 ≤ i ≤ n,

φ(ei, x) =
n∑
j=i

αj−i+3bj,1, 3 ≤ i ≤ n,

φ(e1, x) = b1,n+1, φ(x, e1) = bn+1,1,

φ(e2, x) = b2,n+1, φ(x, e2) = δb2,n+1,

φ(x, x) = bn+1,n+1.

Proof. The proof follows directly from the definitions of the 2-cocycle. □

Proposition 2.6. A basis of H2(Si, 1 ≤ i ≤ 6,C) is formed by the following cocycle:

• α = 0, H2(S1(α),C) = ⟨[∆2,2], [∆2,n+1], [∆n+1,2], [∆n+1,n+1]⟩,
• α = 1, H2(S1(α),C) = ⟨[∆2,n+1]⟩,
• α = 1, H2(S2(α),C) = ⟨[∆2,1], [∆n+1,n+1]⟩,
• α ̸= 1, H2(S2(α),C) = ⟨[∆n+1,n+1]⟩,
• H2(S3,C) = ⟨[∆n+1,n+1]⟩,
• H2(S4(α),C) = ⟨[∆n+1,n+1]⟩,
• H2(S5,C) = ⟨[∆n+1,n+1]⟩,
• λ = 0, H2(S6(α3, α4, . . . , αn, λ, δ),C) = ⟨[∆n,n+1 + α3∆n,1], [∆n+1,1], [∆n+1,n+1]⟩,
• λ ̸= 0, H2(S6(α3, α4, . . . , αn, λ, δ),C) = ⟨[∆n+1,n+1]⟩.

In the following theorem we give all one-dimensional extensions of the solvable Leibniz algebra Si, 1 ≤ i ≤ 6.

Theorem 2.2. Any one-dimensional central extension of the Leibniz algebra Si, 1 ≤ i ≤ 6 is isomorphic to
the following non-isomorphic algebras, respectively:

S̃1

1
:


[e1, e1] = e3, [e1, x] = −e1,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[ei, x] = −(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[x, e1] = e1, [x, x] = y,

S̃1

2
:


[e1, e1] = e3, [e1, x] = −e1,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[ei, x] = −(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[x, e1] = e1, [x, e2] = y,

S̃1

3
(γ) :



[e1, e1] = e3, [e1, x] = −e1,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[ei, x] = −(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[x, e1] = e1, [e2, x] = y,

[x, e2] = γy, γ ̸= −1,

S̃1

4
(γ) :



[e1, e1] = e3, [e1, x] = −e1,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[ei, x] = −(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[x, e1] = e1, [e2, x] = y,

[x, e2] = −y, [x, x] = γy,
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S̃1

5
(γ1, γ2) :



[e1, e1] = e3, [e1, x] = −e1,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[ei, x] = −(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[x, e1] = e1, [e2, e2] = y

[x, e2] = γ1y, [x, x] = γ2y,

S̃1

6
:



[e1, e1] = e3, [e1, x] = −e1,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[ei, x] = −(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[x, e1] = e1, [e2, x] = y,

[x, x] = e2.

.

S̃2

1
(α) :



[e1, e1] = e3, [e1, x] = −e1,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[ei, x] = −(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[x, e1] = e1, [e2, x] = αe2,

[x, x] = y,

S̃2

2
(γ) :



[e1, e1] = e3, [e1, x] = −e1,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[ei, x] = −(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[x, e1] = e1, [e2, x] = e2,

[e2, e1] = y, [x, x] = γy,

S̃3 :



[e1, e1] = e3, [e1, x] = −e1,
[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[ei, x] = −(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[x, e1] = e1, [x, x] = y,

[e2, x] = (1− n)e2 + en,

S̃4(α) :



[e1, e1] = e3,

[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[ei, x] = −(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[x, e1] = e1, [e1, x] = −e1,
[e2, x] = −αe2, [x, e2] = αe2,

[x, x] = y, α ̸= 0,

S̃5 :



[e1, e1] = e3,

[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[ei, x] = −(i− 1)ei, 3 ≤ i ≤ n,

[e1, x] = −e1 − e2, [e2, x] = −e2,
[x, e1] = e1 + e2, [x, e2] = e2,

[x, x] = y,

S̃6

1
(α3, α4, . . . , αn, δ, λ) :



[e1, e1] = e3, [e2, x] = e2,

[e1, x] =
n∑
i=3

αiei,

[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[ei, x] =
n∑

j=i+1

αj−i+2ej , 3 ≤ i ≤ n− 1,

[x, x] = λen, [x, e2] = δe2, δ ∈ {0,−1},
[x, e1] = y,

S̃6

2
(α3, α4, . . . , αn, δ, γ) :



[e1, e1] = e3, [e2, x] = e2,

[e1, x] =
n∑
i=3

αiei, [x, e2] = δe2,

[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[ei, x] =
n∑

j=i+1

αj−i+2ej , 3 ≤ i ≤ n− 1,

[x, e1] = γy, [x, x] = y,

S̃6

3
(α3, α4, . . . , αn, δ, γ) :



[e1, e1] = e3, [e2, x] = e2,

[e1, x] =
n∑
i=3

αiei, [x, e2] = δe2,

[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[ei, x] =
n∑

j=i+1

αj−i+2ej , 3 ≤ i ≤ n− 1,

[x, e1] = γy, [en, e1] = y,

[en, x] = α3y,

Proof. Now we show the proof for the algebras S1(α), S2(α) and S6(α3, α4, . . . , αn, δ, λ).

Extension of S1(α). First we consider the case of α = 0. Let us use following notation

∇1 = [∆2,2], ∇2 = [∆2,n+1], ∇3 = [∆n+1,2], ∇4 = [∆n+1,n+1].
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Since

ϕT

 0 0 . . . 0
0 γ1 . . . γ2
. . . . . . . . . . . .
0 γ3 . . . γ4

ϕ =

 0 0 . . . 0
0 γ∗1 . . . γ∗2
. . . . . . . . . . . .
0 γ∗3 . . . γ∗4

 ,

we have that the action of Aut(S1(α)) on the subspace ⟨
4∑
i=1

γi∇i⟩ is given by ⟨
4∑
i=1

γ∗i∇i⟩, where

γ∗1 = γ1, γ∗2 = γ2 + b2γ1, γ∗3 = γ3 + b2γ1, γ∗4 = γ4 + b22γ1 + b2(γ2 + γ3).

We have the following subcases:

1. if γ1 = γ2 = γ3 = 0, γ4 ̸= 0, then we have the representative ⟨∇4⟩;
2. if γ1 = γ2 = 0, γ3 ̸= 0, then choosing b2 = −γ4

γ3
, we have the representative ⟨∇3⟩;

3. if γ1 = 0, γ2 ̸= 0 and γ2 + γ3 ≠ 0, then choosing b2 = − γ4
γ2+γ3

and we have the representative
⟨∇2 + γ3∇3⟩γ3 ̸=−1;

4. if γ1 = 0, γ2 ̸= 0 and γ2 + γ3 = 0, then we have the representative ⟨∇2 −∇3 + γ4∇4⟩;
5. if γ1 ̸= 0, then choosing b2 = −γ2

γ1
, have the representative ⟨∇1 + γ3∇3 + γ4∇4⟩.

Hence, we get the orbits ⟨∇4⟩, ⟨∇3⟩, ⟨∇2 + γ3∇3⟩γ3 ̸=−1, ⟨∇2 −∇3 + γ2∇4⟩, ⟨∇1 + γ3∇3 + γ4∇4⟩ and the
algebras S1

1, S
2
1, S

3
1(γ), S

4
1(γ), S

5
1(γ1, γ2).

Case 2. Let α = 1. In this case we have dimH2(S1) = 1 and a basis of H2(S1,C) is formed by the following
cocycles

H2(S1,C) = ⟨[∆2,n+1]⟩.

By performing the same operations as above, we get the algebra S̃1

6
.

Extension of S2(α). We consider following cases:

Case 1. Let α = 1, then we use the following notation

∇1 = [∆2,1], ∇2 = [∆n+1,n+1].

Since

ϕT

 0 0 . . . 0
γ1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . γ2

ϕ =

 0 0 . . . 0
γ∗1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . γ∗2

 ,

we have that the action of Aut(S2(α)) on the subspace ⟨γ1∇1 + γ2∇2⟩ is given by ⟨γ∗1∇1 + γ∗2∇2⟩, where

γ∗1 = a1b2γ1, γ∗2 = γ2.

Since we are interested only in new algebras, we have the following cases:

1. if γ1 = 0, γ2 ̸= 0, then we have the representative ⟨∇2⟩;
2. if γ1 ̸= 0, then choosing b2 = 1

a1γ1
, we have the representative ⟨∇1 + γ2∇2⟩.

Hence, we get the orbits ⟨∇2⟩ and ⟨∇1 + γ2∇2⟩ and the algebras S̃2

1
(α = 1), S̃2

2
(γ)(α = 1).

Case 2. Let α ̸= 1. In this case we have dimH2(S2) = 1 and a basis of H2(S2,C) is formed by the following
cocycles

H2(S2,C) = ⟨[∆n+1,n+1]⟩.

By performing the same operations as above, we get the algebra S̃2

1
(α) for α ̸= 1.

Extension of S6(α3, α4, . . . , αn, λ, δ). We consider following cases:

Case 1. Let λ = 0, then we use the following notation

∇1 = [α3∆n,n+1 +∆n,1], ∇2 = [∆n+1,1], ∇3 = [∆n+1,n+1].
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Since

ϕT


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
γ1 0 . . . α3γ1
γ2 0 . . . γ3

ϕ =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
γ∗1 0 . . . α3γ

∗
1

γ∗2 0 . . . γ∗3

 ,

we have that the action of Aut(S6(α3, α4, . . . , αn, λ, δ)) on the subspace ⟨
3∑
i=1

γi∇i⟩ is given by ⟨
3∑
i=1

γ∗i∇i⟩,

where
γ∗1 = γ1, γ∗2 = γ2 + cnγ1, γ∗3 = γ3 + α3cnγ1.

We have the following cases:

1. if γ1 = γ3 = 0, γ2 ̸= 0, then we have the representative ⟨∇2⟩;
2. if γ1 = 0, γ3 ̸= 0, then we have the representative ⟨γ2∇2 +∇3⟩;
3. if γ1 ̸= 0, γ2 = α3γ3, then choosing cn = −γ2

γ1
, we have the representative ⟨∇1 + γ3∇3⟩.

Hence, we get the orbits ⟨∇2⟩, ⟨γ2∇2 + ∇3⟩, ⟨∇1 + γ3∇3⟩, and the algebras S̃6

1
(α3, α4, . . . , αn, δ, 0),

S̃6

2
(α3, α4, . . . , αn, δ, γ) and S̃6

3
(α3, α4, . . . , αn, δ, γ) algebras.

Case 2. Let λ ̸= 0. In this case we have dimH2(S6) = 1 and a basis of H2(S6,C) is formed by the following
cocycles

H2(S6,C) = ⟨[∆n+1,1]⟩.

By performing the same operations as above, we get the algebra S̃6

1
(α3, α4, . . . , αn, δ, λ)λ̸=0.

Like that we get extensions of S3,S4(α),S5(α) algebras. The proof of Theorem 2.12 is complete. □
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Abstract

This work is devoted to the Cauchy problem for a time-fractional differential equation on
the metric graph that consists of three incoming bonds, a series of 3-bridges that connect
the consequent vertices, and three outgoing bonds. The problem is reduced to the number
of IBVPs in finite, semi-infinite intervals and the Cauchy problem on the line. We found
an exact solution to the problem in the form of integral representation via given data. The
uniqueness of the solution is proved using a-prior estimate for the solution.

Keywords: Fractional derivatives; Fractional PDE; subdiffusive equation; time-fractional heat equation;
integral representation of the solution.

MSC 2020: 35R11

1. Introduction
Fractional partial differential equations have become more popular over the years. In particular, initial-
boundary value problems (IBVP) and Cauchy problem for time fractional differential equations are studied
with great interest. There are works (see [1, 2, 3, 4]) showing that models of anomalous dispersion and
diffusion processes can be constructed using a fractional-order equation. In [5, 6] was considered the Cauchy
problem for the time-fractional diffusion equation with the general Caputo-type differential operator proposed
by Kochubei and was proved the existence and uniqueness theorem. In [7] was proved the uniqueness and
existence theorem for an initial-boundary value problem for a fractional diffusion equation with Caputo
time-fractional derivative. In [8] was constructed the fundamental solution of the subdiffusion equation with
Dzhrbashyan-Nersesyan fractional derivative.

Branched thin structures and metric graphs are widely used as a model in theoretical research on applied
problems. They are used in the study of many complex systems from physics, biology, ecology, sociology,
economics and finance [9, 10]. In particular, ladder-type graphs can be used as a mathematical model in the
theoretical study of RNA chains [11, 12]. It is also known that the initial and initial-boundary value problems
on metric graphs are used for the theoretical study of diffusion processes in branched structures and networks
[13, 14, 15].

In this paper we consider the time-fractional subdiffusion equation on the metric graph in the form of
three incoming semi-infinite edges followed by a series of bridges and three outgoing bonds. Each of the
bridges consists of three equal, finite-length edges. On the branching points (vertices) we use δ− type gluing
conditions, which guarantee flux conservation in subdiffusive process. Such kind conditions also called to be
Kirchhoff conditions at the vertex points [14, 15]. We notice, that the subdiffusion equation on such a graph
is not considered due to the present time.

The main purpose of the work is to construct an exact integral representation of the solution, which gives
us more precise understanding on the scattering at vertices (branching points of the graph). We found a
transformation that separates the part of the solution that corresponds to the transmission via bridges and
the part that stay on each bridge series continuing the diffusion process isolated in it. It is clear that such
kind of solutions are powerful tool to understand diffusion processes in branched structures that give an
opportunity to understand scattering processes in more general types of branched structures.
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2. Preliminaries
In modern mathematics, fractional derivatives are introduced in different ways. For example, the derivatives
of Hilfer, Dzhrbashyan-Nersesyan, Caputo-Fabrizio, Atangana-Baleanu, Riesz, Davidson and others are known
[2, 3]. In this paper, we use the Riemann-Liouville fractional integral is defined by the expression

D−α
0t u(t) =

1

Γ(α)

t∫
0

u(ξ)

|t− ξ|1−α dξ, 0 < α < 1.

The Riemann-Liouville fractional derivative is defined by

Dα
0tu(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

t∫
0

u(ξ)

|t− ξ|α
dξ, 0 < α < 1

and Caputo fractional derivative is defined by (see [16])

∂α
0tu(t) =

1

Γ(1− α)

t∫
0

u
′
(ξ)

|t− ξ|α
dξ, 0 < α < 1,

where Γ(x) is the Gamma function. The function

eµ,δα,β(z) :=

∞∑
n=0

zn

Γ(αn+ µ)Γ(δ − βn)
, α > 0, α > β.

is called Wright type function [16]. Wright type function can be represented by the integral

eµ,δα,β(z) =
1

2πi

∫
γ(ε,ωπ)

ett−δE 1
α
(ztβ ;µ)dt, 1− ωβ >

α

2
,
1

2
< ω ≤ 1

where integral is taken along the Hankel contour [16].

Now we give some results from [16].

Lemma 2.1. (see [16]) If δ ≥ 0, then for any positive x the inequalities

e1,δ1,β(−x) ≤ Cne
1,1
1,β(−x) ≤ Cn exp(−x

1
1−β β

β
1−β (1− β)) (1)

where Cn =
n∑

k=0

βkxk

Γ(δ+k(1−β)) , and n ∈ N ∪ {0} is selected from the condition δ + n(1− β) ≥ 1.

The solution of the Cauchy problem for the time-fractional diffusion equation.

Theorem 2.1. (see [16]) Let n − 1 < α ≤ n, n ∈ {1, 2}, τk(x) ∈ C(R), 1 ≤ k ≤ n, yn−αf(x, y) ∈ C(D),
f(x, y) satisfy the Holder condition with respect to the variable x, and the relations

lim
|x|→∞

τk(x) exp(−ρ|x|
2

2−α ) = 0, lim
|x|→∞

yn−αf(x, y) exp(−ρ|x|
2

2−α ) = 0, (2)

where ρ < (1− β)
(

β
T

) β
1−β

, and the convergence in (2) is uniform on the set {y ∈ (0;T )}.Then there exists
a regular solution to equation (u(x, y))xx − Dα

0yu(x, y) = f(x, y), in the domain R × [0, T ] satisfying the
boundary conditions lim

y→0
Dα−k

0y u(x, y) = τk(x), 1 ≤ k ≤ n, n− 1 < α ≤ n and it has the form

u(x, y) =
1

2

+∞∫
−∞

∞∑
k=1

τk(x)y
β−ke1,β−k+1

1,β (−|x− s|
yβ

)ds+Φ(x, y), (3)

where

Φ(x, y) = −1

2

+∞∫
0

+∞∫
−∞

f(s, t)(y − t)
β−1

e1,β1,β(−
|x− s|
(y − t)

β
)dsdt.
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Theorem 2.2. (see [16]) Let 0 < α ≤ 1, y1−αφ0(y), y
1−αφ1(y) ∈ C [0; b] , τ(x) ∈ C [0; a] , y1−αf(x, y) ∈ C(D),

f(x, y) satisfy the Holder condition with respect to the variable x, and the matching conditions are met
lim
y→0

Dα−1
0y φ0(y) = τ(0), lim

y→0
Dα−1

0y φ1(y) = τ(a).

Then there is a unique regular solution to the equation (u(x, y))xx −Dα
0yu(x, y) = f(x, y), in the domain

[0, a]× [0, b] satisfying the boundary conditions u(0, y) = φ0(y), u(a, y) = φ1(y), 0 < y < b, lim
y→0

Dα−1
0y u(x, y) =

τ(x), 0 < x < a, φ0(y), φ1(y), τ(x)− preset functions. The solution has the form

u(x, y) =

y∫
0

φ0(y)Gξ(x, y, 0, η)dη −
y∫

0

φ1(y)Gξ(x, y, a, η)dη

+

a∫
0

τ(ξ)Gξ(x, y, ξ, 0)dξ −
y∫

0

a∫
0

f(ξ, η)G(x, y, ξ, η)dξdη,

where

G(x, y, ξ, η) =
(y − η)

β−1

2
×

+∞∑
n=−∞

[
e1,β1,β(−

|x− ξ + 2na|
(y − η)

β
)− e1,β1,β(−

|x+ ξ + 2na|
(y − η)

β
)

]
and β = α

2 .

3. Formulation of a problem
Let the graph consist of three incoming edges, in which the coordinates are set from −∞ to 0, a series of loops,
each of the series is associated with segments [Li−1;Li], i = 1, n− 1, respectively, and outgoing edges where
coordinates are set from Ln−1 to ∞. The edges of the graph are denoted by Bij = {xij : Li−1 ≤ x ≤ Li},
i = 0, n, j = 1, 3, where L0 = 0, L−1 = −∞, Ln = +∞ (see Fig. 1). Further, we will use x instead of
xij , i = 0, n, j = 1, 3. On each bond Bij of the graph we consider the time fractional subdiffusion equation

Dα
0tuij(x, t)− (uij(x, t))xx = fij(x, t), 0 < t < T, x ∈ Bij , 0 < α < 1, (4)

with the following initial conditions
lim
t→0

Dα−1
0t uij(x, 0) = φij(x), x ∈ Bij , (5)

asymptotic conditions at infinity
lim

x→−∞
u0j(x, t) = lim

x→∞
unj(x, t) = 0, (6)

and the following gluing (Kirchhoff) conditions at the vertices
uij(Li, t) = ui+1,k(Li, t), t ∈ [0, T ], j ̸= k = 1, 3, (7)

3∑
k=1

(uik(Li, t))x=
3∑

k=1

(ui+1,k(Li, t))x, i = 0, n− 1 , j = 1, 3. (8)

Problem consists of finding the regular solutions of the equation (4), satisfying conditions (5) – (8). By the
regular solution we mean the solution that has enough smoothness to satisfy the equation, initial, boundary,
and vertex conditions).

Figure.1. Metric graph in the form of a series of bridges.
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4. Uniqueness of the solution
u = (uij)i=0,n, j=1,3 , f = (fij)i=0,n, j=1,3 , φ = (φij)i=0,n, j=1,3 .

We define the norm of a matrix function on the following form

||u||2 =

n∑
i=0

3∑
j=1

∫
Bij

u2
ijdx.

Theorem 4.1. Let φij(x) ∈ C(Bij), fij(x, t) ∈ C0,1(Bij × [0, T ]). Then the considered problem has at most
one solution which satisfies the following a-prior estimate∣∣∣∣Dα−1

0t u
∣∣∣∣2 ≤ Eα(t

α) · ||φ||2 + Γ(α) · Eα,α(t
α)D−α

0t

∣∣∣∣Dα−1
0t f

∣∣∣∣2.
Proof. Let

ϑij(x, t) = Dα−1
0t uij(x, t).

For these functions

∂α
0tϑij(x, t)− (ϑij(x, t))xx = Dα−1

0t fij(x, t) = f̃ij(x, t), x ∈ Bij , 0 < t ≤ T

holds true. Considering the next inequality (see [17])

ϑij∂
α
0tϑij ≥

1

2
∂α
0tϑij

2,

we get∫
Bij

∂α
o,tϑij

2dx ≤
∫
Bij

(2ϑij(ϑij)xx + 2ϑij f̃ij)dx = 2ϑij(ϑij)x
∣∣Li

Li−1
−
∫
Bij

(
∂

∂x
ϑij

)2

dx+ 2

∫
Bij

ϑij f̃ijdx.

Further, summing over all indexes, using the conditions (6) – (8) and Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz inequality,
we obtain

Dα
0,t||ϑ||

2 ≤ |ϑ|2 +
∣∣∣∣∣∣f̃ ∣∣∣∣∣∣2.

Taking the last inequality into account and using Grönwall-Bellman inequality [17], we get the inequality∣∣∣∣Dα−1
0t u

∣∣∣∣2 ≤ Eα(t
α) · ||φ||+ Γ(α) · Eα,α(t

α)D−α
0t

∣∣∣∣Dα−1
0t f

∣∣∣∣2. (9)

The uniqueness of the solution follows from (9).

5. Existence of the solution
Theorem 5.1. Let functions φij(x) ∈ C1(Bij), i = 0, n, j = 1, 3, fij(x, t) ∈ C1,0

x,t (Bij × [0, T ]) are bounded
functions which satisfy conditions (7), (8). Then the solution to the considered problem has the following form

uij =

∫
Bij

(G− −G+)φijdξ +

∫
Bij×[0,T ]

(G− −G+)fijdξdτ+

+
1

3

∫
Bij

G+(φi1 + φi2 + φi3)dξ +
1

3

∫
Bij×[0,T ]

G+
1 (fi1 + fi2 + fi3)dξdτ+

+
1

3

n∑
k=1

∫
Bkj

G−(φk1 + φk2 + φk3)dξ+
1

3

n∑
k=1

∫
Bkj×[0,T ]

G−
1 (fk1 + fk2 + fk3)dξdτ

for i ∈ {0, n}, j = 1, 3 and

uij =

∫
Bij

G1iφijdξ +

∫
Bij×[0,T ]

G2ifijdξdτ +
1

3

∫
Bij

G1i(φi1 + φi2 + φi3)dξ+
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+
1

3

∫
Bij×[0,T ]

G2i(fi1 + fi2 + fi3)dξdτ +
1

3

n∑
k=0

∫
Bkj

G−(φk1 + φk2 + φk3)dξ+

+
1

3

n∑
k=0

∫
Bkj×[0,T ]

G−
1 (fk1 + fk2 + fk3)dξ

for i = 1, n− 1, j = 1, 3.

Here
G− = G(x− ξ, t), G+ = G(x+ ξ, t), G−

1 = G(x− ξ, t− τ), G+
1 = G(x+ ξ, t− τ)

and

G1i = Gi(x, t, ξ, 0) =

+∞∑
p=−∞

[G(x− ξ + 2p(Li − Li−1), t)−G(x+ ξ + 2p(Li − Li−1)− 2Li, t)],

G2i = Gi(x, t, ξ, η) =

+∞∑
p=−∞

[G(x− ξ + 2p(Li − Li−1), t− η)−G(x+ ξ + 2p(Li − Li−1)− 2Li, t− η)].

Here
G(x, t) =

1

2
t
α
2 −1e

1,α2
1,α2

(−|x|
t
α
2
)

is the fundamental solution of the equation (4).

Proof.

We define ũi = Aui, where ui = (ui1, ui2, ui3)
T , ũi = (ũi1, ũi2, ũi,3)

T , A =

( 1 -1 0
1 0 -1
1 1 1

)
.

Similarly, we put f̃i = Afi, φ̃i = Aφi.

We find the solution in two steps. In the beginning we will find unknown functions ũij(x, t), i = 0, n, j = 1, 2, 3.
Further, by solving the system of equations ũi = Aui we will find the solution to the considered problem.

Obviously that functions ũij(x, t), i = 0, n, j = 1, 2, 3 satisfy the equation (4) in corresponding intervals
of the coordinate and 0 < t < T . We explore several cases with respect to indices and find each of these
functions on these cases.

Case 1. Let i = 0, j ∈ {1, 2}. We have the following boundary value problem on the semi-line.

Find the solution for the equation

Dα
0tũ0j(x, t) = (ũ0j(x, t))xx + f̃0j(x, t), −∞ < x < 0, 0 < t ≤ T,

satisfying initial condition
lim
t→0

Dα−1
0t ũ0j(x, t) = φ̃0j(x).

and following boundary condition

lim
x→−0

ũ0j(x, t) = 0, 0 ≤ t ≤, T

lim
x→−∞

ũ0j(x, t) = 0.

Let function ϑ(x, t) be the solution to the Cauchy problem for the equation

Dα
0tu(x, t) = uxx(x, t) + F (x, t)

with the following initial condition
lim
t→0

Dα−1
0t u(x, t) = Φ(x).

The solution to the Cauchy problem was constructed in the [16] and given by (3).

The following lemma directly follows from the even parity property of the function G(x, t) with respect to x.
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Lemma 5.1. If functions φ(x) and f(x, t) are the odd (even) functions by the variable x, then function
ϑ(x, t) is the odd (even) with respect to the variable x for every fixed t.

We define functions

Φ(x) =

{
φ̃0j(x), −∞ < x ≤ 0,

−φ̃0j(−x), 0 ≤ x < ∞

and

F (x, t) =

{
f̃0j(x, t) −∞ < x < 0,

−f̃0j(−x, t) 0 < x < ∞

for every fixed j = 1, 2. Then

+∞∫
−∞

G(x− ξ, t) · Φ(ξ)dξ =

0∫
−∞

G(x− ξ, t) · φ̃0j(ξ)dξ −
+∞∫
0

G(x− ξ, t) · φ̃0j(−ξ)dξ =

=

0∫
−∞

(G(x− ξ, t)−G(x+ ξ, t)) · φ̃0j(ξ)dξ

and
T∫

0

+∞∫
−∞

G(x− ξ, t− τ)·F (ξ, τ)dξdτ =

T∫
0

0∫
−∞

(G(x− ξ, t− τ)−G(x+ ξ, t− τ))·f̃0j(ξ, τ)dξdτ.

Taking the above relations into account we obtain

ũ0j(x, t) =

0∫
−∞

(G(x− ξ, t)−G(x+ ξ, t))φ̃0j(ξ)dξ+

+

T∫
0

0∫
−∞

(G(x− ξ, t− τ)−G(x+ ξ, t− τ))f̃0j(ξ, τ)dξdτ.

Case 2. Let i = 0, n, j = 3. In this case combining all intervals into one (−∞,∞) we get following Cauchy
problem for the equation.

Find the solution for the equation

Dα
0tũ(x, t) = (ũ(x, t))xx + f̃(x, t), −∞ < x < +∞, 0 ≤ t ≤ T

Satisfying initial condition
lim
t→0

Dα−1
0t ũ(x, t) = φ̃(x), −∞ < x < +∞,

and following conditions at infinities
lim

x→±∞
ũ(x, t) = 0 .

where

ũ(x, t) =


ũ03(x, t), −∞ < x ≤ L0,

ũ13(x, t), L0 ≤ x ≤ L1,
. .

˜un3(x, t), Ln−1 ≤ x < +∞,

φ̃(x) =


φ̃03(x) , −∞ < x ≤ L0,

φ̃13(x) , L0 ≤ x ≤ L1,
. .

φ̃n3(x), Ln−1 ≤ x < +∞
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and

f̃(x, t) =


˜f03(x, t), −∞ < x ≤ L0,
˜f13(x, t), L0 ≤ x ≤ L1,
. .
˜fn3(x, t), Ln−1 ≤ x < +∞.

It is easy to see that the functions φ̃(x) and f̃(x, t) are continuous functions on the on their domains and
tend to zero for x → ±∞. From the vertex conditions it follows that ũ(x, t) and its derivative with respect to
x should be continuous functions. Moreover, from the results in [16] it follows that the solution is regular.
This solution has the following form.

ũ(x, t) =

0∫
−∞

G(x− ξ, t)φ̃03(ξ)dξ+

T∫
0

0∫
−∞

G(x− ξ, t− τ)f̃03(ξ, τ)dξdτ+

+

n−1∑
k=1

Lk∫
Lk−1

G(x− ξ, t)φ̃k3(ξ)dξ +

n−1∑
k=1

T∫
0

Lk∫
Lk−1

G(x− ξ, t− τ)f̃k3(ξ, τ)dξdτ+

+

+∞∫
Ln−1

G(x− ξ, t)φ̃n3(ξ)dξ +

T∫
0

+∞∫
Ln−1

G(x− ξ, t− τ)f̃n3(ξ, τ)dξdτ.

It is enough to take the restrictions of the function ũ(x, t) to the corresponding domains to get the functions
ũi3(x, t), i = 0, n.

Case 3. Let i = 1, n− 1, j = 1, 2. We consider following initial boundary value problems on the segment.

Find the solution for the equation

Dα
0tũij(x, t) = (ũij(x, t))xx + f̃ij(x, t), Li−1 < x < Li, 0 < t ≤ T,

satisfying initial condition
lim
t→0

Dα−1
0t ũij(x, t) = φ̃0j(x)

and the following boundary condition

ũij(Li−1, t) = ũij(Li, t) = 0.

The solution to the problem has the following form [16]

ũij =

Li∫
Li−1

Gi(x, t, ξ, 0)φ̃ij(ξ)dξ +

t∫
0

Li∫
Li−1

Gi(x, t, ξ, η)f̃ij(ξ, η)dξdη.

Case 4. Let i = n, j = 1, 2. In this case, we consider the following boundary value problem.

Find the solution for the equation

Dα
0tũnj(x, t) = (ũnj(x, t))xx + f̃nj(x, t), Ln−1 < x < +∞, 0 < t ≤ T

that satisfies the initial condition
lim
t→0

Dα−1
0t ũn3(x, t) = φ̃n3(x)

and boundary condition
lim

x→+∞
ũnj(x, t) = 0.

This case is similar to the Case 1. The solution has a form

ũnj(x, t) =

+∞∫
Ln−1

(G(x− ξ, t)−G(x+ ξ, t))φ̃nj(ξ)dξ+
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+

T∫
0

+∞∫
Ln−1

(G(x− ξ, t− τ)−G(x+ ξ, t− τ))f̃nj(ξ, τ)dξdτ.

Further, solving the equations ũi = Aui, we get solution of the (4) — (8).

uij =

∫
Bij

(G− −G+)φijdξ +

∫
Bij×[0,T ]

(G− −G+)fijdξdτ+

+
1

3

∫
Bij

G+(φi1 + φi2 + φi3)dξ +
1

3

∫
Bij×[0,T ]

G+
1 (fi1 + fi2 + fi3)dξdτ+

+
1

3

n∑
k=1

∫
Bkj

G−(φk1 + φk2 + φk3)dξ+
1

3

n∑
k=1

∫
Bkj×[0,T ]

G−
1 (fk1 + fk2 + fk3)dξdτ

for i = 0, n, j = 1, 3 and

uij =

∫
Bij

G1iφijdξ +

∫
Bij×[0,T ]

G2ifijdξdτ +
1

3

∫
Bij

G1i(φi1 + φi2 + φi3)dξ+

+
1

3

∫
Bij×[0,T ]

G2i(fi1 + fi2 + fi3)dξdτ +
1

3

n∑
k=0

∫
Bkj

G−(φk1 + φk2 + φk3)dξ+

+
1

3

n∑
k=0

∫
Bkj×[0,T ]

G−
1 (fk1 + fk2 + fk3)dξ

for i = 1, n− 1, j = 1, 3.

The uniform convergence of the integrals in the above expressions and their derivatives, which needed to
satisfy the equation (4), directly follows from the estimate (1) and the theorems from [16] that was listed in
preliminaries section of the present paper.

6. Conclusion. We investigated the Cauchy problem for the time-fractional wave equation in the graph,
which has n consequent vertices, and in each vertex, we have three incoming and three outgoing bonds. Each
pair of consequent vertices (i− 1, i), i = 1, n, connected by three edges (bridges). We constructed an exact
integral representation of the solution in terms of given data. From the constructed solution one can see
terms that correspond to reflected and transmitted flow at each vertex point. Such a form of solution gives a
big advantage in understanding diffusion processes in branched structures and scattering processes in more
general types of metric graphs.

7. Acknowledgments. This research is partly supported by a Grant from the Ministry of Innovative
Development of the Republic of Uzbekistan (No:F-FA-2021-424).
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Ko‘priklar seriyasidan tashkil topgan metrik grafda subdiffuziya tenglamasi uchun Koshi
masalasi

Sobirov Zarifboy, Saparbayev Rajapboy

Ushbu maqolada metrik grafda kasr vaqt hosilali issiqlik tarqalish tenglamasi uchun Koshi masalasi korrektligi
tadqiq qilingan. Bunda graf ketma-ket joylashgan nuqtalar va ulardan har ketma-ket ikkitasini tutashtiruvchi
uchtadan qirralardan, birinchi nuqtada uchta kiruvchi yarim cheksiz qirralar, oxirgi nuqtada uchta chiquvchi
yarim cheksiz qirralardan tashkil topgan. Masalani yechish jarayonida u chekli va yarim cheksiz oraliqlardagi
boshlang‘ich-chegaraviy masalalarga va to‘g‘ri chiziqdagi Koshi masalasiga keltirilgan. Masalada berilgan
funksiyalar orqali yechimning aniq integral ifodasi topilgan. Masala yechimi yagonaligi energiya integrallari
usuli yordamida isbotlangan.

Kalit so‘zlar: Kasr hosila; xususiy hosilali differensial tenglama; subdiffuziya tenglamasi; vaqt bo‘yicha kasr
tartibli hosilali issiqlik tarqalish tenglamasi; yechimning integral ifodasi.

Задача Коши для уравнения субдиффузии на метрическом графе состоящий из серии
мостов

Собиров Зарифбой, Сапарбаев Ражапбой

В данной работе рассматривается задача Коши для дифференциального уравнения с дробной
производной по временем на метрическом графе, состоящий из трех входящих ребер, серии 3-мостов,
соединяющих последующие вершины, и трех исходящих ребер. Задача сводится к нескольким
начально-краевым задам в конечных, полубесконечных интервалах и задаче Коши на прямой. Мы
нашли точное интегральное представление решении по заданным данным. Единственность решения
доказывается с помощью метода интегралов энергии.

Ключевые слова: Дробное производное; уравнение в частных производных; уравнение субдиффузии;
уравнение теплопроводности с дробной производной по времени; интегральное представление решения.
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Канонические виды дифференциальных уравнений
с частными производными пятого порядка с

кратными характеристиками

Абдукодиров Абдурашид
Факультет математики и информатики
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Аннотация

В данной работе, приведены канонические виды дифференциальных уравнений пятого
порядка с двумя независимыми переменными с кратными характеристиками.

Ключевые слова: Канонический вид; дифференциальные уравнения с частными производными;
характеристика; характеристическое уравнение.

MSC 2020: 35G05, 35A25

1. Введение
В работе [1] найдены необходимое и достаточные условия для того чтобы дифференциальное уравнение
пятого порядка в частных производных имело некратные характеристики, а также, приведены кано-
нические виды дифференциальных уравнений пятого порядка с двумя независимыми переменными с
некратными характеристиками, а в [2] изучены некоторые вопросы приведения к каноническим видам
дифференциальных уравнений в частных производных произвольного n –ого (n ≥ 6) порядка.

В данной работе, приведены канонические виды дифференциальных уравнений пятого порядка с двумя
независимыми переменными и с кратными характеристиками.

2. Основная часть
В некоторой области Ω плоскости xOy рассмотрим дифференциальное уравнение в частных производных
пятого порядка с двумя независимыми переменными, линейное относительно старших производных:

L [u] =

5∑
k=0

Ak
∂5u

∂x5−k∂yk
= F, (1)

где Ak (k = 0, 5) - заданные непрерывные функции, зависящие от x и y, а F - непрерывная функция,
зависящая от x, y, u и её частные производные по x,y до четвертого порядка включительно.

С помощью преобразования переменных ξ = ξ(x, y), η = η(x, y), допускающего обратное преобразование,
то есть выполняющее условие J = ξxηy − ξyηx ̸= 0, из (1) получаем новое уравнение

M [u] =

5∑
k=0

ak
∂5u

∂ξ5−k∂ηk
= F1, (2)

где F1 - функция, зависящая от ξ, η, u и её частные производные по ξ, η до четвертого порядка включи-
тельно, а ak, k = 0, 5- новые коэффициенты, линейно зависящие от Ak, k = 0, 5.

Если ввести обозначение

f(zx, zy) = A0z
5
x +A1z

4
xzy +A2z

3
xz

2
y +A3z

2
xz

3
y +A4zxz

4
y +A5z

5
y ,
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то коэффициенты ak(k = 0, 5) уравнения (2), можно написать в виде

ak =
1

k!

(
ηx

∂

∂ξx
+ ηy

∂

∂ξy

)k

f(ξx, ξy) ≡
1

(5− k)!

(
ξx

∂

∂ηx
+ ξy

∂

∂ηy

)5−k

f(ηx, ηy). (3)

Надо выбирать новые переменные ξ, η так, чтобы уравнение (2) в некоторой точке Р области Ω
имело канонический вид. В силу непрерывности функции A0(x, y), как и в работе [1] , без ограничения
общности можно считать, что в достаточно малой окрестности точки Р выполняется условие A0 > 0[1].

Как и в работе [1], воспользуемся следующими леммамы.

Лемма 2.1. Функция z = φ(x, y) является решением уравнения

A0z
5
x +A1z

4
xzy +A2z

3
xz

2
y +A3z

2
xz

3
y +A4zxz

4
y +A5z

5
y = 0, (4)

тогда и только тогда, когда соотношение φ(x, y) = const представляет собой общий интеграл
обыкновенного дифференциального уравнения

A0(dy)
5 −A1(dy)

4dx+A2(dy)
3(dx)2 −A3(dy)

2(dx)3 +A4dy(dx)
4 −A5(dx)

5 = 0. (5)

Лемма 2.2. Если φ(x, y) = const представляет собой k-кратный (2 ≤ k ≤ 5)общий интеграл уравнения
(5), то при z = φ(x, y) функция f(zx, zy) и её все производные по zx, zy до (k-1) порядка включительно
равны нулю.

Лемма 2.3. При преобразовании переменных, допускающего обратное преобразование, число и крат-
ность действительных и комплексных корней уравнения

A0t
5 −A1t

4 +A2t
3 −A3t

2 +A4t−A5 = 0, (t = dy/dx). (6)

инвариантны и имеет место тождество D̃ = J20D.

Пусть, в области Ω Ak = const, k = 0, 5.

Заметим, что согласно формулам Вьета [3] для уравнения (6), имеют место равенства

t1 + t2 + ....+ t5 =
A1

A0
, t1t2 + t1t3 + ...+ t4t5 =

A2

A0
, ...., t1 · ... · t5 =

A5

A0
. (7)

На основании (7), уравнению (1) можно написать в виде:

A0

[
∂5u

∂x5
+ (λ1 + λ2 + λ3 + λ4 + λ5)

∂5u

∂x4∂y
+ (λ1λ2 + λ1λ3 + ...+ λ4λ5)

∂5u

∂x3∂y2
+ ...

... +(λ1λ2λ3λ4λ5)
∂5u

∂y5
= F

]
.

Отсюда имеем

A0

(
∂

∂x
+ λ1

∂

∂y

)(
∂

∂x
+ λ2

∂

∂y

)(
∂

∂x
+ λ3

∂

∂y

)(
∂

∂x
+ λ4

∂

∂y

)(
∂u

∂x
+ λ5

∂u

∂y

)
= F. (8)

Справедливо следующая

Теорема 2.1. Пусть относительно уравнение (6) справедливо одно из следующих утверждений:

1) имеет один 5-кратный действительный корень; 2) имеет один 4-кратный и один простой дей-
ствительный корень; 3) имеет один 3-кратный и один 2-кратный действительный корень; 4) имеет
один 3-кратный и два различных действительных корней; 5) имеет один 3-кратный и два комплексно-
сопряженных корня; 6) имеет два различных 2-кратный и один простой действительный корень; 7)
имеет два различных, 2-кратных комплексно-сопряженных и один действительный корень; 8) имеет
один 2-кратный и три различных действительный корень; 9) имеет один 2-кратный, один простой
действительный корень и два комплексно-сопряженных корней.

Тогда в области Ω уравнение (1) может быть приведено соответственно к одному из следующих
канонических вид:

1)uξξξξξ = F2; 2)uξξξξη = F2; 3)uξξξηη = F2; 4)

(
∂

∂s
+
∂

∂t

)
∂4u

∂s∂t3
= F3;
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5)
∂3

∂s3

(
∂2u

∂s2
+
∂2u

∂t2

)
= F3; 6)

(
∂

∂s
+
∂

∂t

)
∂4u

∂s2∂t2
= F3;

7)

(
∂2

∂s2
+
∂2

∂t2

)2
∂u

∂s
= F3; 8)

(
∂

∂s
+ a

∂

∂t

)(
∂4u

∂t4
− ∂4u

∂s2∂t2

)
= F3;

9)

(
a
∂

∂s
+
∂

∂t

)(
∂4u

∂s4
+

∂4u

∂s2∂t2

)
= F3;

где a ∈ R, а F2, F3-вполне определенные функции, зависящая от s, t, u и из частные производные по
s, t до четвертого порядка включительно.

Доказательство. 1) Пусть уравнение (6) имеет один пятикратный действительный корень: t1 = λ1.
Тогда, уравнение (5) имеет один пятикратный общий интеграл- ψ1(x, y) = y − λ1x = const. Положим
ξ = ξ(x, y), η = ψ1(x, y), где ξ(x, y)- любая функция, не зависящая от ψ1(x, y). Тогда в силу леммы
2 и равенства (3), ak ≡ 0, k = 1, 5 и a0 ̸= 0. Поэтому уравнение (2) принимает вид uξξξξξ = F2, где
F2 = F1/a0.

2) Пусть уравнение (6) имеет один четырёхкратный корня t1 = λ1 и один простой (некратный)
действительного корня t2 = λ2. Тогда, уравнение (5) имеет один четырёхкратный ψ1(x, y) = y − λ1x =
const и один простой ψ2(x, y) = y−λ2x = const общие интегралы. Положим ξ = η = ψ1(x, y), ; Ψ2(x, y).
Тогда, в силу леммы 2.2 и равенства (3), ak ≡ 0, k = 0, 5, k ̸= 1 и a1 ̸= 0, в силу чего, уравнение (2)
принимает вид uξξξξη = F2, где F2 = F1/a1.

3) Пусть уравнение (6) имеет один трёхкратный корня t1 = λ1 и один двух кратный действительного
корня t2 = λ2. Тогда, уравнение (5) имеет один трёхкратный ψ(x, y) = y − λ1x = const и один двух
кратный ψ2(x, y) = y − λ2x = const общие интегралы. Положим η = ψ1(x, y), ξ = ψ2(x, y). Тогда, в
силу леммы 2.2 и равенства (3), ak ≡ 0, k = 0, 5, k ̸= 2 и a2 ̸= 0, в силу чего, уравнение (2) принимает
вид uξξξηη = F2, где F2 = F1/a2.

4) Пусть уравнение (6) имеет один трехкратный t1 = λ1 и два различных t2 = λ2, t3 = λ3 действительного
корня. Тогда уравнение (5) имеет один трехкратный ψ1(x, y) = y − λ1x = const и два различных
ψ2(x, y) = y − λ2x = const, ψ3(x, y) = y − λ3x = const общие интегралы. Кроме того, в этом случае,
уравнению (8), то есть уравнению (1) можно написать в виде:

A0

(
∂

∂x
+ λ1

∂

∂y

)3 (
∂

∂x
+ λ2

∂

∂y

)(
∂u

∂x
+ λ3

∂u

∂y

)
= F. (9)

Из всех возможних замен переменных, рассмотрим замену η = ψ1(x, y), ξ = ψ2(x, y).

Тогда ∂
∂x = ξx

∂
∂ξ + ηx

∂
∂η== −λ2 ∂

∂ξ − λ1
∂
∂η , ∂

∂y = ξy
∂
∂ξ + ηy

∂
∂η=

∂
∂ξ + ∂

∂η .

Подставляя эти выражения ∂
∂xи ∂

∂y в уравнение (9) имеем:

[
(λ3 − λ2)

∂

∂ξ
+ (λ3 − λ1)

∂

∂η

]
∂4u

∂ξ3∂η
= F1, (10)

где F1 = −F
/
A0 (λ2 − λ1)

4.

Для дальнейшего упрощения уравнения (10) введем замену t = (λ3 − λ1) ξ, s = (λ3 − λ2) η, J =
sξtη − sηtξ ̸= 0. Тогда, учитывая ∂

∂ξ = sξ
∂
∂s + tξ

∂
∂t = (λ3 − λ1)

∂
∂t ,

∂
∂η = sη

∂
∂s + tη

∂
∂t = (λ3 − λ2)

∂
∂s , из

уравнения (10) получим новое уравнение в виде(
∂

∂s
+
∂

∂t

)
∂4u

∂s∂t3
= F3,

где F3 = F1

/[
(λ3 − λ2)

2
(λ3 − λ1)

4
]
.

5) Пусть уравнение (6) имеет один трехкратный действительный и два комплексно-сопряженных
корней: t1 = λ1, t4 = α+ βi, t5 = α− βi. Тогда уравнение (5) имеет один трехкратный действительный
ψ1(x, y) = y − λ1x = const и два различных комплексно-сопряженных φ(x, y) = y − αx− iβx = const,
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φ ∗ (x, y) = y − αx+ iβx = const общие интегралы, где α, , β, λ ∈ R и β ̸= 0. Кроме того, в этом случае,
уравнению (8), то есть уравнению (1) можно писать в виде:

A0

(
∂

∂x
+ λ1

∂

∂y

)3 (
∂2u

∂x2
+ 2α

∂2u

∂x∂y
+ (α2 + β2)

∂2u

∂y2

)
= F (11)

Из все возможних замены переменных, рассмотрим замену ξ = y − αx, η = βx. Тогда
∂

∂x
= ξx

∂

∂ξ
+ ηx

∂

∂η
== −α ∂

∂ξ
+ β

∂

∂η
,
∂

∂y
= ξy

∂

∂ξ
+ ηy

∂

∂η
=

∂

∂ξ
.

Подставляя эти выражения ∂
∂xи ∂

∂y в уравнение (11) имеем:[
(λ1 − α)

∂

∂ξ
+ β

∂

∂η

]3 (
∂2u

∂ξ2
+
∂2u

∂η2

)
= F1, (12)

где F1 = F
/
A0β

2.

Если λ1 = α, тогда уравнение (12) имеет вид: ∂3

∂η3

(
∂2u
∂ξ2 + ∂2u

∂η2

)
= F 2 , где F 2 = F

/
A0β

5.

Пусть λ1 ̸= α. Для дальнейшего упрощения уравнения (12) введем замену переменных

s = s(ξ, η), t = t(ξ, η), (13)

причем J = sξtη − sηtξ ̸= 0, тогда ∂
∂ξ = sξ

∂
∂s + tξ

∂
∂t ,

∂
∂η = sη

∂
∂s + tη

∂
∂t . Учитывая это, из уравнение (12)

получим новое уравнение в виде[
((λ1 − α) sξ + βsη)

∂

∂s
+ ((λ1 − α) tξ + βtη)

∂

∂t

]3 [
(s2ξ + s2η)

∂2u

∂s2
+ 2(sξtξ + sηtη)

∂2u

∂s∂t
+ (t2ξ + t2η)

∂2u

∂t2

]
= F2.

(14)

Чтобы уравнение (14) имело более простой вид, в качестве замену (13) берем s = (λ1 − α) ξ + βη, t =
βξ − (λ1 − α) η (причем,J = sξtη − sηtξ = − (λ1 − α)

2 − β2 ̸= 0).

Тогда, уравнение (12) имеет вид ∂3

∂s3

(
∂2u
∂s2 + ∂2u

∂t2

)
= F3, где F3 = F2

/[
(λ1 − α)

2
+ β2

]5
.

6) Пусть уравнение (6) имеет два различных t1 = λ1 и t2 = λ2 двукратный и один простой (некратный)
t3 = λ3 действительного корня.

Тогда уравнение (5) имеет два различных ψ1(x, y) = y − λ1x = const и ψ2(x, y) = y − λ2x = const двух
кратный и один простой (некратный) ψ3(x, y) = y − λ3x = const действительные общие интегралы.
Кроме того, в этом случае, уравнению (8), то есть уравнению (1) можно написать в виде:

A0

(
∂

∂x
+ λ1

∂

∂y

)2 (
∂

∂x
+ λ2

∂

∂y

)2 (
∂u

∂x
+ λ3

∂u

∂y

)
= F (15)

Из всех возможних замен переменных, рассмотрим замену η = ψ1(x, y), ξ = ψ2(x, y). Тогда ∂
∂x =

ξx
∂
∂ξ + ηx

∂
∂η=−λ2 ∂

∂ξ − λ1
∂
∂η , ∂

∂y = ξy
∂
∂ξ + ηy

∂
∂η=

∂
∂ξ + ∂

∂η .

Подставляя эти выражения ∂
∂xи ∂

∂y в уравнение (15) имеем:[
(λ3 − λ2)

∂

∂ξ
+ (λ3 − λ1)

∂

∂η

]
∂4u

∂ξ2∂η2
= F2, (16)

где F2 = F1

/
(λ2 − λ1)

4.

Для дальнейшего упрощения уравнения (16) введем замену t = (λ3 − λ1) ξ, s = (λ3 − λ2) η (причем
J = sξtη − sηtξ = − (λ3 − λ1) (λ3 − λ2) ̸= 0).

Тогда, учитывая ∂
∂ξ = sξ

∂
∂s + tξ

∂
∂t = (λ3 − λ1)

∂
∂t ,

∂
∂η = sη

∂
∂s + tη

∂
∂t = (λ3 − λ2)

∂
∂s , из уравнения (16)

получим новое уравнение в виде
(

∂
∂s + ∂

∂t

)
∂4u

∂s2∂t2 = F3 , где F3 = F2

/[
(λ3 − λ2)

3
(λ3 − λ1)

3
]
.
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7) Пусть уравнение (6) имеет два различных, двукратных комплексно-сопряженных и один дей-
ствительного корня: t1 = α + βi, t2 = α − βi и t3 = λ3. Тогда уравнение (5) имеет два различных
комплексно-сопряженных и один действительный общие интегралы: φ(x, y) = y − αx− iβx = const,
φ ∗ (x, y) = y − αx+ iβx = const и ψ3(x, y) = y − λ3x = const, где α, β, λ3 ∈ R и β ̸= 0.

Кроме того, в этом случае, уравнению (8), то есть уравнению (1) можно писать в виде:

A0

(
∂2

∂x2
+ 2α

∂2

∂x∂y
+ (α2 + β2)

∂2

∂y2

)2 (
∂u

∂x
+ λ3

∂u

∂y

)
= F. (17)

Из всех возможных замен переменных, рассмотрим замену ξ = y − αx, η = βx. Тогда

∂

∂x
= ξx

∂

∂ξ
+ ηx

∂

∂η
== −α ∂

∂ξ
+ β

∂

∂η
,
∂

∂y
= ξy

∂

∂ξ
+ ηy

∂

∂η
=

∂

∂ξ
.

Подставляя эти выражения ∂
∂xи ∂

∂y в уравнение (17) имеем:(
∂2

∂ξ2
+

∂2

∂η2

)2 [
(λ1 − α)

∂u

∂ξ
+ β

∂u

∂η

]
= F1, (18)

где F1 = F
/
A0β

4.

Если λ1 = α, тогда уравнение (18) имеет вид:
(

∂2

∂ξ2 + ∂2

∂η2

)2
∂u
∂η = F 2 , где F 2 = F

/
A0β

5.

Пусть λ1 ̸= α. Для дальнейшего упрощения уравнения (18), аналогично в случае 5), введем замену
s = (λ1 − α) ξ + βη, t = βξ − (λ1 − α) η (причем, J = sξtη − sηtξ = − (λ1 − α)

2 − β2 ≠ 0) и из уравнения

(18) получим новое уравнение в виде:
(

∂2

∂s2 + ∂2

∂t2

)2
∂u
∂s = F3 , где F3 = F2

/[
(λ1 − α)

2
+ β2

]5
.

8) Пусть уравнение (6) имеет один t1 = λ1 двукратный и три t2 = λ2, t3 = λ3, t4 = λ4 простой
(некратный) действительного корня.

Тогда уравнение (5) имеет один ψ1(x, y) = y − λ1x = const двух кратный и три простой (некратный)
ψ2(x, y) = y − λ2x = const, ψ3(x, y) = y − λ3x = const, ψ4(x, y) = y − λ4x = const действительный общие
интегралы. Кроме того, в этом случае, уравнению (8), то есть уравнению (1) можно написать в виде:

A0

(
∂

∂x
+ λ1

∂

∂y

)2 (
∂

∂x
+ λ2

∂

∂y

)(
∂

∂x
+ λ3

∂

∂y

)(
∂u

∂x
+ λ4

∂u

∂y

)
= F. (19)

Рассмотрим замену η = y−λ1x, ξ = y−λ2x. Тогда ∂
∂x = ξx

∂
∂ξ + ηx

∂
∂η=−λ2 ∂

∂ξ −λ1
∂
∂η , ∂

∂y = ξy
∂
∂ξ + ηy

∂
∂η=

∂
∂ξ + ∂

∂η .

Подставляя эти выражения ∂
∂xи ∂

∂y в уравнение (19), имеем:[
(λ3 − λ2)

∂

∂ξ
+ (λ3 − λ1)

∂

∂η

] [
(λ4 − λ2)

∂

∂ξ
+ (λ4 − λ1)

∂

∂η

]
∂3u

∂ξ2∂η
= F2, (20)

где F2 = F1

/
(λ2 − λ1)

3.

Для дальнейшего упрощения уравнения (20) введем замену t = (λ3 − λ1) ξ, s = (λ3 − λ2) η, J =
sξtη − sηtξ ̸= 0.

Тогда, учитывая ∂
∂ξ = sξ

∂
∂s + tξ

∂
∂t = (λ3 − λ1)

∂
∂t ,

∂
∂η = sη

∂
∂s + tη

∂
∂t = (λ3 − λ2)

∂
∂s , из уравнения

(20) получим новое уравнение в виде
(

∂
∂s + a ∂

∂t

) (
∂4u
∂s∂t3 − ∂4u

∂s2∂t2

)
= F3, где a = (λ4−λ2)(λ3−λ1)

(λ4−λ1)(λ3−λ2)
,F3 =

F2

[(λ3−λ2)
3(λ3−λ1)

3(λ4−λ1)]
.

9) Пусть уравнение (6) имеет один t1 = λ1 двукратный и один t2 = λ2 простой (некратный) действитель-
ного корня и два комплексно-сопряженных корней t4 = α+ βi, t5 = α− βi. Тогда уравнение (5) имеет
один двукратный ψ1(x, y) = y − λ1x = const и один простой (некратный) ψ2(x, y) = y − λ2x = const
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действительный и два различных комплексно-сопряженных φ(x, y) = y − αx − iβx = const,
φ ∗ (x, y) = y − αx + iβx = const общие интегралы. Кроме того, в этом случае, уравнению (8), то
есть уравнению (1) можно написать в виде:

A0

(
∂2

∂x2
+ 2α

∂2

∂x∂y
+ (α2 + β2)

∂2

∂y2

)(
∂

∂x
+ λ1

∂

∂y

)2 (
∂u

∂x
+ λ2

∂u

∂y

)
= F. (21)

Рассмотрим замену ξ = y − αx, η = βx. Тогда

∂

∂x
= ξx

∂

∂ξ
+ ηx

∂

∂η
= −α ∂

∂ξ
+ β

∂

∂η
,
∂

∂y
= ξy

∂

∂ξ
+ ηy

∂

∂η
=

∂

∂ξ
.

Подставляя эти выражения ∂
∂xи ∂

∂y в уравнение (11), имеем:[
(λ1 − α)

∂

∂ξ
+ β

∂

∂η

]2 [
(λ2 − α)

∂

∂ξ
+ β

∂

∂η

](
∂2u

∂ξ2
+
∂2u

∂η2

)
= F1, (22)

где F1 = F
/
A0β

2.

Если λ1 = α или λ2 = α, тогда уравнение (22) имеет вид:(
a ∂
∂ξ + ∂

∂η

)(
∂4u

∂ξ2∂η2 + ∂4u
∂η4

)
= F 2 или

(
a ∂
∂ξ + ∂

∂η

)2(
∂3u

∂ξ2∂η + ∂3u
∂η3

)
= F 2,

где a = (λ2−α)
β или a = (λ1−α)

β , F 2 = F1

/
β3.

Пусть λ1 ̸= α. Для дальнейшего упрощения уравнения (22) введем замену переменных s = s(ξ, η), t =
t(ξ, η), причем J = sξtη − sηtξ ≠ 0, тогда ∂

∂ξ = sξ
∂
∂s + tξ

∂
∂t ,

∂
∂η = sη

∂
∂s + tη

∂
∂t . Учитывая это, из уравнения

(22) получим[
((λ1 − α) sξ + βsη)

∂

∂s
+ ((λ1 − α) tξ + βtη)

∂

∂t

]2 [
((λ2 − α) sξ + βsη)

∂

∂s
+ ((λ2 − α) tξ + βtη)

∂

∂t

]
[
(s2ξ + s2η)

∂2u

∂s2
+ 2(sξtξ + sηtη)

∂2u

∂s∂t
+ (t2ξ + t2η)

∂2u

∂t2

]
= F2. (23)

Если, в качестве замену переменных берем s = (λ1 − α) ξ + βη, t = βξ − (λ1 − α) η (причем, J =

sξtη − sηtξ = − (λ1 − α)
2 − β2 ̸= 0), тогда, уравнение (22) имеет вид

(
a ∂
∂s + ∂

∂t

) (
∂4u
∂s4 + ∂4u

∂s2∂t2

)
= F3, где

a =
((λ2−α)(λ1−α)+β2)

β(λ2−λ1)
, F3 = F2

/[(
(λ1 − α)

2
+ β2

)3

β (λ2 − λ1)

]
.

Теорема 2.1 доказано. □
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Аннотация

Настоящее исследование посвящено к изучению 2-локальных дифференцирований на
алгебре Окубо. Доказано, что любое 2-локальное дифференцирование алгебры Окубо
является дифференцированием.

Ключевые слова: Алгебра Окубо; дифференцирование; 2-локальное дифференцирование.
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1. Введение
В 1997 г. П. Шемрл [12] ввел понятия 2-локального дифференцирования и 2-локального автоморфизма.
Отображение ∆ : L → L (не обязательно линейное) на алгебре L называется 2-локальным диффе-
ренцированием, если для всяких x, y ∈ L существует дифференцирование Dx,y : L → L такое, что
Dx,y(x) = ∆(x) и Dx,y(y) = ∆(y). Понятие 2-локального автоморфизма определяется аналогичным
образом. Для данной алгебры L основная задача, связанная с этими понятиями, состоит в том, чтобы
доказать, что они автоматически являются дифференцированиями (соответственно, автоморфизмами)
или привести примеры 2-локальных дифференцировании или автоморфизмов на L, которые не являются
дифференцированиями или автоморфизмами, соответственно.

Решение этой задачи для конечномерных алгебр Ли над алгебраически замкнутым полем нулевой
характеристики было получено в работах [1, 3, 11]. В частности, в работе [3] доказано, что каждое
2-локальное дифференцирование на полупростой алгебре Ли является дифференцированием и что
каждая конечномерная нильпотентная алгебра Ли с размерностью больше чем 2, содержит 2-локальные
дифференцирования, которые не являются дифференцированием. Для 2-локальных автоморфизмов
в работе [11] авторы доказали, что если L – простая алгебра Ли типа Al, Dl или Ek, (k = 6, 7, 8) над
алгебраически замкнутым полем нулевой характеристики, то каждый 2-локальный автоморфизм L
является автоморфизмом. Аналогичные результаты относительно 2-локальных дифференцирований и
автоморфизмов на простых алгебрах Лейбница были получены в [2]. А в работе [1] Ш. А. Аюпов и К.
К. Кудайбергенов обобщили результат, полученный в работе [11], и доказали, что каждый 2-локальный
автоморфизм конечномерной полупростой алгебры Ли над алгебраически замкнутым полем нулевой
характеристики является автоморфизмом. Более того, они показали, что каждая нильпотентная алгебра
Ли конечной размерности больше чем 2, содержит 2-локальные автоморфизмы, которые не являются
автоморфизмами.

В работах [5, 6, 13] были изучены 2-локальные дифференцирования бесконечномерных алгебр Ли над
полем нулевой характеристики и доказано, что все 2-локальные дифференцирования алгебры Витта
являются (глобальными) дифференцированиями и что каждое 2-локальное дифференцирование на
алгебре Вирасоро является дифференцированием. В работе [4] авторы доказали, что каждое 2-локальное
дифференцирование обобщенной алгебры Витта W (F ) над векторным пространством Fn является
дифференцированием, где F – поле нулевой характеристики.
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Последние годы внимание были обращены к изучению локальных и 2-локальных дифференцировании
композиционных алгебр и симметричных композиционных алгебр.

В работе [7] были изучены локальные и 2-локальные дифференцирования алгебры октонионов. Приведен
общий вид локальных дифференцирований на вещественной алгебре октонионов OR. Из этого описания
следует, что пространство всех локальных дифференцирований на OR, снабженное скобкой Ли, изо-
морфно алгебре Ли so7(R) всех вещественных кососимметрических 7× 7-матриц. А также рассмотрены
2-локальные дифференцирования на алгебре октонионов OF над алгебраически замкнутым полем F
нулевой характеристики и доказано, что каждое 2-локальное дифференцирование на OF является диф-
ференцированием. Далее были применены эти результаты к аналогичным задачам для простой 7-мерной
алгебры Мальцева. В качестве следствия получено, что вещественная алгебра октонионов OR и алгебра
Мальцева M7(R) являются простыми неассоциативными алгебрами, допускающими чисто локальные
дифференцирования, т. е. локальные дифференцирования, не являющиеся дифференцированиями.

В работе [14] были изучены локальные дифференцирования алгебры Окубо и доказано, что каждое
локальное дифференцирования алгебры Окубо над полем характеристики отличного от 2, 3 является
дифференцированием.

В настоящей работе изучаются 2-локальные дифференцирования алгебры Окубо.

2. Предварительные сведения
В этом разделе приведем необходимые определения и некоторые известные результаты.

Определение 2.1. Композиционная алгебра S с умножением ∗ и нормой n называется симметричной,
если полярная форма нормы ассоциативна:

n(x ∗ y, z) = n(x, y ∗ z) (1)
для любых x, y, z ∈ S.

Определение 2.2. Симметричная композиционная алгебра (O, ∗, n) называется алгеброй Окубо над F
(характеристики ̸= 3).

Для приведения необходимых свойств симметричных композиционных алгебр нам сначала понадобится
следующая лемма.

Лемма 2.1 [9]. Пусть (S, ∗, n) – алгебра, снабженная невырожденной квадратичной формой n. Тогда n
мультипликативна, а ее полярная форма ассоциативна тогда и только тогда, когда он удовлетворяет

(x ∗ y) ∗ x = n(x)y = x ∗ (y ∗ x) (2)
для любых x, y ∈ S.

Приведем конструкцию алгебры Окубо над полем F, charF ̸= 3, более близкую к исходному определению
из [10]. Рассмотрим алгебру 3× 3 матриц R = M3(F) и предположим, что F содержит примитивные
кубические корни ω, ω2 из 1. Определим на sl3 умножение по правилу

x ∗ y = ωxy − ω2yx− ω − ω2

3
tr(xy)1. (3)

Другими словами, x ∗ y – это проекция ωxy − ω2yx на sl3(F) относительно разложения R = F1⊕ sl3(F).
Произвольный элемент x ∈ R удовлетворяет уравнению Кэли–Гамильтона

x3 − tr(x)x2 + s(x)x− det(x)1 = 0,

где s(x) – квадратичная форма. Если char F ̸= 2, то s(x) =
1

2

(
tr(x)2 − tr

(
x2
))

, так что если s(x, y)

является полярной формой s(x), т. е. s(x, y) = s(x+ y)− s(x)− s(y), то s(x, y) = tr(x)tr(y)− tr(xy). Это
справедливо даже для характеристики 2. В частности, s(x, y) = −tr(xy) для любых x, y ∈ sl3(F). Так
как форма следа невырождена на sl3(F), то квадратичная форма s(x) невырождено.

Тогда для любых x, y ∈ R выражение (x ∗ y) ∗ x является проекцией на sl3(F) ω(x ∗ y)x− ω2x(x ∗ y), т. е.
проекция

ω

(
ωxy − ω2yx− ω − ω2

3
tr(xy)1

)
x− ω2x

(
ωxy − ω2yx− ω − ω2

3
tr(xy)1

)
=

=
(
ω + ω2

)
xyx− yx2 − x2y −

(
ω − ω2

)2
3

tr(xy)x = −
(
x2y + xyx+ yx2

)
− tr(xy)x.
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Но для любого x ∈ sl3(F), x3+s(x)−det(x)1 = 0, поэтому для любых x, y ∈ sl3(F), в силу линеаризацией
получаем x2y + xyx+ yx2 + s(x, y)x+ s(x)y ∈ F1. Так как s(x, y) = −tr(xy), то заключаем

(x ∗ y) ∗ x = s(x)y,

и также x ∗ (y ∗ x) = s(x)y. Поэтому, по лемме 2.1 (sl3(F), ∗, s) является симметричной композиционной
алгеброй. С другой стороны, для любых x, y ∈ sl3(F) мы имеем x ∗ y = y ∗ x тогда и только тогда,
когда ωxy − ω2yx = ωyx − ω2xy, и это выполняется тогда и только тогда, когда xy = yx. Но sl3(F)
имеет тривиальный центр (мы предполагаем, что char F ̸= 3 ), поэтому (sl3(F), ∗, s) – восьмимерная
симметрическая композиционная алгебра с тривиальным коммутативным центром, а значит, алгебра
Окубо.

Уравнение (2) показывает, что всякое дифференцирование d алгебры Окубо (O, ∗) принадлежит
ортогональной алгебре Ли относительно ее нормы n. Если характеристика F отлично от 2, 3, то
n (x, y) = −tr (xy) для любого x, y ∈ O = sl3(F). Тогда из (3) следует, что, если мы расширим d до M3 (F)
с помощью d (1) = 0, то получим дифференцирование M3 (F), и наоборот. Всякое дифференцирование
M3 (F) имеет вид adx : y 7→ [x, y] = xy − yx для элемента x ∈ sl3(F).
Теорема 2.1 [8]. Пусть F – поле характеристики отличной от 2, 3. Тогда Der (O, ∗) изоморфно
алгебре sl3(F):

Der (O, ∗) = {ad∗x (: y 7→ x ∗ y − y ∗ x) : x ∈ O} .

Теорема 2.2 [14]. Пусть O – алгебра Окубо над полем F характеристики ̸= 2, 3. Тогда всякое локальное
дифференцирование алгебры O является дифференцированием.

3. 2-локальные дифференцирования алгебры Окубо
В этом разделе мы изучим 2-локальные дифференцирования алгебры Окубо.

Если характеристика поле F отлично от 3, то билинейное форма имеет вид
n(x, y) = tr(x ∗ y)

для всякого x, y ∈ O = sl3(F).

Возьмем элементы x =

1 0 0
0 ω 0
0 0 ω2

 , y =

(
0 0 1
1 0 0
0 1 0

)
. Тогда билинейная форма

n(x, y) = tr
(
xT y

)
= tr

1 0 0
0 ω 0
0 0 ω2

(0 0 1
1 0 0
0 1 0

) = tr

0 1 1
ω 0 0
0 ω2 0

 = 0,

tr(x ∗ y) = tr

1

6
(3 +

√
−3)

1 0 0
0 ω 0
0 0 ω2

(0 0 1
1 0 0
0 1 0

)
+

+
1

6
(3−

√
−3)

(
0 0 1
1 0 0
0 1 0

)1 0 0
0 ω 0
0 0 ω2

−

− 1

3

tr

1 0 0
0 ω 0
0 0 ω2

(0 0 1
1 0 0
0 1 0

)(1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
= tr

1

6
(3 +

√
−3)

0 0 1
ω 0 0
0 ω2 0

+
1

6
(3−

√
−3)

0 0 ω2

1 0 0
0 ω 0

−

− 1

3

tr

0 0 1
ω 0 0
0 ω2 0

(1 0 0
0 1 0
0 0 1

) = 0.

Лемма 3.1. Пусть ∆– 2-локальное дифференцирование на алгебре Окубо. Тогда ∆ является линейным.
Доказательство. Сначала покажем tr(∆(x) ∗ y) = −tr(x ∗∆(y)). Действительно
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tr(∆(x) ∗ y + x ∗∆(y)) = tr((x ∗ a− a ∗ x) ∗ y + x ∗ (y ∗ a− a ∗ y))
= tr((x ∗ a) ∗ y − (a ∗ x) ∗ y + x ∗ (y ∗ a)− x ∗ (a ∗ y))
= tr(x ∗ (a ∗ y)− (a ∗ x) ∗ y + x ∗ (y ∗ a)− x ∗ (a ∗ y))
= tr(x ∗ (y ∗ a)− (a ∗ x) ∗ y) = 0.

Следовательно, tr (∆ (x) ∗ y) = −tr (x ∗∆(y)).

Для произвольных a, b, c ∈ O обозначим x = a+ b, y = c. Мы имеем, что

tr (∆ (a+ b) ∗ c) = −tr ((a+ b) ∗∆(c))

= −tr (a ∗∆(c))− tr (b ∗∆(c))

= tr (∆ (a) ∗ c) + tr (∆ (b) ∗ c)
= tr ((∆ (a) + ∆ (b)) ∗ c) .

т.е.
tr (∆ (a+ b) ∗ c) = tr ((∆ (a) + ∆ (b)) ∗ c) .

Так как c ∈ O произвольный элемент, то отсюда получим, что ∆(a+ b) = ∆(a) + ∆(b), т.е. ∆ является
аддитивным.

Теперь покажем, что ∆ однородно. Действительно, для каждого x ∈ O и для λ ∈ C существует
дифференцирования Dx,λx такой, что ∆(x) = Dx,λx (x) и ∆(λx) = Dx,λx (λx). Тогда

∆(λx) = Dx,λx (λx) = λDx,λx (x) = λ∆(x) .

Следовательно, ∆ однородным. Таким образом, ∆ является линейным оператором. Лемма 3.1 доказана.
□

Следующая теорема является основным результатом данной работы.

Теорема 3.1. Пусть O алгебра Окубо над полем F характеристики ̸= 2, 3. Тогда каждое 2-локальное
дифференцирование ∆ : O → O является дифференцированием.

Доказательство. В силу Леммы 3.1 2-локальное дифференцирование ∆ является линейным. Тогда в
силу Теорема 2.2 ∆ является дифференцированием. Теорема 3.1 доказана. □
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Аннотация

В работе исследуются спектральные вопросы одной несамосопряженной задачи типа
Бицадзе-Самарского. Найдены собственные значения, соответствующие собственные
функции, а также найдены условия существования присоединенных функций. Также
изучаются спектральные вопросы сопряженной задачи. Далее, доказывается полнота, а
также базисность Рисса систем корневых функций этих задач.

Ключевые слова: задачи типа Бицадзе-Самарского; несамосопряженная задача; собственные и
присоединенные функции; полнота; базис Рисса
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1. Введение и постановка задачи
Как известно, применение метода Фурье в решении краевых задач для уравнений в частных производных
приводит к задаче на собственные значения и основное место в этом занимает вопрос о разложимости
произвольной функции в биортогональный ряд по системе собственных (и присоединенных) функций
этой задачи. Известно, что в случае самосопряженного оператора система собственных функций всегда
образует ортонормированный базис и в этом случае вышеуказанная проблема теоретически решена [1].
А что касается несамосопряженных операторов, то решение вышеуказанной проблемы, неоднозначно
(см., например [2]). Как известно, система собственных функций в этом случае может оказаться даже
неполной и возникает проблема их дополнять так называемыми присоединенными функциями.

Надо отметить, что система собственных и присоединенных функций несамосопряженных операторов
определяется неоднозначно, то есть существуют различные подходы построения систем собствен-
ных и присоединенных функций несамосопряженных операторов. Отметим известные работы [3], [4]
М.В.Келдыша, где была построена теория присоединенных функций и доказана полнота системы
собственных и присоединенных функций широкого класса несамосопряженных дифференциальных
уравнений. Также отметим работу [5] Н.И. Ионкина, где предложен другой способ построения при-
соединенных функций несамосопряженного дифференциального оператора. В.А. Ильиным указан
конструктивный метод построения так называемой приведенной системы собственных и присоединен-
ных функций общего несамосопряженного обыкновенного дифференциального оператора, а также
доказаны необходимые и достаточные условия ее базисности [6]-[7].

Отметим работы [8]-[10] М.Садибекова и С.Сарсенби, где предлагаются и обосновываются новые форму-
лы построения цепочек присоединенных функций несамосопряженных дифференциальных операторов.

В предлагаемой работе исследуются спектральные вопросы одной нелокальной задачи типа Бицадзе-
Самарского. Задача такого типа для эллиптического дифференциального уравнения, возникающая
в теории плазмы, впервые была сформулирована и исследована А.В.Бицадзе и А.А.Самарским [11].
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В процессе исследования данной задачи, найдены собственные числа, построены соответствующие
собственные функции этой задачи, а также сопряженной задачи, исследована их полнота и базисность.
Отметим также работы [12], [13], где исследовались аналогичные задачи.

Рассмотрим спектральную задачу:

−X ′′(x) = λX(x) = 0, 0 < x < 1, (1)

X ′0) = 0, X(1) = X(x0), (2)

где λ - спектральный параметр, x0 - действительное число из интервала 0 < x0 < 1.

Необходимость изучения таких задач возникает при исследовании краевых задач для уравнений в част-
ных производных спектральным методом, когда относительно одной из пространственной переменной
задаются условия вида (2).

2. Исследование задачи (1)-(2)
Находим собственные значения λ и собственные функции X(x) задачи (1)-(2). При λ < 0 задача (1)-(2)
имеет только тривиальное решение, поэтому рассмотрим случай λ ≥ 0. В этом случае получим, что
рассматриваемая задача имеет собственные значения вида

λ0 = 0, λn1 =

(
2nπ

1 + x0

)2

, λk2 =

(
2kπ

1− x0

)2

, n, k ∈ N, (3)

которым соответствуют собственные функции

Xn1(x) = 1, Xn1(x) = cos
√
λn1x,Xk2(x) = cos

√
λk2x, n, k ∈ N, (4)

причем, нетрудно видеть, что эти собственные функции не являются ортогональными.

Далее, попробуем ответить на следующие вопросы:

1) Существует ли значения k и n при котором собственные значения из (3) совпадают?

2) Что мы можем сказать о полноте полученной системы?

Ответ на первый вопрос положительный. Действительно, приравнивая последние два выражения из
(3), получим, что собственные значения могут совпадать при следующих условиях на k и n:

∆k,n = x0,∆k,n =
n− k

n+ k
, n > k, k, n ∈ N. (5)

Ответ на второй вопрос, в общем, отрицательный. Потому что, из предыдущего пункта, следует, что
система (4) не будет полной при выполнении условия (5), так как, в этом случае уменьшается количество
собственных функций и здесь возникает проблема нехватки собственных функций. Поэтому выясним,
когда корневое пространство (пространство собственных и присоединенных функций) дифференци-
ального оператора −X ′′, соответствующее задаче (1)-(2) состоит только из собственных функций, или
когда существуют присоединенные функции этого оператора.

Лемма 2.1. У системы (4) существуют присоединенные функции только для тех собственных
значений λn1 , λk2 , n, k ∈ N задачи (1), (2), для которых имеет место соотношение (5). Для каждой
такой паре (n, k) существует только одна присоединенная функция.

Доказательство. Построим резольвенту оператора −X ′′, соответствующей задаче (1), (2), т.е. находим
решение следующей задачи

−X ′′(x) = λX(x) + f(x), (6)

X ′(0) = 0, X(1) = X(x0), 0 < x0 < 1, (7)

где λ - комплексный параметр.

Общее решение однородного дифференциального уравнения, соответствующее (6) имеет вид

X(x) = C1X1(x) + C2X2(x),

где C1, C2 - произвольные действительные числа, µ =
√
−λ, X1(x) =

1
µshµx, X2(x) = chµx - фундамен-

тальная система решений уравнения (6).
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Отметим, что мы фундаментальную систему решений подбирали специально таким образом, чтобы
учитывать и случай λ = 0, так как имеет место lim

µ→0
X1(x) = x, lim

µ→0
X2(x) = 1.

Для нахождения общего решения неоднородного уравнения (6), мы применим метод вариации постоян-
ных, где C1(x), C2(x) - функции аргумента x. Тогда общее решение уравнения (6) имеет вид

X(x) = C1 ·
shµx

µ
+ C1 · chµx− 1

µ

x∫
0

f(t)shµ(x− t)dt. (8)

Далее, удовлетворяя формулой (8) краевые условия (7), нетрудно получить резольвенту в виде

X(x) = F1(1, λ)− F1(x0, λ)− F2(x, λ), (9)

где

F1(x, λ) =
chµx

µ(chµx− chµx0)

x∫
0

f(t)shµ(x− t)dt,

F2(x, λ) =
1

µ

x∫
0

f(t)shµ(x− t)dt.

Определим особые точки резольвенты (9) как функции комплексного переменного λ и определим тип
этих точек.

Функция F2(x, λ) не имеет особых точек, кроме λ = 0. Разлагая функцию shµ(x − t) в ряд Тейлора
в окрестности этой точки, получим, что точка λ = 0 является устранимой особой точкой функции
F2(x, λ).

Рассмотрим функцию F1(1, λ). Как и в случае F2(x, λ), разлагая функцию chµx− chµx0 в ряд Тейлора
в окрестности точки λ = 0 нетрудно увидеть, что точка λ = 0 является полюсом первого порядка
функции F1(1, λ). Пусть теперь λ ̸= 0. Тогда, учитывая формулы

√
−λ = i

√
λ, shiz = i sin z, chiz = cos z,

находим, что в этом случае особыми точками функции F1(1, λ) являются вещественные положительные
числа вида λn1, λn2, n ∈ N из (3), при этом:

1) число λ0 = 0 является полюсом резольвенты первого порядка.

2) числа λn1, λk2, n, k ∈ N , для которых ∆k,n ̸= x0, являются полюсами резольвенты первого порядка.

3) числа λn1, λk2, n, k ∈ N , для которых имеет место соотношение (5), являются полюсами резольвенты
второго порядка.

Отсюда следует, что в первых двух случаях собственные числа являются простыми, каждому из них
соответствует только одна собственная функция, а в третьем случае существуют присоединенные
функции, причем количество таких функций для каждой фиксированной паре (n, k) равно 1 [3].

Переходим к исследованию полноты собственных и присоединенных функций задачи (1)-(2). Для этого
рассмотрим следующую задачу

−X ′′(x) = f(x), X ′0) = 0, X(1) = X(x0), (10)

где x0 ∈ (0, 1), f(x) ∈ L2(0, 1).

Далее, ведём оператор L0, определенный равенством L0X = −X ′′, с областью определением D(L0) =
{X(x) ∈ C∞[0, 1] : X ′0) = 0, X(1) = X(x0)}. Пусть L - оператор, полученный замыканием оператора L0,
в норме L2(0, 1).

Имеет место:

Теорема 2.1. Система корневых функций оператора L полна в L2(0, 1).

При доказательстве этой теоремы используем следующий критерий о базисности, полученной в работе
[14]:
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Теорема 2.2 [14]. Пусть A - замкнутый линейный оператор, заданный на всюду плотном линеале в
гильбертовом пространстве H, резольвента которого Rλ вполне непрерывен, и пусть существует
плотное множество S пространство H и последовательность окружностей Γn с центром в начале
координат, обладающих следующими свойствами:

1) на Γn нет собственных значений оператора A.

2) радиусы окружностей Γn неограниченно возрастает при λ→ ∞.

3) для любого вектора f ∈ S резольвента Rλ удовлетворяет условию: max
λ∈Γn

∥Rλf∥ → 0 при n→ ∞.

Тогда система собственных и присоединенных векторов оператора A полна в H.

Доказательство теоремы 2.1. Рассмотрим задачу (10) и построим резольвенту R(L, λ) этого оператора в
явном виде. Нетрудно увидеть, что её ядро можно представить в виде

(Rλf)(x) = (R1f)(x) + (R2f)(x), (11)

где ядра операторов в правой части (11) имеют вид

R1(x, t, λ) = G(x, t, λ), R2(x, t, λ) =
chµx

[chµx− chµx0]
·G(x0, t, λ). (12)

Здесь µ2 = −λ, λ - комплексное число,

G(x, t, λ) =
1

µ · chµx

{
chµx · shµ(1− t), 0 ≤ x ≤ t,
chµt · shµ(1− x), t ≤ x ≤ 1.

(13)

Рассмотрим случай Imλ ̸= 0. Из (12), (13) непосредственным вычислением получим, что функция
R1(x, t, λ) является резольвентой следующей самосопряженной задачи

−y′′ = λy(x) + f(x), y′(0) = 0, y(1) = 0. (14)

Тогда для R1 из [15] следует следующая оценка

∥R1∥L2(Ω) ≤
1

|r sinφ|
, Imλ ̸= 0,

где r = |λ|, φ = arg λ.

Так как Imλ ̸= 0 ⇔ sinφ ̸= 0, из этой оценки следует, что max
λ∈Γn

∥R1∥L2(Ω) → 0 при n→ ∞, и при этом в

качестве окружности, упомянутой в теореме 2.2 можно взять любую окружность.

Пусть теперь Imλ = 0 ⇔ sinφ = 0 ⇔ |λ| = r, µ = ±i
√
λ⇒ |µ| =

√
r. Учитывая (12) и (13), оценим норму

R1

||R1||2L2(Ω) ≤
∫∫
Ω

|G(x, t, λ)|2dxdt.

Интеграл в правый части вычисляется в явном виде. Действительно, учитывая, что µ - мнимое число,
а также формулы

shz = −i sin iz, chz = i cos iz,

после некоторых несложных вычислений, получим, что∫∫
Ω

|G(x, t, λ)|2dxdt = 1

4rcos2
√
r

(
1 +

1

2
√
r

)
.

Таким образом для R1 получим оценку

||R1f ||L2(Ω) ≤
1

2| cos
√
r|

√
1

r

(
1 +

1

2
√
r

)
.

Так как число нулей функции cos
√
r счетно, то всегда существует последовательность чисел

{rn}∞n=1, rn → ∞, для которой значение правой части последнего неравенства стремится к нулю,
и значит ||R1||L2(Ω) → 0, λ→ ∞, λ ∈ Γn = {λ : |λ| = rn}.
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Аналогичным образом получим следующую оценку для нормы оператора R2:

||R2||L2(Ω) ≤ √
r
⇔ |R2||L2(Ω) ≤

C√
|λ|
,

где λ ∈ Γn - достаточно большое по модулю число, C > 0 - конечное число, зависящее от λ и x0. И в
этом случае ||R2λ||L(Ω) → 0, λ→ ∞, λ ∈ Γn = {λ : |λ| = rn}.
Таким образом, последовательность окружностей Γn, обладающих свойствами, приведенной в теореме
2.2 существует, при этом ∥Rλ(L)∥L2(Ω) → 0 при r → ∞. Отсюда следует, что система корневых функций
оператора L полна в L2(0, 1).

Теорема 2.1 доказана. □

Теперь находим те значения x0, при которых соотношение (5) имеет место. Пусть x0 рациональное
число из интервала (0, 1), т.е. x0 = p

q ∈ (0, 1) и (p, q) = 1. Отсюда легко следует такой тривиальный
факт, что q + p и q − p одновременно либо четное или нечетное. Учитывая всё это, легко доказать, что
имеет место:

Лемма 2.2. Пусть x0 рациональное число из (0, 1), то есть x0 = p
q , где p и q взаимно простые

натуральные числа, причем p < q. Тогда существует счетное число значений n и k, такие, что двух
серий собственных чисел из (3) имеет место λn1 = λk2, причем k и n имеют вид k = s(q − p) и
n = s(q + p). Здесь s ∈ N , когда q − p нечетное и 2s ∈ N , когда q − p четное.

Из этой леммы, а также теоремы 2.1 следует, что

Следствие 2.1. Пусть x0 иррациональное число из (0,1). Тогда собственные значения задачи (1)-(2)
простые, имеющие вид (3), а система собственных функций (4) полна в L2(0, 1).

Следствие 2.2. Пусть x0 рациональное число из (0, 1), то есть x0 = p
q , где (p, q) = 1 и q−p = 1, 2. Тогда

для двух множеств собственных чисел {λn1}∞n=1 и {λk2}∞k=1 из (3) имеет место следующее включение
{λk2}∞k=1 ⊂ {λn1}∞n=1, т.е. множество собственных чисел {λk2}∞k=1 содержится во множестве {λn1}∞n=1.

Наряду с задачей (1)-(2), также рассмотрим задачу, сопряженную к этой задаче. Нетрудно определить,
что сопряженной к ней будет следующая задача

−Y ′′(x) = λY (x), x ∈ (0, x0) ∪ (x0, 1), (15)

Y ′(0) = 0, Y (1) = 0, (16)
Y (x0 + 0) = Y (x0 − 0), Y ′(1) = Y ′(x0 + 0)− Y ′(x0 − 0). (17)

Отметим, что решение уравнения (15), удовлетворяющее условиям (16), (17), находится однозначно, т.
е. рассматриваемая задача не имеет дополнительных условий. Эту задачу можно рассматривать как
две краевые задачи с условиями склеивания вида (17).

Теперь, учитывая лемму 2.1 и следствия 2.1 и 2.2 находим корневые функции этих задач.

Рассмотрим случай, когда x0 иррациональное число из (0, 1). В этом случае получим две серии
собственных чисел вида (3), которым соответствуют собственные функции вида (4), причём все эти
функции разные и не ортогональные.

Задача (15)-(17) также имеет собственные числа вида (3). Решая эту задачу, нетрудно видеть, что
собственные функции имеют вид

{Y0(x);Yn1(x);Yn2(x)}, n ∈ N, (18)

где

Y0(x) =


2

1 + x0
, x ∈ [0, x0],

2

1− x20
(1− x), x ∈ [x0, 1],

,

Yn1(x) =


4

1 + x0
cos

√
λn1x, x ∈ [0, x0],

2

(1 + x0) sin
√
λn1

sin
√
λn1(1− x), x ∈ [x0, 1],

,
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Yn2(x) =

 0, x ∈ [0, x0],
2

(1− x0) sin
√
λn2

sin
√
λn2x, x ∈ [x0, 1],

.

Имеет место

Лемма 2.3. Системы функций (4) и (18) являются биортогональными, то есть имеет место

(X0(x), Y0(x))L2(0,1)
= 1, (Xni(x), Y0(x))L2(0,1)

= (X0(x), Yni(x))L2(0,1)
= 0, i = 1, 2,

(Xk1(x), Ynj(x))L2(0,1)
=

{
1, k = n, j = 1,
0, k ̸= n, j = 1, 2,

, (Xk2(x), Ynj(x))L2(0,1)
=

{
1, k = n, j = 2,
0, k ̸= n, j = 1, 2,

.

Доказательство леммы 2.3 проводится непосредственно с помощью вычисления соответствующих
интегралов.

Перейдем к изучению базисности систем (4) и (18). Имеет место:

Лемма 2.4. Пусть x0 иррациональное число. Тогда существуют последовательности n1m и n2m, для
которых ∥Ynim

(x)∥L2(0,1)
→ ∞, i = 1, 2.

При доказательстве леммы используем следующую теорему о приближении иррациональных чисел с
рациональными числами [16, 17].

Теорема Дирихле. Пусть α-действительное число, а t-натуральное число. Тогда существуют целые
числа p и q такие, что выполняются неравенства∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

qt
, 0 < q ≤ t.

Так как q ≤ t, отсюда также следует, что ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

q2
. (19)

Доказательство леммы. Докажем лемму при i = 2. Для удобства записи, вместо n2 используем n. Пусть

r =
1− x0

2
, где x0- иррациональное число, тогда λn = λn2

=
(πn
r

)2

. Как следует из (19), неравенство∣∣∣r − n

s

∣∣∣ < 1

s2
имеет бесконечно много решений, которые обозначим через nm и sm. Таким образом∣∣∣r − nm

sm

∣∣∣ < 1
s2m

. Отсюда ∣∣∣nmπ
r

− πsm

∣∣∣ = πsm
r

∣∣∣∣r − nm
sm

∣∣∣∣ < πsm
r

1

s2m
=

π

rsm
.

Учитывая это получим

sin2
πnm
r

< sin2
π

rsm
⇒ 1

sin2 πnm

r

>
1

sin2 π
rsm

→ ∞,m→ ∞.

Так как
∥Yn2s

(x)∥L2(0,1)
=

4

sin2 πnm

r

,

отсюда и следует доказательство леммы в случае i = 2. Аналогичным образом получим доказательство
леммы при i = 1. □

Из этой леммы следует

Следствие 2.3. Пусть x0 – любое иррациональное число из интервала (0, 1). Тогда системы корневых
(собственных) функций задач (1)-(2) и (15)-(17) не образуют базис Рисса в L2(0, 1).

Отметим, что более подробную информацию о базисах Рисса можно найти в работе [18].

Рассмотрим теперь случай, когда x0 рациональное число из (0, 1). С учетом леммы 2.1 и следствия 2.2
изучаем случай q − p = 1. Случай q − p ≥ 2 исследуется аналогично.
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Пусть q − p = 1. В этом случае, решая задачу (1)-(2), получаем, что собственные значения этой задачи
имеют вид

λ0 = 0, λn1
=

(
2nqπ

p+ q

)2

, λk2
= (2kqπ)

2
, n, k ∈ N,n ̸= k(q + p),

им соответствуют собственные функции (4), а также для каждого значения λk2 существуют присоеди-
ненные функции вида X̃k2(x) = x sin

√
λk2x. Таким же образом находим собственные и присоединенные

функции сопряженной задачи (15)-(17) в случае q−p = 1. Полученные результаты приведены в таблице
1.

Таблица 1
No. Собственные числа Собственные и присоединен-

ные функции основной зада-
чи

Собственные и присоединенные
функции сопряженной задачи

1 λ0 = 0 X0(x) = 1, x ∈ [0, 1] Y0(x) =

{
2

1+x0
, x ∈ [0, x0]

2(1−x)
1−x2

0
, x ∈ [x0, 1]

2 λn1 =
(

2qπn
q+p

)2

n ̸= k(q + p), k, n ∈ N

Xn1(x) = cos
√
λn1x, x ∈ [0, 1] Yn1(x) =

{
4 cos

√
λn1x

1+x0
, x ∈ [0, x0]

2 sin
√
λn1(1−x)

(1+x0) sin
√
λn1

, x ∈ [x0, 1]

3 λn2 = (2qnπ)
2, n ∈ N Xn2(x) = cos

√
λn2x, x ∈ [0, 1] Ỹn2 =

{
4 cos

√
λn2x

1+x0
, x ∈ [0, x0]

4(1−x) cos
√
λn2x

1−x2
0

, x ∈ [x0, 1]

4 λn2 = (2qnπ)
2, n ∈ N X̃n2(x) = x sin

√
λn2x, x ∈ [0, 1] Yn2(x) =

{
0, x ∈ [0, x0]
4 sin

√
λn2x

1−x2
0

, x ∈ [x0, 1]

Теперь изучаем базисность найденных систем корневых функций.

Лемма 2.5. Пусть x0 любое рациональное число из интервала (0, 1), такое что q − p = 1. Тогда
системы корневых функций задач (1)-(2) и (15)-(17) образуют базис Рисса в L2(0, 1).

При доказательстве леммы воспользуемся следующей теоремой.

Теорема 2.3 [19]. Пусть H - гильбертово пространство. Следующие три утверждения эквивалент-
ны:

1) система {φj}∞1 образует базис Рисса в H;

2) система {φj}∞1 минимальна и полна в H, система {φj}∞1 и биортогоналная система {ψj}∞1
бесселева в H;

3) система {φj}∞1 равномерно минимальна, бесселева и гильбертова в H.

Доказательство леммы 2.5. Как следует из п.2 теоремы 2.3, для доказательства базисности Рисса
систем {X0(x);Xni(x); X̃n2(x)} и {Y0(x);Yni(x); Ỹn2(x)}, i = 1, 2 достаточно установить минимальность и
полноту системы {X0(x);Xni(x); X̃n2(x)}, i = 1, 2, а также бесселевость обеих систем. Полнота системы
следует из теоремы 2.1, а минимальность следует из той же теоремы и леммы 2.3. Бесселевость этих
систем следует из бесселевости систем типа {sin(an+b)x} и {cos(an+b)x} на любом конечном интервале
для любого вещественного a ≠ 0, b ([19], стр.36). Аналогично доказывается базисность корневых функций
задач (1)-(2) и (15)-(17) в случае q − p ≥ 2. □
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Ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglama uchun Bitsadze-Samarskiy turidagi masala
Kadirkulov Baxtiyor, Ergashev Okiljon

Maqolada Bitsadze-Samarskiy turidagi o‘z-o‘ziga qo‘shma bo‘lmagan masalaning spektral muammolari
o‘rganilgan. Qaralayotgan masalaning xos qiymatlari, ularga mos xos funksiyalari topilib, ergashuvchi
funksiyalarning mavjudligi shartlari aniqlangan. Shu bilan birga qo‘shma masala ham o‘rganilib, topilgan
o‘zak funksiyalar tizimlarining to‘liqligi va Riss bazisi bo‘lishligi isbotlangan.

Kalit so‘zlar: Bitsadze-Samarskiy turidagi masala; o‘z-o‘ziga qo‘shma bo‘lmagan masala; xos va ergashuvchi
funksiyalar; to‘lalik; Riss bazisi.
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On a problem of the Bitsadze-Samarskii type for a second-order ordinary differential
equation

Kadirkulov Baxtiyor, Ergashev Okiljon

The paper investigates the spectral questions of a non-self-adjoint problem of the Bitsadze-Samarskii type.
Eigenvalues corresponding to eigenfunctions are found, and conditions for the existence of associated functions
are found. Spectral questions of the adjoint problem are also studied. Next, we prove the completeness and
also the Riesz basis property of the systems of root functions of these problems.

Keywords: Bitsadze-Samarskii type problem; non-self-adjoint problem; eigenfunctions and associated
functions; completeness; Riesz basis.
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Аннотация

Получена асимптотическая формула для количества представлений достаточно большо-
го натурального N в виде b1p1 + b2p2 + b3p3 = N с условиями∣∣∣∣bipi − N

3

∣∣∣∣ ≤ H, H ≥ (b1b2b3)
4
3N

2
3 (lnN)60, bi ≤ (lnN)Bi ,

где bi — натуральные числа, b1, b2 b3, N попарно взаимно простые, Bi — произвольные
фиксированные положительные числа.

Ключевые слова: тернарная проблема Гольдбаха; почти равные слагаемые; короткая тригонометри-
ческая сумма с простыми числами; малая окрестность центров больших дуг.

MSC 2020: 11D85

1. Введение
Обозначения. N > N0 – натуральное число, ε — произвольное положительное число, не превосходящее
0.00001, ordp(n) — наибольшая степень простого числа p, делящего целое число n, то есть pordp(n)∥n;

S(a, q) =

q∑
m=1

e

(
amn

q

)
, γn(λ;x, y) =

∫ 0,5

−0,5

e
(
λ
(
x− y

2
+ yu

)n)
du.

По теореме Дирихле, каждое α из отрезка [0, 1] можно представить в виде

α =
a

q
+ λ, (a, q) = 1, 1 ≤ q ≤ τ, |λ| ≤ 1

qτ
.

С помощью M(P ) обозначим те числа α, для которых выполняется условие q ≤ P , P < Q, а с помощью
m(P ) обозначим остальные α. M(P ) и m(P ) соответственно будем называть большими и малыми дугами.

И.М. Виноградов [1, 2] в 1937 году построил метод оценок тригонометрических сумм с простыми
числами, основу которого составляют решето Виноградова и метод сглаживания двойных сумм. В
частности он впервые получил оценку линейной тригонометрической суммы, то есть при k = 1
нетривиальную оценку сумму вида

Sk(α,N) =
∑
m≤N

Λ(m)e(αmk),
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в малых дугах m((lnN)b) и ему удалось вывести асимптотическую формулу для числа представле-
ний нечётного N в виде суммы трëх простых чисел, что является решением тернарной проблемы
Гольдбаха. Короткую линейную тригонометрическую сумму Германа Вейля с простыми числами вида
S1(α;x, y) впервые начал исследовать И.М. Виноградов [1]. Он, воспользовавшись своим методом
оценки тригонометрических сумм с простыми числами, получил нетривиальную оценку в малых дугах
m(exp(c(ln lnx)2)), τ = x

1
3 при условии y > x

2
3+ε. К.В. Хазелгров [3] для суммы S1(α;x, y) получил

нетривиальную оценку в малых дугах m((lnN)b) и формулу с остаточным членом в больших дугах
M((lnN)b) при условии

y ≥ xθ, θ =
63

64
+ ε.

Пользуясь этими результатами ему удалось решить тернарную задачу Гольдбаха с почти равными
слагаемыми, конкретно для количества решений диофантова уравнения вида

p1 + p2 + p3 = N,

∣∣∣∣pi − N

3

∣∣∣∣ ≤ H, H ≥ Nθ, (1)

нашёл асимптотическую формулу.

Пан Чен-дон и Пан Чен-бьяо [4] на базе метода оценок тригонометрических сумм с простыми числами
И.М. Виноградова и новых теорем о плотности нулей L-рядов Дирихле в узких прямоугольниках
критической полосы, разработали новый метод, с помощью которого доказали для суммы вида S(α;x, y)
нетривиальную оценку в малых дугах m((lnN)b) и формулу с остаточным членом в больших дугах
M((lnN)b) при условии

y ≥ xθ, θ =
2

3
+ ε.

В 1991 г. Т. Жан [5], используя метод Пан Чен-дона и Пан Чен-бьяо и оценку М. Ютилы [6] о четвёртом
моменте L-функций Дирихле, заменил показатель θ на

5

8
+ ε.

Наилучший результат в этой задаче принадлежит Ж. Чаохуа [7]. Он доказал, что диофантово уравнение
(1) разрешимо с показателем

θ =
7

12
+ ε.

A. Baker [8] доказал: если λ1, λ2, λ3− ненулевые действительные числа, не одного знака, причем хотя
бы одно из отношений λi/λj иррационально, тогда для любого натурального n существует бесконечно
много простых чисел p1, p2, p3, удовлетворяющих неравенству

|λ1p1 + λ2p2 + λ3p3| ≤ (ln p)−n, p = max(p1, p2, p3).

Он в процессе доказательства этого результата воспользовавшись круговым методом и поведением
линейных тригонометрических сумм вида

S1(biα,N) =
∑
p≤N

e(biαp)

как в больших так и в малых дугах, при выполнении определенных условий исследовал разрешимость
уравнения

b1p1 + b2p2 + b3p3 = N, (2)
в простых числах p1, p2, p3, где b1, b2, b3 и N — целые числа.

Основным результатом этой работы является теорема 1.1 об асимптотической формуле для количества
решений диофантово уравнение (2) при условии, что слагаемые bipi почти равны, а коэффициенты
b1, b2, b3 не превосходят произвольной фиксированной положительной степени логарифма от числа N .
Теорема 1.1. Пусть b1, b2, b3, N попарно взаимно простые натуральные числа, N > N0, B1, B2, B3

произвольные фиксированные положительные числа, bi ≤ (lnN)Bi , I(N,H) число решений диофанто-
вого уравнения

b1p1 + b2p2 + b3p3 = N,

∣∣∣∣bipi − N

3

∣∣∣∣ ≤ H,
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в простых числах p1, p2 и p3. Тогда при H ≥ (b1b2b3)
4
3N

2
3 (lnN)60 справедлива асимптотическая

формула:

I(N,H) =
3S(b1, b2, b3, N) H2

b1b2b3 (lnN)3
+O

(
H2 ln lnN

b1b2b3(lnN)4

)
,

S(b1, b2, b3, N) =
∏
p

(
1 +

1

(p− 1)3

) ∏
p|b1b2b3N

(
1− 1

p2 − 3p+ 3

)
.

С помощью кругового метода Харди, Литтлвуда, Рамануджана в форме тригонометрических сумм
И. М. Виноградова доказательство теоремы 1.1 сведено к трём следующим задачам, которые решены в
теоремах 1.2 и 1.3 и заключаются в следующем:

• исследования поведения специальных коротких линейных тригонометрических сумм с простыми
числами вида

S1(bα;x, y) =
∑

x−y<n≤x

Λ(n)e(bαn),

в малых окрестностях центра больших дуг M((lnN)c1);
• нахождение нетривиальных оценок этих коротких тригонометрических сумм в больших дугах
M((lnN)c1) кроме малых окрестностей их центров;

• получение нетривиальных оценок сумм S1(bα;x, y) в малых дугах m((lnN)c1).

Теорема 1.2. Пусть x ≥ x0, A, B, c1 и c2 — абсолютные постоянные числа, c2 ≤ c1, b — натуральное
число, b ≤ (lnx)B,

α =
a

q
+ λ, (a, q) = 1, |λ| ≤ 1

qτ
, 1 ≤ q ≤ h, h = (lnx)c1 , τ =

y2

x(lnx)c2
.

Тогда при y ≥ x
5
8 bh(lnx)2,25A+81 справедливо равенство

S1(bα;x, y) =
µ
(

q
(b,q)

)
φ
(

q
(b,q)

) sinπbλy

πbλ
e
(
bλ
(
x− y

2

))
+O

(
y(lnx)−A

)
.

Теорема 1.3. Пусть x ≥ x0, A — абсолютная постоянная, y ≥ bx
2
3 (lnx)

8
3A+52, b — натуральное

число,

α =
a

q
+

θ

q2
, (a, q) = 1, b(lnx)4A+82 < q ≤ y2

x
(lnx)−4A−82, |θ| ≤ 1.

Тогда справедлива оценка
S1(bα;x, y) ≪

y

(lnx)A
.

2. Вспомагательные леммы
Лемма 2.1. [9]. Пусть χq — примитивный характер по модулю q. Тогда

τ(χ̄q)χq(n) =

q∑
m=1

χ̄q(m)e

(
mn

q

)
,

где

τ(χq) =

q∑
m=1

χq(m)e

(
m

q

)
, |τ(χq)| =

√
q.

Лемма 2.2. [10]. Пусть 2 ≤ T0 ≤ x, ρ = β + iγ — нетривиальные нули функции L(s, χ). Тогда

ψ(x, χ) = E0x−
∑

|γ|≤T0

xρ

ρ
+R(x, T0, χ), R(x, T0, χ) ≪

x(lnx)2

T0
,

где E0 = 1, если χ = χ0; E0 = 0, если χ ̸= χ0.
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Лемма 2.3. [9]. Для любого ε > 0 существует c = c(ε) такое, что если χ1 — действительный
характер по модулю q и β1 — действительный нуль L(s, χ1), то

β1 ≤ 1− c(ε)

qε
.

Лемма 2.4. [11]. Пусть действительная функция — f(u), и монотонная функция — g(u) удовлетво-
ряют условиям: f ′(u) — монотонна, |f ′(u)| ≥ m1 > и |g(u)| ≤M . Тогда справедлива оценка:∫ b

a

g(u)e(f(u))du≪ M

m1
.

Лемма 2.5.[12]. При подходящем c > 0 функция L(s, χ), s = σ + it не имеет нулей в области

σ ≥ 1− δ(q, t), δ(q, t) =
c

max(ln q, ln3/4(|t|+ 3) ln3/4 ln(|t|+ 3))
,

для всех характеров χ по mod q, за исключением, быть может простого действительного нуля β1
у L–функции, определенной исключительным характером χ1.

Лемма 2.6. Пусть ε сколь угодна малая положительная постоянная, A — произвольное фиксиро-
ванное положительные число, T

7
22+ε ≤ H ≤ T и q ≤ lnA T , тогда справедливы оценки∑

χmod q

(N(u, T +H,χ)−N(u, T, χ)) ≪ (qH)c(1−u)(ln qH)33,

где c = 2, 4, если 1
2 ≤ α ≤ 2

3 или 5
6 ≤ α ≤ 1; и c = 8

3 , если 2
3 < α < 5

6 .

Эта лемма доказывается методом работы [13]

Лемма 2.7.[14]. При x ≥ 2 имеем∑
n≤x

τkr (n) ≪ x (lnx)
rk−1

, k = 1, 2.

Лемма 2.8. [15]. При вещественном α, подчинённом условиям

α =
a

q
+

θ

q2
, (a, q) = 1, 1 ≤ q ≤ N, |θ| ≤ 1,

а) для суммы

Vg =

g+q′∑
z=g

min

(
U,

1

∥αz∥

)
, q′ < q, U > 0

имеем неравенство
Vg ≪ U + q ln q,

б) а для суммы

V =
∑

0<z≤0,5q

1

∥αz∥
имеем неравенство

V ≪ q ln q.

Лемма 2.9. [16]. Пусть f(n) — произвольная комплекснозначная функция, u1 ≤ x, r ≥ 1,

Ck
r =

r!

k!(r − k)!
, λ(n) =

∑
d\n, d≤u1

µ(n).

Тогда имеет место тождество:∑
n≤x

Λ(n)f(n) =

r∑
k=1

(−1)k−1Ck
r

∑
m1≤u1

µ(m1) · · ·
∑

mk≤u1
m1···mkn1···nk≤x

µ(mk)
∑
n1

· · ·
∑
nk

lnn1f(m1n1 · · ·mkmk)+
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+(−1)r
∑

n1≥u1

λ(n1) · · ·
∑

nr≥u1
m1···mkn1···nk≤x

λ(nr)
∑
m

Λ(m)f(n1 · · ·nrm).

Лемма 2.10. Пусть y ≥ x
7
12+ε, тогда справедлива асимптотическая формула

π(x)− π(x− y) =
y

lnx
+O

(
y

ln2 x

)
.

3. Поведение специальных коротких линейных тригонометрических сумм с
простыми числами в больших дугах
В этом пункте докажем теорему о поведении тригонометрической суммы

S1(bα;x, y) =
∑

x−y<n≤x

Λ(n)e(bαn),

в больших дугах M((lnx)c1), τ = y2x−1(lnx)−c2 , где c1, c2 — произвольные фиксированные положитель-
ные числа.

Доказательство теоремы 1.2.

Не ограничивая общности будем считать, что

y = x
5
8 bh(lnx)2,25A+81. (3)

Для удобства с помощью обозначений q1 =
q

(b, q)
и b1 =

b

(b, q)
чисел q и b представим в виде

b = b1(b, q), q = q1(b, q), 1 ≤ q1 ≤ q, (b1, q1) = 1.

Пользуясь свойством ортогональности характеров, затем леммой 2.1, находим

S1(bα;x, y) =

q1∑
k=1

e

(
ab1k

q1

) ∑
x−y<n≤x

Λ(n)e (bλn)
1

φ(q1)

∑
χ mod q1

χ(k)χ(n) +O((lnx)2) =

=
1

φ(q1)

∑
χ mod q1

q1∑
k=1

χ(k)e

(
ab1k

q1

) ∑
x−y<n≤x

Λ(n)χ(n)e(bλn) +O((lnx)2) =

=
1

φ(q1)

∑
χ mod q1

χ(ab1)τ(χ)
∑

x−y<n≤x

Λ(n)χ(n)e(bλn) +O((lnx)2) (4)

Применяя преобразование Абеля в интегральной форме, имеем:∑
x−y<n≤x

Λ(n)χ(n)e(bλn)

Пользуясь леммой 2.2 при T0 =
(
xy−1 + |bλ|x

)
q

1
2
1 (lnx)

A+3, найдем

∑
x−y<n≤x

Λ(n)χ(n)e(bλn) = −
∫ x

x−y

E0u−
∑

|γ|≤T0

uρ

ρ

 de(bλu)+

+e(bλx)

E0x−
∑

|γ|≤T0

xρ

ρ

− e(bλ(x− y))

E0(x− y)−
∑

|γ|≤T0

(x− y)ρ

ρ


−
∫ x

x−y

R(u, T0)2πibλe(bλu)du+ e(bλx)R(x, T0)− e(bλ(x− y))R(x− y, T0).

Применяя к первому интегралу формулу интегрирования по частям и, пользуясь оценкой для R(u, T0)
из леммы 2.2, находим∑

x−y<n≤x

Λ(n)χ(n)e(bλn) = E0

∫ x

x−y

e(bλu)du−
∑

|γ|≤T0

∫ x

x−y

uρ−1

ρ
e(bλu)du+O

(
y

q
1
2 (lnx)A+1

)
=
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= E0
sinπbλy

πbλ
e
(
bλ
(
x− y

2

))
−
∑

|γ|≤T0

I(ρ, bλ) +O

(
y

q
1
2
1 (lnx)

A+1

)
,

I(ρ, bλ) =

∫ x

x−y

uβ−1e
(
bλu+

γ

2π
lnu
)
du.

Отсюда и из (4) для S1(bα;x, y), найдем следующее выражение:

S1(bα;x, y) =
µ(q1)

φ(q1)

sinπbλy

πbλ
e
(
bλ
(
x− y

2

))
−W (bα;x, y)− E1W1(bα;x, y) +O(y(lnx)−A), (5)

W (bα;x, y) =
1

φ(q1)

∑
χ mod q1

χ(ab1)τ(χ)
∑

|γ|≤T0

ρ ̸=β1

I(ρ, bλ),

W1(bα;x, y) =
χ1(ab)τ(χ1)

φ(q1)
I(β1, bλ),

где E1 = 1, если по модулю q1 существует действительный характер χ1 такой, что L(s, χ1) имеет
действительный нуль β1,

β1 ≥ 1− c

ln q
,

и E1 = 0 в противном случае.

3.1. Оценка |W1(bα;x, y)|
Воспользовавшись тривиальными оценками суммы τ(χ1) и интеграла I(β1, λ), найдем

|W1(bα;x, y)| =
∣∣∣∣τ(χ1)

φ(q1)

∫ x

x−y

uβ1−1

β1
e(bλu)du

∣∣∣∣≪ yxβ1−1.

Согласно лемме 2.3, имея в виду, что q1 < q ≤ (lnx)c1 , при ε = (2c1)
−1, имеем

xβ1−1 = exp ((β1 − 1) lnx) ≤ exp

(
−c(ε) lnx

qε

)
≤ exp

(
−c(ε) lnx

(lnx)bε

)
= exp(−c(ε)

√
lnx).

Следовательно
|W1(bα;x, y)| ≪ y exp

(
−c(ε)

√
lnx
)
≪ y(lnx)−A. (6)

3.2.Преобразование |W (bα;x, y)|
Переходя к оценкам, имеем

|W (bα;x, y)| ≤ 1

φ(q1)

∑
χ mod q1

|τ(χ̄)||w(bλ, χ)|, w(bλ, χ) =
∑

|γ|≤T0

ρ̸=β1

|I(ρ, bλ)| , (7)

где β1 — действительный нуль, если по модулю q1 существует действительный характер χ1 такой, что
L(s, χ1) имеет действительный нуль β1 ≥ 1 − c

ln q . Сумму |W (α;x, y)| оценим в случае λ ≥ 0. Случай
λ ≤ 0, сводится к случаю λ ≥ 0 с помощью соотношения

w(bλ, χ) =
∑

|γ|≤T0

ρ ̸=β1

∣∣∣I(ρ, bλ)∣∣∣ = ∑
|γ|≤T0

ρ ̸=β1

∣∣∣∣∫ x

x−y

uβ−1e

(
−bλu− 1

2π
γ lnu

)
du

∣∣∣∣ =
=
∑

|γ|≤T0

ρ ̸=β1

|I(ρ̄,−bλ)| =
∑

|γ|≤T0

ρ̸=β1

|I(ρ,−bλ)| = w(−bλ, χ),

Воспользовавшись леммой 2.4, при M = xβ−1, f(u) = bλu+ γ
2π lnu и m1 = min f ′(u), оценим

тригонометрический интеграл I(ρ, bλ). Найдем

|I(ρ, λ)| ≤ xβ−1

min |f ′(u)|
=

xβ

min |xf ′(u)|
, f ′(u) = bλ+

γ

2πu
=
γ + 2πkbλu

2πu
.
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Отсюда и из тривиальной оценки

|I(ρ, bλ)| ≤
∫ x

x−y

uβ−1du ≤ yxβ−1,

получим

|I(ρ, bλ)| ≤ xβ min

(
y

x
,

1

min |xf ′(u)|

)
.

Эту оценку, пользуясь соотношением

|xf ′(u)| = |γ + 2πkbλu| x

2πu
≥ 1

2π
|γ + 2πkbλu|,

представим в виде

|I(ρ, bλ)| ≪ xβ min

(
y

x
,

1

min |γ + 2πkbλu|

)
. (8)

Подставляя эту оценку и оценку суммы τ(χ) в (7), а затем пользуясь соотношением q1/φ(q1) ≪ ln ln q1,
получим

|W (bα;x, y)| ≪
√
q1

φ(q1)

∑
χ mod q1

w(bλ, χ) ≪ ln(lnx)
√
q1

∑
χ mod q1

w(bλ, χ). (9)

Все нетривиальные нули ρ = β + iγ функции L(s, χ) с условием |γ| ≤ T0 разобьём на множества

D1 =

{
ρ : −T0 ≤ γ < −2πbλx− x

y

}
,

D2 =

{
ρ : −2πbλx− x

y
≤ γ ≤ −2πbλ(x− y) +

x

y

}
,

D3 =

{
ρ : −2πbλ(x− y) +

x

y
< γ ≤ T0

}
.

Через wj(bλ, χ), j = 1, 2, 3 обозначая интеграл I(ρ, bλ) по нулям ρ, принадлежащим множеству Dj и
представим сумму w(bλ, χ) в (7) в виде:

w(bλ, χ) = w1(bλ, χ) + w2(bλ, χ) + w3(χ, bλ). (10)

3.2.1.Преобразование w1(bλ, χ)

Ко всем членам неравенства, с помощью которых определяется множество D1, прибавляя слагаемое
2πbλu, x− y ≤ u ≤ x, получим

D1 =

{
ρ : −T0 + 2πbλu ≤ γ + 2πbλu < −2πbλx+ 2πbλu− x

y

}
.

Функция 2πbλu в интервале x−y ≤ u ≤ x монотонно возрастает, поэтому для правой границы множество
D1, имеем

−2πbλx+ 2πbλu− x

y
≤ −x

y
.

Следовательно, если ρ ∈ D1, то выполняется неравенство γ + 2πbλu < −x
y , поэтому в интервале

x− y ≤ u ≤ x для монотонно возрастающей функции γ + 2πbλu справедливо соотношение

min |γ + 2πbλu| = −max(γ + 2πbλu) = −γ − 2πbλx ≥ x

y
, если ρ ∈ D1.

Отсюда и из второй оценки (8), найдем

w1(bλ, χ) ≪
∑
ρ∈D1

xβ

−γ − 2πbλx
.

Все нетривиальные нули в множестве

D1 =

{
ρ : −T0 ≤ γ < −2πbλx− x

y

}
=

{
ρ :

x

y
≤ −γ − 2πbλx < T0 − 2πbλx

}
,
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разобьём на классы D11, . . . , D1r, r ≪ T0x
−1y, в класс D1n отнесём те нули ρ, для которых выполняется

условие:

nH < −γ − 2πbλx ≤ (n+ 1)H, H =
bhx

q1y
, 1 ≤ n ≤ r.

Следовательно

w1(bλ, χ) ≪
r∑

n=1

∑
ρ∈D1n

xβ

−γ − 2πbλx
≤ 1

H

r∑
n=1

∑
ρ∈D1n

xβ

n
≤

≤ (lnx)

H
max
1≤n≤r

∑
ρ∈D1n

xβ ≤ (lnx)

H
max
|T |≤T0

∑
T−H<γ≤T

xβ .

3.2.2.Преобразование w3(χ, bλ)

Ко всем членам неравенства, с помощью которых определяется множество D3, прибавляя слагаемое
2πbλu, x− y ≤ u ≤ x, получим

D3 =

{
ρ : 2πbλu− 2πbλ(x− y) +

x

y
< γ + 2πbλu ≤ T0 + 2πbλu

}
.

Функция 2πbλu в отрезке x− y ≤ u ≤ x монотонно возрастает, поэтому на левой границы множества
D3, имеет место неравенство

2πbλu− 2πbλ(x− y) +
x

y
≥ x

y
.

Отсюда следует, что если ρ ∈ D3, то имеет место неравенство γ + 2πbλu > x
y . Следовательно в отрезке

x− y ≤ u ≤ x для монотонно возрастающей функции γ + 2πbλu справедливо неравенство

min |γ + 2πbλu| = min(γ + 2πbλu) = γ + 2πbλ(x− y) ≥ x

y
, при ρ ∈ D3.

Отсюда и из второй оценки (8), находим

w3(χ, bλ) ≪
∑
ρ∈D3

xβ

γ + 2πbλ(x− y)
.

Все нетривиальные нули в множестве

D3 =

{
ρ :

x

y
≤ γ + 2πbλ(x− y) < T0 + 2πbλ(x− y)

}
,

разобьём на классы D31, . . . , D3r, r ≪ T0H
−1, в класс D3n отнесём те нули ρ, для которых выполняется

условие:

nH < γ + 2πbλ(x− y) ≤ (n+ 1)H, H =
bhx

q1y
, 1 ≤ n ≤ r.

Следовательно

w3(χ, bλ) ≪
r∑

n=1

∑
ρ∈D3n

xβ

γ + 2πbλ(x− y)
≤ 1

H

r∑
n=1

∑
ρ∈D3n

xβ

n
≤ (lnx)

H
max
|T |≤T0

∑
T−H<γ≤T

xβ .

3.2.3. Преобразование w2(bλ, χ)

Представляя множество D2 в виде

D2 =

{
ρ : −2πbλx− x

y
≤ γ ≤ −2πbλ(x− y) +

x

y

}
=

=

{
ρ : T1 − 2πbλy − 2x

y
≤ −γ ≤ T1

}
, T1 = 2πbλx+

x

y
≤ T0,

и имея в виду, что для длины множества D2 при |λ| ≤ 1

q1τ
, τ =

y2

x(lnx)c2
и c2 ≤ c1, выполняется

неравенство

2πbλy +
2x

y
≤ 2πby

q1τ
+

2x

y
=

2πbhx

q1y
· (lnx)

c2

h
+

2x

y
≪ bxh

q1y
= H,
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и пользуясь тривиальной оценкой тригонометрического интеграла I(ρ, bλ), то есть первой оценкой (8),
получим

w2(bλ, χ) ≤
∑
ρ∈D2

|I(ρ, bλ)| ≪ y

x

∑
ρ∈D2

xβ ≤ y

x
max
|T |≤T0

∑
T−H≤−γ≤T

xβ ≪ y

x
max
|T |≤T0

∑
T−H≤γ≤T

xβ .

3.3. Сведение оценки W (bα;x, y) к минимизации A1 и A2

Подставляя полученные оценки для w1(bλ, χ), w2(χ, bλ) и w3(χ, bλ) в (10), а потом в (9), а затем
воспользовавшись соотношением

ln lnx
√
q1

(
lnx

H
+
y

x

)
=

ln lnx
√
q1

(
q1 lnx

bh
+ 1

)
y

x
≪ y(lnx)2

x
,

находим

|W (bα;x, y)| ≪ ln(lnx)
√
q1

(
lnx

H
+
y

x

)
w(bλ, χ) ≪ y(lnx)2

x
max
|T |≤T0

vq1 (T,H) , (11)

vq1(T,U) =
∑

χ mod q1

∑
T−U<γ≤T

xβ , U ≤ T.

Сумму vq1 = vq1(T,U) оценим, воспользовавшись теоремой о плотности нулей нулей L-рядов Дирихле в
узких прямоугольниках критической полосы. Имеем

vq1 =
∑

χ mod q1

∑
T−U<γ≤T

(
lnx

∫ β

0

xudu+ 1

)
= lnx

∫ 1

0

xu
∑

χ mod q1

∑
T−U<γ≤T

β≥u

du+
∑

χ mod q1

∑
T−U<γ≤T

1 =

= lnx

∫ 1

0

xu
∑

χ mod q1

(N(u, T, χ)−N(u, T − U, χ)) du+
∑

χ mod q1

(N(T, χ)−N(T − U, χ)) .

Нетривиальные нули ρ = β + iγ расположены симметрично относительно критической прямой σ = 0.5.
Воспользовавшись этим свойством нулей, правую часть последнего равенства представим в виде

vq1(T,U) ≤ lnx

∫ 1

0,5

xu
∑

χ mod q1

(N(u, T, χ)−N(u, T − U, χ)) du+

+

(√
x lnx

2
+ 1

) ∑
χ mod q1

(N(T, χ)−N(T − U, χ)) ≤

≤ lnx max
u≥0,5

xu
∑

χ mod q1

(N(u, T, χ)−N(u, T − U, χ))+

+

(√
x lnx

2
+ 1

) ∑
χ mod q1

(N(T, χ)−N(T − U, χ)) ≤

≤ 2 lnx max
u≥0,5

xu
∑

χ mod q1

(N(u, T, χ)−N(u, T − U, χ)) .

Согласно лемме 2.5 функция L(u+ it, χ) не имеет нулей в области

u ≥ 1− δ(q1, t), δ(q1, t) =
c3

max
(
ln q1, (ln(t+ 3) ln ln(t+ 3))

3
4

) ,
для всех характеров χ mod q1, за исключением, быть может простого действительного нуля β1 у L-
функции, определенной исключительным характером χ1. Поэтому имея в виду, что δ(q1, T ) ≥ δ(q1, T0),
найдëм

vq1 (T,U) ≤ 2 lnx max
0,5≤u≤1−δ

xu
∑

χ mod q1

(N(u, T, χ)−N(u, T − U, χ)) . (12)
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Подставляя правую часть этого неравенства при U = H в (11), имеем

|W (α;x, y)| ≪ y(lnx)3

x
max
|T |≤T0

max
0,5≤u≤1−δ

xu
∑

χ mod q1

(N(u, T, χ)−N (u, T −H,χ)) .

Из определения параметра T0, условия |λ| ≤ 1

q1τ
, τ =

y2

x(lnx)c2
и (3), находим

T

H3
≤ T0(q1y)

3

(bxh)3
=

(q1y)
3

(bxh)3

(
x

y
q

1
2
1 + bq

1
2
1 |λ|x

)
(lnx)A+3 ≤ (q1y)

3

(bxh)3

(
x

y
q

1
2
1 +

bx

q
1
2
1 τ

)
(lnx)A+3 =

=

(
q3,51 y2

b3x2h3
+
q2,51 y(lnx)c2

b2xh3

)
(lnx)A+3 ≤

(
h0,5y2

b3x2
+
y(lnx)c2

b2xh0,5

)
(lnx)A+3 ≤ 1.

Таким образом, в последней сумме по χ mod q1 выполняется условие x
y ≥ T

1
3 , и к этой сумме можно

применить теорему о плотности нулей в узких прямоугольных критической полосы (лемму 2.6).

Согласно этой леммы, имеем

|W (α;x, y)| ≪ y(lnx)3

x
max

0,5≤u≤1−δ
xu(q1H)c(1−u)(ln qH)33 ≪ y(lnx)36

x
max

0,5≤u≤1−δ
xu
(
bhx

y

)c(1−u)

=

= bh(lnx)36
(
bhx

y

)c−1

max
0,5≤u≤1−δ

xu
( y

bhx

)cu
≪ A1 +A2 +A3, (13)

A1 = bh(lnx)36
(
bhx

y

)1,4

max
0,5≤u≤ 2

3

f1(u), f1(u) = xu
( y

bhx

)2,4u
> 0,

A2 = bh(lnx)36
(
bhx

y

) 5
3

max
2
3≤u≤ 5

6

f2(u), f2(u) = xu
( y

bhx

) 8
3u

> 0,

A3 = bh(lnx)36
(
bhx

y

)1,4

max
5
6≤u≤1−δ

f1(u).

3.4. Оценка A1

Воспользовавшись условиями q1 ≤ h, h = (ln c)c2 , 1 ≤ b ≤ (lnx)B и (3), имеем

f ′1(u) = f1(u)
(
lnx+ 2, 4 ln

( y

bhx

))
= 2, 4f1(u) ln

(
y

bhx
7
12

)
> 0,

то есть f1(u) монотонно возрастающая функция, поэтому пользуясь опять условием (3), имеем

A1 = bh(lnx)36
(
bhx

y

)1,4

f1

(
2

3

)
= y

(
x

5
8 bh(lnx)2,25A+81

y

) 4
5

x−
1
30 (lnx)−1,8A−28,8 ≪ y(lnx)−A.

3.5. Оценка A3

Пользуясь как в случае оценки A1, монотонностью функции f1(u), а затем условиями b ≤ (lnx)B ,
h = (lnx)c2 и (3), находим

A3 = bh(lnx)36
(
bhx

y

)1,4

f1(1− δ) = y

(
x

5
8 bh(lnx)2,25A+81

y

) 12
5 δ

x−0,1δ(lnx)36−54Aδ−194,4δ ≪

≪ yx−0,1δ(lnx)36.

Воспользовавшись условиями |λ| ≤ 1

q1τ
, τ =

y2

xh
, b ≤ (lnx)B , h = (lnx)c1 и (3), имеем

T0 =

(
x

y
+ bλx

)
q

1
2 (lnx)A+3 ≤

(
q

1
2x

y
+

hx2

q
1
2 y2

)
(lnx)A+3 ≤

(
x(lnx)c1

y
+
hx2

y2

)
(lnx)A+3 ≤ x,
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Пользуясь этим неравенством оценим снизу параметр δ = δ(q, T0). Имеем

δ(q, T0) =
c3

max
(
ln q, (ln(T0 + 3) ln ln(T0 + 3))

3
4

) ≥ c3

max
(
b ln(lnx), ((lnx) ln(lnx))

3
4

) ≥ c4(lnx)
−0,76.

Поэтому

A3 ≪ y exp(−0, 1δ(lnx)) · (lnx)36 ≪ y exp(−0, 1c4(lnx)
0,24) · (lnx)36 ≪ y(lnx)−A.

3.6. Оценка A2

Воспользовавшись условиями q1 ≤ h, h = (ln c)c1 , 1 ≤ b ≤ (lnx)B и (3), имеем

f ′2(u) = f2(u)

(
lnx+

8

3
ln
( y

bhx

))
=

8

3
f2(u) ln

(
y

bhx
5
8

)
≥ 8

3
f2(u) ln

(
y

x
5
8 (lnx)B+c1

)
> 0,

то есть f1(u) монотонно возрастающая функция, поэтому пользуясь условием (3), имеем

A2 = bh

(
bhx

y

) 5
3

(lnx)36f1

(
5

6

)
y

(
x

5
8 bh(lnx)2,25A+81

y

) 4
9

(lnx)−A ≤ y(lnx)−A.

Подставляя найденных оценок для сумм A1, A2 и A3 в (13), находим

|W (bα;x, y)| ≪ y(lnx)−A.

Из полученной оценки и оценки(6) имея в виду (5) получим утверждение теоремы. □

4.Оценка специальных коротких линейных тригонометрических сумм с про-
стыми числами в малых дугах
Оценим сначала специальных коротких линейных двойных тригонометрических сумм с “близкими” по
порядку суммами, которые возникают при оценке специальных коротких линейных тригонометрических
сумм с простыми числами вида S1(bα;x, y) в малых дугах .

4.1. Оценка специальных коротких линейных двойных тригонометрических
сумм с “близкими” по порядку суммами
Лемма 4.1. Пусть f(m) и g(n) – произвольные комплекснозначные функции, b — натуральное число,
c — абсолютная постоянная, |f(m)| ≤ τr(m), |g(n)| ≤ τk(n), y < x(lnx)−1,

W =
∑

M<m≤2M

f(m)
∑

N<n≤2N
x−y<mn≤x

g(n)e(bαmn), α =
a

q
+

θ

q2
, (a, q) = 1, |θ| ≤ 1.

Тогда при

b(lnx)4c+2r2+2k2+4k−2 ≤ q ≤ y2

x
(lnx)−4c−2r2−2k2−4k+2,

bx

y
(lnx)2c+r2+k2+2k−1 ≤ N ≤ y

b
(lnx)−4c−2r2−2k2−4k+2,

(14)

справедлива оценка
|W | ≪ y(lnx)−c.

Доказательство. Далее для удобства не ограничивая общности, будем считать, что MN ≍ x. Возводя
сумму W в квадрат, применяя неравенство Коши и лемму 2.7 , получим

|W |2 ≪
∑

M<m≤2M

|f(m)|2
∑

M<m≤2M

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

N<n≤2N
x−y<mn≤x

g(n)e(bαmn)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

≪

≪
∑

M<m≤2M

τ2r (m)
∑

M<m≤2M

∑
N<n≤2N

x−y<mn1,mn2≤x

g(n1)g(n2)e(bαm(n2 − n1)) ≪
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≪M(lnx)r
2−1

∑
N<n1,n2≤2N

g(n1)g(n2)
∑

M<m≤2M
x−y<mn1,mn2≤x

(bαm(n2 − n1)).

Разбивая двойную сумму по n1 и n2 на три части, для которых соответственно выполняются условия
n1 < n2,n1 = n2, n1 > n2, и воспользовавшись соотношением∑

M<m≤2M

∑
N<n≤2N

x−y<mn≤x

|g(n)|2 ≪
∑

x−y<t≤x

∑
mn=t

M<m≤2M
N<n≤2N

τ2k (n) ≤
∑

x−y<t≤x

τ2k+1(t) ≪ y(lnx)k(k+2),

а также имея в виду, что модули сумм соответственно с условиями n1 < n2 и n1 > n2 равны, получим

|W |2 ≪M(lnx)r
2−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

N<n1≤2N

g(n1)
∑

0<n2−n1≤2N−n1

g(n2)
∑

M<m≤2M
x−y<mn1,mn2≤x

e(bαm(n2 − n1))

∣∣∣∣∣∣∣∣+ yM(lnx)r
2+k2+2k−1.

Положим t = n2 − n1 и n1 = n, тогда правая часть последнего неравенства принимает вид

|W |2 ≪M(lnx)r
2−1W1 + yM(lnx)r

2+k2+2k−1 (15)

W1 =
∑

N<n≤2N

τk(n)
∑

0<t≤2N−n

τk(n+ t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

M<m≤2M
x−y
n <m≤ x

n+t

e(bαtm)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Из условия x−y

n < m ≤ x
n+t находим

t ≤ x

m
− n <

x

m
− x− y

m
=

y

m
<

y

M
.

С учётом последнего неравенства, суммируя по n, найдем

W1 ≪
∑

N<n≤2N

τk(n)
∑

0<t≤ y
M

τk(n+ t)min

(
y

N
,

1

∥αbt∥

)
.

Применяя дважды неравенство Коши и лемму 2.7, найдëм

W 2
1 ≪ N(lnx)k

2−1
∑

N<n≤2N

 ∑
0<t≤ y

M

τk(n+ t)min

(
y

N
,

1

∥αbt∥

)2

≪

≪ yN

M
(lnx)2k

2−2
∑

N<n≤2N

∑
0<t≤ y

M

min

(
y

N
,

1

∥αbt∥

)2

≪

≪ y2N

M
(lnx)2k

2−2
∑

0<t≤ y
M

min

(
y

N
,

1

∥αbt∥

)
≪ y2N

M
(lnx)2k

2−2
∑

0<t≤ by
M

min

(
y

N
,

1

∥αt∥

)
.

4.1.1. Оценка W 2
1 при

by

M
> 0.5q

Разбивая интервал изменения t на ≪ by

qM
интервалов вида g ≤ h ≤ g+ q′, q′ < q, применяя утверждение

а) леммы 8, найдем

W 2
1 ≪ y2N

M
(lnx)2k

2−2 · by
qM

( y
N

+ q ln q
)
≪
(
by4

qM2
+
by3N

M2

)
(lnx)2k

2−1.

Подставляя эту оценку в (15) и воспользовавшись соотношением MN ≍ x, а также неравенством
4k2 − 24k + 69 > 2k2 + 2k, а затем условиями (14), получим

|W |4 ≪M2(lnx)2r
2−2W 2

1 + y2M2(lnx)2r
2+2k2+4k−2 ≪
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≪M2(lnx)2r
2−2

(
by4

qM2
+
by3N

M2

)
(lnx)2k

2−1 + y2M2(lnx)2r
2+2k2+4k−2 ≪

≪
(
by4

q
+ by3N

)
(lnx)2r

2+2k2−3 +
y2x2

N2
M(lnx)2r

2+2k2+4k−2 ≪

≪ y4
(
b

q
+
bN

y
+

x2

y2N2

)
(lnx)2r

2+2k2+4k−2 ≪ y4(lnx)−4c.

4.1.2. Оценка W 2
1 при

by

M
≤ 0.5q

Применяя утверждение б) лемма 2.8, найдем

W 2
1 ≪ y2N

M
(lnx)2k

2−2 · q ln q ≪ y2Nq

M
(lnx)2k

2−1.

Подставляя эту оценку в (15) и воспользовавшись соотношением MN ≍ x, а затем условиями (14),
получим

|W |4 ≪M2(lnx)2r
2−2W 2

1 + y2M2(lnx)2r
2+2k2+4k−2 ≪

≪M2(lnx)2r
2−2 · y

2Nq

M
(lnx)2k

2−1 + y2M2(lnx)2r
2+2k2+4k−2 ≪

≪ y2xq(lnx)2r
2+2k2−3 +

y2x2

N2
(lnx)2r

2+2k2+4k−2 ≪

≪ y4
(
xq

y2
+

x2

y2N2

)
(lnx)2r

2+2k2+4k−2 ≪ y4(lnx)−4c.

Лемма доказана. □

Теперь пользуясь этой леммой, найдем нетривиальную оценку тригонометрической суммы

S1(bα;x, y) =
∑

x−y<n≤x

Λ(n)e(bαn),

в малых дугах m
(
b(lnx)4A+82

)
, τ = y2x−1(lnx)−4A−82, где A — произвольное фиксированное положи-

тельное число.

4.2. Доказательство теоремы 1.3
Отметим, что оценки суммы вида S1 в общем случае имеются в работе И.Аллакова [18], здесь рассмат-
ривая короткие интервалы получаем более точные оценки чем в [18].

Имеем
S1(bα;x, y) =

∑
x−y<n≤x

Λ(n)e(bαn), α =
a

q
+

θ

q2
, (a, q) = 1, |θ| ≤ 1.

В лемме 9 возьмëм r = 3, u1 = x
1
3 и f(n) = e(bαn). Имеем

S1(bα;x, y) =

3∑
k=1

(−1)kCk
3S1(bα;x, y, k),

S1(bα;x, y, k) =
∑

m1≤u1

µ(m1) · · ·
∑

mk≤u1
x−y<m1···mkn1···nk≤x

µ(mk)
∑
n1

· · ·
∑
nk

lnn1e(bαm1n1 · · ·mknk) (16)

Разобьëм в S1(bα;x, y, k) области изменения каждого m1, · · · ,mk, n1, · · · , nk на не более (lnx) интервалов
вида Mj < mj ≤ 2Mj , Nj < nj ≤ 2Nj , j = 1, · · · , k. Получим

S1(bα;x, y, k) =

(ln x)2k∑
Sk(M,N), (17)

Sk(M,N) =
∑

M1<m1≤2M1

µ(m1) · · ·
∑

Mk<mk≤2Mk
x−y<m1···mkn1···nk≤x

µ(mk)
∑

N1<n1≤2N1

· · ·
∑

Nk<nk≤2Nk

lnn1 e(bαm1n1 · · ·mknk) =
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=

2N1∫
1

∑
M1<m1≤2M1

µ(m1) · · ·
∑

Mk<mk≤2Mk
x−y<m1···mkn1···nk≤x

µ(mk)
∑

max(u,N1)<n1≤2N1

· · ·
∑

Nk<nk≤2Nk

e(bαm1n1 · · ·mknk)d lnu.

Через U1 = max(u,N1) обозначим такое число u, при котором модуль подынтегральной функции
принимает максимальное значение, тогда

|Sk(M,N)| ≪ (lnx)|Sk(M,N)|, (18)

где

Sk(M,N) =
∑

M1<m1≤2M1

µ(m1) · · ·
∑

Mk<mk≤2Mk
x−y<m1···mkn1···nk≤x

µ(mk)
∑

U1<n1≤2N1

· · ·
∑

Uk<nk≤2Nk

e(bαm1n1 · · ·mknk), Nj ≤ Uj < 2Nj .

Подставляя (18) в (17), а затем и (16), получим

S1(bα;x, y) ≪ (lnx)7
3∑

k=1

max |Sk(M,N)|, (19)

Суммы Sk(M,N), k = 1, 2, 3 оцениваются почти одинаково. Остановимся на оценке суммы S3(M,N) и,
не ограничивая общности, будем считать, что выполняются условия:

x
1
3 > M1 ≥M2 ≥M3, N1 ≥ N2 ≥ N3, M1M2M3N1N2N3 ≍ x. (20)

Оценка S1(M,N). Рассмотрим следующие возможные случаи значений параметра N1:

1. N1 > 4bxq−1;
2. bxy−1(lnx)2A+39 < N1 ≤ 4bxq−1;
3. N1 ≤ bxy−1(lnx)2A+39, N1N2N3 ≤ bxy−1(lnx)2B+37, M1M2 ≤ yb−1(lnx)−4A−74;
4. N1 ≤ bxy−1(lnx)2A+39, N1N2N3 ≤ bxy−1(lnx)2A+37, M1M2 > yb−1(lnx)−4A−74;
5. N1 ≤ bxy−1(lnx)2A+39, bxy−1(lnx)2A+37 < N1N2N3 ≤ yb−1(lnx)−4A−74;
6. N1 ≤ bxy−1(lnx)2A+39, N1N2N3 > yb−1(lnx)−4A−74.

Для рассмотрения случаев 1 и 2 сумму S3(M,N) несколько преобразуем. Для этого, вводя обозначения

f(m) =
∑

M1<m1≤2M1

µ(m1)
∑

M2<m2≤2M2

µ(m2)
∑

M3<m3≤2M3
m1m2m3n2n3=m

µ(m3)
∑

U2<n2≤2N2

∑
U3<n3≤2N3

1, |f(m)| ≤ τ5(m),

разбивая интервал суммирования M1M2M3U2U3 < m ≤ 25M1M2M3N2N3 на интервалы вида
M < m ≤ 2M , получим конечное число сумм вида

W =
∑

M<m≤2M

f(m)
∑

U1<n≤2N1
x−y<mn≤x

e(αmn),

и представим эти суммы в виде

W =
∑

M<m≤2M

f(m)
∑

x1−y1<n≤x1

e(bαmn),

x1 = min
( x
m
, 2N1

)
, y1 = min

( x
m
, 2N1

)
−max

( x
m

− y

m
,U1

)
≤ y

m
. (21)

Из условия MN1 < x и 4MN1 < x− y следует, что
x

5N1
<
x− y

4N1
≤M ≤ x

N1
(22)

В W суммируя внутреннюю сумму по n, воспользовавшись условиями (21) и (22), найдем

W ≪
∑

M<m≤2M

τ5(m)min

(
y

M
,

1

∥αbm∥

)
≪

∑
x

N1
<m≤ 2x

N1

τ5(m)min

(
yN1

x
,

1

∥αbm∥

)
.
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Применяя неравенство Коши, затем лемму 2.7, найдëм

|W |2 ≪
∑

x
N1

<m≤ 2x
N1

τ25 (n)
∑

x
N1

<m≤ 2x
N1

min

(
yN1

x
,

1

∥αbm∥

)2

≪

≪ y(lnx)24
∑

x
N1

<m≤ 2x
N1

min

(
yN1

x
,

1

∥αbm∥

)
≪ y(lnx)24

∑
bx
N1

<m≤ 2bx
N1

min

(
yN1

x
,

1

∥αm∥

)
.

Случай 1. N1 > 4bxq−1.

Из условия рассматриваемого случая, имеем

2bx

N1
< 0, 5q.

Применим утверждение б) леммы 2.8, затем воспользовавшись условием q ≤ y2x−1(lnx)−4A−82, найдем

|W |2 ≪ y(lnx)24
∑

m≤0,5q

1

∥αm∥
≪ y(lnx)24q ln q ≪ yq(lnx)25 ≪ y(lnx)25 · y2

x(lnx)4A+82
=

=
y2

(lnx)2A+14
· y

x(lnx)2A+43
≪ y2

(lnx)2A+14
.

Случай 2. bxy−1(lnx)2A+39 < N1 ≤ 4bxq−1.

Из условия рассматриваемого случая, имеем

2bx

N1
≥ 0, 5q.

Разбивая интервал изменения m на ≪ bx(qN1)
−1 интервалов вида g ≤ h ≤ g + q′, q′ < q, применяя

утверждение а) леммы 2.8 , воспользовавшись условиями рассматриваемого случая, а именно условием

N1 ≥ bxy−1(lnx)2A+39, q ≥ b(lnx)4A+82,

найдем

|W |2 ≪ y(lnx)24 · bx

qN1

g+q′∑
t=g

min

(
yN1

x
,

1

∥αm∥

)
≪ bxy(lnx)24

qN1

(
yN1

x
+ q ln q

)
≪

≪ y2
(
b

q
+
bxy−1

N1

)
(lnx)25 ≪ y2

(lnx)2A+14
.

Случай 3. N1 ≤ bxy−1(lnx)2A+39, N1N2N3 ≤ bxy−1(lnx)2A+37, M1M2 ≤ yb−1(lnx)−4A−74.

Из (20) и условия рассматриваемого случая, находим

M1M2 ≥ (M1M2M3)
2
3 ≫

(
x

N1N2N3

) 2
3

≥
(

y

b(lnx)2A+37

) 2
3

=

=
bx

y
(lnx)2A+37 ·

(
y

bx
3
5 (lnx)2A+37

) 5
3

≥ bx

y
(lnx)2A+37.

В сумме S3(M,N) вводя обозначения m1m2 = n и m3n1n2n3 = m, а затем разбивая интервал сумми-
рования по m и n соответственно на интервалы вида M < m ≤ 2M и N < n ≤ 2N , получим конечное
число сумм вида

W =
∑

M<m≤2M

f(m)
∑

N<n≤2N
x−y<mn≤x

g(n)e(bαmn), |f(m)| ≤ τ4(m), |g(n)| ≤ τ2(m).

Для этой суммы выполняется неравенства

bxy−1(lnx)2A+37 < N ≤ yb−1(lnx)−4A−74, b(lnx)4B+74 < q ≤ y2

x
(lnx)−4A−74, (23)
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являющиеся условиями (14) леммы 4.1 при r = 4, k = 2, c = A+ 7, и согласно которой получим

W ≪ y

(lnx)B+7
.

Случай 4. N1 ≤ bxy−1(lnx)2A+39, N1N2N3 ≤ bxy−1(lnx)2A+37, M1M2 > yb−1(lnx)−4A−74.

Из (20) и условия рассматриваемого случая, находим

M1 ≥
√
M1M2 ≥ y

1
2 b−

1
2 (lnx)−2A−37 =

bx

y
(lnx)2A+41 ·

(
y

bx
2
3 (lnx)

8
3A+52

) 3
2

≥ bx

y
(lnx)2A+41,

M1 ≤ x
1
3 =

y

b(lnx)4A+82
· x

1
3 b(lnx)4A+82

y
≤ y

b(lnx)4A+82
.

В сумме S3(M,N) вводя обозначения m1 = n и m2m3n1n2n3 = m, а затем разбивая интервал сумми-
рования по m и n соответственно на интервалы вида M < m ≤ 2M и N < n ≤ 2N , получим конечное
число сумм вида

W =
∑

M<m≤2M

f(m)
∑

N<n≤2N
x−y<mn≤x

µ(n)e(bαmn), |f(m)| ≤ τ5(m).

Для этой суммы выполняется следующие два неравенства

bxy−1(lnx)2A+41 < N ≤ yb−1(lnx)−4A−82, b(lnx)4A+82 < q ≤ y2

x
(lnx)−4A−82,

которые являются условиями (14) леммы 4.1 при r = 5, k = 1, c = A+ 7. Согласно этой лемме имеем

W ≪ y

(lnx)A+7
.

Случай 5. N1 ≤ bxy−1(lnx)2A+39, bxy−1(lnx)2A+37 < N1N2N3 ≤ yb−1(lnx)−4A−74.

Сумму S3(M,N) преобразуем. Для этого, вводя обозначения m1m2m3 = m и n1n2n3 = n, а затем
разбивая интервал суммирования по m и n соответственно на интервалы вида M < m ≤ 2M и
N < n ≤ 2N , получим конечное число сумм вида

W =
∑

M<m≤2M

f(m)
∑

N<n≤2N
x−y<mn≤x

g(n)e(bαmn), |f(m)| ≤ τ3(m), |g(n)| ≤ τ3(m).

Для этой суммы выполняется соотношения (23) являющиеся при r = 3, k = 3, c = A+ 7 условиями (14)
леммы 4.1, согласно которой получим

W ≪ y

(lnx)A+7
.

Случай 6. N1 ≤ bxy−1(lnx)2A+39, N1N2N3 > yb−1(lnx)−4A−74.

Из (20) и условия рассматриваемого случая, находим

N1N2 ≥ (N1N2N3)
2
3 ≥

(
y

b(lnx)4A+74

) 2
3

=
bx

y
(lnx)2A+37

(
y

bx
3
5 (lnx)2,8A+51,8

) 5
3

≥ bx

y
(lnx)2A+37,

N1N2 ≤ N2
1 ≤ b2x2y−2(lnx)4A+78 =

y

b(lnx)4A+74

(
bx

2
3 (lnx)

8A+152
3

y

)3

≤ y

b(lnx)4A+74
.

Сумму S3(M,N) преобразуем, для этого вводя обозначения n1n2 = n и m2m2m3n3 = m, и разбивая
интервалы суммирования по m и n соответственно на интервалы вида M < m ≤ 2M и N < n ≤ 2N ,
получим конечное число сумм вида

W =
∑

M<m≤2M

f(m)
∑

N<n≤2N
x−y<mn≤x

g(n)e(bαmn), |f(m)| ≤ τ4(m), |g(n)| ≤ τ2(m).
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Для этой суммы выполняется соотношения (23) являющиеся при r = 4, k = 2, c = A+ 7 условиями (14)
леммы 4.1, согласно которой имеем

W ≪ y

(lnx)A+7
.

Отсюда и из всех оценок, полученных в предыдущих случаях найдем
|S3(M,N)| ≪ y(lnx)−A−7.

Из полученных оценок Sk(M,N), k = 1, 2, 3, ввиду неравенства (19), получим утверждение теоремы 1.3.

□

5. Асимптотическая формула в обобщение тернарной проблеме
Гольдбаха с почти равными слагаемыми
Докажем сначала две вспомогательные леммы, которыми воспользуемся при доказательстве
теоремы 1.1.

Лемма 5.1. Пусть b — натуральное число, N — достаточно большое натуральное число,

S1(bα;N,H) =
∑

|bp1−N
3 |≤H

e(bαp), S1(bα;x, y) =
∑

x−y<n≤x

Λ(n)e(bαn).

Тогда при
√
bN
(
ln N

3b

)2 ≤ H ≤ N1− 1
30 , имеет место соотношение

S1(bα;N,H) =
1

ln N
3b

S1

(
bα;

N

3b
+
H

b
,
2H

b

)
+O

(
H2

bN ln N
3b

)
.

Доказательство. Отрезок суммирования
∣∣bp− N

3

∣∣ ≤ H в сумме S1(bα;N,H) заменим на интервал вида
x− y < p ≤ x. Имеем

S1(bα;N,H) =
∑

N
3b−

H
b <p≤ N

3b+
H
b

e(bαp) +O(1).

Логарифмируя неравенство N
3b −

H
b < p ≤ N

3b +
H
b , и воспользовавшись формулой

ln

(
N

3b
± H

b

)
= ln

N

3b
+ ln

(
1± 3H

N

)
= ln

N

3b
+O

(
H

N

)
.

получим, что при N
3b −

H
b < p ≤ N

3b +
H
b , выполняется соотношение

ln p = ln
N

3b
+O

(
H

N

)
.

Пользуясь формулой сумму S1(bα;N,H) выражаем через сумму вида S1(bα;x, y). Имеем

S1(bα;N,H) =
1

ln N
3b

S1

(
bα;

N

3b
+
H

b
,
2H

b

)
−

∑
N
3b−

H
b <pk≤ N

3b+
H
b

k≥2

ln p

ln N
3b

e(bαpk) +O

(
H2

bN ln N
3b

)
.

Обозначая последнюю сумму через R1 и оценивая тривиально числом слагаемых, и воспользовавшись
формулой

(1± u)µ = 1± µu+O(u2), |u| < 0, 5,

имеем

R1 ≪
∑

N
3b−

H
b <pk≤ N

3b+
H
b

k≥2

1 ≪ ln
N

3b

((
N

3b
+
H

b

) 1
2

−
(
N

3b
− H

b

) 1
2

+ 1

)
≪ H√

bN
ln
N

3b
≪ H2

bN ln N
3b

.

□

Лемма 5.2. Пусть p — нечетное простое число, pordp(N)∥N , тогда для суммы Рамануджана

cpk(N) =

pk∑
a=1

(a,p)=1

e

(
Na

pk

)
,
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справедлива формула

cpk(N) =

{
φ(pk), если k ≤ ordp(N);

pordp(N)µ(pk−ordp(N)), если k ≥ ordp(N) + 1.

Доказательство. При k ≤ ordp(N) утверждение леммы тривиально и следует из определения суммы
Рамануджана

cpk(N) =

pk∑
a=1

(a,p)=1

1 = φ(pk).

При k ≥ ordp(N) + 1 пользуясь представлением N1 = Np−ordp(N), а затем подстановкой

a = a1 + a2p
k−ordp(N),

где a1 и a2 независимо пробегают значения a1 = 1, 2, . . . , pk−ordp(N), a2 = 0, 1, . . . , pordp(N) − 1, получим

cpk(N) =

pk∑
a=1

(a,p)=1

e

(
N1a

pk−ordp(N)

)
=

pk−ordp(N)∑
a=1

(a,p)=1

pordp(N)−1∑
a2=0

e

(
N1(a1 + a2p

k−ordp(N))

pk−ordp(N)

)
=

= pordp(N)

pk−ordp(N)∑
a=1

(a,p)=1

e

(
N1a1

pk−ordp(N)

)
= pordp(N)µ(pk−ordp(N)).

□

Доказательство теоремы 1.1
Для удобства введём следующие обозначения:

£ = ln

(
N

3b3
+
H

b3

)
, £i = ln

N

3bi
£ ≪ £i ≪ £. (24)

Не ограничивая общности будем считать, что выполняются следующие условия

H = (b1b2b3)
4
3N

2
3£60, b1 < b2 < b3, (25)

а также пусть ι = τ−1, где

τ =
12H2

(N + 3H)b3£c2
, £c2 = b21b

2
2£

94, c2 = 94 +
2 ln b1 + 2 ln b2

ln£
. (26)

Имеем

I(N,H) =

1−ι∫
−ι

F(α;N,H)e(−αN)dα,

где

F(α) = F(α;N,H) =

3∏
i=1

S1(biα;N,H), S1(bkα;N,H) =
∑

|bip−N
3 |≤H

e(biαp).

Согласно теореме Дирихле о приближении действительных чисел рациональными числами, каждое α
из промежутка [−ι, 1− ι] представим в виде

α =
a

q
+ λ, (a, q) = 1, 1 ≤ q ≤ τ, |λ| ≤ 1

qτ
. (27)

В этом представлении 0 ≤ a ≤ q − 1, причëм a = 0 лишь при q = 1. Через M обозначим те α, для
которых

q ≤ h, h = £c1 = b21b
2
2b3£

94, c1 = 94 +
2 ln b1 + 2 ln b2 + ln b3

ln£
, (28)
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в представлении (27), через m – обозначим оставшиеся α. Множество M состоит из непересекающихся
отрезков. Разобьëм множество M на множества M1 и M2:

M1 =

{
α : α ∈ M,

∣∣∣∣α− a

q

∣∣∣∣ ≤ √
b1b2£

3

Hb−1
3

}
,

M2 =

{
α : α ∈ M,

√
b1b2£

3

Hb−1
3

<

∣∣∣∣α− a

q

∣∣∣∣ ≤ 1

qτ

}
.

Обозначим через I(M1), I(M2) и I(m) соответственно интегралы по множествам M1, M2 и m. Будем
иметь

I(N,H) = I(M1) + I(M2) + I(m). (29)
В последней формуле первый член, то есть I(M1), доставляет главный член асимптотической формулы
для I(N,H), а I(M2) и I(m) входят в его остаточный член.

5.1.Преобразование интеграла I(M1)

По определению интеграла I(M1) имеем:

I(M1) =

∫
M1

F(α;N,H)e(−αN)dα =
∑
q≤h

q−1∑
a=0

(a,q)=1

I(a, q), (30)

I(a, q) = e

(
−aN

q

) ∫
|λ|≤

√
b1b2b3£3H−1

F
(
a

q
+ λ;N,H

)
e(−λN)dλ. (31)

К суммам S1(biα;N,H), i = 1; 2; 3 применяя лемму 5.1, и пользуясь формулой (24), получим

S1(biα;N,H) =
1

£i
S1

(
biα;

N

3bi
+
H

bi
,
2H

bi

)
+O

(
H2

biN£

)
. (32)

А теперь к суммам S1

(
biα;

N
3bi

+ H
bi
, 2Hbi

)
, i = 1, 2, 3 в применим теорему 1.3, полагая,

x =
N

3bi
+
H

bi
, y =

2H

bi
, £A = b4,51 b4,52 b33£

192. (33)

Проверим выполнение условий теоремы. Воспользовавшись значениями параметров h и A, затем
соотношением H ≥ (b1b2b3)

4
3N

2
3£60, имеем(

N

3b3
+
H

b3

) 5
8

b3h£
2,25A+81 =

1

3
5
8

(
1 +

3H

N

) 5
8

b
3
8
3 · b21b22b3£94 ·

(
b

9
2
1 b

9
2
2 b

3
3£

192
) 9

4

N
5
8 =

=
(b1b2b3)

4
3N

2
3£60

2b3
· 2

3
5
8

(
1 +

3H

N

) 5
8

b
259
24
1 b

259
24
2 b

163
24
3 N− 1

24£466 ≤ (b1b2b3)
4
3N

2
3£60

2b3
=

H

2b3
.

Таким образом условие теоремы 1.3 выполняется, следовательно согласно этой теореме, и формуле (24),
находим

S1

(
biα;

N

3bi
+
H

bi
,
2H

bi

)
= Bi(q)

sin 2πλH

πbiλ
e

(
λN

3

)
+O

(
H£−192

bib
4,5
1 b4,52 b33

)
, Bi(q) =

µ
(

q
(bi,q)

)
φ
(

q
(bi,q)

) .
Из этой формулы и (32) и имея в виду, что H ≤ Nb−4,5

1 b−4,5
2 b−3

3 £−192, найдëм

S1(biα;N,H) =
Bi(q)

bi£i

sin 2πλH

πλ
e

(
λN

3

)
+ R1i, R1i ≪

H£−193

bib
4,5
1 b4,52 b33

. (34)

Воспользовавшись формулой (34), а также соотношением (24), и имея виду, что∣∣∣∣Bi(q)
sin 2πλH

πbiλ
e

(
λN

3

)∣∣∣∣ ≤ H

bi
, |S1 (α;µiN,H)| ≪ H

bi£
, (35)
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найдëм

S1(b1α;N,H)S1(b2α;N,H) =

(
B1(q)

b1£1

sin 2πλH

πλ
e

(
λN

3

)
+ R11

)
S1(b2α;N,H) =

=
B1(q)

b1£1

sin 2πλH

πλ
e

(
λN

3

)(
B2(q)

b2£1

sin 2πλH

πλ
e

(
λN

3

)
+ R12

)
+O

(
H2£−194

b5,51 b5,52 b33

)
=

=
B1(q)B2(q)

b1b2£1£1

sin2 2πλH

π2λ2
e

(
2λN

3

)
+O

(
H2£−194

b5,51 b5,52 b33

)
.

Умножая полученное неравенство на S1(b3α;N,H), и имея в виду, что F(α) =
3∏

i=1

S1(biα;N,H), а затем

воспользовавшись формулами (34) и (35), находим

F(α) =
B1(q)B2(q)

b1b2£1£1

sin2 2πλH

π2λ2
e

(
2λN

3

)
· S1(b3α;N,H) + R2 =

=
B1(q)B2(q)B3(q)

b1b2b3£1£1£3
· sin

3 2πλH

π3λ3
e(λN) + R2, R2 ≪ H3£−195

b5,51 b5,52 b43
.

Подставляя значение функции F(α), то есть правую часть последней формулы в (31), найдëм

I(a, q) = e

(
−aN

q

) ∫
|λ|≤

√
b1b2b3£3H−1

(
B1(q)B2(q)B3(q)

b1b2b3£1£1£3
· sin

3 2πλH

π3λ3
e(λN) + R2

)
e(−λN)dλ =

= e

(
−aN

q

)
B1(q)B2(q)B3(q)

b1b2b3£1£1£3
· J(H) + R3,

J(H) =

∫
|λ|≤

√
b1b2b3£3H−1

sin3 2πλH

π3λ3
dλ, R3 ≪ R2 ·

√
b1b2£

3

Hb−1
3

≪ H2£−192

b51b
5
2b

3
3

.

Подставляя полученное значение интеграла I(a, q) в (30), а затем воспользовавшись явным значением
параметров h и A соответственно из формул (28) и (33), получим

I(M1) =
∑
q≤h

q−1∑
a=0

(a,q)=1

(
e

(
−aN

q

)
B1(q)B2(q)B3(q)

b1b2b3£1£1£3
· J(H) + R3

)
=

=
J(H)

b1b2b3£1£1£3
·
∑
q≤h

B1(q)B2(q)B3(q)cq(−N) + R4, (36)

R4 ≪ h2R3 ≪ b41b
4
2b

2
3£

188 · H2

b51b
5
2b

3
3£

192
=

H2

b1b2b3£4
,

где cq(−N) — сумма Рамануджана. Cумму по q в (36) заменяя близким к ней бесконечным рядом, не
зависящим от h, то есть∑

q≤h

B1(q)B2(q)B3(q)cq(−N) = S(b1, b2, b3, N)−R(b1, b2, b3, N),

S(b1, b2, b3, N) =

∞∑
q=1

B1(q)B2(q)B3(q)cq(−N),

R(b1, b2, b3, N) =
∑
q>h

B1(q)B2(q)B3(q)cq(−N),

(37)

получим

I(M1) =
(S(b1, b2, b3, N)−R(b1, b2, b3, N)) J(H)

b1b2b3£1£1£3
+O

(
H2

b1b2b3£4

)
. (38)
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5.2. Вычисление интеграла J(H)

Воспользовавшись четностью подинтегральной функции и сделав замену переменных найдем

J(H) = 2

√
b1b2b3£

3H−1∫
0

sin3 2πλH

π3λ3
dλ =

8H2

π

∫
|u|≤2π

√
b1b2b3£3

sin3 u

u3
du.

Заменим последний интеграл по u близким к нему несобственным интегралом, не зависящим от £, и
пользуясь соотношением

∞∫
2π

√
b1b2b3£3

sin3 u

u3
du≪ 1

(b1b2)
1,5
b33£

9
,

получим

J(H) =
8H2

π

 ∞∫
0

sin3 u

u3
du−

∞∫
2π

√
b1b2b3£3

sin3 u

u3
du

 =
8H2

π

∞∫
0

sin3 u

u3
du+O

(
H2

(b1b2)
1,5
b33£

9

)
.

Воспользовавшись формулой ( см. [19] стр. 174 )
∞∫
0

sinnmu

un
du =

πmm−1

2n(n− 1)1

[
nn−1 − n

1!
(n− 2)n−1 +

n(n− 1)

2!
(n− 4)n−1 + . . .

]
.

при m = 1 и n = 3, найдëм

J(H) =
8H2

π
· 3π
8

+O

(
H2

(b1b2)
1,5
b33£

9

)
= 3H2 +O

(
H2

£

)
. (39)

5.3. Исследование особого ряда S(b1, b2, b3, N)

Функции Bi(q), i = 1, 2, 3, в формуле (37) являвшиеся произведениями мультипликативных функций

µ

(
q

(bi, q)

)
,

(
φ

(
q

(bi, q)

))−1

,

сами являются мультипликативными, мультипликативной является и сумма Рамануджана cq(−N).
Найдем значение этих функций при q = pν . Согласно лемме 5.2, имеем

cpν (−N) =

{
φ(pν), если ν ≤ ordp(N);

pordp(N)µ(pν−ordp(N)), если ν ≥ ordp(N) + 1.
(40)

Отсюда в частности следует, что

cpν (−N) = 0, если ν ≥ ordp(N) + 2. (41)

Воспользовавшись соотношениями

Bi(p
ν) =

µ
(

pν

(bi,pν)

)
φ
(

pν

(bi,pν)

) , (bi, p
ν) =

{
pν , если ν ≤ ordp(bi);

pordp(bi), если ν ≥ ordp(bi),

найдëм точное значение функции Bi(p
ν). Имеем

Bi(p
ν) =

µ(1)

φ(1)
= 1, если ν ≤ ordp(bi); (42)

Bi(p
ν) =

µ
(
pν−ord(bi)

)
φ
(
pν−ord(bi)

) =

 − 1

p− 1
, если ν = ordp(bi) + 1;

0, если ν ≥ ordp(bi) + 2.
(43)
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Для вычисление значение B1(q)B2(q)B3(q)cq(−N) при q = pν с помощью формул (40), (41), (42) и (43)
множество P — множество всех простых чисел в зависимости от простых чисел являющиеся делителями
числа bi i = 1, 2, 3, c учëтом условия

(bi, bj) = 1, (bi, N) = 1, 1 ≤ i ≤ j ≤ 3, (44)

разобьëм на взаимно непересекающихся подмножеств следующим образом

P = P(b1) ∪ P(b2) ∪ P(b3) ∪ P(b̄1, b̄2, b̄3), (45)

где P(bi) — множество простых чисел являющиеся делителями числа bi, P(b̄1, b̄2, b̄3) — множество
простых чисел не являющиеся делителями чисел b1, b2 и b3. Из условия (bi, N) = 1, 1 ≤ i ≤ 3 следует,
что

P(bi) ∩ P(N) = ∅, (46)
здесь P(N) — множество простых чисел являющиеся делителями числа N . Такое равенство для
множество P(b̄1, b̄2, b̄3) не выполняется, то есть оно может иметь с P(N) непустое пересечение.

5.3.1. Вычисление Bi(p
ν)Bj(p

ν)Bk(p
ν)cpν (−N) при p ∈ P(bi)

Если p ∈ P(bi), то из определения этого множество и из формулы (46), имеем

ordp(bi) ≥ 1, ordp(bj) = 0, ordp(bk) = 0, ordp(N) = 0,

а из формул(42), (43) и (40), находим, что

Bi(p) = 1, Bj(p
ν) = Bk(p

ν) =
µ(pν)

φ(pν)
, cpν (−N) = µ(pν).

Поэтому

Bi(p
ν)Bj(p

ν)Bk(p
ν)cpν (−N) =

 − 1

(p− 1)2
, если ν = 1;

0, если ν ≥ 2.
(47)

5.3.2. Вычисление Bi(p
ν)Bj(p

ν)Bk(p
ν)cpν (−N) при p ∈ P(b̄1, b̄2, b̄3)

Если p ∈ P((b̄1, b̄2, b̄3), то согласно определению, имеем

ordp(b1) = ordp(b2) = ordp(b3) = 0,

а из формул(42), (43) и (40), находим, что

B1(p
ν) = B2(p

ν) = B3(p
ν) =

µ(pν)

φ(pν)
, cp(−N) =

{
µ(p), если (N, p) = 1;

φ(p), если (N, p) = p.

Поэтому

B1(p
ν)B2(p

ν)B3(p
ν)cpν (−N) =



1

(p− 1)3
, если ν = 1 и (N, p) = 1;

− 1

(p− 1)2
, если ν = 1 и (N, p) = p;

0, если ν ≥ 2.

(48)

5.3.3. Точная формула для особого ряда S(b1, b2, b3, N)

Таким образом из найденных формул (47) и (48) следует, что

B1(p
ν)B2(p

ν)B3(p
ν)cpν (−N) = 0, при ν ≥ 2, (49)

B1(p
ν)B2(p

ν)B3(p
ν)cpν (−N) =


1

(p− 1)3
, если (b1b2b3N, p) = 1;

− 1

(p− 1)2
, если (N, p) = p и (b1b2b3, p) = 1,

или (bi, p) = p и (bjbk, p) = 1.

(50)
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Следовательно

S(N, b1, b2, b3) =

∞∑
q=1

B1(q)B2(q)B3(q)cq(−N) =
∏
p

(1 +B1(p)B2(p)B3(p)cp(−N)) =

=
∏

(p,b1b2b3N)=1

(
1 +

1

(p− 1)3

) ∏
p|b1b2b3N

(
1− 1

(p− 1)2

)
=

=
∏
p

(
1 +

1

(p− 1)3

) ∏
p|b1b2b3N

(
1− 1

p2 − 3p+ 3

)
. (51)

5.4. Оценка остаточного члена R(N)

Из формул (37), (49) и (50) следует, что в R(N, b1, b2, b3) состоит из суммы слагаемых
B1(q)B2(q)B3(q)cq(−N) имеющих вид

B1(q)B2(q)B3(q)cq(−N) =
∏
p|q

(p,b1b2b3N)=1

1

(p− 1)3

∏
p|q

(p,b1b2b3N)=p

−1

(p− 1)2
,

причëм q – число свободное от квадратов, поэтому

R(N, b1, b2, b3) =
∑
q>h

µ2(q)
∏
p|q

(p,b1b2b3N)=1

1

(p− 1)3

∏
p|q

(p,b1b2b3N)=p

−1

(p− 1)2
.

Переходя к оценкам, найдем

R(N, b1, b2, b3) ≤
∑
q>h

µ2(q)
∏
p|q

1

(p− 1)2
=
∑
q>h

µ2(q)

q2

∏
p|q

1(
1− 1

p

)2 ≤

≤
∑
q>h

µ2(q)

q2
4ω(q) =

∑
q>h

µ2(q)

q2
q
ω(q) ln 4

ln q ,

где ω(q) — число различных простых делителей числа q, и воспользовавшись известным неравенством

ω(q) ≤ cω ln q

ln ln q

получим

R(N, b1, b2, b3) ≤
∑
q>h

µ2(q)

q2
q
cω ln 4
ln ln q ≤

∑
q>h

q
−2+ cω ln 4

ln ln q ≪ 1

h1−ε
=

1

(b21b
2
2b3£

94)
1−ε ≪ 1

£
, (52)

где ε — сколь угодно малое положительное постоянное.

5.5. Вывод асимптотической формулы для I(M1)

Подставляя значение J(H) и S(N) соответственно из формул (39) и (51), а также оценку (52) в (38),
найдем

I(M1) =
1

b1b2b3£1£2£3

(
S(N) +O

(
1

£

))(
3H2 +O

(
H2

£

))
+O

(
H2

b1b2b3£4

)
=

=
3S(N) H2

b1b2b3£1££2£3
+O

(
H2

b1b2b3£4

)
. (53)

5.6. Оценка интеграла I(M2)

Имеем

I(M2) =

∫
M2

3∏
i=1

S1(biα;N,H)e(−αN)dα.
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Переходя к оценкам, а затем воспользовавшись неравенством Коши для интегралов находим

I(M2) ≪ max
α∈M2

|S1(b3α;N,H)|
1∫

0

2∏
i=1

|S1(biα;N,H)|dα =

= max
α∈M2

|S1(b3α;N,H)|
2∏

i=1

 1∫
0

|S1(biα;N,H)|2dα


1
2

=

= max
α∈M2

|S1(b3α;N,H)|
2∏

i=1

 ∑
∣∣∣p1− N

3bi

∣∣∣≤H
bi

1


1
2

=

= max
α∈M2

|S1(b3α;N,H)|
2∏

i=1

(
π

(
N

3bi
+
H

bi

)
− π

(
N

3bi
− H

bi

)) 1
2

.

Применяя к двум последним множителям правой части полученной формулы c учëтом соотношения

2H

b3
≥ 2(b1b2)

4
3 b

1
3
3N

2
3£60 = b3

(
N

3b3
+
H

b3

) 2
3

£
8
3A+52 · 2 · 3 2

3(
1 + 3H

N

) 2
3

≥

≥ b3

(
N

3b3
+
H

b3

) 2
3

£
8
3A+52 ≥

(
N

3b3
+
H

b3

) 7
12+ε

.

лемму 2.10, найдëм

π

(
N

3bi
+
H

bi

)
− π

(
N

3bi
− H

bi

)
≪ H

bi£
, i = 1; 2.

Следовательно

I(M2) ≪
H√
b1b2£

· max
α∈M2

|S1(b3α;N,H)|. (54)

Применяя к сумме S1(b3α;N,H) лемму 5.1 выражаем ее через сумм вида S1(b3α;x, y), и имея в виду,
что H ≤ N(b1b2)

− 1
2£−4, получим

S1(b3α;N,H) ≪ 1

£

∣∣∣∣S1

(
b3α;

N

3b3
+
H

b3
,
2H

b3

)∣∣∣∣+ H2

b3N£
≪

≪ 1

£

∣∣∣∣S1

(
b3α;

N

3b3
+
H

b3
,
2H

b3

)∣∣∣∣+ H√
b1b2b3£4

. (55)

Оценим S1(b3α;N,H) для α из множества M2. Если α ∈ M2, то

α =
a

q
+ λ, (a, q) = 1,

√
b1b2£

3

Hb−1
3

< |λ| ≤ 1

qτ
,

q ≤ h = £c1 = b21b
2
2b3£

94, τ =
12H2

(N + 3H)b3£c2
, £c2 = b21b

2
2£

94.

К сумме S1

(
b3α;

N
3b3

+ H
b3
, 2Hb3

)
применим теорему 1.3, полагая

b = b3, x =
N

3b3
+
H

b3
, y =

2H

b3
, £A = b

1
2
1 b

1
2
2 £

3.

Проверим выполнение условий теоремы. Воспользовавшись значениями параметров h и A, затем
соотношением H ≥ (b1b2b3)

4
3N

2
3£60, имеем(

N

3b3
+
H

b3

) 5
8

b3h£
2,25A+81 =

1

3
5
8

(
1 +

3H

N

) 5
8

b
3
8
3 · b21b22b3£94 ·

(
b

1
2
1 b

1
2
2 £

3
) 9

4

N
5
8 =
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=
(b1b2b3)

4
3N

2
3£60

2b3
· 2

3
5
8

(
1 +

3H

N

) 5
8

b
41
24
1 b

41
24
2 b

1
24
3 N− 1

24£
111
4 ≤ (b1b2b3)

4
3N

2
3£60

2b3
≤ H

2b3
.

Таким образом условие теоремы 1.3 выполняется, следовательно согласно этой теоремы, находим

S1

(
b3α;

N

3b3
+
H

b3
,
2H

b3

)
=
µ
(

q
(b3,q)

)
φ
(

q
(b3,q)

) sin
(

2πλH
b3

)
πλ

e

(
λN

3b3

)
+O

(
H

b3£3+
ln b1+ln b2

2 ln£

)
≪

≪ λ−1 +
H

b3
√
b1b2£3

≪ H

b3
√
b1b2£3

.

Подставляя эту оценку в (58), найдëм

|S3(α;µ3N,H)| ≪ H

b3
√
b1b2 £4

.

Подставляя полученную оценку для |S3(α;µ3N,H)|, α ∈ M2, в (54), получим

I(M2) ≪
H√
b1b2£

· H

b3
√
b1b2 £4

≪ H2

b1b2b3 £5
. (56)

5.7. Оценка интеграла I(m)

Имеем
I(m) =

∫
m

S1(b1α;N,H)S1(b2α;N,H)S1(b3α;N,H)e(−αN)dα.

Переходя к оценкам и поступая аналогично как при оценке I(M2), имеем

I(m) ≪ H√
b1b2£

·max
α∈m

|S1(b3α;N,H)|. (57)

Сумму S1(b3α;N,H) при помощи лемму 5.1, выражая через суммы вида S3(α;x, y), а также имея в
виду, что H ≤ N(b1b2)

− 1
2£−4, получим

S1(b3α;N,H) ≪ 1

£

∣∣∣∣S1

(
b3α;

N

3b3
+
H

b3
,
2H

b3

)∣∣∣∣+ H2

b3N£

≪ 1

£

∣∣∣∣S1

(
b3α;

N

3b3
+
H

b3
,
2H

b3

)∣∣∣∣+ H√
b1b2b3£4

. (58)

Оценим S1(b3α;N,H) для α из множества m. Если α ∈ m, то

α =
a

q
+ λ, (a, q) = 1, |λ| ≤ 1

qτ
, h < q ≤ τ,

h = £c1 = b21b
2
2b3£

94, τ =
12H2

(N + 3H)b3£c2
, £c2 = b21b

2
2£

94.

К сумме S1

(
b3α;

N
3b3

+ H
b3
, 2Hb3

)
применим теорему 1.3, полагая

b = b3, x =
N

3b3
+
H

b3
, y =

2H

b3
, A = 3 +

ln b1 + ln b2
2 ln£

.

Проверим выполнение условий теоремы. Пользовавшись соотношением H = (b1b2b3)
4
3N

2
3£60 и

значением параметра A, имеем

b3

(
N

3b3
+
H

b3

) 2
3

£
8
3A+52 = (b1b2b3)

4
3N

2
3£60 · 1

3
2
3 b3

(
1 +

3H

N

) 2
3

=
H

3
2
3 b3

(
1 +

3H

N

) 2
3

≤ H

2b3
,

b3£
4A+82 = b21b

2
2b3£

94 = £c1 = h,
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(
2H
b3

)2
N
3b3

+ H
b3

£−4A−82 =
12H2

(N + 3H)b3

(
b21b

2
2b3£

94
)−1

=
12H2

(N + 3H)b3£c2
= τ.

Таким образом условие теоремы 1.1 выполняется и согласно этой теоремы, находим

S1

(
b3α;

N

3b3
+
H

b3
,
2H

b3

)
≪ H

b3£A
=

H√
b1b2b3£3

.

Подставляя полученную оценку в (58), а затем в (57), получим

I(m) ≪ H√
b1b2£

· H√
b1b2b3£4

=
H2

b1b2b3£5
. (59)

5.8. Асимптотическая формула для I(N,H)

Подставляя найденные оценки для I(M1), I(M2) и I(m) соответственно из формул (53), (56) и (59) в
(29), а затем воспользовавшись формулой (24) и соотношением

1

£1£2£3
=

1

(lnN)3

3∏
i=1

(
1 +

ln 3bi
lnN − ln 3bi

)
=

1

ln3N
+O

(
ln lnN

(lnN)4

)
,

получим

I(N,H) =
3S(b1, b2, b3, N) H2

b1b2b3£1£2£3
+O

(
H2

b1b2b3£4

)
=

3S(b1, b2, b3, N) H2

b1b2b3(lnN)3
+O

(
H2 ln lnN

b1b2b3(lnN)4

)
.

Теорема доказана. □
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Goldbaxning ternar muammosini deyarli teng qo‘shiluvchilar bo‘yicha umumlashtirish
Rahmonov Zarullo, Allakov Ismail, Abrayev Baxrom

Ushbu shartlarni qanoatlantiruvchi∣∣∣∣bipi − N

3

∣∣∣∣ ≤ H, H ≥ (b1b2b3)
4
3N

2
3 (lnN)60, bi ≤ (lnN)Bi ,

yetarlicha katta natural N sonni b1p1 + b2p2 + b3p3 = N ko‘rinishda tasvirlashlar soni uchun asimptotik
formula olinadi bunda pi tub sonlar, b1, b2 b3, N – juft-jufti bilan o‘zaro tub natural sonlar, Bi — ixtiyoriy
fiksirlangan musbat son.

Kalit so‘zlar: Goldbaxning ternar muammosi; deyarli teng qo‘shiluvchilar; tub sonlar bilan qisqa trigonametrik
yig‘indi; katta yoylar markazlarining kichik aylanasi.

Generalization of Goldbach’s ternary problem with almost equal terms.
Rakhmonov Zarullo, Allakov Ismail, Abrayev Baxrom

An asymptotic formula is obtained for the number of representations of a sufficiently large natural N in the
form b1p1 + b2p2 + b3p3 = N with the conditions∣∣∣∣bipi − N

3

∣∣∣∣ ≤ H, H ≥ (b1b2b3)
4
3N

2
3 (lnN)60, bi ≤ (lnN)Bi ,

where bi — natural numbers, b1, b2 b3, N are pairwise coprime, Bi — arbitrary fixed positive numbers.
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Начально-граничная задача для вырождающегося
уравнения четвертого порядка, содержащего

интегро-дифференциальный оператор дробного
порядка с функцией Бесселя в ядре

Усмонов Дониёр
Факультет математики и информатики

Ферганский государственный университет
Фергана, Узбекистан

dusmonov909@gmail.com

Аннотация

В данной работе в прямоугольной области исследуется начально – граничная задача
для вырождающегося дифференциального уравнения четвертого порядка, содержащего
интегро-дифференциальный оператор с функцией Бесселя в ядре. При этом, приме-
нением метода разделения переменных к изучаемой задаче, получена спектральная
задача для обыкновенного дифференциального уравнения. Далее, построена функция
Грина спектральной задачи, с помощью чего она эквивалентно сведена к интегрально-
му уравнению Фредгольма второго рода с симметричным ядром. Решение изучаемой
задачи выписано в виде суммы ряда Фурье по системе собственных функций спектраль-
ной задачи. Получена оценка для решения задачи, откуда следует его непрерывная
зависимость от заданных функций.

Ключевые слова: вырождающееся уравнение; начально-граничная задача; функция Бесселя; интегро
- дифференциальный оператор; спектральный метод; функция Грина; интегральное уравнение.

MSC 2020: 35R11

1. Введение. Постановка задачи
Известно, что теория дробного интегрирования и дифференцирования является одним из новых
разделов математической науки [1], [2], [3]. К настоящему времени дробные интегро-дифференциальные
операторы в смысле Римана-Лиувилля и Капуто, а также дифференциальные уравнения, в которых они
участвуют, изучены многими исследователями [4] - [23]. В последнее время наблюдается повышенный
интерес к изучению дробных интегро-дифференциальных операторов со специальными функциями в
ядрах [24], [25], [26]. Изучение краевых задач для таких уравнений имеет большое значение не только с
теоретической точки зрения, но и с практической, ибо такие уравнения и задачи для них возникают при
математическом моделировании многих задач теории газо-и гидродинамики, теории малых изгибаний
поверхностей, математической биологии и других разделов науки.

В данной работе в прямоугольной области Ω = {(x, t) : 0 < x < 1; 0 < t < T} рассмотрим следующее
вырождающееся уравнение четвертого порядка

CD
δ,γ
0t u (x, t) + bu (x, t) +

[
xα(1− x)

β
uxx (x, t)

]
xx

= f (x, t) , (1)

где u (x, t) - неизвестная функция,

CD
δ,γ
0t u (x, t) =

1

Γ (2− δ)

t∫
0

(t− z)
1−δ

J̄(1−δ)/2 [γ (t− z)]

(
∂2

∂z2
+ γ2

)
u (x, z) dz (2)
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- дробный дифференциальный оператор типа оператора Капуто c функцией Бесселя в ядре [27] oт
функции u (x, t) по аргументу t, J̄ν (z)- функция Бесселя - Клиффорда, определяемая равенствам

Jv (z) = Γ (ν + 1) (z/2)
−ν

Jν (z) =

∞∑
k=0

(−1)
k
(z/2)

2k

k!(ν + 1)k
, (3)

(z)k - символ Похгаммера, Γ(x) - гамма-функция Эйлера [28], Jν (x) - функция Бесселя первого рода
порядка ν [29], а α, β, γ, δ, b - заданные действительные числа, причем 0 ≤ α < 2, α ̸= 1, 0 ≤ β < 1,
1 < δ < 2, b ≥ 0. Очевидно, что уравнение вдоль линий x = 0 и x = 1 вырождается.

Исследуем следующую начально-граничную задачу для уравнения (1).

Задача B. Найти функцию u (x, t), обладающую следующими свойствами: 1) u (x, t) ∈ C
(
Ω̄
)
,

ux (x, t) ∈ C (Ω ∪ {x = 1}), |ux (0, t)| < ∞, xα(1− x)
β
uxx ∈ C (Ω ∪ {x = 0}),

[
xα(1− x)

β
uxx (x, t)

]
x
∈

C (Ω ∪ {x = 1}) , ut ∈ C (Ω ∪ {t = 0}), CD
δ,γ
0t u (x, t) ∈ C (Ω),

[
xα(1− x)

β
uxx

]
xx

∈ C (Ω); 2) в области Ω

удовлетворяет уравнению (1); 3)на границе области Ω выполняются следующие начальные и граничные
условия:

u (x, 0) = φ1 (x) , x ∈ [0, 1] ; ut (x, 0) = φ2 (x) , x ∈ (0, 1) ; (4)

u (0, t) = 0, t ∈ [0, T ] , ux (1, t) = 0, t ∈ (0, T ) ,[
xα(1− x)

β
uxx (x, t)

]∣∣∣
x=0

= 0,
[
xα(1− x)

β
uxx (x, t)

]
x

∣∣∣
x=1

= 0, t ∈ (0, T ) ,

 (5)

где φ1 (x) и φ2 (x) – заданные функции.

2. Исследование спектральной задачи
При формальном применении метода Фурье к поставленной задаче возникает следующая спектральная
задача: найти те значения параметра λ, при которых существуют нетривиальные решения уравнения

Mv ≡
[
xα(1− x)

β
v′′ (x)

]′′
= λv (x) , 0 < x < 1, (6)

удовлетворяющие следующим условиям:

v (x) ∈ C [0, 1] , v′ (x) ∈ C (0, 1] , |v′ (0)| < ∞, xα(1− x)
β
v′′ (x) ∈ C [0, 1) ,

[
xα(1− x)

β
v′′ (x)

]′
∈ C (0, 1] ;

v (0) = 0, v′ (1) = 0,
[
xα(1− x)

β
v′′ (x)

]∣∣∣
x=0

= 0,
[
xα(1− x)

β
v′′ (x)

]′∣∣∣∣
x=1

= 0.


(7)

Лемма 2.1. Задача {(6), (7)} имеет счетное число собственных значений 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λk ≤
. . . , λk → +∞, а соответствующие им собственные функции v1 (x) , v2 (x) , . . . , vk (x) . . . , образуют
ортонормированную систему в пространстве L2 (0, 1).

Доказательство. Умножим обе части уравнения (6) на функцию v (x) и проинтегрируем по x на сегменте
[0, 1]. Затем, применяя правило интегрирования по частям дважды к интегралу, стоящему в левой
части, и учитывая условия (7), имеем

1∫
0

xα(1− x)
β
[v′′ (x)]

2
dx = λ

1∫
0

v2 (x) dx.

Отсюда, при v (x) ̸≡ 0 следует λ ≥ 0. Если λ = 0, то из последнего равенства следует v′′ (x) = 0,
0 < x < 1. Тогда v (x) = C0x + C1, x ∈ (0, 1), откуда, в силу условия v (0) = 0, v′ (1) = 0, получим
v (x) ≡ 0, 0 ≤ x ≤ 1. Следовательно, задача {(6), (7)} может иметь нетривиальные решения только при
λ > 0.

Существование собственных значений задачи {(6), (7)} докажем методом функций Грина. Здесь функ-
ция Грина G (x, s) должна обладать следующими свойствами:

1) G (x, s), Gx (x, s), xα(1− x)
β
Gxx (x, s) непрерывны для всех x, s ∈ [0, 1];
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2) в каждом из интервалов [0, s) и (s, 1] существует непрерывная производная
[
xα(1− x)

β
Gxx (x, s)

]
x
, а

при x = s имеет скачок 1, т.е.[
xα(1− x)

β
Gxx (x, s)

]
x

∣∣∣
x=s+0

−
[
xα(1− x)

β
Gxx (x, s)

]
x

∣∣∣
x=s−0

= 1 ;

3) в интервалах (0, s) и (s, 1) функция G (x, s), рассматриваемая как функция от x, удовлетворяет
уравнению MG (x, s) = 0.

4) выполняются граничные условия:

G (0, s) = 0, Gx (1, s) = 0,
[
xα(1− x)

β
G (x, s)

]∣∣∣
x=0

= 0,
[
xα(1− x)

β
Gxx (x, s)

]
x

∣∣∣
x=1

= 0, s ∈ (0, 1) ;

Пользуясь представлениями общего решения уравнения MG (x, s) = 0 в промежутках (0, s) и (s, 1),
нетрудно убедиться, что функция G (x, s), обладающая перечисленными выше свойствами, существует,
единственна и имеет вид

G (x, s) =



−
x∫

0

(x− z) z1−α(1− z)
−β

dz + xs

1∫
s

z−α(1− z)
−β

dz + x

s∫
0

z1−α(1− z)
−β

dz, x < s;

−
s∫

0

(s− z) z1−α(1− z)
−β

dz + xs

1∫
x

z−α(1− z)
−β

dz + s

x∫
0

z1−α(1− z)
−β

dz, x > s.

(8)

Очевидно, что G (x, s) = G (s, x)

Методом, примененным в [30], легко убедиться, что задача {(6), (7)} эквивалентна следующему инте-
гральному уравнению с симметричным ядром G (x, s):

v (x) = λ

1∫
0

G (x, s) v (s) ds. (9)

Так как ядро G (x, s) непрерывно, симметрично и положительно (т.е. λ > 0), то в силу эквивалентности
уравнения (9) и задачи (6) – (7), согласно теории интегральных уравнений [31], справедливо утверждение
леммы 2.1.

Лемма 2.1 доказана. □

Лемма 2.2. Пусть функция h (x) удовлетворяет условиям:

h (x) , h′ (x) ∈ C [0, 1] , (10)

xα(1− x)
β
h′′ (x) ,

[
xα(1− x)

β
h′′ (x)

]′
∈ C [0, 1] , (11)

h (0) = 0, h′ (1) = 0, (12)[
xα(1− x)

β
h′′ (x)

]∣∣∣
x=0

= 0,
[
xα(1− x)

β
h′′ (x)

]′∣∣∣∣
x=1

= 0, (13)

Mh (x) ∈ L2 (0, 1) . Тогда, ее можно разложить на отрезке [0, 1] в абсолютно и равномерно сходящийся
ряд по системе собственных функций {vk (x)}∞k=1, задачи (6)–(7).

Доказательство. В силу свойства функций G (x, s) и h (x), справедливы равенства
1∫

0

G (x, s)Mh (s) ds =

1∫
0

G (x, s)
[
sα(1− s)

β
h′′ (s)

]′′
ds =

[
sα(1− s)

β
h′′ (s)

]′
G (x, s)

∣∣∣∣s=1

s=0

− sα(1− s)
β
h′′ (s)Gs (x, s)

∣∣∣s=1

s=0
+ sα(1− s)

β
h′ (s)Gss (x, s)

∣∣∣s=1

s=0
−
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− h (s)
[
sα(1− s)

β
Gss (x, s)

]
s

∣∣∣s=x−0

s=0
− h (s)

[
sα(1− s)

β
Gss (x, s)

]
s

∣∣∣s=1

s=x+0
+

+

1∫
0

h (s)
[
sα(1− s)

β
Gss (x, s)

]
ss
ds = h (x) .

Следовательно,

h (x) =

1∫
0

G (x, s)
[
sα(1− s)

β
h′′ (s)

]′′
ds

т.е. h (x) – есть функция, представимая через ядро G (x, s).

Кроме этого, в силу непрерывности функции G (x, s) в {(x, s) : 0 ≤ x, s ≤ 1} имеет место неравенство
1∫

0

G2 (x, s) ds = A (x) ≤ C2 = const < +∞.

Тогда, согласно теореме Гильберта – Шмидта [31], справедливо утверждение леммы 2.2.

Лемма 2.2 доказана. □

3. Вспомогательные леммы
В этом пункте предполагается, что λk и vk (x), k ∈ N понимаются собственные значения и собствен-
ные функции задачи {(6), (7)}, а под hk – коэффициент Фурье заданной функции h (x) по системе

собственных функций {vk (x)}+∞
k=1, т.е. hk =

1∫
0

h (x) vk (x) dx, k ∈ N .

Лемма 3.1. (О сходимости билинейных рядов) Следующие ряды сходятся равномерно на сегменте
[0, 1] :

+∞∑
k=1

[
vk

(µ) (x)
]2
/λk ,

+∞∑
k=1

{[
xα(1− x)

β
v′′k (x)

](µ)}2

/λ2
k , µ = 0, 1. (14)

Доказательство. Так как ядро G (x, s) интегрального уравнения (9) симметрично, положительно (т.е.
λ > 0) и непрерывно в {(x, s) : 0 ≤ x, s ≤ 1}, то на основании теоремы Mерсера [31], это ядро представлено

абсолютно и равномерно сходящимся билинейным рядом G (x, s) =
∞∑
k=1

vk(x)vk(s)
λk

. Отсюда, в частности,

при x = s следует, что G (x, x) =
∞∑
k=1

v2
k(x)
λk

≤ C3 = const < +∞, т.е. первый ряд в (14) равномерно

сходится на отрезке [0, 1].

В силу (9) и (6), имеют место равенства

v′k (x) = λk

1∫
0

Gx (x, s) vk (s) ds =

1∫
0

Gx (x, s)
[
sα(1− s)

β
v′′k (s)

]′′
ds.

Отсюда, применяя правило интегрирования по частям два раза, а затем принимая во внимание условия[
sα (1− s)

β
v′′k (s)

]∣∣∣
s=0

= 0,
[
sα (1− s)

β
v′′k (s)

]′∣∣∣∣
s=1

= 0 и Gx (x, 0) = 0, Gxs (x, 1) = 0, получим

v′k (x) =

1∫
0

sα(1− s)
β
Gxss (x, s) v

′′
k (s) ds.

Следовательно, справедливо равенство

v′k (x)√
λk

=

1∫
0

sα/2(1− s)
β/2

Gxss (x, s)

{
sα/2(1− s)

β/2
v′′k (s)√

λk

}
ds. (15)
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Далее, с помощью правила интегрирования по частям и равенств (6), (7), находим
1∫

0

sα(1− s)
β
v′

′
k (s) v

′′
l (s)√

λkλl

ds =
1√
λkλl

[
sα(1− s)

β
v′′k (s) v

′
l (s)

∣∣∣1
0
−

[
sα(1− s)

β
v′′k (s)

]′
vl (s)

∣∣∣∣1
0

]
+

+

1∫
0

[
sα(1− s)

β
v′′k (s)

]′′
vl (s)

√
λkλl

ds =

√
λk

λl

1∫
0

vk (s) vl (s) ds =

{
1, k = l ,

0, k ̸= l .
(16)

Следовательно,
{
sα/2(1− s)

β/2
v′′k (s) /

√
λk

}+∞

k=1
– ортонормальная система.

Из (15), в силу (16), следует, что v′k (x) /
√
λk — есть коэффициент Фурье функции

sα/2(1− s)
β/2

Gxss (x, s) по системе
{
sα/2(1− s)

β/2
v′′k (s) /

√
λk

}+∞

k=1
. Поэтому, согласно неравенству Бес-

селя [31], имеем
∞∑
k=1

[v′k (x)]
2

λk
≤

1∫
0

sα(1− s)
β
[Gxss (x, s)]

2
ds. (17)

Пользуясь формулой (8), нетрудно убедиться, что интеграл в (17) равномерно ограничен. Поэтому ряд
в (17), т.е. второй ряд в (14) сходится равномерно.

Аналогично доказывается сходимость остальных рядов.

Лемма 3.1 доказана. □

Ниже докажем ряд лемм о порядке коэффициентов Фурье.

Лемма 3.2. Если функция h (x) удовлетворяет условиям (9), (11), xα/2(1− x)
β/2

h′′ (x) ∈ L2 (0, 1), то
справедливо неравенство

+∞∑
k=1

λkh
2
k ≤

1∫
0

xα(1− x)
β
[h′′ (x)]

2
dx, (18)

в частности, ряд в левой части сходится.

Доказательство. Из формулы коэффициента hk, в силу уравнения (6), следует равенство

λ
1/2
k hk = λ

1/2
k

1∫
0

h (x) vk (x) dx = λ
−1/2
k

1∫
0

h (x)
[
xα(1− x)

β
v′′k (x)

]′′
dx.

Применяя правило интегрирования по частям два раза и учитывая свойства функций h (x) и vk (x),
получим

λ
1/2
k hk =

1∫
0

{
xα/2(1− x)

β/2
h′′ (x)

}{
λ
−1/2
k xα/2(1− x)

β/2
v′′k (x)

}
dx.

Отсюда следует, что число λ
1/2
k hk – есть коэффициент Фурье функции xα/2(1− x)

β/2
h′′ (x) по ортонор-

мированной системе функций
{
xα/2(1− x)

β/2
v′′k (x)/

√
λk

}+∞

k=1
. Тогда, согласно неравенству Бесселя

[31], справедливо неравенство (18).

Лемма 3.2 доказана. □

Лемма 3.3. Если функция h (x) удовлетворяет условиям леммы 2.2, то справедливо неравенство

+∞∑
k=1

λ2
kh

2
k ≤

1∫
0

[Mh (x)]
2
dx, (19)
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в частности, ряд в левой части сходится.

Доказательство. Из формулы коэффициента hk, в силу уравнений (6) и (9), справедливо равенство

λkhk = λk

1∫
0

h (x) vk (x) dx =

1∫
0

h (x)Mvk (x) dx =

1∫
0

h (x)
[
xα(1− x)

β
v′′k (x)

]′′
dx.

Применяя правило интегрирования по частям четыре раза и учитывая свойства функций h (x) и vk (x),
получим

λkhk =

1∫
0

[
xα(1− x)

β
h′′ (x)

]′′
vk (x) dx = λkhk =

1∫
0

[Mh (x)] vk (x) dx.

Отсюда следует, что число λkhk – есть коэффициент Фурье функции Mh (x) по ортонормированной
системе функций {vk (x)}+∞

k=1. Тогда, согласно неравенству Бесселя, справедливо неравенство (19).
Лемма 3.3 доказана. □

Аналогично леммам 3.2 и 3.3, доказываются следующие лемма.

Лемма 3.4. Если функция h (x) удовлетворяет условиям (10) – (13), а функция Mh (x) удовлетворяет
условиям (10), (12) и xα/2 (1− x)

β/2
[Mh (x)]

′′ ∈ L2 (0, 1), то справедливо неравенство

+∞∑
k=1

λ3
kh

2
k ≤

1∫
0

xα(1− x)
β{

[Mh (x)]
′′}2

dx,

в частности, ряд в левой части сходится.

4. Существование, единственность и устойчивость решения задачи B

Формальное применение метода Фурье приводит к следующему представлению решения задачи:

u (x, t) =

+∞∑
k=1

uk (t) vk (x) , (20)

где
uk (t) = φ1kEδ,1,(−1/2)

[
−(λk + b)tδ; γt

]
+ φ2ktEδ,2,1/2

[
− (λk + b) tδ; γt

]
+

+

t∫
0

(t− z)
δ−1Eδ,δ,(δ−1)/2

[
− (λk + b) (t− z)

δ
; γ (t− z)

]
fk (z) dz, (21)

где φ1k, φ2k, fk (t) - коэффициенты Фурье функций φ1 (x), φ2 (x), f (x, t) в системе собственных функций
{vk (x)}+∞

k=1,

Eα1,β1,θ [x; y] =

+∞∑
n=0

xn

Γ (α1n+ β1)
Jαn/2+θ (y) . (22)

Очевидно, что (22) есть функция типа функции Миттага - Леффлера [32]:

Eα1,β1
(x) =

∞∑
k=0

xk

Γ (α1k + β1)
. (23)

Нетрудно показать, что при α1 > 0, β1 > 0, θ ≥ (−1/2) ряд (22) сходится абсолютно и равномерно при
−∞ < x, y < +∞.

Для функции (22) справедливы следующие равенства

Eα,β,θ [x; 0] = Eα,β (x) , Eα,β,θ [0; y] =
1

Γ (β)
J̄θ (y) , Eα,β,θ [0; 0] =

1

Γ (β)
(24)
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и следующие формулы дифференцирования

d

dx
Eα,1,(−1/2) [−λxα; γx] = −λxα−1Eα,α,(α−1)/2 [−λxα; γx]− γ2xEα,2,1/2 [−λxα; γx] , (25)

d

dx

{
xβ−1Eα,β,(β−1)/2 [−λxα; γx]

}
= xβ−2Eα,β−1,(β−3)/2 [−λxα; γx] , β ̸= 1. (26)

Теорема 4.1. Если функции φ1 (x), φ2 (x) удовлетворяют условиям леммы 3.4, а функция f (x, t) ∈
C
(
Ω
)

удовлетворяет условиям леммы 3.4 по аргументу x равномерно по t, то сумма ряда (20)
определяет единственное решение задачи B.

Доказательство. Для доказательства существования решения достаточно доказать,
что ряд (20) и ряды, соответствующие функциям ux (x, t) , xα(1− x)

β
uxx (x, t) ,[

xα(1− x)
β
uxx (x, t)

]
x
, сходятся равномерно в Ω̄, а ряды CD

δ,γ
0t u (x, t),

[
xα(1− x)

β
uxx (x, t)

]
xx

сходятся равномерно на любом компакте D ⊂ Ω.

Сначала рассмотрим ряд (20). Так как [27]

|uk (t)| ≤ C4 |φ1k|+ C5 |φ2k|+ C6

T∫
0

|fk (z)| dz, Cj = const > 0, j = 4, 5, 6, (27)

то справедливы неравенства
|u (x, t)| =

=

∣∣∣∣∣
+∞∑
k=1

uk (t) vk (x)

∣∣∣∣∣ ≤
+∞∑
k=1

|uk (t)| |vk (x)| ≤
+∞∑
k=1

C4 |φ1k|+ C5 |φ2k|+ C6

T∫
0

|fk (z)| dz

 |vk (x)| . (28)

На основании неравенства Коши-Буняковского, имеем

+∞∑
k=1

|φjk| |vk (x)| =
+∞∑
k=1

∣∣∣√λkφjk

∣∣∣ ∣∣∣∣vk (x)√
λk

∣∣∣∣ ≤
[
+∞∑
k=1

λkφ
2
jk

+∞∑
k=1

v2k (x)

λk

]1/2

, j = 1, 2,

+∞∑
k=1

√√√√√ T∫
0

f2
k (z) dz |vk (x)| =

+∞∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣
√√√√√λk

T∫
0

f2
k (z) dz

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣vk (x)√

λk

∣∣∣∣ ≤
+∞∑
k=1

λk

T∫
0

f2
k (z) dz

+∞∑
k=1

v2k (x)

λk

1/2

=

=

 T∫
0

+∞∑
k=1

λkf
2
k (z) dz

+∞∑
k=1

v2k (x)

λk

1/2

.

Ряды, стоящие в правой части, в силу лемм 3.1 и 3.2, сходятся равномерно по x на [0, 1]. Следовательно,
ряд, стоящий в левой части, сходится равномерно по x на [0, 1]. Отсюда и из (28) следует, что ряд (20)
сходится абсолютно и равномерно в Ω.

Рассмотрим ряд, соответствующий функции
[
xα(1− x)

β
uxx (x, t)

]
xx
. В силу (27), из (20) следует нера-

венство∣∣∣[xα(1− x)
β
uxx

]
xx

∣∣∣ ≤ +∞∑
k=1

C4 |φ1k|+ C5 |φ2k|+ C6

T∫
0

|fk (z)| dz


∣∣∣∣[xα(1− x)

β
v′′k (x)

]′′ ∣∣∣∣ . (29)

Отсюда, в силу уравнения (6) на любом компакте D(⊂ Ω) имеем

∣∣∣[xα(1− x)
β
uxx (x, t)

]
xx

∣∣∣ ≤ +∞∑
k=1

∣∣∣∣∣∣λk

C4 |φ1k|+ C5 |φ2k|+ C6

T∫
0

|fk (z)| dz

 vk (x)

∣∣∣∣∣∣ .
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Очевидно, что

+∞∑
k=1

|λkφjkvk (x)| =
+∞∑
k=1

∣∣∣λ3/2
k φjk

∣∣∣ ∣∣∣∣vk (x)√
λk

∣∣∣∣ ≤
[
+∞∑
k=1

λ3
kφ

2
jk

+∞∑
k=1

v2k (x)

λk

]1/2

, j = 1, 2,

+∞∑
k=1

λk

√√√√√ T∫
0

f2
k (z) dz |vk (x)| =

+∞∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣
√√√√√λ3

k

T∫
0

f2
k (z) dz

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣vk (x)√

λk

∣∣∣∣ ≤
+∞∑
k=1

λ3
k

T∫
0

f2
k (z) dz

+∞∑
k=1

v2k (x)

λk

1/2

=

=

 T∫
0

+∞∑
k=1

λ3
kf

2
k (z) dz

+∞∑
k=1

v2k (x)

λk

1/2

.

Здесь ряды, стоящие в правой части, в силу лемм 3.1 и 3.4, сходятся равномерно по x на [0, 1]. Тогда
равномерно по x на [0, 1] сходится и ряд, стоящий в левой части. Следовательно, ряд (29) сходится
абсолютно и равномерно на компакте D. Аналогично доказывается сходимость и остальных рядов.

Пусть функция u (x, t) - есть решение задачи B с однородным уравнением и однородными условиями
(4), (5). Рассмотрим его коэффициенты Фурье по системе собственных функций задачи {(6), (7)}:

uk (t) =

1∫
0

u (x, t) vk (x) dx.

Тогда, в силу формулы (21) и φjk = 0, j = 1, 2, k ∈ N , имеем uk (t) = 0, k ∈ N .

Согласно свойствам функции Грина и теореме Мерсера [31], имеют место следующие равенства:

u (x, t) =

1∫
0

G (x, s)
[
sα(1− s)

β
uss (s, t)

]
ss
ds =

1∫
0

∞∑
k=1

vk (x) vk (s)

λk

[
sα(1− s)

β
uss (s, t)

]
ss
ds =

∞∑
k=1

vk (x)

λk

1∫
0

vk (s)
[
sα(1− s)

β
uss (s, t)

]
ss
ds.

Отсюда, применяя правило интегрирования по частям четыре раза и учитывая свойства функций
u (s, t), vk (s) и уравнение (6), получим

u (x, t) =

∞∑
k=1

vk (x)

λk

1∫
0

u (s, t) [sα(1− s)
α
v′′k (s)]

′′
ds =

∞∑
k=1

vk (x)

1∫
0

u (s, t) vk (s) ds =

∞∑
k=1

uk (t) vk (x) = 0,

поскольку uk (t) = 0, k ∈ N . Cледовательно, u (x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ Ω̄. Отсюда следует единственность
решения задачи B.

Теорема 4.1 доказана. □

Теорема 4.2. Пусть выполнены условия теоремы 4.1. Тогда для решения задачи B справедливы
следующие оценки:

∥u (x, t)∥C(Ω̄) ≤ C7∥φ′′
1 (x)∥L2,r(0,1)

+ C8∥φ′′
2 (x)∥L2,r(0,1)

+ C9

∥∥∥∥ ∂2

∂x2
f (x, t)

∥∥∥∥
L2,r(Ω)

,

где ∥u (x, t)∥C(Ω) = sup
Ω

|u (x, t)|, ∥g (x)∥L2,r(0,1)
=

[
1∫
0

r (x) [g (x)]
2
dx

]1/2
, r (x) = xα(1− x)

β.

Эта теорема доказывается так же, как в [20].
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Yadrosida Bessel funksiyasi qatnashgan integro–differensial operatorni o‘z ichiga oluvchi
buziladigan to‘rtinchi tartibli tenglama uchun boshlang‘ich-chegaraviy masala

Usmonov Doniyor

Ushbu maqolada to‘rtburchak sohada yadrosida Bessel funksiyasi qatnashgan integro–differensial operatorni
o‘z ichiga oluvchi buziladigan to‘rtinchi tartibli tenglama uchun boshlang‘ich-chegaraviy masala tadqiq
etilgan. O‘rganilayotgan masalaga o‘zgaruvchilarni ajratish usulini qo‘llash orqali oddiy differensial tenglama
uchun spektral masala hosil qilingan. Spektral masalaning xos qiymatlari va xos funksiyalari sistemasinig
mavjudligi isbotlangan. Berilgan funksiyani xos funksiyalar sistemasi orqali tekis yaqinlashuvchi qatorga
yoyish haqidagi teorema isbotlangan. O‘rganilayotgan masalaning yechimi spektral masalaning xos funksiyalar
sistemasi orqali Furye qatorining yig‘indisi sifatida yoziladi. Masalaning yechimi uchun baho olingan, undan
yechimning berilgan funksiyalarga uzluksiz bog‘liq ekanligi kelib chiqadi.

Kalit so‘zlar: buziladigan tenglama; boshlang‘ich chegara masala; Bessel funksiyasi; integro - differensial
operator; spektral usul; Green funksiyasi; integral tenglama.
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Initial-boundary value problem for a degenerate fourth-order equation containing
fractional order integral-differential operator with Bessel function in the kernel

Usmonov Doniyor

In this work, in a rectangular domain, we study an initial boundary value problem for a degenerate fourth-order
differential equation containing an integral-differential operator with a Bessel function in the kernel. Applying
the method of separation variables to the considered problem a spectral problem for an ordinary differential
equation has been obtained. The existence of eigenvalues and the system of eigenfunctions of the spectral
problem were proved. A theorem is proved for expanding a given function into a uniformly convergent
series with respect to the system of eigenfunctions. The solution of the considered problem is written as
the sum of the Fourier series with respect to the system of eigenfunctions of spectral problem. An estimate
for the solution of the problem is obtained, from which follows its continuous dependence on the given functions.

Keywords: degenerate equation; initial-boundary value problem; Bessel function; integral–differential
operator; spectral method; Green’s function; integral equation.
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Аннотация

В этой статье мы строим квадратичные стохастические операторы, порожденные конеч-
ным регулярным разбиением счетного множества состояний, и доказываем, что такие
операторы являются регулярными преобразованиями.

Ключевые слова: абсолютнo-непрерывная мера; распределение Пуассона; конечное регулярное разби-
ение; регулярное преобразование.

MSC 2020: 37N25, 92D10.

1. Введение
Понятие квадратичного стохастического оператора (к.с.о.) было введено С.Н.Бернштейном [1], при
изучении некоторых математических проблем связанных с теорией наследственности. В [2] понятие
к.с.о. было обобщено следующим образом.

Пусть (E,F )-измеримое пространство, где - некоторое фиксированное множество и F -σ - алгебра
подмножеств множество E. Положим S(E,F )-множество всех вероятностных мер определённых на
измеримом пространстве (E,F ). Пусть {P (x, y,A) : x, y ∈ E,A ∈ F} семейство функций определённых
на EXEXF и удовлетворяющих следующим условиям:

1) для любых фиксированных x, y ∈ E,

P (x, y, ∗) ∈ S(E,F ) (1)

2) для любого фиксированного измеримого множества A ∈ F отображение

P (∗, ∗, A) → (2)

является измеримой функцией двух переменных,

3) для любых фиксированных x, y ∈ E и A ∈ F

P (x, y,A) = P (y, x,A) (3)

Из условия (1) следует, что
P (x, y, E) = 1,∀x, y ∈ E. (4)

Определение 1.1. Отображение V : S(E,F ) → S(E,F ) называется квадратичным стохастическим
оператором (к.с.о.) порожденным семейством переходных вероятностей {P (x, y,A) : x, y ∈ E,A ∈ F}
удовлетворяющих условиям (1)-(3), если для произвольной меры λ ∈ S(E,F ), её образ λ′ = V λ
определяется равенством

λ′ =

∫
E

∫
E

P (x, y,A)dλ(x)dλ(y) (5)
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для произвольного измеримого множества A ∈ F .

Если E = {1, 2, . . . , n} -конечное множество и F - множество всех подмножеств , тогда

S(E,F ) = S(n−1) = {x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : xi ≥ 0,

n∑
i=

xi = 1} (6)

и к.с.о. (5) имеет вид

x′
k =

n∑
i,j=1

Pi,j,kxixj (7)

где Pi,j,k = P (i, j, k). Очевидно P (i, j, k) = P (j, i, k), P (i, j, k) ≥ 0 и из условия (4) следует, что∑n
i,j=1 Pi,j,k = 1, для любых i, j, k ∈ E.

Таким образом, если - конечное множество, определение к.с.о. данное выше совпадает с определением
к.с.о. приведённым в [1].

Определение 1.2. Квадратичный стохастический оператор V (5) назовем дискретным, если множество
не более чем счетно и в противном случае - непрерывным. Дискретный к.с.о. (5) определяется кубической
матрицей {Pi,j,k}ni,j,k=1 или {Pi,j,k}∞i,j,k=1.

Определение 1.3. Дискретный квадратичный стохастический оператор V (5) назовем вольтерровским,
если Pij,k = 0 при i ̸= k и j ̸= k. В работе [6] введено следующее

Определение 1.4. К.с.о. оператор V (5) назовем абсолютно непрерывным, если для любой меры
λ ∈ S(E,F ), мера V λ абсолютно непрерывна относительно меры λ. т.е. V λ ≺ λ. Там же доказана
следующая

Теорема 1.1. Дискретный к.с.о. V абсолютно непрерывен тогда и только тогда, когда V является
вольтерровским оператором.

В случае бесконечного E основная проблема при построении ксо – определить семейство переходных
вероятностей {P (x, y,A) : x, y ∈ E,A ∈ F} удовлетворяющих условиям (1)-(3).

В работах [7]-[13] предлагается следующий подход построения семейства переходных вероятностей

{P (x, y,A) : x, y ∈ E,A ∈ F}

удовлетворяющих условиям (1)-(3).

Пусть ξ = {A1, A2, A3, . . . , An} конечное измеримое разбиение пространства E, т.е.Ai ∈ F для всех
i,Ai ∩Aj = ∅ при i ̸= j и ∪n

i=1Ai = E.

На пространстве E × E определим соответствующее разбиение ζ = {Bij : i, j = 1, 2, . . . ,m} , где
Bii = Ai×Ai и Bij = Ai×Aj∪Aj×i при i ̸= j. Выделим семейства вероятностных мер {µij : i, j = 1, . . . , n}
на (E,F ) такое что µij = µji и определим переходную вероятность P (x, y,A) следующим образом: для
произвольного A ∈ F , P (x, y,A) = µij(A) если (x, y) ∈ Bij . В этом случае ксо (5) сводится к ксо с
конечным числом состояний [7]-[13]:

V λ(A) =

∫
E

∫
E

P (x, y,A)dλ(x)dλ(y) =

n∑
i,j=1

∫
Ai

∫
Ai

P (x, y,A)dλ(x)dλ(y) =

n∑
i,j=1

µij(A)dλ(Ai)dλ(Aj).

Положим xi = λ(Ai), i = 1, · · · , n, где (x1, x2, · · · , xn) ∈ Sn−1 и pij,k = µij(Ak). Тогда ксо (5) можно
переписать как

(Wx)k =

n∑
i,j=1

Pij,kxixj . (8)

2. Дискретные к.с.о. со счетным числом состояний.
Пусть E = Z+ = 0, 1, 2, . . . - множество неотрицательных целых чисел.

Определение 2.1. Разбиение ξ = {A1, A2, . . . , An} множества E такое что Ak = {x ∈ Z+ : x =
k(modn), k = 0, 1, . . . , n− 1} будем называть регулярным разбиением.

В этой работе мы будем изучать Пуассоновские ксо порожденные регулярными разбиениями.
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Напомним что ксо называется Пуассоновским если {µij : i, j = 1, . . . , n} является семейством
Пуассоновских мер [7].

Для произвольной меры Пуассона µ с параметром λ и регулярного разбиения ξ = {A1, A2, . . . , An}
определим µ(Ai) для дюбого i.

Пусть
Ak = {x = k(modn), k = 0, 1, . . . , n− 1;x ∈ Z+}.

Тогда

µ(Ak) =
1

eλ

∞∑
i=0

λni+k

(ni+ k)!
(k = 0, 1, ..., n− 1).

Положим
∑∞

i=0
λni+k

(ni+k)! = fk(λ).

fk(λ) =
λk

k!
+

λn+k

(n+ k)!
+

λ2n+k

(2n+ k)!
+

λ3n+k

(3n+ k)!
+ ...+

λni+k

(ni+ k)!
+ ...

Тогда производные функции fk(λ) определяются следующим образом

f ′
k(λ) =

λk−1

(k − 1)!
+

λn+k−1

(n+ k − 1)!
+

λ2n+k−1

(2n+ k − 1)!
+

λ3n+k−1

(3n+ k − 1)!
+ ...+

λni+k−1

(ni+ k − 1)!
+ ...

f ′′
k (λ) =

λk−2

(k − 2)!
+

λn+k−2

(n+ k − 2)!
+

λ2n+k−2

(2n+ k − 2)!
+

λ3n+k−2

(3n+ k − 2)!
+ ...+

λni+k−2

(ni+ k − 2)!
+ ...

...

f
(k)
k (λ) = 1 +

λn

n!
+

λ2n

(2n)!
+

λ3n

(3n)!
+ ...+

λni

(ni)!
+ ...

...

f
(n−1)
k (λ) =

λn+k−n+1

(n+ k − n+ 1)!
+

λ2n+k−n+1

(2n+ k − n+ 1)!
+

λ3n+k−n+1

(3n+ k − 1)!
+ ...+

λni+k−1

(ni+ k − 1)!
+ ...

f
(n)
k (λ) =

λn+k−n

(n+ k − n)!
+

λ2n+k−n

(2n+ k − n)!
+

λ3n+k−n

(3n+ k − n)!
+ ...+

λni+k−n

(ni+ k − n)!
+ ... =

=
λk

k!
+

λn+k

(n+ k)!
+

λ2n+k

(2n+ k)!
+

λ3n+k

(3n+ k)!
+ ...+

λni+k

(ni+ k)!
+ ... = fk(λ)

Последнее равенство определяет однородное дифференциальное уравнение n-го порядка c постоянными
коэффициентами

f
(n)
k (λ) = fk(λ)

с началными условиями (λ = 0)

fk(0) = 0, f ′
k(0) = 0, ..., f

(k)
k (0) = 1, ...., f

(n)
k (0) = 0.

Решая это уравнение находим что

µ(Ak) =
1

eλ
fk(λ) (k = 0, 1, 2, ..., n− 1)

Пусть n = 2 . Полагая f ′′
k (λ) = fk(λ), видим k2 = 1 и k = ±1.
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Для f1(λ) = C1e
λ + C2e

−λ и исходя из начальных условий f1(0) = 1 и f ′
1(0) = 0 находим значение C1 и

C2.

f1(0) = C1e
0 + C2e

0 = C1 + C2 = 1 и f ′
1(0) = C1e

0 − C2e
0 = C1 − C2 = 0.

{
C1 + C2 = 1

C1 − C2 = 0

C1 = 1
2 , C2 = 1

2 . Отсюда f1(λ) =
1
2e

λ + 1
2e

−λ

Для f2(λ) = C1e
λ +C2e

−λ исходя из начальных условий f1(0) = 0 и f ′
1(0) = 1 находим значение C1 и C2.

f1(0) = C1e
0 + C2e

0 = C1 + C2 = 0 и f ′
1(0) = C1e

0 − C2e
0 = C1 − C2 = 1.

{
C1 + C2 = 0

C1 − C2 = 1

C1 = 1
2 , C2 = − 1

2 . Отсюда f2 = (λ) = 1
2e

λ − 1
2e

−λ.

Следовательно,

µ(A1) =
1
eλ
f1(λ) =

eλ+e−λ

2eλ
и µ(A2) =

1
eλ
f2(λ) =

eλ−e−λ

2eλ
.

В этом случае переходные вероятности P (i, j, A) определяются следующим образом:

P (i, j, A1) =


eλ1+e−λ1

2eλ1
если (i, j) ∈ B11),

eλ2+e−λ2

2eλ2
если (i, j) ∈ B22,

eλ3+e−λ3

2eλ3
если (i, j) ∈ B12

и

P (i, j, A2) =


eλ1−e−λ1

2eλ1
если (i, j) ∈ B11),

eλ2−e−λ2

2eλ2
если (i, j) ∈ B22,

eλ3−e−λ3

2eλ3
если (i, j) ∈ B12

В этом случае квадратичный стохастический оператор (7) имеет следующий вид:{
x′
1 = eλ1+e−λ1

2eλ1
x2
1 +

eλ2+e−λ2

2eλ2
x2
2 +

eλ3+e−λ3

eλ3
x1x2

x′
2 = eλ1−e−λ1

2eλ1
x2
1 +

eλ2−e−λ2

2eλ2
x2
2 +

eλ3−e−λ3

eλ3
x1x2

При n = 3 повторяя предыдущие рассуждения можно показать что

µ(A1) =
1

eλ
f1(λ) =

1

3
+

2

3
e−

3
2λcos(

√
3

2
λ)

µ(A2) =
1

eλ
f2(λ) =

1

3
− 1

3
e−

3
2λcos(

√
3

2
λ) +

1√
3
e−

3
2λsin(

√
3

2
λ)

µ(A3) =
1

eλ
f3(λ) =

1

3
− 1

3
e−

3
2λcos(

√
3

2
λ)− 1√

3
e−

3
2λsin(

√
3

2
λ)

В этом случае переходные вероятности P (i, j, A) определяются следующим образом:

P (i, j, A1) =



1
3 + 2

3e
− 3

2λ1cos(
√
3
2 λ1) если (i, j) ∈ B11,

1
3 + 2

3e
− 3

2λ2cos(
√
3
2 λ2) если (i, j) ∈ B22,

1
3 + 2

3e
− 3

2λ3cos(
√
3
2 λ3) если (i, j) ∈ B33,

1
3 + 2

3e
− 3

2λ4cos(
√
3
2 λ4) если (i, j) ∈ B12,

1
3 + 2

3e
− 3

2λ5cos(
√
3
2 λ5) если (i, j) ∈ B13,

1
3 + 2

3e
− 3

2λ6cos(
√
3
2 λ6) если (i, j) ∈ B23.
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P (i, j, A2) и P (i, j, A3) вычиляется аналогично.

В таком случае квадратичный стохастический оператор (7) имеет следующий вид:

x′
1 = (

1

3
+

2

3
e−

3
2λ1cos(

√
3

2
λ1))x

2
1 + (

1

3
+

2

3
e−

3
2λ2cos(

√
3

2
λ2))x

2
2+

+(
1

3
+

2

3
e−

3
2λ3cos(

√
3

2
λ3))x

2
3 + 2(

1

3
+

2

3
e−

3
2λ4cos(

√
3

2
λ4))x1x2+

+2(
1

3
+

2

3
e−

3
2λ5cos(

√
3

2
λ5))x1x3 + 2(

1

3
+

2

3
e−

3
2λ6cos(

√
3

2
λ6))x2x3,

x′
2 = (

1

3
− 1

3
e−

3
2λ1cos(

√
3

2
λ1)+

1√
3
e−

3
2λ1sin(

√
3

2
λ1))x

2
1+(

1

3
− 1

3
e−

3
2λ2cos(

√
3

2
λ2)+

1√
3
e−

3
2λ2sin(

√
3

2
λ2))x

2
2+

+(
1

3
− 1

3
e−

3
2λ3cos(

√
3

2
λ3)+

1√
3
e−

3
2λ3sin(

√
3

2
λ3))x

2
3+2(

1

3
− 1

3
e−

3
2λ4cos(

√
3

2
λ4)+

1√
3
e−

3
2λ4sin(

√
3

2
λ4))x1x2+

+2(
1

3
−1

3
e−

3
2λ5cos(

√
3

2
λ5)+

1√
3
e−

3
2λ5sin(

√
3

2
λ5))x1x3+2(

1

3
−1

3
e−

3
2λ6cos(

√
3

2
λ6)+

1√
3
e−

3
2λ6sin(

√
3

2
λ6))x2x3,

x′
3 = (

1

3
− 1

3
e−

3
2λ1cos(

√
3

2
λ1)−

1√
3
e−

3
2λ1sin(

√
3

2
λ1))x

2
1+(

1

3
− 1

3
e−

3
2λ2cos(

√
3

2
λ2)−

1√
3
e−

3
2λ2sin(

√
3

2
λ2))x

2
2+

+(
1

3
− 1

3
e−

3
2λ3cos(

√
3

2
λ3)−

1√
3
e−

3
2λ3sin(

√
3

2
λ3))x

2
3+2(

1

3
− 1

3
e−

3
2λ4cos(

√
3

2
λ4)−

1√
3
e−

3
2λ4sin(

√
3

2
λ4))x1x2+

+2(
1

3
−1

3
e−

3
2λ5cos(

√
3

2
λ5)−

1√
3
e−

3
2λ5sin(

√
3

2
λ5))x1x3+2(

1

3
−1

3
e−

3
2λ6cos(

√
3

2
λ6)−

1√
3
e−

3
2λ6sin(

√
3

2
λ6))x2x3.

Для квадратичных стохастических операторов, построенных таким образом, имеет место следующая
теорема:

Теорема 2.1. Для всех λi ≥ 3n, траектория любой точки симплекса S(Ω,F ) сходится к точке
(1/n, 1/n, . . . , 1/n).

В этой работе справедливость этого утверждения проверено применением численных расчетов. В
последующих работах будет приведено аналитическое доказательство.
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Sanoqli holatlar to‘plamni regulyar parchalanishlardan hosil bo‘lgan kvadratik stoxastik
operatorlar

Shamsddinov Nasriddin, Anorov Obidjon

Ushbu maqolada cheksiz sanoqli to‘plamdagi regulyar parchalanishlar orqali kvadratik stoxastik operatorlar
qurilgan va ushbu operatorlar regulyar akslantirish ekanligi isbotlangan.

Kalit so‘zlar: absolyut uzluksiz o‘lchov; Puasson taqsimoti; chekli regulyar parchalanish; regulyar akslantirish.

Quadratic stochastic operators generated regular partitions of a countable set of states
Shamsiddinov Nasriddin, Anorov Obidjon

In this paper, we construct quadratic stochastic operators generated by the finite regular partition of a
countable set of states and prove that such operators are regular transformations.
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transformation.

Получено: 26/03/2023

Принято: 02/10/2023

Cite this article
Shamsiddinov N., Anorov O. Quadratic stochastic operators generated regular partitions of a countable set
of states. Bull. Inst. Math., 2023, Vol.6, No 4, pp. 160-165

ISSN-2181-9483 Bulletin of the Institute of Mathematics, 2023, Vol.6, No 4 165


	Slide 1: Matematika Instituti Byulleteni  Bulletin of the Institute of Mathematics  Бюллетень Института Математики
	Slide 2: Matematika Instituti Byulleteni  Bulletin of the Institute of Mathematics  Бюллетень Института Математики

