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KIRISH

Kasr tartibli  differensial tenglamalar nazariyasi matematikaning
rivojlanayotgan va dolzarb sohalaridan biridir. Butun tartibli differensial
tenglamalardan fargli o'laroq, kasr tartibli differensial tenglamalar (KTDT)
hosilalarining tartibi butun son bo'Imagan, ya'ni kasr yoki irratsional son bo'lishi
mumkin. Bu esa KTDTni go'llash imkoniyatlarini sezilarli darajada kengaytiradi.

Kasr tartibli differensial tenglamalar dastlab nazariy tahlil uchun yaratilgan
bo'lsa-da, hozirgi kunda ular fizikadan tortib biologiyaga, iqtisodiyotdan tortib
muhandislikka qgadar ko'plab sohalarda qo'llanilmogda. Quyida KTD
tenglamalarining ba'zi amaliy qo'llanilishlariga misollar keltiriladi:

1. Materiallarning Reologiyasi. Kasr tartibli differensial tenglamalar materiallarning
elastiklik va yopishgoglik xususiyatlarini anigrog modellash uchun go'llaniladi.
Masalan, polimerlarning reologik xatti-harakatlarini o'rganishda KTD tenglamalari
yordamida ularning vaqtga bog'liq deformatsiya xususiyatlarini ifodalash mumkin.

2. Difuziya Jarayonlari. KTD tenglamalari diffuziya jarayonlarini, aynigsa anomal
diffuziya hodisalarini, model gilishda ishlatiladi. Masalan, geofizikada neft va gaz
rezervuarlarida moddaning anomal diffuziyasini ifodalash uchun KTD tenglamalari
go'llanilishi mumkin.

3. Moliyaviy Bozorlar. Moliyaviy bozorlar o'zgaruvchanligini model gilishda KTD
tenglamalari go'llaniladi. Ular bozorlardagi uzoq muddatli xotira va noanigliklarni
aniglashda yordam beradi. Masalan, moliyaviy instrumentlarning baholari va
ularning o'zgarish tezligini tahlil gilish uchun KTD tenglamalari qo'llanilishi
mumkin.

4. Biologik Tizimlar. KTD tenglamalari biologik tizimlarning dinamikasini model
gilishda go'llaniladi. Masalan, hujayra ichidagi signalizatsiya yo'llarini va ularning
vaqtga bog'liq o'zgarishlarini ifodalash uchun ishlatilishi mumkin.

5. Elektromagnit Tizimlar. Elektronika va elektrotexnika sohalarida KTD
tenglamalari elektr zanjirlarining xatti-harakatlarini  modellashda ishlatiladi.
Masalan, zanjirning o'tkazuvchanligini va induktiv xususiyatlarini anigroq ifodalash
uchun KTD tenglamalari ishlatiladi.

6. Neytral Tarmoglar. Sun'iy neyron tarmoglarda va chuqur o'rganishda KTD
tenglamalari neyronlarning faollashuv funksiyalarini va o'rganish jarayonlarini
anigroq ifodalashda go'llaniladi. Bu usullar, aynigsa, uzun muddatli xotiraga ega
bo'lgan modellarda go'llaniladi.



Ushbu misollar kasr tartibli differensial tenglamalarning turli sohalarda
ganday qo'llanilishi hagida tasavvur beradi. Ular murakkab tizimlarni yanada
realistik va nozik ifodalash imkonini beradi.

Ushbu o'quv go'llanma KTDT sohasida chuqur bilim olishni istagan talabalar,
tadgigotchilar va mutaxassislar uchun mo'ljallangan. Qo'llanma nazariy asoslardan
boshlab, KTDTni yechishning turli usullarini va ularning amaliy go'llanilishiga oid
misollarni 0'z ichiga oladi.

Qo'llanma quyidagi asosiy bo'limlardan iborat:

Maxsus funksiyalar: Bu bo'limda Eyler integrallari, Gipergeometrik funksiyalar,
Mittag-Lefler funksiyalari, Foks funksiyasining asosiy tushunchalari, ularning kelib
chigishi va matematik asosi tushuntiriladi.

Integral almashtirishlar: Bu bo'limda KTDT ni yechishning analitik usullari,
jumladan, Laplas almashtirish, Furye almashtirishi, Mellin almshtirishi va boshqga
usullar bayon etiladi.

Kasr tartibli hosilalar va integral operatorlar: KTDT ning asosiy tarkibiy gismi
bo'lgan kasr tartibli hosilalar va integral operatorlarning ta'riflari, xossalari va turlari
keltiriladi.

Kasr tartibli differensial tenglamalar: Kasr tartibli differensial tenglamalar va
ularni yechish usullari hagida batafsil ma'lumot beriladi.

Bu go'llanma kasr tartibli differensial tenglamalar nazariyasini o'rganishda va
amaliy masalalarni yechishda sizga yordam beradi deb umid gilamiz. Qo'llanmaning
muvaffagiyatli bo'lishida yordam bergan barcha hamkasblarimizga minnatdorlik

bildiramiz. Sizning muvaffaqgiyatingiz biz uchun eng katta mukofotdir.



I-BOB. MAXSUS FUNKSIYALAR.

Klassik maxsus funksiyalarni o'rganish matematik tahlilning bir gismi bo'lib,
uning barchasi gipergeometrik funksiyaga garatilgan bo'lib, ularning differensial
tenglamalari mos ravishda uchta va ikkita yagona nugtalarni, shuningdek, maxsus
holatlarni tagdim etadi.

Bundan tashgari, bu maxsus funksiyalar differensial tenglamalarning
yechimlari ifodalash uchun juda muhim bo'lganligi sababli, biz klassik gamma
funksiyalarni, faktorial va beta tushunchasini umumlashtirishni ikkita parametrga
garab, ushbu funksiyalar sinfining bir gismi deb hisoblaymiz.

Biz dastlab Eyler integrallarini tagdim etishdan boshlaymiz, ya’ni gamma
funksiya tushunchalari, Pochhammer belgisi bilan tanishamiz, xatolik funksiyasi,
go'shimcha xato funksiyasi va beta funksiyasi. Bundan tashqari, biz gipergeometrik
funksiyani, go'shilgan gipergeometrik funksiyani tagdim etamiz va biz fagat adekvat
parametr tanlash sifatida, alohida holatlar sifatida, boshga maxsus funksiyalarni

eslatib o'tamiz.

Beta funksiya va uning xossalari.

Ushbu

1

Jxa‘l (1 —x)°"ldx (D

0
Xosmas integral berilgan bo’lIsin.
1-ta’rif. (1) integral beta funksiya yoki birinchi tur Eylar integrali deyiladi
va B(a,b) kabi belgilanadi, demak

1
B(a,b) = jxa‘l (1-x)?"Ydx, (a>0,b>0)
0
Shunday qilib , B(a, b) funksiya R? fazodagi M = {(a,b) E R*: a €
(0; +00),b € (0; +00)} to’plamda berilgandir.



Endi B(a, b) funksiyaning xossalarini ko’rib chiqamiz.

1°. B(a, b) integralni olamiz.
1

B(a,b) = Jxa‘l (1 —x)°ldx (2)
0

Bu integral a va b ga nisbatan simmetrik funksiyalardan iborat, ya’ni
B(a,b) = B(b,a) (3)
Isbot. Hagigatda,

1
B(a,b) = jx“‘l (1 —x)°tdx
0
integralda x = 1 — t almashtirish bajarilsa, u holda quyidagiga ega bo’lishihi

topamiz.
1 0
B(a,b) = jxa‘l (1—x)P"ldx = — f(l — )¢ 1¢b-1de
1

0
1

= j t?~1 (1 —t)*'dt = B(b,a)
0

Chunki fagat a va b ning rollari almashadi
2% . (1) integral

1
B(a,b) = jx“‘l (1 —x)°tdx
0
ixtiyoriy M = {(a, b)ER? : a € (0; +),b € (0; +0)} (ag > 0,by > 0)
to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
Isbot. Berilgan integralni tekis yaginlashuvchilikka tekshirish uchun uni

quyidagicha
1 1/2 1
f x4 (1 —x)ldx = f x% 11— x)P " ldx + f x4 1(1 — x)Ptdx
0 0 1/2
yozib olamiz.



Ma’lumki, a > 0 bo’lganda fol/z x% 1 dx integral yaginlashuvchi, b > 0

bo’lganda fll/z(l — x)Ptdx
integral yaqinlashuvchi bo’ladi.
Parametr a ning a = ay(a, > 0) giymatlari va ixtiyoriy b > 0, ixtiyoriy
X € (O,%) uchun
x4 (1 —x)P71 < x%71(1 — x)P7T < 2x%071

bo’ladi. Veyershtrass alomatidan foydalanib,
1/2
j x% 11— x)Ptdx
0

integralning tekis yaginlashuvchiligini topamiz.
Shuningdek paramtr b ning b = by(b, > 0) giymatlari va ixtiyoriy a > 0,
Ixtiyoriy x € [%, 1) uchun,
x4 (1 —x)P7t < x% (1 — x)Po71 < 2(1 — x)bo~d

bo’ladi va yana Veyershtrass alomatiga ko’ra,

1
.[1 x4 (1 —x)P"ldx

2

Integralning tekis yaginlashuvchiligi kelib chigadi.

Demak, fol x% 1 (1 —x)P"1dx integrala > a, > 0,va b > by, > 0

bo’lganda, ya’'ni
Mo = {(a, b) € RZ: ac [ao’ + OO)’b € [bo, -|—OO)}

to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.



3%. B (a, b) funksiya M = {(a,b)eR?: ae(0; + ), be[0; +0)} to’plamda
uzluksiz funksiyadir.
Isbot: Hagigatdan ham,

1
B(a,b) = fx“‘l (1 —x)°1dx
0

Integralning M, to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lishidan va integral ostidagi
funksiyaning V(a, b) € M da uzluksizligidan quyidagi teoremaga asosan B(a, b)
funksiya M = {(a,b)eR?: ae(0; +o0), be[0; +0)} to’plamda uzluksiz bo’ladi.

1-teorema. f(x, y) funksiya M , to’plamda uzluksiz va

b
L(y) = j £ y)dx

Integral [c, d] da tekis yaqinlashuvchi bo’lsin. U holda I, (y) funksiya [c, d]

oraliqda uzluksiz bo’ladi.

4% . B(a, b) funksiya quyidagicha ham ifodalanadi
+ 0o ta—l

B(a, b) = f Wdt (4)

Isbot. (1) integralda x = ﬁ almashtirish bajarilsa, u holda

1

B(a,b) = jxa‘l (1 —x)°"tdx = f+oo (L)a_l (1- L)bq
J , NI+t 1+¢

dt
(1+1t)?

+ 00 ta—l
= j:) (1 + t)a+b dt
bo’ladi.

Xususan, b =1 —a (0 < a < 1) bo’lganda



+o00 ra—-1

B(a,l—a)=f dt = — (5)

o 1+t  sinam
Isbot. (5) integral chegaralanmagan funksiyaning chegarasi cheksiz

xosmas integral bolib, a parametrga bog’liqdir.

+00 ta—l
I(a) =f dt
0

1+t

Bu integralni quyidagi ikki gismga ajratib

+00 ta—l 1 ta—l 400 ta—l
I = dt = dt dt =1 I
(@) jo 1+t jO1+t +f1 1+t 1(a) + (@)

Ularning har birini alohida — alohida yaginlashuvchilikka tekshiramiz.
0 <t < 1 daquyidagi

1 ta—l
_ ta—l <

< <t 1
2 1+t

tengsizlik o’rinli va fol t* 1dt integral a > 0 dayaginlashuvchi, a <0 da

uzoqlashuvchi,

1 ta—l
o L+t

Integral a > 0 da yaqginlashuvchi, a < 0 da uzoglashuvchi, bo’ladi. t > 1
da quyidagi

a—1
lta—z <

< < t% 2
2 1+t

tenglik o’rinli va f1+°° t%2dt integral a < 1 dayaginlashuvchi, a > 1 da

uzoqlashuvchi,

400 ta—l
I,(a) =f dt
2 . 1+t



integral a < 1 da yaginlashuvchi, a = 1 da uzoqlashuvchi bo’ladi. Shunday qilib,

berilgan

+ 0o ta—l
I(a) = f dt
o 1+t

integral 0 < a < 1 da yaqinlashuvchi bo’lishini topamiz. Endi I(a) integralni

hisoblaymiz.

Ma’lumki 0 <t < 1da

(0.0]

z(—l)kta+k_1 (51)

k=0

ta—l

1+t
bo’lib bu qator [ag, by] (0 < ag <t < by < 1) da tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
(5") darajali qatorning qismiy yig’indisi

t* 11 - (-]
1+t

Sa(8) = ) (~1Feert =
k=0

bo’ladi. AgarVn € N vaVvt € (0,1) uchun,

t* 1 - (=0)"]

<ta—1
1+t

tengsizlikning o’rinli bo’lishini hamda
[tedt (0<a<1)

integralning yaqinlashuvchiligini e’tiborga olsak, unda Veyershtrass alomatiga

ko’ra integral [ 01 Sp(t)dt tekis yaqinlashuvchi bo’ladi, ikkinchi teoremaga ko’ra,
2- teorema. f(x,y) funksiya

1.  yo’zgaruvchining E dan olingan har bir tayin giymatida x
o’zgaruvchining funksiyasi sifatida [a, b) da uzluksiz.

10



2. y- yixtiyoriy [a,t) (a <t < b) oraligda ¢(x) limiti
Agar

b
L(y) = f f(x,y)dx

integral E to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, uholda y — y, da I, (y)

funksiya limitga ega va

lim ()= lim [ FGeydy =, [lerylof(x,y)] dx = [ p(x)dx

Yy=Yo
bo’ladi.
1 1
lim | S, (t)dt =j [limS,, (¢t)]dt
n—-oo 0 0 N—o
ya’'ni
1l 1 4a-1
lim Z (—1)keatk-1 dt—J hmz( Dkea+k-11dt = f dt
n-o J £ 0 n—oow o 1+t
bo’ladi.

Bu tenglikdan quyidagini topamiz.

n-1

1 ta- 1
L(a) = J dt = lim ) [(—1)Fte**=14dt]

1+t n—oo
k=0

_ z[ -[0 (C1ykpat1gy] =
k=0

k=0

Demak,

1s) _1 K
hi(a) = (a +)k
k=0

Agar

11



+ 00 ta—l
I,(a) =j dt
2 . 1+t

Integral t=1\p almashtirish bajarsak, u holda

1 p—a 1p(1—a)—1
I,(a) =j dp = J dp
2 o 1+7p o 1+p

bo’ladi. Yuqoridagi yo’l bilan

- (D"
I =
2(@) 2 a—k
k=0
bo’lishini topamiz. Demak,

(0e] oo

+) (D

k=0 k=1

(= 1)"

er—\

1(@) = (@) + (a) = 2
k=0

Ly (—1)* S
T a Z (a+k a—k)
k=1

bo’ladi.

Agar

_+z(_ )k(a+k k) Sl:aT[ (O<a<1)

bo’lishini e’tiborga olsak, unda

I(a) =

sinam

ekanligi kelib chigadi. Demak,

+oota1 T
dt = 0<a<l1) (5
_]; 1+t Sinan( ¢ ) )

Bo’ladi. (5) munosabatdan quyidagini topamiz.



Bll—Bll = =

Beta funksiyaning xususiy holda uzluksiz hosilalarga ega, ya’ni

+ 00 ta—l
B(a,1—a) = dt =
(a 2) _]; 1+t sinam

, too pa-1 s m?cosan

B',(a,1—a) = lntdtz(, )= —
0 1+t sinam sincarm
B'.(a,1—a)
too pa-1 5 m . w3sin3am + 2m3sinamcos?an
- m2tdt = (——) " = i
o 1+t sinam sin*am
va hokazo,
+ 00 a—1

T
BM(q,1— =j In"tdt = Q) =1,2,3,..
(a a) 0 1+t n (sinan) (n

bo’ladi.
59.V(a,b) € M'(M' ={(a,b) € R2:a € (0; +),b € (1; +)} uchun

B(a,b)=m3(a,b—1) (6)

bo’ladi.

Isbot. (1) integralni bo’laklab integrallaymiz.

13



1

B(a,b) = fxa-l (1—x)P1dx = j1(1 - x)b‘ld(x?:)
0
0

1 b1y, D1 ' b-2
=Exa(1—x) IO+TJ x*(1—x)""%dx (a>0, b>1)
0

Agar

x4(1—x)P72 =x4"11 - (1 —x)](1 —x)2

— xa—l(l _ x)b—z _ xa—l(l _ x)b—l

ekanligigni e’tiborga olsak, uholda

1 1 1
f x%(1—x)P~2dx = J x% (1 —x)P2dx — J x% (1 —x)P2dx
0 0 0
— B(a,b—1) — B(a,b)

bo’lib, natijada

B(a,b) = — [B(a,b — 1) — B(a,b)]

bo’ladi. bu tenglikdan esa

B(a,b) = 1B(a,b—l)(a>0,b>1)

a+b—

bo’lishini topamiz.

Xuddi shunga o’xshash V(a, b) € M” uchun M"" = {(a, b) € R2: ae(1, )
be(0, +0)})

B(a,b) = B(a—1,b)

a+b—-1
bo’ladi.

Isbot. (1) integralni bo’laklab integrallaymiz.

14



1
1

B(a,b) = jx“‘l (1—x)0"tdx = J x% 1d (%) =

0
0

1
= —Exa_l(l - X)blé

a—1
b

1 a—1 1
f x42(1 — x)Pdx =—J x%2(1 — x)Pdx,
0 b J

(a>1),(b>0)

x42(1—x) =x2(1—-x)P"1(1-x) =

— xa—Z (1 _ x)b—l _ xa—l(l _ x)b—l

1
j x%72(1 — x)Pdx =
0

1 1
= J x42 (1 —x)"dx — J x4 11— x)""'dx =B(a—1,b)
0

0

— B(a,b)

B(a,b) = 1B(a—l,b)(a>1,b>0)

a+b—
bo’lishini topamiz.
Xususan, b =n (n € N) bo’lganda

B(a,b) = B(a,n) = hB(a,n _1

+n
bo’lib, (6) formulani takror qo’llab, quyidagini topamiz.

n—1 n—2
a+n—1 a+n-—2 n+1

B(a,1)

Ma’lumki,B(a, 1) = [ x% " dx = -, demak

15



1+2x..x(a—1)
ala+1(a+2)..(a+n—-1)

B(a,n) = (7)

Agarda (7) da a = m (meN) bo’lsa, u holda

1+x2*..x(n—1) _(n=DI(m-1)!

B(m'n)zm(m+1)...(m+n—1)_ (m+n-—1)!

Mustaqil bajarish uchun topshiriglar.
1. Betta funksiya xossalaridan foydalanib quyidagi xosmas integralni

hisoblang. [ vVx — x?dx
2. Betta funksiya xossalaridan foydalanib quyidagi xosmas integralni
) +oo  x
hisoblang. |, Tt
3. Betta funksiya xossalaridan foydalanib quyidagi xosmas integralni

hisoblang. [ " x*Va? — x? dx.

4. Betta funksiya xossalaridan foydalanib quyidagi xosmas integralni

dx

xm—l

dx

hisoblang. f,*

1+x™

5. Betta funksiya xossalaridan foydalanib quyidagi xosmas integralni

hisoblang. [} x?(1 — x)* dx

Gamma funksiya va uning xossalari.
Biz

+o00

j x% 1 e *dx, (1)

0
xosmas integralni garaylik.Bu chegaralanmagan funksiyaning ( a<1 da x = 0 maxsus
nuqta) cheksiz oraliq bo‘yicha olingan xosmas integrali bo‘lishi bilan birga a ga

(parametrga) ham bog‘liqdir.

1-ta’rif: (1) integral gamma funksiya yoki Il tur Eyler integrali deb ataladi va I'(a) kabi

belgilanadi. Demak,
16



F(a)=f x% e *dx; (2)
0

Shunday qilib, I'(a) funksiya (0; +0) da berilgandir.Endi I'(a) funksiyaning xossalarini
o‘rganaylik.

1°. (1) integrall’(a)= f0+°° x% 1 e *dx ixtiyoriy[a,, by](0<a, < b, < + =) oraliqda tekis
yaqinlashuvchi bo’ladi.
Isbot: Integralni quyidagi 2 qismga ajratib,

+o0o — — 1 — — +o0 — —
Jo x@te¥dx=[; x¢te ¥dx +[  x*te¥dx

Ularning har birini alohida-alohida tekis yagnlashuvchilikka tekshiramiz.Agara,(a, >

0) sonini olib , parameter a ninga = a,qiymatlari garalsa , unda barcha x € (0,1]uchun

a-1,—x
x“ e le—ao

bo’lib, ushbu Veyrshtrass alomatiga ko’ra

1
J x% e *dx
0

ushbu integral tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. Agar b, (b, > 0) sonni olib,parametr a ning

a < byqiymatlari qaraladigan bo’lsa, unda barcha x = 1uchun

by +1 1
x0lo=X < ybo—lo-x < ( 0 )b0+1_
e x?

bo’lib,

17



Integralning yaginlashuvchi ekanligidan, yana Veyershtass alomatiga ko’ra

+ oo
f x% e Xdx
0

integralning tekis yaqginlashuvchi ekanligini topamiz.

Shunday qilib,
+00
F(a)=f x4 e *dx
0

[ag, bo](0<a, < by <+ ) da tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.

2°.T'(a ) funksiya (0;+) da uzluksiz hamda barcha tartibdagi uzluksiz hosilalarga ega

va

+00
r™(q) = j x% e ™(lnx)"dx (n =1,2,....)

0

Isbot: va €(0;+) nugtani olaylik. Unda shunday[a,, by](0<a, < b, < + o0) oraliq
topiladiki , a € [a,, by] bo’ladi. Ravshanki,

400
F(a)=j x4 e *dx
0

integral ostidagi f(x,a) = x% 1 e *funksiya
M = {(x,a) € R*: x € (0; +) ,a € (0; +0)}
to’plamda uzluksiz funksiyadir. (1) integral esa [a,, b,y]da tekis yaginlashuvchi.

U holda teoremaga asosan I'(a) funksiya [a,, by]da binobarin, anuqtada uzluksiz
bo’ladi.

(Dintegral ostidagi f(x,a) = x% ! e funksiya
i (x,a) = x* e *Inx
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hosilasi M to’plamda uzluksiz funksiya.
Endi

+ 00

+00
f £, (x,a) dx =f x% e *Inxdx
0 0

integralni [a,, by ]da tekis yaqinlashuvchi bo’lishini ko’rsatamiz.. Ushbu

1
J x% e *Inxdx
0

Integral ostidagi x¢~1 e ~*Inx funksiya uchun

0<x<1 daf xz" dx o'rinlidir. $(x)=x2[nx| funksiya 0<x<1 da

chegaralanganligidan vafo1 x%‘l dx integralning tekis yaginlashuvchiligini topamiz.

Shunga o’xshsh quyidagi

+00
j x% 1 e~*Inxdx

1
integralda , integral ostidagi x*~! e *Inxfunksiya uchun barcha x > 1 da

by, +1 1
x% e~ Inx < xPo~le X [nx < (———)bo+1.

X2
Bo’ lib,

Integralning yaqinlashuvchanligidan, yana Veyrshtrass alomatiga ko’ra

f1+°°x“‘1 e *Inxdx ning tekis yaginlashuvchiligi kelib chigadi. Demak[a,, b,]da

) 1+°° x% 1 e *Inxdx integral tekis yaginlashuvchi. Unda teoremaga asosan
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400 =00 +oco
f'(a) = (j x% e *dx)' = f (x* e ™) dx = J x% e *Inxdx
0 0 0

bo’ladi vaI'(a)[ay, by]da , shu bilan birga a nuqtada ham uzluksizdir.Xuddi shu yo’l bilan

I'(@) funksiyaning ikkinchi, uchinchi va boshga tartibli hosilalarining mavjudligi,
uzluksizligi hamda

400

r'™(a) = f x* e *(Ilnx)"dx (n = 1,2, ....)
0

bo’lishi ko’rsatiladi.

3°.I'(a) funksiya uchun ushbu I'(a + 1) = al'(a) (a > 0) formula o’rinli.

Hagigatan ham,

[@)= f0+°°x“‘1e‘xdx = f0+°°e‘x d(%)

Integralni bo’laklab integrallasak,

a

+00
a
1
['(a) — el f{°°+.[ e‘xx—dxz—[‘(a+1)
a a a
0

bolib, bundan
I'(a+ 1) =al'(a) (7)
kelib chigadi. Bu formula yordamida I'(a + n) ni topish mumkin.
Darhagqiqat, (7) formulani takror qo’llab
Fla+2)=T(a+1)(a+1)

[(a+3)=T(a+2)(a+?2)
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la+n)=T@a+n-1(a+n-1)

bo’ishini, ulardan esa
[a+n)=((@+n—-1(a+n—-2).. (a+2)(a+ 1)al'(a)
ekanligini topamiz. Xususan, a=1 bo’lganda
Im+1)=nn—-1)..2-1-T(1)

bo’ladi. Agar
+ 00
I'(1) =j e *dx =1
0

bo’lishini e’tiborga olsak, unda
'n+1) =n!
ekanligi kelib chigadi.

Mustagil bajarish uchun topshiriglar.
1. Ushbu

T()r(x + %) = \m2172T(2x)

Lejandr formulasini isbotlang.

+ 00

f e dx =

— 00

Puasson integralini keltirib chigaring.

3.1“(%) ni hisoblang.

4. Faraz qilaylik a >0 va a+ b > 0 bo’lsin. U holda ushbu tenglik bajarilishini

isbotlang.
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+o00

.[ £91T (b, €) dE =

0

['(a + b)
—

Bessel funksiyalari va ularning xossalari.

Birinchi tur Bessel funksiyasi: J, (z) birinchi tur Bessel funksiyasi

o’zgaruvchining darajasi shaklidagi gator orgali ifodalanadi:

(0]

(—1)k 2k+v
G

LT (k+ DE(k+v+ 1) \2 M

Jv (Z) =
k
Bu yerda , z kompleks o’zgaruvchi , v esa haqiqiy yoki kompleks giymatlarni
gabul giluvchi parametr. v butun son bo’lganda, Bessel funksiyasi analitik funksiya
bo’ladi; bu holatda

(@) = (D" (2), n=12.. (2)
> (_1)k 7~ 2k+n
W@ = warm )
k=0
~ = (=1)k 2k n e (= 1)n+s 2s+n
]—n(Z) k'(k Tl)' pa (S-I‘n)'S'

v
Agar v butun son bo’lmasa, Bessel funksiyasi (g) ko’paytuvchi tufayli z = 0

nuqtada turli xil giymatlarni gabul giladi. Shuning uchun , kompleks sohaning

manfiy yarim o’qini kesib , z |arg (z)| < m shart bilan olinadi. Trikomi

v
tavsiyasiga asosan , biz (g) singulyar ko’paytuvchini (1) dan ajratib olishimiz
mumeKin:

(0]

(-1* 2K
)

L T(k+ DIk +v+1) 2 )

@ =(2) 1) =
k
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Bessel funksiyalari odatda, Fucks-Frobeniusning ikkinchi tartibli differensial

tenglamasining ildizi sifatida garaladi:

d? d
—u(@) +p()

172 u(z) + q(2)u(z) =0 (4)

Bu yerda, p(z) va q(z) lar ma’lum analitik funksiyalar.Agar biz p(z) va q(z) larni

p@)=2vaq)=1-% (5)

kabi tanlab olsak, va (4) differensial tenglamani ishlasak, (1) ko’rinishidagi qatorga
ega bo’lamiz. Natijada , 1-tur Bessel funksiyasi quyidagi differensial tenglamani

ganoatlantiradi deyishimiz mumkin:
1 V2
w'(2) +-u'(2) + (1 - 5) u(2) =0 (6)

(6) differensial tenglama odatda, Bessel differensial tenglamasi deb ataladi.

1-tur Bessel funksiyasining xossalari:

1 = [%7],(0)] = 271 (2)

2. S [xPL, (0] = =2 7P (@)

3. XJp + pJp(6) = X Jp_1 (x)

4. xJy = plp(x) = =% Jp41 (%)

5. Jp-1(6) = Jper(x) = 2, ()

6. Jp-100) + Jpa () =2 J,(x)

7. [aPHLL () dx = 2P, () + C

8. [x P (x)dx =—xP],_1(x)+C

Misol: J; ,(z) va J_4 ,(2) funksiyalarning giymatlarini hisoblang.

Yechim: (1) formulaga asosan hisoblaymiz:

J1/2 (z) = Yo (-1 (Z)2k+%

I(k+1)r (k+5+1) \2
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Bu yerda

flrgon)=r{iod - (oo ) - EEHEDr ()

1*3*5*%x..x2n—1)*(2n+1) /1
- 2+ F(E)

Buyerda, T G) = +/m ekanligidan foydalansak,

(—l)kX2k+1
(2k+1)!

00 = () B CO (2

X 2KK11%2%3%.. #(2k+1)

) Z,

X

Bu yerda oxirgi yig’indi sinx funksiyasining Makloren gatoriga yoyilmasidan

iboratdir. Demak,

N| =

) = () sins

X

. (_1)k 7z 2k—v
Xuddi shunga o’xshash, ]_,(z) = Y-, DTt D) (E) formuladan

foydalansak,

1
2

Jo1/2(x) = (%) coSX
tenglikni hosil gilamiz.
v butun son bo’lmaganda, Bessel tenglamasiningumumiy integrali

u(z) = y1y(2) + v2J-v(2) (7)
Bu yerda J,(z) va]_,(z) lar Wronskian orqali chiziqli erkli.

W{y(2), -y (2)} = —=sin (7v) (8)

Eslatma: W{f (2),9(2)} = f(2)g'(2) — ' (2)9(2).

Mashgqlar: Quyidagilarni isbot giling:
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L (55) (@160l = 2y )

2 (&) 2] = comizel

xdx xP xp+m

Ikkinchi tur Bessel funksiyasi: Y, (2).

v=n,(n=0,+1,42,..) da ], dan chizigli erkli bo’Igan (6) ikkinchi tartibli
differensial tenglamaning yechimini olish uchun, 2-tur Bessel funksiyasini
Kiritamiz:

Yv (Z) — J_v(z) cos(v)-]_y(2) (9)

sin(vm)

Butun v sonlari uchun (9) tenglikning 0’ng tomoni no’malum bo’lib goladi,

shuning uchun biz Y,,(z) ni limit ko’rinishida quyidagicha keltiramiz:

. 1[d]y ]y
V() = lim Y, (2) = = [222 ), — (1" 222, (10)

(10) dan quyidagi kelib chigadi:
Y o (2) = (=1)"Y(2) (11)

ixtiyoriy haqiqiy son bo’lganda , (6) ikkinchi tartibli differensial tenglamaning

umumiy yechimi quyidagicha bo’ladi:
w(z) =v1lv(@ + % (@), v,72 €C (12)
va bunga mos Wronskiy quyidagicha bo’ladi:

W{,(2), Y,(2)} = — (13)

Uchinchi tur Bessel funksiyalari: H,(,l), Hf,z).

1- va 2-tur Bessel funksiyalariga qo’shimcha ravishda , 3-tur Bessel funksiyalari

yoki Hankel funksiyalari quyidagicha kiritiladi:
HY:=1,@) + %@ , HP:=1,2) - i%(2) (14)

Bu funksiyalar Wronskian orqali chizigli erkli
25



wH®, HP} = -2 (15)

nz

(14) formulalarda Y, (z) larning o’rniga (9) formuladan foydalansak, quyidagilarga

ega bo’lamiz:

H&l)(z): — J—v(@)—e "], (2)

isin(vm)

: 16
H(Z) (Z) — e+wn]v(z)_]—v(z) ( )
v ' isin(vm)
(16) dan quyidagi muhim formulalarga ega bo’lamiz:
HE)(2) = e"""HP(2), HE)(2) = e " HP (2) (17)

Mustagqil ishlash uchun topshiriqglar:
Quyida berilgan integrallarni soddalashtiring:

1. [ x]o(x)dx

2. [x*)5(x)dx

3. JJi(x)dx

4, [x7%J5(x)dx

Quyidagilarni isbotlang.

1. J-1(x) =\/gcosx

2 CoSsx

2. ]2 = = | (%

+ sinx)

X

2 (3-x%2 3
3. ]5/2(x)=\/;( x: —;cosx)

4. foxsjo(s)ds = xJ1 ().
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Gipergeometrik funksiya va uning xossalari

Ushbu
x(1—x)y"+[c—(a+b+Dx]y'—aby =0

gipergeometrik funksiya yoki Gauss tenglamasi deb ataluvchi tenglamani
tekshiramiz. Bu yerda a,b,c- 3 ta V parametr bo‘lib, haqiqiy yoki kompleks
giymatlar gabul giladi.

Bulardan (a, b) ikkitasi tenglamada simmetrik ishtirok etadi.

(1) tenglamaning yechimini

yzzAnx"
n=0

darajali qator ko‘rinishida izlaymiz. Bundan

y' = z nA,x" 1= Z(n + 1) A, x™
n=1 n=0

y'" = Z nn+ 1A, x" 1= Z(n +2)(n+ 1A, x™
n=0

n=1

Bu hosilalarning giymatini va y ni (1) tenglamaga qo‘yamiz. U holda

(] (o8]

Z x(1—x)(n+2)(n+ 1A, x™ + E(C —(a+b+1Dx)(n+ 1A, 1x™

=0
—ab z A, x™
n=0

Apo(m+2)(n+ Dx™ — A, (n+2)(n+ Dx™"2 +c(n+ 1A, 1x"
—(a+b+1)(n+ 1A, 1x" —abA,x" =0

n=0

Apsiin+1n—-A,nn—1)+c(n+1)A,,, —(@a+ b+ 1)nA,, —abA,, =0
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tenglikni hosil gilamiz.
A (n+D(c+1)=(@h+an+bn+n+n?—n)4, =alb+n)+n+n)

_(a+n)(b+n)
e+ D+

rekurent formulaga ega bo‘lamiz.
Bu yerda
Ao =1;,¢c#0,—-1,-2,...,—n, ... deb hisoblaymiz.

(1) gipergeometrik tenglamaning 1-xususiy yechimi y; ni F(a,b,c,x) orqali

belgilab, A,, koeffitsiyentlarning topilgan qiymatlarini (2) qatorga qo‘yamiz.

U holda

b +1)(b+1)ab > b
y1=1+a7x+(a )( )a_x2_|_...:1+ (a)n( )n n

(c+1)2 c nzlmx

_(@+DG+Dab

Ao =1 A2 = (c+12 ¢
4 _ab A = (a+2)(b+2)(a+1)(b+ 1)ab
S 37 (c+2)3 2(c+ Dc

- (@n(D)n

=F(a,b,c,x) =1+ ) —(/——x
= Fabe =1t 2 ©.m,

Bunda
@n =" D@42 @t n—1)
a), = (@ =a(a a (a+n
(@e=1  n=123,..

Xususiy holda

(Dp =n!
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(3) gator gipergeometrik qator, bu qatorning yig‘indisi bo‘lgan F(a, b, ¢, x) funksiya
esa, gipergeometrik funksiya deyiladi.

Dalamber prinsipiga asosan

Un+i ) _ (a+n)(b+n)
= 1Tan——>00|(n+1)(C+n)x

| = x|

lim — oo
n n

Demak (3) gator |x| < 1 da absolyut yaginlashuvchi, |x|>1 da esa uzoglashuvchi
bo‘ladi.

x = 1 bo‘lganda, agar c — a — b < 0 bo‘lsa, uzoqlashuvchi.

x = —1 bo‘lganda esa

a) agar c —a — b > 0 bo‘lsa, absolyut yaqginlashuvchi.

b) agar —1 < ¢ — a — b < 0 bo‘lsa, absolyut bo‘lmay yaqinlashuvchi.

c) agar ¢ — a — b < —1 bo‘lsa uzoqglashuvchi bo‘ladi.

n!

Agar (1) formulada b = ¢ bo‘lsa, C,% =

- (n—a)'n!

(@, = (D"(=a)(~a—=1) ..(~a—n+1) = (=1)" (‘n“) n!

—a

gaasosan F(a,b,b,x) =1+ Y, -,(=1)" ( n

)x" = (1 — x)~% binomial gator
hosil bo‘ladi.

Agara = 1; b = c bo‘lsa (1) formula ushbu

1
1—x

F(1,b,b,x) = 1+Zx" =
n=1

ko‘rinishga ega bo‘ladi, ya‘ni a = 1,b = ¢ bo‘lgan holda gipergeometrik qator
geometrik progressiyaga aylanadi. Shuning uchun ham u gipergeometrik qator

deyiladi.

(1) tenglamaning 2-xususiy, umuman aytganda, (3) ga chiziqli bog‘liq bo‘lmaganda
yechimini topish uchun (1) tenglamada
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y =xPn
almashtirish bajaramiz. U holda (1) tenglama quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

x(1—=x)n" +[(c+2p)—(a+b+1+2p)x]n

+c+1
—ab+p(a+b+p)—p(p Z )77=0

y'=p-xPTn+xP -7
y'=plp=DxPn+p-xP7n"+p-xPly' + xPn"

=plp —DxP™?n+2p - xP7'n" + xPn"

!

x(1—x)xPn" + plp — DxP~'n — p(p — DxPn + 2pxPn’ — 2pxP~'n
+[c—(a+ b+ Dx](pxP"1n + xPn') — abxPn = 0

x(1=x)n"+[(c+2p)—(a+b+1+2p)x]n

p(p+c—1)
X

—lab+p(a+b+p)—
Bu tenglama (1) tenglamalar tipiga tegishli bo‘lishi uchun yoki p = 0 yoki p =
1 — ¢ bo‘lishi kerak . U holda 42

x(1—-x)n"+[2-c)—-[a=c+1D)+(b—-c+1)+1]x]y
—(a-c+1)b—-c+1)n=0

tenglamaga ega bo‘lamiz. Shunday qilib, p=1—c¢ bo‘lganda y = xPny
almashtirish (1) tenglamani xuddi shu ko‘rinishdagi tenglamaga o‘tkazadi, faqat

a, b, ¢ larni mos ravishda
a—c+1 b—c+1 2—cC

larga almashtirish zarur. Demak, berilgan (1) tenglama y; ga chiziqli bog‘liq

bo‘lmagan
y, =xFla—c+1,b—c+12—c;x)
yechimga ega bo‘ladi. Shu bilan birga y,
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2—c#01,-2,..,—n,...

bo‘lgandagina ma‘noga ega bo‘ladi. Shunday qilib (1) tenglamaning umumiy

yechimini quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin.
y=c;F(a,b,c;x)+cx' “Fla—c+1,b—c+1,2—c¢c;x)
bu yerda c; va c,—V o‘zgarmaslar.

Agar gipergeometrik funksiya simmetrik bo‘lib kirgan a va b parametrlardan bittasi
manfiy butun son —n ga teng bo‘lsa, (3) gipergeometrik qator uzulib qoladi va u n-

darajali ko‘phadga aylanadi.

Agarda a = —n,,b = —n,, bunda n; > 0;n, > 0 — butun sonlar bo‘lsa, u holda
gipergeometrik qator ko‘phadga aylanib, uning darajasi n,, n, sonlarning kichigiga

teng bo‘ladi. (3) gatorni hadlab differensiallash natijasida darhol ushbu
ab
F(a,b,c;x) = TF(a+ 1,b+1,c+1;x)

formulani hosil gilamiz.

(3) qatorni avval x%, x? yoki x¢~1 ga ko‘paytirib, so‘ngra hadlab differensiallashdan

quyidagi formulalar kelib chigadi.

rd
o [x%F(a,b,c;x)] = ax* *F(a+1,b,c,x)
d
{ T [x?F(a,b,c;x)] = bx*"*F(a,b + 1,¢,x)
d
o [x"1F(a,b,c;x)] = (c — 1)x°2F(a,b,c — 1,x)

Mittag-Leffler funksiyalari
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Oldingi mavzularda biz butun tartibli hisob bilan bog’liq funksiyalarni tashkil
etuvchi klassik gipergeometrik funksiyalarni, xususan, gamma funksiyasi bilan faktoriy
tushunchani umumlashtirishni tagdim etdik. Shunga o'xshab, kasr hisobi nima uchun
ko'plab tabiiy hodisalarning tavsifini aniglashtirish uchun muhim vosita ekanligini
tushunishimiz mumkin, xususan, xotira effekti mavjud bo'lgan vaqgtinchalik bog'liglik,
u bilan bog’liq funksiyalar umumlashtiradigan shaklni tushunishdan. butun sonlar

tartibi hisobiga nisbatan funksiyalar.

Doimiy koeffitsientli oddiy chizigli differensial tenglamaning yechimi eksponensial
funksiya asosida berilgan. Boshga tomondan, doimiy koeffitsientlarga ega bo’lgan
kasrli differensial tenglama ko'p hollarda Mittag-Leffler deb ataladigan funksiyada
berilgan yechimga ega. Shu ma’noda aytishimiz mumkinki, Mittag-Lefler funksiyasi

ko‘rsatkichli funksiyani kasrli umumlashtirishdir.

Shunday qilib, Mittag-Leffler  funksiyasining eksponensial  funksiyani
umumlashtirish usulini tushunishda biz, ba’zi hollarda, nega butun sonli differensial
tenglama berilgan hodisaning tegishli butun songa nisbatan adekvat tavsifini berishini
tushunishimiz mumekin. tartibli differentsial tenglama, butun son bo'Imagan differensial

tenglama tartibiga nisbatan cheklovchi holat sifatida olingan.

Mittag-Leffler funksiyasi

1903 yilda Mittag-Lefler tomonidan Kiritilgan, bitta parametrni 0'z ichiga olgan va
bugungi kunda o’z nomini olgan funksiyani eksponensial funksiyani umumlashtirish
deb hisoblash mumkin, chunki parametr unitar bo’lganda u kamayadi. Bu murakkab
dalillar uchun aniqlangan bo’lsada, bu kitobda biz faqat haqiqiy o’zgaruvchining
holatini muhokama gilamiz. Bu yerda, biz faqat o’zi tomonidan kiritilgan Mittag-
Leffler funksiyasini va ikki va uchta parametrli Mittag-Leffler funksiyasini tagdim

etamiz va muhokama gilamiz.

Ta’rif 1. a parametrga ( Re{a} > 0)bog’liq bo’lgan quyidagi darajali gator bir
parametrli Mittag-Leffler funksiyasi deyiladi va E, (x) ko’rinishda belgilanadi:
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> k
X
E,(x) = kiom a € C,Re(a) >0

yoki quyidagi ko’rinishda ham aniqlanadi:

© xak
a = ———
E,(x%) kZOF(“k D a € C,Re(a) > 0.

Bir parametrli Mittag-Leffler funksiyasining xususiy hollarini keltirib o’tamiz.

1)a=0 da
AR k<1
EO(")_Zr(l):Zxk: 1-x’ '
=0 k=0 0, |x] =1
2)a=1 da
E()_i i ctixt s S e
W= L T+ T Ty T e
n=0
3)o=2 da
- xk x x% x3 eV¥ 4 e=Vx
2(%) Z)F(Zk+1) Tttty too=chx 2
n=

Mittag-Leffler funksiyasining bir nechta turlari mavjud bo’lin, ular bir-biridan
parametrlar va o’zgaruvchilar soni bilan farq qiladi. Ikki parametrli Mittag Leffler

funksiyasini 1905-yilda Wiman tomonidan o’rganilgan.

Ta’rif 2. Faraz gilaylik x € C va ikkita parametrlar « € C, 5 € C,Re(a) >
0,Re(B) > 0 bo’lsin. U holda ikki parametrli Mittag Leffler funksiyasi ikki

parametrlar bilan quyidagidarajali gator ko’rinishida aniqlanadi:

E,p(x) = ;m @B €C, Re(a)>0,Re(B) > 0.
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Bu ikki parametrli Mittag-Leffler funksiyasi bir parametrli Mittag-Leffler

funksiyaning umumlashmasidir.

Ikki parametrli Mittag-Leffler funksiyasiga doir misollar

1) 0=1,p=2;
E()—z S SO AU o S L
1234) = A T(n+2) TR I T SR TR EEY ) =
n:
=—<Z——1)——<e )
2) a=2,=2

5

x™ x x* x3 1 \/}3 Vx
Ez,z(X)—Z‘)m—1+§+5 +7_ﬁ(1+7+ o) =
n:

2 3 4 2 3 4
1 Vx \/E Vx \/_ \/E Vx
2\/_<1+\/—+ TR TR TRl G 1)+\/_— TR
:_(eﬁ_e_ﬁ):sh\/?
24/x Vx
3) o=1,=3
B X _1 x x% x3 1 x? x3
El’g(x)—ZW 5+3'+—+§+ 2(1+X+7+§+
k=0

[}

1 x¥ 1
H1=0) =) = +0) = (e —x = 1)

k=0

Mittag —Leffler funksiyasini Mellin-Barnes tipidagi integral orgali ham ifodalash

mumkin va u quyidagicha ko’rinishda bo’ladi:

34



> Bir parametrli Mittag —Leffler funksiyasi:

ta—let

> |kki parametrli Mittag —Leffler funksiyasi:

1 t*Bet
E = dt;
@ =5 | Ty

Bir parametrli Mittag —Leffler funksiyasining n-tartibli hosilasi quyidagicha

aniglanadi:
dNk
(a) E.(x*) = E.(x*), k € N.
Isbot:
(@) A=Y ) -
dx () = 1F(kn+1) dx =
n=
R POn+D) iy i xkn—k
1F(kn+1)F(kn—k+1) 1F(kn—k+1)
n= n=

n—n+1 o’zgarish kiritish orqali quyidagi tenglikka ega bo’lamiz

(f—x)k E(x¥) = i [‘(kxn—k-l-l) = B (x%)
n=0

Ikki parametrli Mittag —Leffler funksiyasining 4 > 0va 1 < n < k uchun n -tartibli

hosilasi quyidagicha aniglanadi:

d k
(E) [x" L Ep  (ux®) | = pux"2Ey  (ux®).

Umumlashgan Mittag-Leffler funksiyasi
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Umumlashgan Mittag-Leffler (3 parametrli Mittag-Leffler )funksiyasi quyidagi

ko’rinishda aniglanadi:

(P)k z"

Fer@ = 2 Tk + pkt

z€C;apB,p€C.

Bu yerda (p),- Pochhammer simvoli va u quyidagicha aniglanadi

@r=ple+D(p+2).(p+k—1);

Bu funksiya ikki parametrli Mittag-Leftler funksiyasining umumlashlasidir, ya'ni
p=1 bo’lsa, E;'ﬁ (z) = Eq 3(2) bo’ladi.

Eslatma. Faraz qgilaylik x € C, a,p € C,Re{a} > 0,Re{} > 0 bo’lsin va k =

0,1,2, .... U holda ikki va uch parametrli Mittag-Leffler funksiyalari orasida quyidagi

munosabat o’rinlidir:

k
WEQ,B (x) = k! Eﬂ;iak(x).

Misol. & > 0 uchun ushbu tenglik bajarilishini isbotlang?
Eyq(x*) — xEZa,a+1(x2) = Eq(—x)

Isbot:

CRR NN CD)
L TQak + 1) * LTQak+a+1

EZa(xz) - xEZa,a+1(x2) =

x* x
_|_ _|_ o —
F(2a +1) F(4a +1) TI'(6a+1) >

x3 x° B
< F(a+1) r(3a+1)+r(5a+1)+"'>‘

B (—x) (—x)? (—x)* (—x)*
= (1 T e+ TQa+1) TGa+1)  Tla+ 1)) +
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(—x)° (—x)° (—x)"
+ <F(5a D " TearD T ) Z Flka + 1)
Bundan kelib chigadiki

EZa(xZ) - xEZa,a+1(x2) = Ea(_x)-

Mustaqil yechish uchun topshiriglar.
Quyidagi tengliklarni isbotlang.

1) E; 2 (x)=1+ E; 3(x)

2)Faraz gilaylik @ > 0 va x € R bo’lsin. U holda Mittag-Leffler funksiyasi uchun

ushbu tenglik bajarilishini isbotlang.

1
> [Ea (1) + Ea (=] = Eza(x)
3) Hisoblang.
xE, ,(—x?%) = sinx
4)
1 1
E—a,ﬁ (x) = m - Ea,,B (;)
5)
E_;4 (— %) =1-—cosx
6)

1
1 ,8—0.'—1

Eqp(—x) = mj (1 — SE> Ey o (—xe)de

7)

aﬁ o () — ESE a(x)szgﬁ(x)

8)
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X
Jeﬂ_l Eg’ﬁ_a(ue“)ds = xBEg'ﬁH(yx“)
0

10) B > 0 uchun ushbu tenglik bajarilishini isbotlang.

d _ EB,B(Z)

EEB(Z) g

Foks funksiyasi va uning xossalari.

Foksning H-funksiyasi kasr tartibli hisobning maxsus funksiyalaridan bo’lib,
xususiy hollarda Mittag-Leffler funksiyasini ifodalaydi. H funksiya Fox tomonidan
kiritilgan bo’lib Meyer funksiyasining umumlashmasini ifodalaydi. Ushbu ishda
[28] adabiyotda berilgan ta’rif va xossalardan foydalanamiz. Bundan tashqari H-

funksiya Mellin-Braus tipidagi integral bilan quyidagicha aniglangan.

mn (al'Al)'---'(ap'Ap) —gmn (ap.Ap) 1 -s
Hy,q [Z (b1,B1),...(bg.Bq) =Hpq |2 (bqBq) | 2mi Jo ®27%ds
bunda:

[T721T(bj+Bs) [Tj=1 T(1—ar—Ags)
8(s) = !

(s) n;?zmﬂm—bj—sjs)niznﬂr(akmks)

bu yerda:

1
i =(—1)2,z # 0,va z~% = exp{—s[In|z| + iargz]}.

0<n<p0<m<qA,B €R,a.,B €CR)e=12,.,pj=12..,q.
Integral yaqinlashuvchi bo’ladi agarda quyidagi shartlar bajarilsa.

1)C > 0,|argz| < %nc vaz + 0;
2)C=0,pD+Re(E)<—1,argz=0vaz #0

bunda
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q

m
A,+ZB, z B;

1 j=1 j=m+1

q p
p—
hE=Y oY g2t

1 j=1 Jj=

-

Il
=

~.

Il
b:f:
Mﬁ %Mv

B; —

=

(-
1]
=

ii
M=

J

Foks ning H-funksiyasi haqida to’ligroq ma’lumotlar [28] adabiyotda mavjud.

Biz ushbu ishda quyida keltiriladigan Foksning H-funksiyasida bazi xossalardanva

shakl almashtirishdan foydalanamiz.
H-funksiya xossalari [28;b.11-B]

Quyidagi rekurent formulalar o’rinli :

Hm,n [Z (alﬂAl)!"'!(ap;Ap) ]_Hm n—1 [
p'q (blﬁBl)’"-;(bq—lﬂBq—l)i(alﬂAl) p 1 q 1

(az,Az),...,(ap,Ap)
(b1,B1),.(bg-1,Bq—1)

mn
Hyq [Z

(ap4p) —gnm (L (1-bg.Bq)
(bq.Bq) Pa |z | (1-ap4p)

1-Xossa.(1.1.1)H-funksiya

(a1, @1)s- (s @n)i(Ans 1, Ania) s (@p, @) (B, 1), (Do Brn)
Va(bp 41, Bm+1),--(bg, Bg) juftliklar to’plamida simetrikdir.
2-Xossa. Agar (a;, a;) dan biri (i=1,_nj dan biri ((bj, B;) (j=m+1,q)
yoki ((a;, «;) dan biri (i=n+1,p) (b;, 5;) (j=1,m) dan biriga teng
bo’lsa)lardan biriga teng bo’lsa u holda H-funksiya biror quyi
tartibga kamaydi, ya’ni p,q va n(yoki m) birlik bilan kamayadi.

Bunday qisgartirish formulalariga ikkita misol keltiramiz.

I(al 1)1p mn 1 |(al l)Zp (1)
(bj.B) 1,q9- 1(a1a1) p 1q-1 (bj:85) 1,q-1

talab etiladi n>1 va g > m;va

I(al ai)1,p-1,(b1.81) |2 1,n |(al ai)1,p-1 (2)
(b,ﬁ, p Lg-1 (bJﬁJ ’
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m=1lva p>nda

3- Xossa. Quyidagi munosabat mavjud

mn 1 (aja l)lp _ b]ﬁ])

—ai, l)l,p

z'(bj, ﬁ]

2.4. Xossa. k > 0 uchun

mn (ai@i)1p
fnq [ (b:8)), ]

munosabat mavjud.

5- Xossa. o € C uchun

O'Hmn[ |(al l)lp] _

|(al+al i)2,p
(bj.B))

(ai!kai)l
kan 1 k P ’
p-14q-1 |(bj,kﬁj)1jq

(b]+0'ﬁ]ﬁ] 1,q-1

)

(4)

()

Keyingi 6 formula (1) H-funksiyaning ta’rifi va Gamma funksiyaning aks etish

formulasi

'z)r(1—-2z) =

sm(zn)

dan kelib chigadi.

6- Xossa.c e Ca>0vak=0,+1,+2,..,

lar uchun

mn+1 (c.a)(aja ai)1,p - _ kyym+1in
Hp+1,q+1 |( ﬁ]) (C+k Of)— - (_1) Hp+1 q+1

m+1,n - (ai'a’ih,p,(cﬂ) - — (_1\kygmt+tlin
Hyivg+1 | |(C+kza);(bj1ﬁj)1'q = (=D Hpii ar1|

munosabat o’rinli.

| (al,!al) l,p!(cﬁa)

z (C+k,0l),(bj,ﬂj)1,q

|(C a),(a;,a L)lp

(bj:B)),,

(6)

: (7)

: (8)

(c+k a)

7-Xossa. a, b € C sonlar uchun quyidagi munosabatlar mavjud:

mn (a,0),(a;a;)2, _ mn—1 (aj,ai)2,
Hpq [ | p]—r(l—“)H [ | )i],

p-1q

(b)8),,

bundaRe(1—a) >0van=>1;

Hm,n lzl (ai'ai)l,p

p.4q (b'O)'(bj'ﬁj)z,q pq-1

bunda Re(b) > 0vam > 1;

mn (apai)1p 1 mn
Hp'q [ |(b1 ﬁ])l'q_l;(b,o)] I'(1-b) Hpq 1[

(bj.B

— (ajai)q
— F b Hm 1n 7 &i)1,p
] (b) [ |(b,-,/3j)2’q

(aja l)lp
(b]ﬁ])qu_l ’

9)

(10)

(11)

40



bunda Re(1 — b) > 0 vap > n.
Differensiallash formulalari
Bu yerda H-funksiyaning differensiallanishi shuningdek xuddi shunday katta
tartibli funksiyaning berilishi isbotlangan. H-funksiyaning ta’rifidan biz quyidagi

munosabatlarni osongina olamiz:

8- Xossa. (%)k{ZWHan lczal(ai'aih,p] _

(bj:B1), 4
_ w=kpymn+i1 o—(—Mhal(abaﬂzm
=z"""Hp1 g+1 [cz |(bj,ﬁj)1,q,(k—w,a)] (12)
_ - +1, (apai)1,p.(-w,0)
_(—1)ZW ng-ll-l,qﬁ-l lczal(k—w),l(zjﬁj)l . ) (13)

w,c € Cvao > 0 uchun;

w,a,¢; €EC(GH =1,..k),0 > 0uchun
k

d (aja;)
z——c; | {zW H)2" [az?|, " (7|} =
j_1< dz ’){ P4 [ |(bj'ﬁj)1lq J

I V4 mmn+k o (cj_W'o-)l,kl(ailai)l,p
=z"H az 14
p+k'q+k[ |(bj’ﬁf)1,q’ (cj+1-w,0) 1k |’ (14)

=(—1)kzwgmthn [az"| (15)

(apa)1p.( cj _W'a)l,k
p+k,q+k

(Cj+1-W:0)1,k'(bjﬁj)Lq
vac,d € C,o > 0 lar uchun

k

d (aj,ai)
el }fnm d o vEULp |
(dz) P4 [(CZ+ ) l(bj»ﬁj)l,q

k

c mmn+1 o (Oto-)l(aitai)l,p
(CZ+d)k Hp+1,q+1 [(CZ + d) |(bj'ﬁj)1,q'(kﬂo-)] ’ (16)

(d )k mn [ 1 (airai)l,p] _ ck mn [(air ai)l,p; (1 - k; O-) ’ (17)

az) TPA | (czra)® (bBy), .| T (czra) TPHLLL(1,6), (b )1
munosabatlar o’rinli.
Boshqa differensiallash formulalari H-funksiyaning bir xil tartibdagi, ammo turli
parametrlarga bog’laydi:

9-Xossa.m = 1vao = 8, bo’lganda k > 1 uchun
41



d “ _qu/ mn (apai),
(@) @ 2t

(b]"ﬁj)l’q -
—k—abq/ e
Tk Bq gmn |, o (apai)1p
(ﬁq) z Hp,q [Z |(bj'ﬂj)1,q—1'(bq+k'ﬁq) ’ (18)

n=>1vaoc = a,bo’lganda k > 1 uchun

d k —-o(1—-a o
( ) (Z 1/a1Hz7)r’lC,In [Z_o-l(aval)l,p

dz ib)rg|
—k—-0o(1-aq) B —k,aq),(apa;)
_ 0~k /a gmn o (a1 1).(aj, @)z p 1
ﬁq Z 1 p.q Z |(bj,Bj)1,q ’ ( 9)

p >nvao = a, bo’lganda k > 1 uchun

d k —o(l—ap/ (a. a')
_ a mmn -0 v%iJ1,p —
( ) (Z pHp,q [Z |(b]"18j)1’q
—k—o(1-ap) o _
__ 9~k ap Hm,‘rl -0 (aual)l,p—p(ap k,ap) 20
( arq) A p.q [Z |(bj'ﬁj)1,q ’ ( )
bo’ladi.
(17)-(20) munosabatlar agar 2-xossani inobatga olsak,(21) va (22) ifodadan kelib
chigadi.

10- Xossa. n = 1 uchun

Z%{Hg:léln [Zo'l(ai'ai)l,p]} — O-(al - 1) Hm,?’l [Zo'l(ai!ai)l,p] +

(bj:ﬁj)l'q a, P4 (bj’ﬁj)l,q
0 ymn (a1—Lay)(apai):
—Hpq |2° o 21
T ea [Z l(bj'ﬁj)l,q ] (21)

n < p — 1 uchun

Zi{Hm,n Zo'l(ailai)l,p — O-(ap B 1) Hm,n Zo' (ai'ai)l,p
dz = P4 (;Bj), a P4 (B,

p

o . mn (apai)ip-1,(ap-1,p)
— LM 20 ; 22

m = 1 uchun
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d (@) ob, (@)
7 — Hm,n Z0 |G 1,p — _Hm,n 70| Gk 1,p
dz{ P4 [ I(bj'ﬂj)llq J g, P |(bj’3j)1yq

_ 0 gmn| _o (apai)yp .
% Hp,q [Z |(b1+1,ﬁ1),(bj,ﬁj)2,q] ’ (23)
vam < q — 1 lar uchun

d (apa;) obq (apa)
_ Hm,n o v¥il,q — Hm,n o vhliJ1,p
237 [Z l(bj'ﬁj)l,q} B, P ’ |(bj'3j)1,q

O ygmn| o (ai'ai)l,p .
g Toa [Z '(bJ-ﬁJ-)Lq_l’(bwLﬂq)] ' ()
bo’ladi.

(11)-(14) formulalar quyidagi munosabatlar asosida o’rnatiladi:

—asT(1—a; —a;5) =(a; — DIl —a; —ays) +I'2 —a; — ay8);
_ aps . ap-1 _ 1 .
M(ap+aps) T(ap+aps) T(ap—1+aps)’

—B1ST(by + B1s) = byT'(by + B1s) —T(by + 1 + B;5);
B BqS _ bq N 1
[(1—bg—Bes) T(1—bg—Bgs) T(—bg—Bys)
mos ravishda
zZ['(z) =T(z+1) (25)

munosabatlar kelib chigadi.

Qaytarilish (Takrorlanish) munosabatlari va
kengaytirish formulalari.

H-funksiyaning chizigli kombinatsiyasini bir xil m,n,p va q bilan tagdim
etamiz, bunda ba’zi a; vab; lar a; £ 1 vab; £ 1(i=1,..,p,j =1,...,q) bilan
almashtiriladi. Bunday munosabatlar Srivastava, Gupta va Goyal tomonidan
qo’shma munosabatlar deb ataladi. Agar (2.2.15)ni hisobga olsak, (1.1.1) va (1.1.2)
da berilgan H-funksiyaning ta’rifi orqali bu munosabatlar to’g’ridan-to’g’ri
chigariladi.

11-Xossa. m = 1val <n < p — 1uchun

_ mmn o (ai'ai)l,p _ mmn o (ai'ai)l,p
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(apai)ip-1.(ap-1,p)
—B g™ | 40 P P11, 26
.81 .9 [ |(bj'ﬁj)1,q ] ( )

n=>1val<m<q—1uchun

(ajai)q mn (a1-Lay)(apa):
— )2 i Y Pl =R H™ o P
(bgtts = a1fg + Bo)Hpg [Z l(bj'ﬂj)l,q] pa [Z |(bf'Bj)1,q

_ale,Tl [Zo' | (ai'ai)i,p (27)

pa | 1 j.ﬂj)l,q_l,(bqﬂ,ﬁq)] ’
bo’ladi.

Izoh. H-funksiyaning qo‘shma munosabatlarining to’la ro‘yhatini Buschman
[2] da toppish mumkKin.
(26) dan quyidagi sonli gator munosabatlariga kelamiz;

12-Xossa. Har ganday r e NNm > 1val <n <p—1uchun,

T

ﬁz 1 Hm'n |(ai,ai)1,p_1,(ap—1,ap) _
a a.,, — 1)3 p.q (b1+k_11ﬁ1)'(bjiﬁj)2
p k=1 — M 4
r <b1 +k = )
— 1 Hm,n |(ai!ai)1,p ( ) _
(ap -1, p.q (b1+71,B1),(bj.B; 2q
F(bl +7r— a—p)
_ 1 Hm,n Zl (ai'ai)l,p . (28)
F(bl—%) p.a (bj'ﬁj)qu ’
r k
ﬁz (_1) Hm’n Z (ai,ai)l’p_l,(ap—k+1,ap) —
B ( blap> p.a (b1+1'ﬁ1),(bj'ﬁj)2
k=1T(k —|a, — 1| + A
Jay 1] + 2
— (_1)T gmn [ |(ai'ai)1,p _
- a, P | otk B (0iB)), |
r(r—[a, — 1] + =2 24
oy - 1] + 25
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_ mn (apa l)lp v(@p+r.ap) (apa l)lp )
= aphpg [l(b1+r+1ﬁ1)(bjﬁj) ] piHl pq [ (b1+131)(b,-,ﬁ,-)2_q]’(29)

Isbot.(28) formula (26) asosida isbotlangan. Soddalashtirish uchun

determinantni belgilaymiz:

b a
Bll p- |b1ap (¢, - 1)B:.  (30)

d(bl, ap - 1) =
H —funksiyani H sifatida yozamiz va boshqa barcha parametrlarni o’zgartirmagan
holda H[b; + 1] va H[a,, — 1] belgisidan foydalanib, b, va a,, ni mos ravishda b; +
1 vaa, — 1 bilan almashtiramiz. So’ng (28) va (30) munosabatlar quyidagicha

soddalashtiriladi.

d(by,a, — 1)H = a,H[b, + 1] — B1H[a, — 1] (31)
va
Bir _Hlbitk-lap-1] _ H(bitrap) H
ap “H=1 F(b1+k [ap—1]5;) r(b1+r—[ap—1]§—;) F(bl—[ap—l]g—;) '

Endi (29) bilan byni b; + k — 1 ga almashtilib, (15) munosabatdan foydalanib, (8)ni

nazarda tutib va (29) dan

B1 wr H[bq+K] 1 Lyr apH[by+k]—-d(b;+k—1,ap—1)H[b;+k—1]
o k=1 k= =
ap F<b1+k—[ap—1]gl) ap I‘(b1+k [ap—1]3;)

r r—1

_ [by + K] - -
"l k-l TE)

(30) munosabat ham xuddi shunday (32) ning boshga foydalanilishi orqali
isbotlangan. (31) ga kelsak, (32) ga ko‘ra chap tomon quyidagi ko‘rinishni oladi:

T
> kB (b, + kg + k= )H[by + k., + K]
k=1
(32) ni qo‘llab va yana yig‘indining tartibini almashtirib
T
z =BT *d(by + k,a, + k — 1)H[b, + k,a, + k| =
k=1

yr_ % ak 1B *(a,H[by + k+ 1,a, + k| — ByH[by + k,ap, + k — 1]) =
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T

za';?ﬁ’lr_"H[bl +k+1,a,+k| —Z akBI*H[b, + k +1,a, + k] =
k=1 -

=a£H[b1 +r+1,a,+ r] — ,B{H[bl +1, ap],
ni topamiz va (31) isbotlandi.

13-Xossa. Har ganday r e N, n > 1 va 1 <m < q — 1 uchun quyidagilar

o‘rinli:
r k
aq 2 ( 1) [ |(ap k+1,a1)(ai,ai)2,p] _
b (bg+1,
Pafetr (141 - a1+bqﬂq> (0581), - P+ 150)
L
F(l +r—a + b iFi)1q

(ai:ai)l,p .
~ Ta- a1+bqa1) pq [ |(bj'ﬁj)1'q ’ (34)

T
&z (_1)k [ |(ap Laq)(apa)zp
a1k=11‘<bq+k_[ (bjﬁjlq 1(bq+k 1ﬁq)

— (_1)r Hm,n |(al L)lp ] _

- b;B (bg—7.B
F(bq+r—[a1—1]§—z | (038)), -1 (ba=TBa)

_ 1 mn (apai)1p
= 7 H .

; 35
Mbg-las-11gH Pa 1" (biB)), , | (35)

T

_ +k—1,a41)(a;a;)
z af 13 (b + k - 1)“1 - (al + k Z)ﬁq] [ |E2pﬁ] alzb:_'_k i;q)
k=1

rymmn (a1—1,a1),(ajai)zp _ _rpmn (ap+r—1,a1),(ajai)2p
= BqHpgq [ |(b] ] a Hpq [ |(b]ﬁ])1'q_1 (bg+7.5, )] (36)

Shuningdek, H-funksiya uchun ko’paytirish teoremalari deb nomlanuvchi
kengayishlarni ham beramiz:
1-Teorema:.A € C va (1.1.6) shartlari ganoatlantirsin. U holda quydagi

munosabatlar mavjud:
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(@apai)zp | 1/ (1- )l/ﬁl) (apa@i)1p
[/1 |(b] ) ]— B1 Zk 1 k! Hpq Zl(b1+k;ﬁ1)‘(bj'ﬁj)2q: (37)

1
bundam>0,|/1 /ﬁ1—1| <lvam>1.

[A |(al 1)1p] . /qZk 0(/1 q' 1) Hmn[ |(az ai)1p (38)

(BB, 4 (bB)), (bq"’k'ﬁq)]'

1
bunda g > m va |/’l /f”q—1| < 1;

n /12|(ai'ai)1'p] =A - )/ 1Zk 1(1 -1 /a1) Hmn

O, l)z,,] (39)

(bj:B1), 4 k! (bj:B1),
bundan > 0 va Re ()Ll/al) > %;
(ajai)1
Az| S0 | =
[ ey )]
(ap—1) “Ya
) ap Zlio 0 ()L P— 1) Hmn [ |EZ; Bz])1p 1 (ap k,ap),] (40)

bundap > nvaRe (/1 /“v) >%;

(apa;) 1,p

Isbot. 1-Teoremaga ko‘ra z"1Hyy" [zﬁl |(b 8)
1171,

funksiya z € C uchun analitikdir.

(z#0)

Shuning uchun [n| < |z| uchun Teylor formulasi

_ (aja;)
(Z+n)“Hﬁsz+”)”£ﬁfp]_

= —b; gmmn By (@@ 1p .
=Xk=0 k,( ) {z+n)""Hp, !(z+77) 1|(bj'ﬁj)1’q } mavjud.
(2..2.7) bilan ¢ = B4 ni qo‘llab,

_ (apai)q
+ ble,n + [;1 LEULp |
(z+n) p.q [(Z n) |(b1"ﬁf)1,q

oo MF oy kmn By (@adyp
_ZRZO k! {Z 1 Hp,q [Z 1|(b1+k'ﬂl)’(bj’ﬁj)27q }

ni olamiz.
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1 1
n=z(1—-21"k )Va|1—/1 B1| < 1 uchun

ZBl | (ai,ai)l,p
p q (b1+k,ﬁ1)'(bi‘ﬁj)2,q

Hm,n[ gy @ | _ /ﬁzu L.

P4 (biB)),

bo‘ladi. (12) da zP1 ni z orgali almashtiramiz. (13)-(15) munosabatlar shunday

isbotlangan.

Foks funksiyaning asimptotikalari hagida teorema
Ta’rif va belgilashlar.

|lap4,) (@A, (ap.4y)
[bq, B,] (by, By), ..., (bg, By)
Buyerda0 <n<p,0<m<gq,A,B; €ER,,a,b €CR),l=,..,j=1,..,q.

pq (2) = H

: H-funksiya,

1-Ta’rif. Mellin-Barnes ma’nosidagi ushbu

Hp (@) = 5= [, Hyd'(9)z7*ds, (1)
integralga H-funksiya deyiladi, bu yerda Q — C kompleks tekislikdagi trayektoriya,
i=v—1,z#0,z75 = e—s(lnlz|+iargz),

Hpq' () =

72 T(bj+B;s) [Tz T(1-a1—A1s) _ A(s)B(s)
Mo TA=bj=Bj) [y, T(@itAis)  C($)D(S)
a.,, A
vl

HO,TL
s

deb hisoblanadi.[8.3,528 — 531 bb]!. Shuning uchun, biz bundan keyin 1 <m <

(2)

Agar m = 0 bo’lsa, u holda

q deb qaraymiz. (0.2) ko’paytmada quyidagi trival munosabatlar o’rinli
n=0=B()=1lm=1<=C(s)=1,n=p < D(s) =1. (3)
U holda (0.1) integral

m
1
H (1) = 5~ f Hr(bj + B;s)z~%ds,
Q Jj=

ko’rinishni oladi. Agar, m = 1,b; = 0, B; = 1 deb olsak, u holda oxirgi integral

Ho?(2) = % Jo, T(s)z™*ds, (4)
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ko’rinishni oladi.
(1)ko’rinishdagi integralni hisoblashning asosi Q2 konturning tanlanishida. Shu
magsadda Q komturni I'(b; + B;s) funksiyaning

_bj+17

bj, = 5 j=1,...mv=01.2,.. (5)
val'(1l—a; — Aj;) ning
ay = 1‘2*", l=1..,nk=012,.. (6)

qutblarini ajralish yo’li orqali integrallanadi, ya’ni

bj, #ay, j=1.ml=1.,nv,k=012... @)
(7) ni hisobga olsak, Q kontur mavjud. Keyin hisoblashlarda kontur mavjud deb
garaymiz. € kontur uchun, quyidagi uch hol ro’y berishi mumkin:
1.1) Q_o, 1.2) Q4 o0, 1.3) Qjyoo
Bu konturlar quyidagicha ta’riflanadi:
1) Qg F(bj — Bjs), j =1, ...,m funksiyaning barcha qutb nuqtalarni o’z ichiga
olib, —oo da tugaydi va yo’nalish musbat bo’lib, I'(1 — a; — 4;5),l = 1, ...,n ning
birorta ham qutb nugqtalarini o’zida saqlamaydi. Bu holda (0.1) integral quyidagi
shartlar bajarilganda yaqinlashuvchi bo’ladi:

.11.D)u>0vaz+0,i.l2)u=0val<|z|] <p,

1.1.3) u =0,|z| = B vaRe(6) < —1, (8)
bu yerda
. Hq A_Al % Hq BB] 9
ﬂ' 1=1°71 j=17j ( )
H= ?:13' - f=1Al (10)
o— pP—q
8= 8-+l (11)

2) Qi0: T(A—a; —A), 1 =1,...,n funksiyaning barcha qutb nugqtalarini 0’z
ichiga olib, +oo da tugaydi va yo’nalish manfiy bo’lib, [(b; + Bjs),j = 1, ...,m
ning birorta ham qutb nuqtalarini o’zida saqlamaydi. Bu holda (0.1) integral
quyidagi shartlar bajarilganda yaqinlashuvchi bo’ladi:
2Du<0vaz#0,i.22)u=0valz|>p, i.2.3)i.1.3. (12)
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3) Qiy: T(bj + Bjs),j = 1, ...,m funksiyaning barcha qutb nugtalari ['(1 — a; —
Ai), L =1,...,nning qutb nugtalaridan ajratadi va Q kontur y — ico dan boshlanib
y + ico nuqtada tugaydi. Bu holda (0.1) integral quyidagi shartlar bajarilganda
yaqinlashuvchi bo’ladi:
3D) a>0,largz| < %a, z# 0, (13)
va
3.2)a=0, yu+ Re(6) < —1,|largz| =0, z # 0, (14)
bu yerda
=Yt A =N A+ XL B — 1-mi1B;. (15)
H —funksiya uchun mavjudlik shartlari.

1-Teorema. z ning analitik funksiyasi bo’lgan H-funksiya quyidagi hollarda

mavjud:

c.1)g = 1,u > 0 bo’lsa u holda Vz # 0 lar uchun H-funksiya mavjud,; (1)
c.2)qg = 1,u = 0 bo’lsa, u holda 0 < |z| < B lar uchun funksiya mavjud; (2)
c.3)g = 1,u =0 Re(5) < —1, bo’lsa, u holda|z| = Blar uchun H-f.m,; (3)
c.4)p = 1,u < 0 bo’lsa u holda barcha z # 0 lar uchun H-f.m; (4)
c.5p = 1,u = 0bo’lsa |z| > B lar uchun H-funksiya mavjud; (5)
C.6)p = 1,u =0Re(5) < —1bo’lsa, uholda |z| = £ lar uchun H-f.m; (6)
c.Na>0,|argz| < nz—a bo’lsa, u holda ixtiyoriy z # 0 lar uchun H-f.m.; (7)

c.8)a = 0,yu + Re(6) < —1bo’lsa, uholda z # 0 va argz # Olar uchun H (8)

Isbot. Mavjudlik shartlarini olish uchun H,"(s) funksiyaning cheksizlikdagi
holatini o’rganib (0.1) integralning yaqinlashish holatlari o’rganiladi. Natijalarni
olishda I'(z),z = x +iy,x,y € R funksiyaning asimptotikasidan va o’qlardagi

asimptotikalaridan foydalanib topiladi, ya'ni

1 .
IT(x + iy)|~V2m|x|*"2e~*-l1=sign@P/2 (|x| > oo) 9)
Va
1
IT(x + iy)|~V2r|x|*2e > /2 (|y| > ) (10)
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Mos ravishda yuqoridagi baholar quyidagi Stirling formulasidan foydalanib

ko’rsatish mumkin:

1
[(z)~V2mz"ze7 %,z > oo. (11)
1-Teoremani isbotlash uchun dastlab quyidagi ikkita lemmani to’g’riligini

ko’rsatamiz. Bu lemmalar quyidagi

L={t+tip:t€R}, L ={t+ip,:t €R}LL, :={y +it:t €ER}, (12)
bu yerda ¢4, ¢,, ¥ € R, chiziglarning cheksizlikdagi asimptotikalarini topish uchun
qo’llaniladi.
1-Lemma. t, o € R lar uchun quyidagi asimptotik baholar o’rinli:
|Hpg' (¢ + i0)| ~AQ) THBIERE®), ¢ > oo (13)
bu yerda
Re(b ')_l —Re(b;) +n n(cAj+Im(a

A= (Zn)c*eq—m—n H? 175 7 2e (])Hi=1e ( I (l)) ' c* =

Hl ) fe(al) 2 e—Re(ap) H;I i@ (GBJ'Hm(bJ'))
m+n— p:q, (14)
va
|Hpu' (t + LU)|~B(—)“|”[3 ltlgRe(® |t 5 +oo, (15)
bu yerda

1
Hq Re(bj)_fe—Re(b ) H?=n+1 eTL’(O'Al+Im(al))

1
B = (2m)“ et ™™ 1;1 1er(al) y— pEr——k (16)
va 3, u, § o’zgarmaslar (0.9)-(0.11) da aniglangan.

2 -Lemma. t, o € R lar uchun quyidagi asimptotik baho o’rinli:
|Hmn(a+lt)|~C|t|,w+Re(5)e——(ltla+1m(w)Slgn(t) lt| > +oo, (17)

baho R dagi biror chegaralangan intervaldagi o larda tekis bajariladi, bu yerda

1

1
— c* —c*—uoc—Rre(8) 1P 274N qq bj—3 .\ p
C=(2m)e g @ Hl:lAz j=1Bj ’ W= =14 — Zl:n+1 a, +

Yjt1bj = 1 —m+1 D). (0.18)
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1va 2-Lemmalarning isboti (2), (6) va (7) dan kelib chigadi. 1- va 2-Lemmalardan
foydalanib (0.1) integral ostidagi funksiyani cheksizlikda quyidagi asimptotik
munosabatlar o’rinli bo’lishini ko’rsatish qiyin emas:

t > —ooda

|Hmn(s)z |~B e‘PkaTgZ(m)MH(lZl

1,2) (19)

t > —ooda

IHe|Re@ (s =t + iy € L k =

[Hp (5)275 |~ Ay #ar9z (Dt (ChE|[Re®, (s = ¢ + iy € Lk = 1,2) (20)
va t - oo da

|Hmn(S)Z |~C e—)/lnlzl+ Im(w)Sgn(f)ltluy+Re(6)|t|uy+Re(6)e—|t|a+targZ (S —

y+itel) (21)
Bu yerda A; va A,, B; va B, mos ravishda (14) va (16) dan o ni ¢, k = 1,2 larga

almashtirish orgali aniglanadi.

Ba’zi maxsus funksiyalarni Foks funksiyasi yordamida olish.
Misollardan na’munalar.

H-funksiya o’z ichiga olgan soda misollardan eksponensial, Mittag-Leffler
vaumumlashgan Mittag-Leffler funksiyalardir.

1-misol. Quyidagi
f(z) = —fyﬂoo I'(s)z=%ds, |argz| < -,z#0 (1)

27l Yy —1o
integrallarni hisoblang, bu yerda integrallash yo’li ['(s) ning s =—-v,v=0,1,2, ...
qutb nuqtalaridan o’ngda joylashgan Re(s) =y,y > 0 to’g’ri chiziq bo’ylab
olinadi, natijani H-funksiya orgali ifodalang

Yechish.Qoldiqlar nazaryasi bo’yicha hisoblaymiz

f(Z) = Z,c;o:o lim (s + v)[‘(S)Z—S — Zgo=0 lim (s+v)(s+v-1)...s
K Py

—v  (stv-1).s

[(s)z™% =

o . [(s+v+1 -1)Y _
Yoo lim oD s g LU _ ooz )

s—»—v (s+v-1)..5 v!

(0.4) ga ko’ra (2.1) integral H-funksiya orqgali quyidagicha
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e = Hy" 20, (3)
ifodalanadi.

2-misol. Quyidagini isbotlang

1 jco
T 2mil(a) f;too [(=s)I(s + a)(—2)%ds, larg (—2)| <, (4)

(1—-2)%=
Bu yerda 0 < Re(y) < Re(a) va kontur I'(—s) ning qutb nuqgtalaridan I'(s + a)
qutb nugtalarini ajratib, Re(s) = y to’g’ri chiziq bo’ylab harakatlanadi.

Yechim.3.1-Misolni yechish jarayonini bu misolda ham qo’llaymiz:

y+ioo s (-1)’T(w+a) v @y v _
Zml“(a) fy i L(s +a)(—2)%ds = G )Zv — (=2)" = Xpmo— 2" =
Fola;;2)=(1—2)"% |z| <1, (5)

bu yerda (a),,a € C, k € N, Pochhammer simvoli yoki faktorialning o’zgarishi
bo’lib, I'(a) mavjud bo’lganda u quyidagicha aniglangan

I'(a+k)

a=1 (A)r=a(a+1)..(a+k-1)= @ ,a # 0. (6)
(6) dan foydalanib
(1-2)%= mH1 1 =210 (7)
olamiz.

3-Misol. Mellin-Barnes integralini hisoblang
f(z) = inyr.ioom (—z)7%ds, |argz| <m, (8)

2mi Jy—io T(1-as)
bu yerda a € R, va f(z)-Mittag-Leffler funksiyasi ekanligini ko’rsating.
Yechim. Quyidagiga egamiz

(s+v)I'(s)I'(1-s)

f(Z) = Z‘l(;o=0 Sl_i}zlv T(1-as) ( ) ZU 0 F(av+1) a(Z) =

0,1
Hi5 [=2107 0 | 9)

4-Misol.Quyidagi Mellin-Barnes integrali umumlashgan Ej z(z)-Mittag-
Leftler funksiyasini ifodalanishini ko’rsating:
y+ico I'(s)I'(1-s) . \-S
Eyp(2) = f i (—z)~%ds, l|argz| <m, (10)

buyerdaa € R,,B € C,Re(B) > 0.

Yechim. Qoldiglar nazariyasidan foydalanib

2mi
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1 (YHoT(s)I(1—s)
ﬁ y—ico F(ﬁ - OfS)

(—2)~Sds =

S HIErd-s) = 2
= 2 sll)rzlv F(,B — aS) (_Z) = vzzom =

v=0

0,1
Eqp(2) = H1121 _Z|E0,1g,(1—ﬂ,a) : (11)

ekanligini topamiz.

5- Misol:  HE?[zl o] = = S I'(s)z~5ds =

2mi Jy—io

= Z lim (s +v) I'(s)z™*
Nadenll U
v=0

= N li s+v) (s+v—-1D-(s+v—-2)..s - ['(s)z™° _
_ZOSEPV (s+v—-1)-(s+v—-2)..5 -

RN ) FGs+v+1)zs RN L DY
B ~ s—1>r—nv(s+v—1)-(s+v—2)-...-s_ s—l>rpv p!

v=0 =0

zV =e7?

5-misol:  Hyy [z|(°'1) ] = L [yrelOIamds

0.1)0a0) |~ 2miJy—i®  r(1-as)

a€ER, v=2012.. o
l-s=-v 1l—as=-v _z lim (s+V)I'(S)I(1—-s5)(=2)"°
(1 + V) B S->—v ['(1 - ClS) B
a

s=v+1s= v=0

- LIV sty -1 STEOIA = S)(-2)
;s—lglv (s+v—=1)-..-sI'(1—as) B

& rd+v)(-z¥ = zV _ 5
; (—DWrI(1 + av) _v=0 rd+av) a(?)
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ieql- giif 0D _ 1 (y+io I()r(1-s)ds _
Misol: H,; [ZI(O,l);(l—B,a) T 2mi fy—ioo r(i-1+g-as)

a €R, LEC Re(p)>0
—S=v l1-s=-v f—as=-v
_ B+v

Ss=-v s=1+v S ~

— S li s+v)-(s+v—=1)..-sT'(SH)FrA—=s)(-2z)"°
_VZ:OS_I}?V (S+V_1)'---'SI—'(,B_O!S)

(0]

B i r's+v+1Dr{—-s)(—z)=°
_ZS—IHIV (s+v—1)-..-sI'(B — as)

v=

o

0

— rar+v)(—z)v B > 7V ~
= L (—DW!T(B + av) _;m = E,p(2)

cenl- g1 | . (1-p1) _ 1 (y+icoI(S)F(1=-1+p=s)(=x)"%ds _
6- misol: H1,2 [ X|(0,1);(1—B,a)] = o fy—ioo 1155 =
Y+ico S ==V
1 j F()rp—s)(-x)—°ds _ |s=p+v
27 I'(G—as) = | B+v|T
y—ioo §=—
a

i - I'(s+v+Dr(p—s)(—z)—° © (O (p +v)(=x)" _

Sl_l)r_nv (s+v—1)-..-sI'(f — as) =v_0 (—D)Vr(B + av)

v=0 -

o I'(p+v)xT(p)
£ rB+av)v!Ir'(p)

= F(p)Es,g (x)
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11-BOB. INTEGRAL ALMASHTIRISHLAR

Umuman olganda, tenglama (tenglamalar sistemasi) masalaning geometriyasidan
va/yoki muammoning fizikasidan kelib chigadigan shartlar, shu jumladan
chegaraviy shartlar bilan birga keladi. va ko'p hollarda, vaqtga bog’lig o'zgaruvchi
mavjud bo'lganda, dastlabki holat (boshlang'ich tezlik).

Tenglamalarga nisbatan, o'ziga xos tasniflash bilan bog'liq ko'plab imkoniyatlar
mavjud, chunki ular gatorida differensial yoki integral yoki integro differentsial
bo'lishi mumkin. Bundan tashqari, u chizigli yoki chizigli bo'Imagan, bir jinsli yoki
bir jinsli bo'Imagan, oddiy yoki xususiy hosilali bo'lishi mumkin. Tenglama turi
ma'lum bo'lgach, shartlarning navbati keladi. Bu erda ham bizda bir nechta
imkoniyatlar bor, lekin biz o'zimizni dastlabki shartlar va chegara shartlari bilan
cheklaymiz. Keyin, masalani, ya'ni tenglama va shartlarni hisobga olgan holda, biz
uni yechishning eng yaxshi metodologiyasini izlashimiz kerak. Bu yerda variantlar
oralig'i deyarli nazoratsiz ravishda o'sib boradi, chunki har bir tenglama turiga mos
usullar mavjud. Metodologiyaga kelsak, biz boshidan farg gilamiz, chunki biz fagat
analitik usullar bilan shug'ullanamiz, hisoblash usullari bilan bog'lig emas. Bundan
tashqgari, Laplas, Furye va Mellin deb ataladigan integral almashtirishlar
metodologiyasi e'tibor garatimiz, chunki ular ma'lum bir masalalarni yechish uchun
ishlatiladi.

Ushbu bob quyidagicha tartibga solingan: biz integral almashtirishlar
metodologiyasi deb ta'riflagan Furye konvertatsiyasi, keyin Laplas konvertatsiyasi
va nihoyat Mellin konvertatsiyasi uchun yadroni, aniglash oralig'ini va funksiyalar
sinfini aniglaymiz. Ushbu o'zgarishlarning har biri uchun biz ba'zi xossalarni,
shuningdek, tegishli teskari almashtirishni tagdim etamiz. Bob davomida biz ba'zi

misollarni keltiramiz.

Furyening integral almashtirishi.

Dastlab bir o’zgaruvchili ¢(t),teR funksiyaning Furye almashtirishidan

boshlaymiz.
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Ta’rif. Haqiqiy o’zgaruvchili @(t) €L, (-0, +0) funksiyaning Fure almashtirishi
deb

Flpl) = o) = [ e™Mp(0)dt, 1€R (D)
Integralga aytiladi. g € L, (—o0,+00) funksiyaning teskari Fure almashtirishi deb

esa
Fg(4) = = §(=A):= = [ "7 e~ g(t)de, D € R (2)
integralga aytiladi.
@, g € L,(R)—funksiyalar uchun (1) va (2) integrallar absolyut yaginlashuv

bo’ladi. Xususan yaxshi ¢ ¢, g funksiyalar uchun yuqoridagi almashtirishlar biri

ikkinchisiga teskaridir.

F'Flp]l =@, FFT[gl=g 3)
va quyidagi oddiy munosabat o’rinli bo’ladi.
FFlp] = ¢(=x) (4)

Agar ¢(t) € Ly (R) bo’lsa u holda F[¢] (4)-uzluksiz chegaralangan funksiya
bo’ladi va Riman- Lebeg teoremmasiga ko’ra [1| = oo da F[¢p](A1) = 0

lim ["7eMo(t)dt =0, ¢(t) € L(R) (5)

|A] =00
Flp](A) funksiyaning cheksizlikdagi kamayish tartibi  ¢(t) funksiyaning
silligligiga bog’liq. Bu bog’liglik quyidagi tenglik yordamida berilgan:
Flp“(©)] = (—iD)*Fle](D),  (k€N) (6)
va
L (Flol®) = (O Flp@®] () (k €N) ™)
Bu tengliklar yetarlicha silliq ¢ funksiyalar uchun o’rinli misol uchun
oM () € Li(R) = 0,k),p(t) € C(R)
Ikkita h va ¢ funksiyalarni Fure o’rama operatori
heop =)D =[7hA-0p®)dt,A€R  (8)
Integral yordamida aniglanadi va h x ¢ = ¢ * h komunikativlik xossasi o’rinli.
O’rama operatorning L,(R) sinfda chegaralanganligi Yupe teoremmasi orqali

berilgan.
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1-teorema. Agar h(t) € L;(R) va ¢@(t) € L,(R) bo’lsa, u holda (h *
@)(4) € L,(R) (1< p < o) munosabat va
I = oll, < Rl llell, (9)
tengsizlik o rinli.
Xususan agar h(t) € Ly(R) va ¢(t) € L,(R) bo’lsa u holda (hx*@)(A) €
L,(R) va
A * @llL,cry < lIRll1 1]l (10)
tengsizlik o rinli boladi.

Agar h(t) € L,(R) va @(t) € L,(R) bo’lsa, u holda (8) o’rama quyidagi
hossaga ega (h * @)(A) —uzluksiz chegaralangan funksiya bo’lib cheksizlikda nolga
intiladi.

(8) o’ramaning Fure almashtirishi Furening o’rama teoremasi yordamida
berilgan.

2-teorema.  Aytaylik  h(t) € Ly;(R) va ¢(t) € L,(R) yoki  h(t) €
Li;(R) va ¢(t) € L,(R) yoki
h(t) € L,(R) va ¢(t) € L,(R) bo’lsin.

U holda h * ¢ o’ramaning Fure almashtirishi
F[h* @](41) = F[h](D) * F[ ¢](D) (11)
tenglik yordamida beriladi.

@(t)t € R" funksiyaning n —o’lchamli Fure almashtirishini qaraymiz.

Flol() = @) = [, e p(t)dt t € R™ (12)

Mos ravishda teskari Fure almashtirishi esa

—

1

FgOI0) = 529 (1) = =

Integral yordamida beriladi, bu yerda At = A,t; + A,t, + -+ A,t, (12) va (13)

e W tg(t)dt A€R" (13)
R

integrallar (1), (2) ga o’xshash xossalarga ega.

Jim fen e o(t)dt = 0 @(t) € L1 (R™) (14)
F[D*p()](A) = (—iV)*F[p](1), (A €R™k€EN™) (15)
D¥[F[p](D) = F[(it)*e(®)](A), (AE€ER™kEN™ (16)
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Agar A — m — o'lchamli Lamos almashtirishi bo’lsa

a2 a2
A= a_xf-l_“'-l_@ (17)
u holda (15) dan
F[A](A) = —|I? Flp] (1) (Aer™ (18)

Kelib chigadi.
(8) ga o’sish ikkita h(t), ¢(t) t € R*  funksiyalarning Fure o’ramli operatori

(h*@)(D) = [enh(A = )e(t)dL, (A €R™) (19)
Ko’rinishda aniglanadi va bu yerda ham kommuntativlik xossasi o’rganish R™ da
aniglangan ¢, h funksiyalarning Fure almashtirishlari uchun ham Th, va Th, lar
o’rinlidir.
Furye almashtirishining xossalari
1. (chiziglilik xossasi) a,b € R.Furye almashtirishi chiziglidir.
F(afy + bfy) = aF (f1) £ bF(f2)
2. (Furye o’ramasi) Furye o’ramasi * kabi belgilanadi. f(t) va g(t) te R da

Direxle shartini ganoatlantirsin.
F0+ 90 = [ r@ec-ndr= [ rc-0g@ar

frg@)=g+f()
3. (o’ramaning Furye almashtirishi)
F(f xg)(x) = F()(x)F(g)(x)
4. (Ko 'paytmaning Furye almashtirishi)

1
F(f-9) =5 F(f)(x) « F(g)(x)

5. (Hosilaning Furye almashtirishi)
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n € N, n- tartibli hosilaning Furye va teskari Furye almashtirishi
F(f™)(x) = )"F(f)(x); va
FH (™)) = ()" f(x)

6. FFIFf=f vaF Fg=g

Unda kerak bo’ladigan bir qancha maxsus funksiyalarning Fure almashtirishini
keltirib o’tamiz:

Misol: f(x) = e~@lxl

0 0 .
f(g) = f e~ alxlp=ixz 4, — Jex(a—ig)dx + J e—x(@+i3) y =
oo e d

eX@-i) | o  e—x(a+id)| 1 1 2a
0 a-—-iz a+iz a?+3?

a—iz |- T e—(a+iz)

Misol : @(t) = 6(t), t € R, Flp] =?.

Yechim: Bu yerda &(+) — Dirakning delta funksiya va u

s ={) tZ0 Jp 8t—to)e®dt = p(t,)

xossalarga ega (1.3.1) tenglikga ko’ra

t=0

FIS(OID) = [, e §()dt =e™™ |'20  ya'niF[6] () =1,1€R
munosabatga binoan
1=F[5(t)] (1) F[1]=6(-t) yani F[1] = 2rn8(1).
Misol. Fle'® f(t)](w) = F(w — a)

Agar f(x) € L;(R)bo’lsa,uholda F[f](s) chegaralangan uzluksiz funksiya

va Riman-Liuvil teoremasiga ko’ra
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lim e™ f(x)dx = 0; f(x) € L1(R)

e ¥% = cos x& — sinx&
Natija:R sonlar o’qida absolyut integrallanuvchi bo’lgan har ganday funksiya

uchun quyidagi o’rinli

y=Yee

lim j f(x)cosAxdx =0 wva ﬁim f f(x)sinAxdx =0

Natija(2):[a; b] € R kesmada Riman bo’yicha integrallanuvchi bo’lgan har
ganday f funksiya uchun

b b
ﬁim Jf(x) cos Axdx = ﬁim jf(x) sinAxdx =0
a a

Tenglik o’rinli bo’ladi.

Mustagqil yechish uchun topshiriqglar.

f(t) = e~ !t funksiyaning Furye almashtirishini aniglang?
f) = et funksiyaning Furye almashtirishini aniglang?

f(t) = sint funksiyaning Furye almashtirishini aniglang?

> 0w Dnhoe

Faraz gilaylik a € R, bo’lsin. U holda ushbu tenglik bajarilishini isbotlang
FIf(t — a)](w) = e?*F(w), bu yerda F (w)- f(t) funksiyaning Fure
almashtirishi.

5. Faraz qilaylik a € R bo’lsin. U holda ushbu tenglik bajarilishini isbotlang.
Fle'f(6)](w) = F(w — a), bu yerda F (w)- f(t) funksiyaning Fure

almashtirishi.
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6. Ushbu tenglik bajarilishini isbotlang f (—w) = F[F(t)](w), bu yerda F (w)-
f (t) funksiyaning Fure almashtirishi.

7. F(w) =F[f(t)](w) vaG(w) = F[g(t)](w) Furye almashtirishlari f(t) va
g(t) funksiyalarning. Ushbu tenglik bajarilishini isbotlang:
2 F@g(w)etdw = [T f()G(E — t)ds.

8. (w) =F[f(t)](w) vaG(w) = F[g(t)](w) Furye almashtirishlari f(t) va
g(t) funksiyalarning. Ushbu tenglik bajarilishini isbotlang:
o F@)6(w)dw = [7 f(=§)g(§)ds.

9. Ushbu tenglik bajarilishini isbotlang F[f (t — a)](w) =
e eF(w), F(w) f(t) ning Furye almashtirishi

10.Ushbu tenglik bajarilishini isbotlang F[f (at)](w) = ﬁﬁ (—)

a

F(w) f(t) ning Furye almashtirishi

Laplas almashtirishi.

Haqiqiy o’zgaruvchili ¢(t),t € (0 + o) funksiyaning Laplas almashtirishi
L)) =@ ()= [, e p®dt, (s€0  (20)

integral yordamida aniglanadi. Agar (20) integral s, € C nugtada yaginlashuvchi
bo’lsa, u holda Res > Res, shartni ganoatlantiruvchi s € C larda absolyut
yaqinlashuvchi bo’ladi. (20). Laplas integrali aniglashuvchi bo’ladigan s larning
infinumi o, — yaginlashish absissasi deyiladi. Shuning uchun (28) integral Re s >
o, dayaginlashuvchi Res < o, da esa uzoglashuvchi bo’ladi.

Teskari Laplas almashtirish esa

LI == [I"7 et g(s)ds, (y =Re(s)>a,, (21)

2mi Jy—ico
Integral yordamida beriladi.
Yetarlicha yaxshi ¢ va g funksiyalar uchun to’g’ri va teskari Laplas almashtirishlari

o’rtasida quyidagi tengliklar o’rinli.
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L'L{p}=¢ va LL'{g}=g (22)

Dastlab Laplas almashtirishining oddiy xossalarini keltirib o’tamiz:
L{{e*()}(s) = s*L{p}(s) (ke N) (23)
L (L)) = CDAL{EF D)) (ke N) (24)
Bu tengliklar yetarlicha yaxshi ¢ funksiyalar uchun o’rinli.
Agar ¢ € C*(RY) bo’lsaL{p}(s) vaL{D*p(t)}(s) Laplasalmashtirishlari mavjud
va j=a,k-1 lar uchun tl_i)grnoo (D) (t) = 0 tenglik o’rinli bo’lsa, u holda (23)
tenglikni quyidagicha umumlashtrish mumkin:
L{D p(0)}(s) = s"L{g}(s) — Tiza s* I~ (D) ¢)(0) (KEN)  (25)
Rtda berilgan h(t) va ¢(t) funksiyalarning Laplas o’rama opertsiyasi
h ¢=(h+g)=[ h(t-Dp@dr (€RY) (26)
integral yordamida aniglanadi va h * ¢ = ¢ * h kommutativlik xossasi o’rinli.(26)

uchun 2-teoremani qo’llasak

L{h* ¢}(s) = L{h} * L{¢} (27)
tenglikni yetarlicha yaxshi h, ¢ funksiyalar uchun olamiz.

Laplas almashtirishining xossalari

1. L(af; £ bfy) = al(f;) £ bL(f,) abeR
2. aeR . Af](S)=F(s) bo’lsa,

Lle™*f()] = F(s + a)
3. a>0 H(t — a) Heaviside funksiyasi
LIf(t—a)H(t —a)] = e"F(s)

yoki
LIfFOH(t —a)] = e L[f(D)]

4. Funksiya differensialining Laplas almashtirishi f: R - R va (n-1)-tartibli
hosilagacha yopiq [0; c] € R intervalda uzluksiz bo’lsin.U holda 3M>0 soni

mavjudki t, > 0 uchun
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Ol Me™, [2F@)| < Me. [T 0] < me™

dgn—1

Re(s) > b baholar o’rinli bo’lsin.

e[| = i - Z (s o)

5. Laplas almashtirishining o’ramasi

LIf(@®) x g@©](s) = LIfI(s) LIg](s) = F(s)G(s)

()% g(6) = j f(t—)g@dr = j 9t —Df @

0 0

6. Laplas almashtirishining hosilasi
Tl
LIE"f(O](s) = (= 1)”—F (s); n=0123,..

7. Laplas almashtirishining integrali

(00

L[@] () = [ Feorae

S

8. Integralning Laplas almashtirishi

t
oA [ f@arto =22
0
Teskari Laplas almashtirishi
o+it
@) = 5 lim f etF(s)ds.  Re(s) =0 >0
o-it

Fure almashtirishiga o’xshash Laplas almashtirishini t€ R™ uchun umumlashtirish

mumkin. Laplas almashtirishga oid bir nechta misollar ko’rib o’tamiz.
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Misol. f(t) = e**cost  funksiyaning Laplas almashtirishini hisoblang.

[0.e] [0.]
L[e*tcost] = f e Ste?t cos tdt =f e 1672 cos tdt
0 0

| 1 24
Lle** cost] = Re{e~6"27Dtdt} = Re {—} — Re {(5—1}

s—2—1 s—2)2+1i
s—2

L[e*tcost] =

e cost =21

Misol: Funksiya f(t)={} 0 f;f L potlsin Lif(0)(s)=?
f(t)
1- - - -
0 : f

Yechim: tarifga ko’ra

LLFNS)=f, " e f(0)dt = [j e~ ede+ [ e~ 1de = [ e™de +

_ —st T 1—e~S
i et = - Y= o

Agar f(t)=a, + a,t+... +a,t"™ —formula ko’phad bo’lsa u holda

i A S :
O+§f_[e Sdt+11m(

T—00

T(k+1)

L{f(@)}1)=L{E k=0 ar t*}=2F-0 ar L{t*}(3) = X- Oak SK+L _Zk 0 Ak kvt
Misol: F(s)=% funksiyani teskari Laplas almashtirishini toping. Bunda s=0 nugta
maxsus nugtasi hisoblanadi.

27 VY =10

Yechim: L1 {\/—}( §) = — [ gsts=1ds  (28) integralini hisoblashimiz kerak.

(28) integralni 1.2 da keltirilganma’lumotlardan foydalanib hisoblashga harakat
gilamiz. Quyidagi konturni garaylik
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CR = ABCDEFA bunda AB va EF lar

R radiusli aylana markazi O nugtada.

y/

'——‘-n.CR

\. A (yo+ iyo)
Yy

01 2
E = ’/ X
/ F (Yo— iyo)

CD esa markazi 0 nugtada 2 ga teng y,-aylanadan iborat. w = /s uchun bir giymatli

analitk tarmogni garaymiz. U holda F(s):l/\/g funksiya Cr da va ichida analitik

demak Koshi teoremasiga ko’ra

1 =?
Undan tashqari
Yo+iyo
1 ets
0=— —d
21 J V3 s+
Yo-iyo
1 ets
— — — | —=d
21 S+2mj\/_ +2m \/_ S+
AB
1
+— DETd +— leFTdS (29)
Endi har bir integralni hisoblaymiz.
¢ e, | 3=Re® 0<G<t|_rethe® i
L= Ja fds ds = Rie'®dd | =lo Jzoer, Rie'0do =

\/EifonetR(CosaSina)eia/Zda = i\/R Jy e e*’/2dg

s s
I, = \/Ef e tReosb gp => 2\/§f e tRsinb gg
0 0
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=
-2
sin @
T bl 0 -
@
T
_ 20
sinf > —
Tt
n
2
/[
_gp20 - _2 o |— T
|1, | szx/ﬁje Rrdog=—e | =—=1—-e")
SR vE© I TR
I%l_f)l(}o|12| =0
Xuddi shunday ko’rsatish mumkin.
ts
I%im |Is| = 0endil; = fy %ds integralni r — 0 dagi hisoblaymiz.
Yuqoridagiga o’xshash s = re’® ds = rie‘®d@
els T tret® T etr(cos 6+sin 0)
I; = —ds=f rie' do =J ire®de
3 1% Vs T Wei% vr
—TT
< —trs6 -0
|I3|_\/?je der—>0
+m

(20) tenglikda fagat BC va CE kesimlar bo’yicha integrallash qoldi.

ots s = xel™ ds = eFdx TR ptiel™
L = _[Eds =lWs=+vVxell2=iyx em™=1 |= j e e™dx
BC —R<s<-—r r<x<R —-R

-R R

1 e—tx 1 e—tx

= - dx = —,f dn

i Jn i n

+R T

Xuddi shunday DE: s = xe™™; \/s = vne™ /2 = —iva va
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I; va Iz integrallarni birlashtrsak 2—[

etxe‘i” . 1 R etx
—ds = f —ds— f e dx =— j —dx
j Vni Va

etS 1 Re~ ta
—ds+—fDETds——;fr 7 da

BC s

natijaga ega bo’lamiz. (29) da R— oo, - 0 umumiyga o’tsak

y+looe 1 (+ooe™
“omi Jy—ieo 5 s=215
_ +oo e~ —-tn _L
|= f da=—.
T P VA NS 5
Shunday qilib L {s 2}_\%

Mustagqil yechish uchun topshiriqglar.

. Quyidagi funksiyaning Laplas almashtirishini hisoblang. f(t) = e?t cos t.
. Quyidagi funksiyaning Laplas almashtirishini hisoblang. f(t) =
e?'(1—at); a €R,.

sint

. Quyidagi funksiyaning Laplas almashtirishini hisoblang. f(t) =
. Quyidagi funksiyaning teskari Laplas almashtirishini hisoblang.

-1 S .
L [(s+a)(s+b)], buyerdaa,b € R;a # b.

. Laplas almashtirishidan foydalanib quyidagi oddiy differensial tenglamani
yeching. {dtz x(8) +x(0) =t,
x(0) =x'(0) = 0.
. Laplas almashtirishidan foydalanib quyidagi oddiy differensial tenglamani
x(t) + 5 x(t) + 6x(t) = e?
x(O) =x'(0) = 0.
. Laplas almashtirishidan foydalanib quyidagi oddiy differensial tenglamalar

yeching. {dtz

sistemasini yeching.
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d
(Zx®O+y© =1

d
Lw(t) - x(9) = -1,
x(0) = y(0) = 2.
8. Faraz gilaylik,a € R,a > 0,8 > 0,y > 0 bo’lsin. U holda ushbu tenglik

bajarilishini isbotlang.

1 s2a by B+y—1 242
- — - a
L LZ“ — azl = tPTY " By pay (@°E°9).

9. Yugoridagi misolni maxsus hol ya’ni « = § = y uchun Laplas
almashtirishini isbotlang.
10. a € R,a > 0, 8 > 0 hol uchun quyidagi funksiyaning Laplas
almashtirishini hisoblang.
tF=1E, g(at®).

Mellin almashtirishlari

Biz Mellin almashtirishi va uning teskari almashtirishini kompleks Furye

almashtirishi va teskari Furye almashtirishidan keltirib chigaramiz:

Flg($)} = G() = =" e ™™ g(£)d¢ (2)
FHGUOY = g(s) = =7 ™ G(k)dk 2)

e® = x va ik = ¢ — p almashtirish bajaramiz va (1) va (2) dan quyidagilarga

kelamiz, bu yerda ¢ = const

G(ip —ic) = \/%f;w xP~¢"1 g(Inx)dx (3)
g(lnx) = \/%f;:: x¢P G(ip — ic)dp (4)

Biz \/%x‘c g(lnx) = f(x) va G(ip —ic) = f(p) orqali f(x) ning Mellin
almashtirishi va Mellin almashtirishining teskarisini belgilaymiz va quyidagicha

yozamiz
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M{f()} = f(p) = [, xP~1f (x)dx

MF@)) = F&) = [T0x P Fp)dp

()

(6)

Bu yerda f (x) funksiya (0, o) da aniglangan haqigiy funksiya va Mellin

almashtirishining o’zgaruvchisi p kompleks son. Ba'zan f(x) ning Mellin

almashtirishi f(p) = M[f(x), p] kabi belgilanadi. M va M~ lar chizigli integral

operatorlar .

Misol: Agar f(x) = e ™™ bo'lsa, bundan > 0

(00]

M{e ™} = f(p) = j xP~le™n% dx
0

nx = t desak,

1 Oo I'(p)
—_ p—1,-t — M7

nb j e dt npb
0

Misol: f(x) = ﬁ funksiyaning Mellin alshtirishini toping.

(00

k=100 = [t

0

X
= — ki t=—— desak
X yoki T+ = esa

= f tPt A=)t P tdt=B(p,1-p) =T'(®)I'(1 —p)
0

Misol: f(x) = (e* —1)71

M{(e* = D)7} =f(p) = [ xP7H (¥ — D7 dx=

. _ 1 . _
Biz) —,e ™ = - dan foydalanamiz, bunnda }.;-; e™™ =

_e_x

1
eX-1

(7)

(8)

bo ladi.
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(00]

= r
= z xP~le ¥ dx = z (5) =I'(®)-s®)

n

n=1 n=1

(00]

1
c(p) = En—p; (Rep > 1)

n=1

Mustagqil ishlash uchun misollar:
2

Dfx)=

e2x—-1
2) () = ==
3) @) =5

4) f(x) = coskx
5) f(x) = sinkx

Yugoridagi funksiyalarning Mellin almashtirishlarini toping.

Mellin almashtirishlarining xossalari:

Agar M{f(x)} = f(p) bo’lsa, u holda quyidagilar o’rinli:

a) M{f(ax)}=a?f(p),  a>0, 9
Isbot: M{f(ax)} = [,” xP~f(ax) dx = ax =t desak
= %:0 tP1f(tH)dt = %
b) M[x*f(x)] = f(p + @) (10)
O MIf(x)=27 (%) &
MEFO]=f(1-p) (12)
MI(log)"f()] = 1=f(®)  n=123.. (13)

5* tenglik % = (logx)xP~1 (6*) dan foydalanib isbotlanadi.
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M) =-(p-Df(p-1)
M[f ()] =@®-DE-2)fp-2);

M[f® )] = (~1)"—2L f(p —n) = (~1)" = M[f (x,p — 0)];

r(p-n) r(p—n)
Isbot: M[f'(x)] = [;" xP71f " (x)dx = [xPT f()]F — (p — 1) f,” xP7?f(x)dx =
- -Dfp-1D
e) Agar M[f(x)] = f(p) bo’lsa, quyidagilar o’rinli:
M[xf'(x)] = —pf (p)
M[x*f" ()] = (=1)*p(p + Df (p);
M f®E)] = (DS F ()
Isbot:
Mxf' ()] = [, xPf'(x)dx = [xPf(O]F —p f,” xP 1 f (x)dx =
—pf (p)

f) Agar M[f(x)] = f(p) bo’lsa, quyidagilar o’rinli:
M|(x2) )| = Ml s @ + 27 @] = D)

M|(x2)" 1G] = oM F);

Isbot: M [ f(x)] M[x?F () + xf'(0)] = M[x2f ()] + M[xf' ()] =

= —pf(p) +p(p + Df(p) = (-1)*p*f(p)
o) M{J, f(Ddt}=—F(p+1);

M{I,f ()} = M{[ In_1 f(©)dt} = ()" —2 F(p + n);

r'(p+n)
72



If(x) = [ L1 f(D)dL.

Mellin almashtirishining qo’llanishi

Ushbu almashtirishning go’llanishini misol yordamida tushinib olamiz.

Misol: Chegaraviy masalaning yechimini olamiz.

X2 Uy + XU + Uy, =0 0<x < oo, 0<y<1;
A, 0<x<1.
u(x,0) =0, u(x,1) = {0 > 1

Bu yerda A = const

x bo'yicha u(x, y) ning Mellin almashtirishini quyidagicha bajaramiz.

ti(p,y) = J xP " u(x, y)dx
0

iy, + p*i = 0, 0<y<1
ii(p,0) = 0, a(p, 1) =A[ xP dx = f;‘
A sinpy
i(p,y) = = — 0 <Rep<1
u(p,y) > sinp < Rep
c+ioo
0 y) = A f xP sinpy
WY = o | p sinp
C—10

Av 1
u(x,y) = ;Z - (—1)"x "sinnmy;
n=1
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111-BOB. KASR TARTIBLI HISOBGA KIRISH

Kasr hisobi - bu matematik tahlil sohasi bo'lib, u ixtiyoriy tartibdagi integral va
hosilalarni tekshirish va go'llash bilan shug'ullanadi. Kasr atamasi noto'g'ri nom, lekin u

keng targalgan foydalanishdan keyin saglanib golgan..

Kasr hisobi eski, ammo yangi mavzu deb hisoblash mumkin. Bu eski mavzu, chunki
Leybnits (1695, 1697) va Eyler (1730)ning ba’zi ishlaridan boshlab, hozirgi kungacha
ishlab chigilgan. Asrimizning o'rtalarigacha ushbu sohaga muhim hissa qo'shgan
matematiklar ro'yxati P.S. Laplas (1812), J.B.J. Furye (1822), N. X. Abel (1823-1826), J.
Liouvil (1832 -1873), B. Rimann (1847), X. Xolmgren (1865—67), A.K. Grunvald (1867-
1872), A.V. Letnikov (1868-1872), X. Loran (1884), P.A. Nekrassov (1888), A. Krug
(1890), J. Xadamard (1892), O. Xevisayd (1892-1912), S. Pincherle (1902), G.X. Hardi va
J.E.Littlvud (1917-1928), X. Veyl (1917), P. L'evi (1923), A. Marcho (1927), H.T. Devis
(1924-1936), A. Zigmund (1935-1945), E.R.Lev (1938-1996), A. Erdelyi (1939-1965), X.
Kober (1940), D.V. Vidder (1941), M. Riesz (1949).

Biroq, uni yangi mavzu deb hisoblash mumkin, chunki yigirma yildan sal ko'proq
vaqtdan beri u maxsus konferentsiyalar va risolalarning asosiy obyekti bo’lib kelmoqda.
Birinchi konferensiya uchun 1974-yil iyun oyida Nyu-Xeyven universitetida kasr hisobi
va uni qo‘llash bo‘yicha birinchi konferensiyani B. Ross tashkil etgan va materiallarni
tahrir qgilgan. Birinchi monografiya uchun K.B. Oldham va J. Spanier 1968 yilda
boshlangan go'shma hamkorlikdan so'ng 1974 yilda kasr hisobiga bag'ishlangan kitobni
nashr etishdi. Hozirgi vagtda kasr hisobiga va uning go'llanilishiga bag'ishlangan ishlar va
ishlarning ro'yxati o'nga yaqin nomlarni o'z ichiga oladi [1-14], ular orasida Samko, Kilbas

va Marichevning entsiklopedik risolasi [5] eng ko'zga ko'ringanidir.

So'nggi yillarda kasr hisobiga katta gizigish ushbu hisobning ragamli tahlilda va
fizika va muhandislikning turli sohalarida, shu jumladan fraktal hodisalarda topiladigan

ilovalar tufayli rag'batlantirildi.

Grunwald-Letnikov kasr hosilasi.
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Grunwald-Letnikov taklif etgan kasr hosila kasr tartibli tenglamalarni sonli
tadqiq qilishda muhim rol o’ynaydi.Chunki ushbu kasr hosila bilan aniglanadigan
yig’indining hadlarini masala shartlariga aniqroq yaqinlashish uchun olib tashlash
mumkin.

1869 yilda Sonin qo’shimcha differensiallash qoidalari haqida maqola chop
etdi. Bu magola Grunwald va Letnikov tomonidan taklif etgan kasr tartibli hosila
hagida edi. Va bu fanda Grunwald-Letnikov kasr hosilasi sifatida tanildi.

k € N lar uchun funksiyaning k tartibli hosilasi quyidagi formula yordamida

aniglanadi

1 .
D¥f(x) = ;;wzw (f)f(x — jh)
=0

binomial koeffisiyent. k manfiy giymatlari uchun

k
buyerdan > k va (]) = '(k i

biz binomial koeffisiyentni quyidagicha kiritamiz

()= (5)

Va formal ravishda hosilani quyidagicha yozish mumkin

D™*f(x) = lim %i (?)f(x _jh).

j=0

Biz dastlab x, € R nugta atrofida va h = x_nx" da garaymiz. Qulaylik uchun x, = 0

va bu hosila uchun bu gatorda h ni almashiramiz va n — oo limitni olamiz.

Natijada Grunwald-Letnikov kasr hosilasi uchun formulani olamiz:
GLDEf(x) = hm Z( 1)1 x — —])

Misol. f(x) = x funksiyani %tartibli Grunwald-Letnikov ma’nosidagi kasr

hosilasini hisoblang.
Yechish. Yugqoridagi formulaga qo’yib sodda almashtirshdan so’ng biz quyidagi

ifodaga ega bo’lamiz:

x = VF MZW ()03
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Qulaylik uchun yig’indini ikki qismga ajratamiz

2 / /
GtD2x = +x 11m \/_Z( 1)/ 72) - rlllm —Z( /| /2
Ikkichi yig’indin indeksini o’zgartirish uchun j — j 4+ 1 almashtirish bajarib
quyidagiga ega bo’lamiz:

. | n - T(3/2)

r'(3/2)
+113l?072(_ Y e+ 1)

Ushbu yig’indilarni alohida-alohida hisoblaymiz. ), orqali birinchi yig’indini

- 1
Oy = li Vn (_1)j( /2>
LADY Y
v (f) = o (e
j=0

belgilaymiz

munosabatdan foydalanib, a = % uchun Q, uchun quyidagicha tenglikni olamiz

np (L
Q, = lim vn 1) F(Z) T~

" T'(n+ DU (—n + 7)

Gamma funksiyaning I’ (n + %) r (—n + i) = m(—1)™ xossasidan foydalanib, Q,

ni gqayta yozib olamiz

1 ['(n+ 1
=i ﬁrgn—ﬁ))'

z — oo da Gamma funksiyaning assimptotik bahosidan
['(z+a)
T(z+pB) B)

Foydalanib a = %, f = 1 uchun quyidagi natijaga ega bo’lamiz:

~ 79°F
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Q) = = lim Vainz " = —
L= e VY T

), ga o’xshash, Q, ni ya’ni ikkichi yig’indini yozamiz:

r(3 ]
T Tm Z(_ TV

Yuqoridagi tenglikga T’ G) ni ko’paytirib bo’lsak va binom yoyilma formulasidan

foydalanib quyidagi ifodani olamiz

oS ()

1
a=—5,n—>n—1da

n
i (@ a—1
1V ()= (=1
2.V (j) = eon ()
j=0
formuladan foydalanib biz quyidagi ifodaga ega bo’lamiz

=111m—( 1" 1<_3/2>=

2n—ow n—1

1 1 F(n +1)
- \/_—rlzgl.}o\/__ F(n)2

Gamma funksiyaning assimptotik bahosidan foydalanib a = %,,8 = 0 uchun

1 1 1_0 1
Q, = — lim —=n2 —_

NN
Q, va (), natijalarini mos ravishda o’rniga keltirib qo’ysak, x funkisyaning %>

tartibli kasr hosilasiga ega bo’lamiz.

i = e[+ =2

Mustaqil yechish uchun topshiriglar

Quyidagi funksiyalarning Grunward-Letnikov kasr hosilasini hisoblang.

1L f)=+vx, 2. f(x)=x% 3. f(x)=(x+1)%
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Rimann-Liuvill ma’nosidagi kasr hosila va kasr integral.
Kasr tartibli hosilalar va integrallar tushunchasi kiritilishi bilan hosila integral

orasidagi chegara keskin yo‘qolib ketadi. Integral — differentsial operatorlarning kasr
tartibli operatorlariga Koshi tipidagi umumlashgan integral formulasi kasr tartibli

differentegrallarining quyidagi ta’riflariga olib keladi:

1
N0 [ ottt @

(DENN s am o =t ()
bu yerda
a € C, Re(a) > 0 van=[Re(a)] + 1;
13- « tartibli integral operator

D§, - a tartibli differensial operator

Kasr tartibli hosilali va integralli operatorning bu ta’rifi yagona emas.
Integrodifferensial operatorlarning Veyl, Grunwald-Letnikov, Caputo va boshqga

ko‘rinishlari ham ma’lumdir.
1 _
fegle fOG-ndt Q)

Endi D% =2_
dx%

ni aniglaymiz.

Biz D% ni % operatorning chap teskari operatori sifatida garaymiz.
1-tasdiq. D*I* =] ayniyatga ko’ra 0<a < 1 bo’lgan hol uchun D% = D]*~¢
tenglik kasr tartibli differensial operator bo’ladi.

Bu tasdigni isbotlashdan avval vV > a 3, 0 sonlar uchun quyidagi tenglikni o‘rinli
ekanligidan foydalanamiz. 1418 = 18]1% = [%*F (kommuntativlik), (3) formulaga
ko‘ra isbot gilinadi.
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D% I% operatorning chap teskari operatori ekan demak, D*I% =J ayniyat o‘rinli.

D¥ ning tasdiqda keltirilgan ifodasidan foydalanib ayniyatni tekshirib ko‘raylik:
Dala — Dall—alaz Dall—a+a=D|=J
Tasdiq o’rinli bo’ldi.

Endi hozirgina isbotlangan tasdiq hamda (3) formula yordamida 0 < a< 1 bo‘lgan

hol uchun kasr tartibli hosila tushunchasini kiritamiz:

DUf(x) = DI () = 4o Jy F(O G = 17 et

1 d x f(t)
F(1 a) dx Jo (x—t)*

dt (4)
D% = D™I™ %-bu operator tenglikni analitik formula ko rinishida tasvirlaymiz

f®

DEf = DI a_(dx F(n— a)f(x—t)“ et @

Bu formula tartibi ixtiyoriy nomanfiy haqiqiy son bo‘lgan kasr tartibli hosila uchun

Riman-Luivill formulasi deyiladi. Ixchamlab yozsak quyidagini olamiz:

af — (Gyn__1 (x__f©®
b f o (dx) I'(n—a) fO (x—t)a—n+1 dt (5)

Masalan: 1)f(x)=x# funksiyaning Riman-Luivill integralini hisoblang

F(a)f F(O)(x — )% tdt=—o f t* (x — t)* tde=|t=ux|

[(a)

U1 — a1y — xHFET((u+1)
F(a)f ut (1 —u)* du== e )B(,u+1 a) = Toaird
A1) — xHFOT (u+1)
ooy = XU
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2) I(x7) ni hisoblang.
Yechish: Buni bajarish uchun (6) formuladan foydalanib hisoblaymiz.

1,1
o1 x2YarG1)_ar@)
I2(x2) = rGat+D) ~T@)

r (E) ni quyidagi formula orgali hisoblaymiz:

. (n 1) _ Va(2n — D!

2 2"
3\ _ V=& _
r(3) =% ne=1
1 1
If(xi): g

3) 1%(e*) ning giymatini toping.

1%(e%) = ﬁ et (x — £)*" 1dt—mf z,twoj{, (x — )% 1dt=

F(a) Ti%o= [ t*(x — )%t dt=|t=ux|

=TSy o (= =R s B+ 1 e)= B T
=x% YrZ 0F<k+a+1) =xE1 41 (%)

Demak

19(e*) = x“E; g41(x)

4) f(x)= C= o‘zgarmas sonning o =% bo‘lganda Riman-Luivill hosilasini hisoblang



a rx c
r‘(1——) dx (x—t)l_“? 1“( ) dx

D2(C)=

i

i g (20— 09y (2=

5) f(x)=x* funksiyaning n-1<a < n bo‘lganda Riman-Luivill hosilasini hisoblang.

af£— —\n _ =
f= F(n a) (dx) fO (x— t)“ "+1dt|t =Xul=

— 1 (i)nxuﬂl—a fluu(l — u)n—a—ldu —
'(n—a) dx 0
n..u+n—-a _ I'(u+1) nyptn-a
I(n- a)( ) X B(‘u+ Ln 0() I'(n— a+u+1)( )
— T+ -«
F'(u—a+1)
Demak

I'(u+1) -
(0l V= u—a
b (x ) F(u—a+1) x

6) 1% (tP~1E, g (AtH) ) (x) = x“+P~1E, o, s(AxH) tenglikni isbotlang.
Yechish:

tﬁ—l‘l'[l.k

['(a) Z F(Hk + ) f (x — t)1-@ dt =

1% (xP1E, g (x1)) =

= |t = xu|

+oo AR @+ B+uk—1

A at+B-1 DL
k=0 T P Tk @)= X L0 Tuerar )

=2

= X(HB_lEu,oHB()\Xu)
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Isbotlandi.

Mustaqil bajarish uchun topshiriqglar.

1. I(x2) ni hisoblang.

2. D* (tB‘lEM,BO\t“)) (x) = xP~271E 5, (Ax*) tenglikni isbotlang

3. D%(lz) ning giymatini toping.

4. f (x) = cos x funksiyaning Riman-Liuvill kasr integralini hisoblang.

Kaputo kasr hosilasi.

[a, b] haqiqiy sonlar o’qidagi chekli interval va DZ, [y(t)](x) = (D&, y)(x) and

Dg [y(t)](x) = (Dy_y)(x) lar mos ravishda Riemann-Liouvillening @ € C (Re(a) =

0) tartibli kasr hosilalari bo’lsin.

Bu yerda

" j" y(t)dt

o 1 qd
(D&vy)(x) = Tn—a) <a> (x — Da-nit

>a) (1)

va

n

fb y(t)dt

o 1 d
P50 = = (@) |, o

<b) (2)

(n=[Re(a) + 1];x

(n=[Re(a)+1];x
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[a,b] daa € C (Re(a) = 0) tartibli (°DZ, y)(x) va (°Dy_y)(x) kasr hosilalar Riemann-

Liouville kasr hosilalari orqali quyidagicha ta’riflanadi:

— y®
y(6) - Zy @ e - )D(x) 3
k=0

(“Dgiy)(x) = (Dc(zx+

va

&) (p
y(t) - Zy e t)k])(x) @

(CDb y)(x) = (Db—

Bu yerda
n = [Re(a)] +1fora & N,; n = a fora € N, (5)
Bu hosilalar mos ravishda «a tartibli chap va o’ng Kaputo kasr hosilalari deb ataladi.

Ko’p hollarda, 0 < Re(a) < 1 bo’lganda, (1) va (2) formulalar quyidagi ko’rinishni

oladi:
(“DEY)(x) = (D&, [y () — y(@)D(x) (6)
( “Dp_y)(x) = (Dy_[y(®) — y(B)D(x) (7)

Agar a ¢ N, va y(x) funksiya shunday funksiyaki,qaysiki a € C (Re(a) = 0) tartibli
( D&, y)(x) va ( “Df_y)(x) Kaputo kasr hosilalar (D%, y)(x) va (Df_y)(x) Riemann-
Liouville kasr hosilalari bilan birgalikda mavjud bo’lsa, ular quyidagichi munosabatlar

orqali bog’langan:

(“D&y)(x)
= (Dg+y)(x)

n-1

y(k)(a) _ e

D raarn® (n=[Re@]+1)  (8)

va
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(“DF_y)(x) = (D_y)(x)

n-—1

~ y® (b)
£ I'k—a+1)

b-x)% (m=[Re(@]+1)  (9)

Ko’p hollarda, 0 < Re(a) < 1 bo’lganda

(DEN) = DN~ s = ) (10
va
¢ na — ha y(b) a
(“Dp_y)(x) = (Dy_y)(x) — m(b —x) (11)

Agar a € N, bo’lsa, u holda (3) va (4) Kaputo kasr hosilalari (1) va (2) Riemann-

Liouville kasr hosilalari bilan quyidagicha bog’langan:
(“Dg+y)(x) = (Dgxy)(x)  (12)
agar y(a) = y'(a) = - =y®V(a) = 0, (n = [Re(a)] + 1); va
(“Dy_y)(x) = (DF_y)(x) (13)

agar y(b) = y'(b) = - =y (b) = 0, (n = [Re(a)] + 1).
Odatda, 0 < Re(a) < 1 bo’lganda

(“Dg+y)(x) = (Dg+y)(x), y(a) = 0bo’lsa,  (14)

(“Dp_y)(x) = (D5_y)(x), y(b) = 0 bo’lsa,  (15)
Agar @ = n € N, va y™ (x) n-tartibli hosila mavjud bo’lsa, u holda

(DEy)() =y™(x) va (“DFy)(x) = (-D"y™(x)
(16)

(‘D& y)(x) va ( “Df_y)(x) Kaputo kasr hosilalar (3) va (4) tengliklarning 0’ng

tomonidagi Riemann-Liouville kasr hosilalari mavjud bo’lgan y(x) funksiyalari uchun



ta’riflanadi. Odatda, ular absolut uzluksiz funksiyalar AC"[a, b] fazosiga tegishli y(x)

funksiyalar uchun ta’riflanadi.

Teorema 1. Faraz qilaylik, Re(a) = 0 van (5) tenglik orqali berilgan bo’lsin. Agar
y(x) € AC™[a, b] bo’lsa, u holda [a, b] ning deyarli barcha yerida ( ‘D%, y)(x) va
( °DY_y)(x) Kaputo kasr hosilalar mavjud bo’ladi.

(@)Agar a € Ny, ( °DZ.y)(x) va ( °Df_y)(x) lar quyidagicha ifodalanadi

cNna — ¥ y(n)(t)dt — n-ann
(DL = ey | gy = DV (A7)
va
CDa’ — (-1)” ’ y(n)(t)dt — 1 n ITl—Oan 1
(DI = Fir—es | oy = CDN D) (18)

Buyerda D = :—xva n = [Re(a)] +1

1§, yvaly_ylar a € C (Re(a) = 0) tartibli Riemann-Liouville kasr integrallari bo’lib,

quyidagicha formula orgali aniglanadi:

p 1 oyt S )
UEND =1 | Gopre @>@Re@>0)

va

b
U0 = 7= | ("V(”dt (x < b; Re(@) > 0)

- I'(a) t—x)l-@

Odatda, 0 < Re(a) <1 va y(x) € AC[a, b] bo’lganda

c *y'(t)dt i
(DEND = 17— | e =DV (9)
va
b ,,r d
(DN =~ | oe = — G (O)
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(b)Agar @ = n € Ny bo’lsa, uholda ( “DZ,y)(x) va ( “DF_y)(x) lar (16) kabi
ifodalanadi. Odatda,
(“DR+¥y)(X)=( “Dp_y)(x) = y(x) (21)

Teorema 2. Faraz qilaylik, Re(a) >0 va n (5) tenglik orqali berilgan bo’lsin.
Shuningdek,

y(x) € C™[a,b]. U holda , ( “DZ,.y)(x) va ( “DF_y)(x) Kaputo kasr hosilalar [a, b]da

uzluksiz:
( “Dg+y)(x) € Cla,b] va ( “Dp_y)(x) € C[a, b].

(a) Agar € Ny, ( °DZ,v)(x) va ( “Dy_y)(x) lar (17) va (18) orgali ifodalanadi. Bundan
tashqari,
(“Dg+¥)(a) = (“Dp_y)(b) = 0 (22)
(b)Agar @ = n € N, bo’lsa, uholda ( D&, y)(x) va ( Dy y)(x) kasr hosilalar (14)
orgali ifodalanadi. Odatda (21)tenglik o’rinli.

Xossa: Faraz gilaylik, Re(a) = 0 van (5) tenglik orgali berilgan bo’lsin. Shuningdek,
Re(B) > 0 bo’lsin. U holda quyidagi munosabatlar o’rinli:

(Dt -af @ =P —@)f T Re(®>n)  (23)

(DEB-F 1)) =—L h-x)F1  (Re(B)>n)  (24)

r(p-a)
va
(DI (t—a))(x) =0 va (DEGB-D)x) =0 (k=012 ..,n—1)
(25)
Odatda,

(“Dgx1)(x) =0va(“Dy_1)(x) =0 (26)

Biz Kaputo kasr hosilasini chekli [a, b] intervalda (3) va (4) formulalar orgali
ta’rifladik, va Teorema 1 va Teorema 2 larga ko’ra y(x) € AC™[a,b] va y(x) €

C"[a, b] bo’lganda (16) yoki (17) va (18) orqali ifodaladik. (17) va (18) formulalar
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yarim haqiqiy sonlar 0’qi R va butun sonlar 0’qi R da Kaputo kasr hosilasining
ta’rifi sifatida ishlatilishi mumkin. Shuning uchun, yarim haqiqiy sonlar 0’qi R* va
butun sonlar o’qi R da  «a € C (Re(a) > 0vaa # N) tartibli Kaputo kasr
hosilasining mos formulalari quyidagichadir:

cna B * yMW(t)de
( “Dosy)(x) = In—a) ), (x—pen

x €R* (27)

(D" (= y™(@)dt

rn—a)), (t—x)en+l x € RY (28)

(“DEy)(x) =

va

CDgy) ) = b [ 2Ot €R 29)
+ V)X _F(n—a) . (x —pan+ X

D" e y™(©adt

rn—a)), (t—x)en+l x €R (30)

(“DEy)(x) =

0 < Re(a) < 1 bo’lganda (27)-(28) va (29)-(30) formulalar quyidagicha ko’rinishni

oladi:
X ! d
(DEN® =575 ) (yx(_t)t)i x € R* (31)
(0.0] ! d
(DY) = ~F = a)j (3;(_t)x)i x € R* (32)
va

] 1 [* y(Dde
(“DEy)(x) = ri-o) G-0° x €R (33)

1 ® y'(t)dt

(DEND =t Gope  *EF (34)

Xossa 2. Agar Re(a) > 0va A > 0 bo’lsa, u holda

(°DFe?*)(x) = 2%e™ va ( ‘DZe ) (x) = 1%~ (35)
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E,[A(x — a)*] Mittag-Leffler funksiyasi D&, Kaputo kasr hosilasida invariant, lekin

¢ D% Kaputo kasr hosilasi uchun bu o’rinli emas.
Lemma. Agara > 0, € Rva A € C bo’lsa, u holda
(“Da+Eq[A(t — a)*DN(x) = AE4[A(x — a)*] (36)

va

(DU EL AN () = = Eq a7 (37)

Odatda, « = n € N bo’lganda

D"E,[A(x — a)"] = E,[A(x — a)"] (38)
va
D" Ey [A 7] (2) = = Epyon[Ax ] = —i B [Ax ] (39)

Quyidagilar orgali ( “D§,y)(x) Kaputo kasr hosilasining Laplas almashtirishini

keltiramiz:

Lemma. Faraz gilaylik, a >0,n—1<a <n (neN), Vb > 0 uchun y(x) €

C™(RY), y™(x) € L,(0,b), y™ (x)funksiya exponensial funksiya va (Ly)(p) va

L[D™y(t)] Laplas almashtirishlari mavjud va lim D*y(x) = 0 barchak = 0,1, ...,n — 1.
X—00

U holda quyidagi tengliklar o’rinli:
(L “Dgyy)(s) = s*(Ly)(s) — Xk=p s 1(D*y)(0) (40)
Odatda, agar 0 < a@ < 1 bo’lsa, u holda

(L “Dgyy)(s) = s*(Ly)(s) —s* 1y (0) (41)
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Mustaqil bajarish uchun mashglar:

Quyidagi funksiyalarning ( °D§,y)(x) Kaputo kasr hosilasini toping.

1.
2.

9.

etx 2. sin(Ax) 3. cos(AX)
a > 0  son uchun quyidagini isbotlang:

Eq(—x) = Ezq(x?) — XEZa,a+1(x2)
x > 0vaa, B,y > 0sonlar uchun quyidagini isbotlang:

j (x = Y1 EF1E, (E)dE = xPYIE, 45, (x)

I'(y)
Isbotlang:
B a-1
Bap () = 7= j 1-§0)  Eya(-x)dg
Isbotlang:
k
P [x"1E) (AxF)| = Ax™TLE , (AxK)
Isbotlang:
xi+ ED 5 (x) = pEL T (x)
dx D) Pap) =
Isbotlang:
Eip(x) =1+ xE;3(x)
Isbotlang:

xE; ,(—x)? = sinx

p=2,a=1vap = 2uchun Eoﬁ”ﬁ ni hisoblang.

10.:71;En(x") = E,,(x™) ni n=2 uchun isbotlang.

11. f(x) = e™*" , xeR funksiyaning Furye almashtirishini hisoblang.

12. f(t) = e?*tcost funksiyaning Laplas almashtirishini aniglang.

13. f(t) = 4tcos?t funksiyaning Laplas almashtirishini aniglang.
14. E g(x) = Eq g(x) ni ishotlang.
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Xulosa.
Kasr tartibli differensiallash butun sonli tartibli differensiallashning

umumlashmasidir. Kasr tartibli hosilalarni hisoblash klassik butun tartibli
hosilalarga garaganda ancha murakkabroq. Shu bilan birga, kasr tartibli integral va
hosilalarga asoslangan matematik modellar ko'pgina hodisalarning xossalarini ilgari
go'llanilgan butun tartibli modellarga garaganda aniqroq tasvirlashi ko'rsatilgan.
Buning sababi, tizimlarning odatda mukammal emasligi va, masalan, tashqi kuchlar
tomonidan ta’sir etishi mumkin. Shuning uchun, butun tartibli hosilalar holat
o'zgaruvchilari traektoriyalarini tushunish uchun mos kelmasligi mumkin. Kasr
hosilalari bilan bizning ixtiyorimizda cheksiz migdordagi hosila tartiblari mavjud,
shuning uchun biz gaysi kasrli differentsial tenglama modelning dinamikasini
yaxshiroq tavsiflashini aniglashimiz mumkin. Eksperimental ma'lumotlar va ba'zi
real hodisalar uchun algoritmlar kasr tartib hosilalari yechim egri chizig'ini yanada

samarali modellashtirishni ta'minlaydi.
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