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Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ÿäðà â îäíîìåðíîì èíòåãðî-äèôôåðåí-
öèàëüíîì óðàâíåíèè äèôôóçèè ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ñ íà÷àëüíî-êðàåâûìè
óñëîâèÿìè è óñëîâèÿìè ïåðåîïðåäåëåíèÿ. Ñíà÷àëà ââîäèòñÿ ýêâèâàëåíòíàÿ ýòîé çàäà÷å âñïî-
ìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à. Ìåòîäîì Ôóðüå âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíûì èí-
òåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì. Çàòåì, èñïîëüçóÿ îöåíêè ôóíêöèè Ìèòòàã�Ëåôôëåðà è ìåòîä ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, íàõîäèòñÿ îöåíêà ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ÷åðåç íîðìó íåèç-
âåñòíîãî ÿäðà, ýòà îöåíêà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè èññëåäîâàíèè îáðàòíîé çàäà÷è. Îáðàòíàÿ
çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ
ïðèìåíÿåòñÿ ïðèíöèï ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ. Äîêàçàíû ðåçóëüòàòû î ëîêàëüíîì ñóùå-
ñòâîâàíèè è ãëîáàëüíîé åäèíñòâåííîñòè.
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1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ óðàâíåíèÿ ñ äðîáíûìè è öåëûìè ïðîèçâîäíûìè ïðèâëåêàþò ìíîãî
âíèìàíèÿ ñðåäè èññëåäîâàòåëåé, èõ øèðîêî èñïîëüçóþò ïðè îïèñàíèè ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé,
òàêèõ êàê çâóê, òåïëî, óïðóãîñòü, ãðàâèòàöèÿ, äèôôóçèÿ, à òàêæå â ãèäðîàýðîäèíàìèêå,
ýëåêòðîñòàòèêå, ýëåêòðîäèíàìèêå, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêå (ñì., íàïðèìåð, [1]�[8] è áèáëèîãðà-
ôèþ â ýòèõ èñòî÷íèêàõ).
Ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ öåëîãî ïîðÿäêà áûëè äîñòàòî÷íî èçó÷åíû. Â ëèòå-
ðàòóðå ÷àùå âñåãî ìîæíî íàéòè íåëèíåéíûå ïðÿìóþ è îáðàòíóþ çàäà÷è ñ ðàçëè÷íîãî ðîäà
óñëîâèÿìè ïåðåîïðåäåëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [9]�[14] è áèáëèîãðàôèþ â ýòèõ èñòî÷íèêàõ). Â
ýòèõ ðàáîòàõ àâòîðû èçó÷àþò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ è îöåíêè åãî óñòîé÷èâîñòè, à òàêæå
÷èñëåííûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ òàêèõ çàäà÷.
×òî êàñàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà,

íûíåøíÿÿ ñèòóàöèÿ äëÿ ñëó÷àÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòëè÷àåò-
ñÿ îò òàêîâîé äëÿ ñëó÷àÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïðÿìûå
çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé äðîáíîé äèôôóçèè, òàêèå êàê çàäà÷è ñ íà÷àëüíûìè èëè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè, øèðîêî èçó÷àëèñü â [15]�[19] (è â áèáëèîãðàôèè ê ýòèì èñòî÷íèêàì). Â ðàáî-
òå [20] ðàññìàòðèâàåòñÿ ýâîëþöèÿ óðàâíåíèÿ ñ ðåãóëÿðèçîâàííîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 29.03.2023, ïîñëå äîðàáîòêè 10.05.2023. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 29.05.2023.
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âðåìåíè è ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, äåéñòâó-
þùèé íà ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïîñòðîåíî è èçó÷åíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè. Â ðàáîòå [21] èññëåäîâàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äðîáíîãî
ïîðÿäêà ñ ïðîèçâîäíîé Êàïóòî.
Îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ äðîáíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òåïëîïðîâîäíîñòè äî ñèõ

ïîð ìàëî èçó÷åíû. Â ëèòåðàòóðå ÷àùå âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîãî èñòî÷-
íèêà è îáðàòíûå çàäà÷è ê çàäà÷å Êîøè ñ ðàçëè÷íîãî ðîäà óñëîâèÿìè ïåðåîïðåäåëåíèÿ (ñì.,
íàïðèìåð, [21]�[28] è áèáëèîãðàôèþ â ýòèõ èñòî÷íèêàõ). Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò
êàñàþòñÿ òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, à òàêæå îöåíîê óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòà ðåàêöèè â äðîáíîì ïî âðåìåíè óðàâíåíèè äèôôóçèè.
Ëèíåéíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè è íåëîêàëüíûì
êðàåâûì óñëîâèåì ðàññìîòðåíî â [29]. Â ðàáîòå íàõîäèòñÿ èñòî÷íèê, íå çàâèñÿùèé îò ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, è èçó÷àåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû äëÿ çàäà÷è ñ óñëîâèåì
ïåðåîïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëüíîãî òèïà. Ïîìèìî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ,
äîêàçàíà åãî íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü îò äàííûõ çàäà÷è. Â ñòàòüå [29] ðàññìàòðèâàåòñÿ
íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ ïðîèçâîäíîé
Êàïóòî äðîáíîãî ïîðÿäêà (0 < a < 2, a 6= 1). Ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâåííîãî êîýôôèöèåíòà è/èëè ïîðÿäêà äðîáíîé ïðîèçâîäíîé. Äîêàçàíû ðåçóëüòàòû,
êàñàþùèåñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è ãëîáàëüíîé åäèíñòâåííîñòè. Äîêàçàòåëüñòâî îñóùåñòâëåíî ñ
ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ê ðåøåíèþ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Çàäà-
÷à �ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ� ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé íåëèíåéíîãî èñòî÷íèêà èçó÷àëàñü â [2].
Èñïîëüçîâàííàÿ ïðè ýòîì ìîäåëü èìåëà ôîðìó äðîáíîãî ïî âðåìåíè óðàâíåíèÿ �ðåàêöèÿ-
äèôôóçèÿ�, ñòàòüÿ îáîáùàåò íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ îáðàòíûõ ïðîáëåì, ñôîð-
ìóëèðîâàííûõ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ. Äëÿ òàêîé çàäà÷è äîêàçàí ðåçóëüòàò î åäèíñòâåííîñòè è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå
ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ñ íåêîòîðûìè òåîðåòè÷åñêèìè îáîñíîâàíèÿìè. Îñíîâíóþ
ðîëü è äëÿ ðåçóëüòàòà î åäèíñòâåííîñòè, è äëÿ ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà èãðàåò ïðèíöèï ìàê-
ñèìóìà, ïðèìåíèìîñòü êîòîðîãî áûëà íåäàâíî äîêàçàíà äëÿ óðàâíåíèÿ äðîáíîé äèôôóçèè.
×òîáû ïîêàçàòü ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà, ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåí-
íûõ ðàñ÷åòîâ.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü â îáðàòíîé çàäà÷å îïðå-

äåëåíèÿ çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè ÿäðà â èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè äðîáíîé ïî
âðåìåíè äèôôóçèè ñ íà÷àëüíî-êðàåâûìè óñëîâèÿìè è óñëîâèÿìè ïåðåîïðåäåëåíèÿ.
Ïóñòü T > 0, l > 0 � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà è DT l := {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t ≤ T}.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äðîáíîé ïî âðåìåíè äèôôóçèè

∂α0+,tu− uxx =

∫ t

0
k(τ)u(x, t− τ)dτ, (x, t) ∈ DT l, (1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, l], (2)

êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u|x=0 = u|x=l = 0, ϕ(0) = ϕ(l) = 0, t ∈ [0, T ], (3)

ãäå ∂α0+,t � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ïî âðåìåíè ïîðÿäêà 0 < α ≤ 1 (ñì. îïðåäåëå-

íèå 2.1), ϕ(x) � íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà.
Îïèøåì îáðàòíóþ çàäà÷ó ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè ôóíêöèþ k(t) èç (1), åñëè ðåøåíèå

çàäà÷è (1)�(3) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ux(x, t)|x=0 = h(t), t ∈ [0, T ], (4)
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h(t) � äàííàÿ ôóíêöèÿ îò t ∈ [0, T ].
Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (4) ñîîòâåòñòâóåò çàäàííîìó ïîòîêó òåïëà â ëåâîì êîíöå ñòåðæ-

íÿ äëèíû l.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ u(x, t) íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé

çàäà÷è (1)�(3), åñëè

1) u(x, t) ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî x ïðè ëþáîì t > 0;
2) äëÿ ëþáîãî x ∈ (0, l) u(x, t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî t íà [0, T ], è åå äðîáíûé

èíòåãðàë (
I1−α0+,tu

)
(x, t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

0

u(x, τ)dτ

(t− τ)α

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì ïî t ïðè t > 0;
3) u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò (1)� (3).

Ôóíêöèè ϕ è h óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ïðåäïîëîæåíèÿì:

(A1) ϕ(x) ∈ C4
γ [0, l], ϕ(5)(x) ∈ L2[0, l], ϕ(0) = ϕ(l) = ϕ′′(0) = ϕ′′(l) = ϕ(4)(0) = ϕ(4)(l) = 0,

(A2) h(t) ∈ C1
γ [0, T ] è ϕ′(0) = h(0) > 0.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå èçëîæåíû íåêîòîðûå ïîëåçíûå íàì îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû èç
äðîáíîãî àíàëèçà (ñì. [1], ñ. 96�99), èñïîëüçóþùèåñÿ â äàëüíåéøåì.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü [a, b] (−∞ < a < b <∞) � êîíå÷íûé èíòåðâàë è γ ∈ C (0 ≤ R(γ) < 1). Ðàññìîòðèì
âçâåøåííîå ïðîñòðàíñòâî Cγ [a, b] ôóíêöèé f , çàäàííûõ íà (a, b] è òàêèõ, ÷òî (x− a)γf(x) ∈
C[a, b], ïðè÷åì

‖f‖Cγ = ‖(x− a)γf(x)‖C , C0[a, b] = C[a, b].

Äëÿ n ∈ N îáîçíà÷èì ÷åðåç Cnγ [a, b] áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f(x), ÿâëÿþùèõñÿ
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè íà [a, b] âïëîòü äî ïîðÿäêà n−1 è èìåþùèõ ïðîèçâîäíóþ

f (n)(x) ïîðÿäêà n íà (a, b], ïðè÷åì f (n)(x) ∈ Cγ [a, b] :

Cnγ [a, b] =

{
f : ‖f‖Cnγ [a,b] =

n−1∑
k=0

‖f (k)‖C + ‖f (n)‖Cγ

}
, C0

γ [a, b] = Cγ [a, b].

Îïðåäåëåíèå 2. Äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ïî âðåìåíè ïîðÿäêà 0 < α < 1 îò èíòåãðè-
ðóåìîé ôóíêöèè u çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

∂α0+,tu(x, t) = I1−α0+,t

∂

∂t
u(x, t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

0
(t− τ)−α

∂

∂t
u(x, τ)dτ,

ãäå Γ(·) � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Îïðåäåëåíèå 3. Äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ ïî âðåìåíè ïîðÿäêà 0 < α < 1
îò èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè u çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Dα
0+,tu(x, t) =

∂

∂t
I1−α0+,tu(x, t) =

1

Γ(1− α)

∂

∂t

∫ t

0
(t− τ)−αu(x, τ)dτ,

ãäå Γ � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
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Äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ìèòòàã�Ëåôôëåðà. Äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ Ìèòòàã�Ëåôôëåðà Eα,β(z) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì ðÿäîì:

Eα,β(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
,

ãäå α, β, z ∈ C è R(α) > 0, R(α) � âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà α. Ôóíê-
öèÿ Ìèòòàã�Ëåôôëåðà èçó÷àëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè, äëÿ íåå áûëè ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå
îáîáùåíèÿ è ïðèëîæåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùèõ ïðåäëîæåíèé ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé

Êàïóòî è äèôåðåíöèðîâàíèÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè Ìèòòàã�Ëåôôëåðà (ñì. [1],
ñ. 40�45).

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü 0 < α < 2 è β ∈ R � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

κ òàêîâî, ÷òî πα/2 < κ < min{π, πα}. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C = C(α, β, κ) > 0
òàêàÿ, ÷òî

|Eα,β(z)| ≤ C

1 + |z|
, κ ≤ |arg(z)| ≤ π.

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ÷èñåë 0 < α < 1 è t > 0 èìååì 0 < Eα,1(−t) < 1. Áîëåå òîãî,

Eα,1(−t) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ìîíîòîííîé, ò. å.

(−1)n
dn

dtn
Eα,1(−t) ≥ 0 ∀n ∈ N.

Ïðåäëîæåíèå 3. Äëÿ ÷èñåë 0 < α < 1 è η > 0 èìååì 0 ≤ Eα,α(−η) ≤ 1

Γ(α)
. Áîëåå òîãî,

Eα,α(−η) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé ïðè η > 0.

Çàìå÷àíèå 1 (ñì. [1], ñ. 83). Ïóñòü α > 0, β > 0 è α + β <
1

p
. Åñëè f(x) ∈ Lp(R+), òî

âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî (
Iα0+,xI

β
0+,xf

)
(x) =

(
Iα+β0+,xf

)
(x).

Çàìå÷àíèå 2 (ñì. [1], ñ. 71). Ïóñòü α ≥ 0 è β ∈ C(R(β) > 0), òîãäà(
Iα0+t

β−1
)

(x) =
Γ(β)

Γ(α+ β)
xβ+α−1.

Òåîðåìà 1 (ñì. [1], ñ. 135�140). Ðåøåíèå y(t) ∈ L[0, T ] ëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé äðîáíîé
çàäà÷è

Dα
0+y(t) + λy(t) = f(t), t ∈ (0, T ], λ > 0,

I1−α0+,ty(0+) = c,

ãäå 0 < α < 1, f ∈ L[0, T ], ïðåäñòàâèìî èíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì

y(t) = ctα−1Eα,α[−λtα] +

∫ t

0
(t− τ)α−1Eα,α(−λ(t− τ)α)f(τ)dτ.

Ñëåäóþùèé ðàçäåë ñîäåðæèò ñâåäåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ê ýêâèâàëåíòíîé.
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3. Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à

Ïóñòü u(x, t), k(t) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4) è ϕ, h � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå
ôóíêöèè. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñîäåðæèò âñïîìîãàòåëüíóþ ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷ó.

Ëåììà 1. Çàäà÷à (1)�(4) ýêâèâàëåíòíà âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé

ϑ(x; t), k(t) èç ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:

Dα
0+,tϑ− ϑxx = k(t)ϕ′′(x) +

∫ t

0
k(τ)ϑ(x, t− τ), (x, t) ∈ DT l, (5)

I1−α0+,tϑ(x, t)
∣∣∣
t=0

= ϕ(IV )(x), x ∈ [0, l], (6)

ϑ(x, t)
∣∣∣
x=0

= ϑ(x, t)
∣∣∣
x=l

= 0, t ∈ [0, T ], (7)

ϑx(x, t)
∣∣∣
x=0

= Dα
0+,th

′(t)− k(t)ϕ′(0)−
∫ t

0
k(τ)h′(t− τ)dτ. (8)

ãäå ϑ(x, t) := utxx(x, t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϑ(1)(x, t) = ut(x, t) è ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàâåí-
ñòâà (1), (3) è (4) ïî t. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ðàâåíñòâà

∂

∂t
∂α0+,tu(x, t) =

∂

∂t

1

Γ(1− α)

∫ t

0

uτ (x, τ)

(t− τ)α
dτ =

=
1

Γ(1− α)

∂

∂t

∫ t

0

ϑ(1)(x, τ)

(t− τ)α
dτ = Dα

0+,tϑ
1(x, t).

Â èòîãå ïîëó÷àåì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé ϑ(1)(x, t), k(t) èç ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:

Dα
0+,tϑ

(1) − ϑ(1)xx = k(t)ϕ(x) +

∫ t

0
k(τ)ϑ(1)(x, t− τ), (x, t) ∈ DT l, (9)

I1−α0+,tϑ
(1)(x, t)

∣∣∣
t=0

= ϕ
′′
(x), x ∈ [0, l], (10)

ϑ(1)(x, t)
∣∣∣
x=0

= ϑ(1)(x, t)
∣∣∣
x=l

= 0, (11)

ϑ(1)x (x, t)
∣∣∣
x=0

= h′(t). (12)

Çäåñü íà÷àëüíîå óñëîâèå (10) ïîëó÷åíî èç ðàâåíñòâà (1) ïðè t = 0.

Îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç ϑ(x, t) ôóíêöèþ ϑ
(1)
xx (x, t). Äèôôåðåíöèðóÿ (10) è (11) äâàæäû

ïî x, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ (5) è (6). Ó÷èòûâàÿ (11) è ïîäñòàâëÿÿ â (9) x = 0 è x = l, ïî-
ñëå íåêîòîðûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì êðàåâîå óñëîâèå (7). ×òîáû âûâåñòè äîïîëíèòåëüíîå
óñëîâèå íà ôóíêöèþ ϑ(x, t), ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (12), ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (9) åäè-
íîæäû ïî x è, ïîëîæèâ x = 0, ïîëó÷àåì (8). Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (1)�(4) ñâåäåíà ê çàäà÷å
(5)�(8). Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü âåðíà è â îáðàòíóþ ñòîðîíó. �

Äëÿ íà÷àëà ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è.
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4. Èññëåäîâàíèå çàäà÷è (5)�(7)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (5)�(7) â âèäå

ϑ(x, t) =

∞∑
n=1

ϑn(t) sin(λnx), λn =
πn

l
, (13)

ãäå

ϑn(t) =

√
2

l

∫ l

0
ϑ(x, t) sin(λnx)dx.

Â ñèëó ðàâåíñòâà (13) èç (5) èìååì(
Dα

0+,tϑn
)

(t) + λ2nϑn(t) = Fn(t;ϑ, k, ϕ), n = 1, 2, . . . , (14)

ãäå

Fn(t;ϑ, k, ϕ) := k(t)ϕn +

∫ t

0
k(τ)ϑn(t− τ)dτ,

ϕn =

√
2

l

∫ l

0
ϕ(x) sin(λnx)dx.

Íà÷àëüíîå óñëîâèå (6) äàåò íàì

I1−α0+,tϑn(0) =

l∫
0

ϑ(x, 0) sin(λnx)dx = −λ2n

l∫
0

ϕ(x) sin(λnx)dx = −λ2nϕn. (15)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (14), (15) ýêâèâàëåíòíà â ïðîñòðàíñòâå
C[0, T ] èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà

ϑn(t) = −λ2nϕntα−1Eα,α(−λ2ntα) +

∫ t

0
(t− τ)α−1Eα,α

(
−λ2n(t− τ)α

)
k(τ)ϕn(τ)dτ+

+

∫ t

0
(t− τ)α−1Eα,α

(
−λ2n(t− τ)α

) ∫ τ

0
k(α)ϑn(τ − α)dαdτ. (16)

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (16) ïðîñòðàíñòâå Cγ [0, T ],
èñïîëüçóÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Îáîçíà÷èì ñóììó ïåðâûõ äâóõ ñëàãàå-
ìûõ ñïðàâà â (16) ÷åðåç Fn(t). Äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ðàññìîòðèì â îáëàñòè [0, T ] ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

tγ(ϑn)m(t) =

= tγ
∫ t

0
(t− τ)α−1Eα,α

(
−λ2n(t− τ)α

) ∫ τ

0
k(α)(ϑn)m−1(τ − α)dαdτ, m = 1, 2, . . . ,

ãäå 0 < γ < 1, γ + α > 1, (ϑn)0(t) = Fn(t) íà [0, T ].
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: ‖k‖γ = maxt∈[0,T ] |tγk(t)|. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (16), îïðåäåëåíèå 3 è

ïðåäëîæåíèå 3, îöåíèì tγϑn(t) â îáëàñòè [0, T ]:

|tγ(ϑn)0(t)| = |tγFn(t)| ≤ λ2n|ϕn|tα+γ−1Eα,α(−λ2ntα)+

+tγ

∣∣∣∣∣ϕn
∫ t

0
(t− τ)α−1τ−γEα,α

(
−λ2n(t− τ)α

)
τγk(τ)dτ

∣∣∣∣∣ ≤
≤ λ2n|ϕn|tα+γ−1

Γ(α)
+ tγ |ϕn|‖k‖γIα0+(t−γ) =
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=
λ2n|ϕn|tα+γ−1

Γ(α)
+

Γ(1− γ)

Γ(1 + α− γ)
tα|ϕn|‖k‖γ ≤ C0λ

2
n|ϕn| = F 0

n ,

ãäå êîíñòàíòà C0 çàâèñèò îò ‖k‖γ ,
Γ(1− γ)

Γ(1 + α− γ)
,Γ(α), T ; Iα0+,t(t

−γ) � äðîáíûé èíòåãðàë âå-

ñîâîé ôóíêöèè t−γ .
Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 1 è çàìå÷àíèåì 2 ïîëó÷àåì îöåíêè

|tγ(ϑn)1(t)| ≤ tγ
∫ t

0
(t− τ)α−1Eα,α

(
−λ2n(t− τ)α

)
×

×
∫ τ

0
β−γ(τ − β)−γ

∣∣∣βγk(β)
∣∣∣∣∣∣(τ − β)γ(ϑn)0(τ − β)

∣∣∣dβdτ ≤
≤ tγ‖k‖γF 0

nΓ(1− γ)Iα0+,t(I
1−γ
0+,t(t

−γ)) = ‖k‖γF 0
n

Γ2(1− γ)

Γ(2 + α− 2γ)
t1+α−γ .

Àíàëîãè÷íî

|tγ(ϑn)2(t)| ≤ tγ
∫ t

0
(t− τ)α−1Eα,α

(
−λ2n(t− τ)α

)
×

×
∫ τ

0
β−γ(τ − β)−γ

∣∣∣βγk(β)
∣∣∣∣∣∣(τ − β)γ(ϑn)1(τ − β)

∣∣∣dβdτ ≤
≤ tγ‖k‖2γF 0

n

Γ2(1− γ)

Γ(2 + α− 2γ)
I
2(1+α−γ)
0+,t (t−γ) = ‖k‖2γF 0

n

Γ3(1− γ)

Γ(3 + 2α− 3γ)
t2(1+α−γ).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî m = 0, 1, 2, . . . èìååì

|tγ(ϑn)m(t)| ≤ tγ
∫ t

0
(t− τ)α−1Eα,α

(
−λ2n(t− τ)α

)
×

×
∫ τ

0
β−γ(τ − β)−γ

∣∣∣βγk(β)
∣∣∣∣∣∣(τ − β)γ(ϑn)m−1(τ − β)

∣∣∣dβdτ ≤
≤ Γ(1− γ)F 0

n

(‖k‖γΓ(1− γ)t1+α−γ)m

Γ((1 + α− γ)m+ 1− γ)
.

Èç ïîñëåäíèõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî ðÿä

tγϑn(t) =

∞∑
m=1

tγ(ϑn)m(t)

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, T ], ïîñêîëüêó îí ìàæîðèðóåòñÿ íà [0, T ] ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì
ðÿäîì

Γ(1− γ)F 0
n

∞∑
m=1

(‖k‖γΓ(1− γ)t1+α−γ)m

Γ((1 + α− γ)m+ 1− γ)
.

Çíà÷èò, âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (16):

|tγϑn(t)| ≤ Γ(1− γ)F 0
n

∞∑
m=1

(‖k‖γΓ(1− γ)t1+α−γ)m

Γ((1 + α− γ)m+ 1− γ)
=

= Γ(1− γ)F 0
nE1+α−γ,1−γ(‖k‖γΓ(1− γ)T 1+α−γ) ≤ C1λ

2
n|ϕn|, (17)

C1 = Γ(1− γ)C0E1+α−γ,1−γ(‖k‖γΓ(1− γ)T 1+α−γ),

ãäå E1+α−γ,1−γ(·) � ôóíêöèÿ Ìèòòàã�Ëåôôëåðà îò íåîòðèöàòåëüíîãî âåùåñòâåííîãî àðãó-
ìåíòà.
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Äàëåå, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (14), ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ Dα
0+ϑn(t):

|tγDα
0+ϑn(t)| ≤

(
λ2n +

‖k‖γΓ2(1− γ)T 1−γ

Γ(2− 2γ)

)
×

×Γ(1− γ)F 0
nE1+α−γ,1−γ(‖k‖γΓ(1− γ)T 1+α−γ) + |ϕn|‖k‖γ ≤ C2λ

2
n|ϕn|,

ãäå êîíñòàíòà C2 çàâèñèò îò C0, C1, γ, T .
Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíà

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ] è äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè

|tγϑn(t)| ≤ C1n
2|ϕn|,

|tγDα
0+ϑn(t)| ≤ C2n

4|ϕn|,
ãäå Ci � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî÷ëåííî (13), ìîæíî ôîðìàëüíî ïîëó÷èòü ðÿä

tγDα
0+,tϑ(x, t) =

∞∑
n=1

tγDα
0+ϑn(t) sin(λnx), (18)

tγϑxx(x, t) =
∞∑
n=1

tγλ2nϑn(t) sin(λnx). (19)

Ââèäó ëåììû 2 ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû (13), (18) è (19) ñõîäÿòñÿ äëÿ ëþáûõ (x, t) ∈ DT ,
åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä

C3

∞∑
n=1

n4|ϕn|.

Ñïðàâåäëèâà âñïîìîãàòåëüíàÿ

Ëåììà 3. Åñëè óñëîâèÿ (A1) âûïîëíåíû, òî èìååì ðàâåíñòâî

ϕn =
1

λ5n
ϕ(5)
n , (20)

ãäå

ϕ(5)
n =

√
2

l

∫ l

0
ϕ(5)(x) cos(λnx)dx,

ñî ñëåäóþùåé îöåíêîé:
∞∑
n=1

∣∣ϕ(5)
n

∣∣2 ≤ ∥∥ϕ(5)
n

∥∥
L2[0,l]

. (21)

Åñëè ôóíêöèÿ ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 3, òî â ñèëó ïðåäñòàâëåíèé (20) è (21)
ðÿäû (13), (18) è (19) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî â îáëàñòè DT l, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ϑ(x, t)
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì (5)�(7).
Èñïîëüçóÿ âûøåïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4. Ïóñòü k(t) ∈ Cγ [0, T ] è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A1), òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (5)�(7) òàêîå, ÷òî ϑ(x, t) ∈ C2,α
γ (DT ).
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Ïîëó÷èì îöåíêó íîðìû ðàçíîñòè ðåøåíèÿ èñõîäíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (16) è

ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ âîçìóùåííûìè ôóíêöèÿìè k̃, ϕ̃n. Ïóñòü ϑ̃n(t) � ðåøåíèå èíòå-

ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (16), ñîîòâåòñòâóþùåå ôóíêöèÿì k̃, ϕ̃n, ò. å.

ϑ̃n(t) = −λ2ntα−1ϕ̃nEα,α
(
− λ2ntα

)
+ ϕ̃n

∫ t

0
(t− τ)α−1Eα,α

(
−λ2n(t− τ)α

)
k̃(τ)dτ+

+

∫ t

0
(t− τ)α−1Eα,α

(
−λ2n(t− τ)α

) ∫ τ

0
k̃(α)ϑ̃n(τ − α)dαdτ. (22)

Ñîñòàâëÿÿ ðàçíîñòü ϑ− ϑ̃ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (16), (22) è ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ ϑ− ϑ̃ = ϑn,

k − k̃ = k, ϕn − ϕ̃n = ϕn, ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

ϑn(t) = −λ2ntα−1ϕnEα,α
(
− λ2ntα

)
+ ϕn

∫ t

0
(t− τ)α−1Eα,α

(
−λ2n(t− τ)α

)
k(τ)dτ+

+ϕn

∫ t

0
(t− τ)α−1Eα,α

(
−λ2n(t− τ)α

)
k̃(τ)dτ+

+

∫ t

0
(t− τ)α−1Eα,α

(
−λ2n(t− τ)α

) ∫ τ

0
k(β)ϑn(τ − β)dβdτ+

+

∫ t

0
(t− τ)α−1Eα,α

(
−λ2n(t− τ)α

) ∫ τ

0
k̃(β)ϑn(τ − β)dβdτ,

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî

|tγϑn(t)| ≤ λ2n|ϕn|tα+γ−1

Γ(α)
+

Γ(1− γ)

Γ(1 + α− γ)
t1+α

(
|ϕn|‖k‖γ + |ϕn|‖k̃‖γ

)
+

+
Γ2(1− γ)

Γ(2 + α− 2γ)
t1+α−γ‖k‖γF 0

nE1+α−γ,1−γ
(
‖k‖γΓ(1− γ)T 1+α−γ)+

+tγ‖k̃‖γ
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1

∫ τ

0
(τ − β)−γβ−γ |(τ − β)γϑn(τ − β)|dβdτ. (23)

Ïðèìåíèì ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ê íåðàâåíñòâó (23) ñî ñëåäóþùåé ñõåìîé:

|tγ(ϑn)0(t)| ≤
λ2n|ϕn|tα+γ−1

Γ(α)
+

Γ(1− γ)

Γ(1 + α− γ)
t1+α

(
|ϕn|‖k‖γ + |ϕn|‖k̃‖γ

)
+

+
Γ2(1− γ)

Γ(2 + α− 2γ)
t1+α−γ‖k‖γF 0

nE1+α−γ,1−γ
(
‖k‖γΓ(1− γ)T 1+α−γ) ≤

≤ C0(|ϕn|+ ‖k‖γ),

ãäå

C0 = max

{
λ2nt

α+γ−1

Γ(α)
+

Γ(1− γ)

Γ(1 + α− γ)
t1+α‖k̃‖γ ,

Γ(1− γ)

Γ(1 + α− γ)
t1+α|ϕn|+

+
Γ2(1− γ)

Γ(2 + α− 2γ)
t1+α−γF 0

nE1+α−γ,1−γ
(
‖k‖γΓ(1− γ)T 1+α−γ)},

|tγ(ϑn)m(t)| ≤ tγ‖k̃‖γ
1

Γ(α)

∫ t

0
(t− τ)α−1

∫ τ

0
(τ − β)−γβ−γ |(τ − β)γ(ϑn(τ − β))m−1|dβdτ.

Ïîëó÷àåì îöåíêó

|tγϑn(t)| ≤ Γ(1− γ)E1+α−γ,1−γ(‖k̃‖γΓ(1− γ)T 1+α−γ)C0(|ϕn|+ ‖k‖γ). (24)
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Äåéñòâèòåëüíî, âûðàæåíèå (24) ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (5)�
(7). Åäèíñòâåííîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò èç (24).

5. Èññëåäîâàíèå îáðàòíîé çàäà÷è (5)�(8)

Â ýòîì ðàçäåëå èçó÷àåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à â âèäå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè k(t) èç
ñîîòíîøåíèé (5)�(8), èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ.
Äèôôåðåíöèðóÿ (13) ïî x, ïîëó÷àåì

ϑx(x, t) =
∞∑
n=1

λnϑn(t) cos(λnx). (25)

Ïîëàãàÿ x = 0 â (25) è èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (8), ïîñëå íåêîòîðûõ óïðîùå-
íèé ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

k(t) = k0(t)−
1

ϕ′(0)

∞∑
n=1

λnϑn(t; k)− 1

ϕ′(0)

∫ t

0
k(τ)h′(t− τ)dτ, (26)

ãäå k0(t) =
Dα

0+h
′(t)

ϕ′(0)
, à çàïèñü ϑn(t; k) îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (16)

çàâèñèò îò k(t).
Ââåäåì îïåðàòîð B, îïðåäåëÿÿ åãî êàê ïðàâóþ ÷àñòü (26):

B[k](t) = k0(t)−
1

ϕ′(0)

∞∑
n=1

λnϑn(t; k)− 1

ϕ′(0)

∫ t

0
k(τ)h′(t− τ)dτ.

Òîãäà óðàâíåíèå (26) çàïèøåòñÿ â áîëåå óäîáíîì âèäå

k(t) = B[k](t). (27)

Ïóñòü k00 := maxt∈[0,T ] |k0(t)|. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî ρ > 0 è ðàññìîòðèì øàð

ΦT (k0, ρ) :=
{
k(t) : k(t) ∈ Cγ [0, T ], ‖k − k0‖Cγ [0,T ] ≤ ρ

}
.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (A1)�(A2). Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî T ∗ ∈ (0, T )
òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå k(t) ∈ Cγ [0, T ∗] îáðàòíîé çàäà÷è (5)�(8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî T > 0 îïåðàòîð B îòîáðà-
æàåò øàð ΦT (k0, ρ) â ñåáÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè k(t) ôóíêöèÿ
B[k](t), çàäàííàÿ ôîðìóëîé (27), ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé. Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî îöåíêå (17)
îöåíèì íîðìó ðàçíîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖tγ(B[k](t)− k0(t))‖ ≤
1

ϕ′(0)

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

λnt
γϑn(t; k)

∣∣∣∣∣+
tγ

ϕ′(0)

∣∣∣∣∣
∫ t

0
k(τ)h′(t− τ)dτ

∣∣∣∣∣ ≤
≤ Γ(1− γ)

ϕ′(0)
E1+α−γ,1−γ(‖k‖γΓ(1− γ)T 1+α−γ)

∞∑
n=1

λnF
0
n +

Γ2(1− γ)‖k‖γ‖h′‖γ
ϕ′(0)Γ(1− 2γ)

T 1−γ .

Ââèäó ëåìì 2 è 3 ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåí-
ñòâà ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ïî T , à ôàêò ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè k(t) øàðó
ΦT (k0, ρ) âëå÷åò íåðàâåíñòâî

‖k‖ ≤ ρ+ ‖k0‖. (28)
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Òàêèì îáðàçîì, ìû òîëüêî óñèëèì íåðàâåíñòâî, åñëè çàìåíèì ‖k‖γ â ýòîì íåðàâåíñòâå
âûðàæåíèåì ρ+ ‖k0‖. Âûïîëíèâ ýòè çàìåíû, ïîëó÷àåì

‖tγ(B[k](t)− k0(t))‖ ≤
Γ(1− γ)

ϕ′(0)
E1+α−γ,1−γ

(
(ρ+ ‖k0‖)Γ(1− γ)T 1+α−γ) ∞∑

n=1

λnF
0
n+

+
Γ2(1− γ)(ρ+ ‖k0‖)‖h′‖γ

ϕ′(0)Γ(1− 2γ)
T 1−γ .

Ïóñòü T1 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

m1(T ) =
Γ(1− γ)

ϕ′(0)
E1+α−γ,1−γ

(
(ρ+ ‖k0‖)Γ(1− γ)T 1+α−γ) ∞∑

n=1

λnF
0
n+

+
Γ2(1− γ)(ρ+ ‖k0‖)‖h′‖γ

ϕ′(0)Γ(1− 2γ)
T 1−γ = ρ.

Òîãäà äëÿ T ∈ [0, T1] èìååì B[k](t) ∈ ΦT (k0, ρ).

Òåïåðü ðàññìîòðèì äâå ôóíêöèè: k(t) è k̃(t), ïðèíàäëåæàùèå øàðó ΦT (k0, ρ), è îöåíèì

ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ îáðàçàìè B[k](t) è B[k̃](t) â ïðîñòðàíñòâå C[0, T ]. Ôóíêöèÿ ϑ̃n(t),

ñîîòâåòñòâóþùàÿ k̃(t), óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (22) ñ ôóíêöèåé ϕn = ϕ̃n.

Ñîñòàâëÿÿ ðàçíîñòü B[k](t) − B[k̃](t) ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (16), (22) è çàòåì îöåíèâàÿ åå
íîðìó, ïîëó÷àåì

‖tγ(B[k](t)−B[k̃](t))‖ ≤ 1

ϕ′(0)

∞∑
n=1

λn|tγϑn(t; k)|+ tγ

ϕ′(0)

∣∣∣∣∣
∫ t

0
k(τ)h′(t− τ)dτ

∣∣∣∣∣.
Äàëåå â ñèëó íåðàâåíñòâà (17) è îöåíêè (24) ñ ϕn = ϕ̃n, èìååì

‖tγ(B[k](t)−B[k̃](t))‖ ≤ 1

ϕ′(0)

∞∑
n=1

λn

{
Γ(1− γ)

Γ(1 + α− γ)
t1+α|ϕn|‖k‖γ+

+
Γ2(1− γ)

Γ(2 + α− 2γ)
t1+α−γ‖k‖γF 0

nE1+α−γ,1−γ(‖k‖γΓ(1− γ)T 1+α−γ)

}
×

×Γ(1− γ)E1+α−γ,1−γ

(
‖k̃‖γΓ(1− γ)T 1+α−γ

)
+

Γ2(1− γ)

ϕ′(0)Γ(2 + α− 2γ)
t1−γ‖h′‖γ‖k‖γ . (29)

Ôóíêöèè k(t) è k̃(t) ïðèíàäëåæàò øàðó ΦT (k0, ρ), ïîýòîìó äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ôóíêöèé
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (28). Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (29) ïðè

ìíîæèòåëå ‖k‖γ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî ‖k‖γ , ‖k̃‖γ è T. Ñëåäîâàòåëüíî, çàìåíèâ ‖k‖γ è

‖k̃‖γ â íåðàâåíñòâå (29) âåëè÷èíîé ρ+‖k‖γ , ìû òîëüêî óñèëèì íåðàâåíñòâî. Òàêèì îáðàçîì,
èìååì

‖tγ(B[k](t)−B[k̃](t))‖ ≤

[
1

ϕ′(0)

∞∑
n=1

λn

{
Γ(1− γ)

Γ(1 + α− γ)
t1+α|ϕn|+

+
Γ2(1− γ)

Γ(2 + α− 2γ)
t1+α−γF 0

nE1+α−γ,1−γ(‖k‖γΓ(1− γ)T 1+α−γ)

}
×

×Γ(1− γ)E1+α−γ,1−γ
(
‖k̃‖γΓ(1− γ)T 1+α−γ)+

Γ2(1− γ)

ϕ′(0)Γ(2 + α− 2γ)
t1−γ‖h′‖γ

]
‖k‖γ .
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Ïóñòü T2 � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

m2(T ) =
1

ϕ′(0)

∞∑
n=1

λn

{
Γ(1− γ)

Γ(1 + α− γ)
t1+α|ϕn|+

+
Γ2(1− γ)

Γ(2 + α− 2γ)
t1+α−γF 0

nE1+α−γ,1−γ
(
(ρ+ ‖k‖γ)Γ(1− γ)T 1+α−γ)}×

×Γ(1− γ)E1+α−γ,1−γ((ρ+ ‖k‖γ)Γ(1− γ)T 1+α−γ) +
Γ2(1− γ)

ϕ′(0)Γ(2 + α− 2γ)
t1−γ‖h′‖γ = 1.

Òîãäà äëÿ T ∈ [0, T2) ïîëó÷àåì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ôóíêöèÿìè B[k](t) è B[k̃](t) â ôóíê-
öèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå Cγ [0, T ] íå áîëüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó ôóíêöèÿìè ‖k‖γ è

‖k̃‖γ , óìíîæåííîå íà m2(T ) < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âçÿòü T ∗ < min(T1, T2), òî îïåðàòîð
B ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì â øàðå ΦT (k0, ρ). Ïî òåîðåìå Áàíàõà îïåðàòîð B
îáëàäàåò åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé â øàðå ΦT (k0, ρ), ò. å. ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (27). �

Ïî íàéäåííûì ôóíêöèÿì ϑ(x, t), k(t) ìîæíî íàéòè ôóíêöèþ u(x, t) èç ðàâåíñòâà ϑ(x, t) =
utxx, à èìåííî:

u(x, t) =

∫ x

0
(x− ξ)

∫ t

0
ϑ(ξ, τ)dτdξ + ϕ(x)− xϕ′(0) + xh(t).

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü íåëèíåéíîé îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ñ íà÷àëüíî-êðàåâûìè óñëîâèÿìè è óñëîâèÿìè
ïåðåîïðåäåëåíèÿ. Ñíà÷àëà áûëà ïðåäñòàâëåíà âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à, ýêâèâàëåíòíàÿ èñ-
õîäíîé. Èçó÷åíà ðàçðåøèìîñòü ïðÿìîé çàäà÷è. Ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì äîêàçàíû ñóùå-
ñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è. Áûëà ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à
íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè k(t), âõîäÿùåé â óðàâíåíèå (1), ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì (4). Ïî-
ëó÷åíû óñëîâèÿ íà äàííûå ôóíêöèè, ïðè êîòîðûõ îáðàòíàÿ çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî èíòåðâàëà.
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D.K.Durdiev and J.J. Jumaev

Inverse problem of determining the kernel of integro-di�erential fractional di�usion

equation in bounded domain

Àííîòàöèÿ. In this paper, an inverse problem of determining a kernel in a one-dimensional
integro-di�erential time-fractional di�usion equation with initial-boundary and overdetermination
conditions is investigated. An auxiliary problem equivalent to the problem is introduced �rst. By
Fourier method this auxilary problem is reduced to equivalent integral equations. Then, using
estimates of the Mittag-Le�er function and successive aproximation method, an estimate for the
solution of the direct problem is obtained in terms of the norm of the unknown kernel which
will be used in study of inverse problem. The inverse problem is reduced to the equivalent integral
equation. For solving this equation the contracted mapping principle is applied. The local existence
and global uniqueness results are proven.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: fractional derivative, inverse problem, integral equation, Fourier series, Mittag–
Leffler function, fixed point theorem.
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