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ОБ ОДНОМ ПРИМЕНЕНИЕ КВАДРАТИЧНОЙ ЧИСЛОВОЙ ОБЛАСТИ 

ЗНАЧЕНИЙ 

Дилмуродов Э.Б. 

Бухарский государственный университет, 

Бухарское отделение Института математики им. В.И.Романовского 

 

Один из классических методов изучении спектра линейного оператора A  в 

гильбертовом пространстве H −это числовой область значения этого оператора: 

( ) {( , ) : ( ),|| || 1},x x x D x=  =W A A A  

здесь ( )D A  есть область определении оператора A . Известно, что точечный спектр 

p( ) A  оператора A  лежат в ( )W A , а аппроксимативно точечный спектр 
app( ) A  

оператора A  содержится в ( )W A . Если A  замкнутый оператор и всякая компонента 

множества ( )ЃW A  содержит хотя бы одна точка резольвентой множество ( ) A  

оператора A , то имеет место включение ( ) ( ) A W A  ( −множество комплексных 

чисел). В силу теоремы Тёплица-Хаусдорфа числовой область значения является 

выпуклой подмножества множества . С одной стороны, свойства выпуклости является 

важное свойства, например при доказательстве принадлежности спектра в полу-

плоскости. Но, числовой область значений иногда дает недостаточно хорошую структуру 

если спектр состоит из объединения двух не пересекающих множеств. 

Учитывая этих неудобств в работе [1] введено понятие квадратичный числовой 

область значений и затем изучены в работах [2-5] . Оно определено если дано разложение 

1 2:H H H=   и ( )L HA , здесь 1H  и 2H  гильбертово пространство. Тогда оператор 

A  всегда записывается как блочно-операторная матрица [4] 

11 12

21 22

= ,
A A

A A

 
 
 

A                                         (1)  

с линейными операторами : ,ij j iA H H→  , =1,2.i j
 
Для неограниченного линейного 

оператора A  в H , его область определении ( )D A  необязательно быть разложимые как 

1 2D D  c 1 1 2 2,D H D H   и следовательно, это дополнительное предложение, что 

оператор A  имел представление (1) такое, что  

11 21 12 22( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )).D D A D A D A D A=   A  

Пусть ( , )i  , || ||i −скалярное произведение и норма в , 1,2iH i = , соответственно. 

 Множество всех собственных значений матрицей  

11 1 1 1 12 2 1 1

21 1 2 2 22 2 2 2

( , ) ( , )
:=

( , ) ( , )
f

A f f A f f

A f f A f f

 
 
 

A  

таких, что 1 2( , )f f f H=   и || || 1, 1,2i if i= =  называется квадратичный числовой 

область значений оператора ( )L HA  соответствующий представление (1) блочно-

операторной матрицы и обозначается через 
2( )W A , т.е.  

2

p 1 2

|| || 1, 1,2

( ) : ( ), ( , )
i i

f

f i

f f f H
= =

= = W A A  

Для двух различных разложений гильертово пространство H , могут 

соответствовать различные квадратично числовой область значений. 
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 Пусть 
d −T d -мерный тор, т.е. куб 

d( , ] − − с соответствующим 

отождествлением противоположных граней. Всюду работе 
dT   рассматривается как 

абелева группа, в которой операции сложения и умножения на вещественное число 

введены как операции сложения и умножения на вещественное число в 
d

 по модулю 
d(2 ) . 

 Пусть 
d

2( )L −T гильбертово пространство квадратично-интегрируемых 

(комплекснозначных) функций, определенных на 
d.T  Обозначим через H  прямую сумму 

пространств 
1H =  и 

d

2 2( ),H L= T  т.е. 
1 2: .H H H=   

 Рассмотрим обобщенную модель Фридрихса ˆ
A  действующую в гильбертовом 

пространстве H  как 2 2 − блочно-операторная матрица (1), где элементы 

: ,ij j iA H H→  ,i j  , =1,2i j  определяются по формулам 

00 0 0 01 1 1 11 1 1

d

= , = ( ) ( ) , ( )( ) = ( ) ( ).A f wf A f v s f s ds A f p u p f p
T

 

Здесь ,i if H  = 0,1;i  , ,w R  > 0  и ( ),u 
 

( )v  − вещественно-аналитические 

функции на 
dT . 

Для формулировки основных результатов введем следующие обозначения:  

1

1
1 1 1

|| ||=1 1 1

1 2 | ( , ) |
:= min{ ,( , )} | ( , ) | ;

2 | ( , ) |f

v f
w uf f v f tg arctg

w uf f



−

   
 −  

−   
 

( ) 
( )

1

1

1 1 1

|| ||=1 1 1

2 ( , )1
:= max , , ( , ) ;

2 ,f

v f
w uf f v f tg arctg

w uf f



+

   
 +    −   

 

Положим 

, ,

1 2 || || 1 2 || ||
:= || || , := || || .

2 | | 2 | |
v v

v v
v tg arctg v tg arctg

w m M w
 

 
   − +   

   
− −   

 

В случае m w=  или M w=  положим / 2arctg = . 

Лемма 1. Для квадратичной числовой области значений оператора ˆ
A  имеет 

место равенство 
2 ˆ( ) =  

− + W A . 

В работе [6] найдена аналогичная формула для общих 2 2 − операторных матриц и 

получены оценки для границы компонент квадратичной числовой области значений (а 

также см [4]). 

В следующей теореме мы получим аналог этих оценок для границы квадратичной 

числовой области значений обобщенной модели Фридрихса ˆ
A  и используем их при 

определении более точного множества, в котором заведомо лежат собственные значения 

оператора ˆ
A . 

Теорема 2.4.1. Пусть > 0 −произвольная число.   

1) Если > ,w M  то = 
− +    и выполняется соотношение  

sup < inf ;M w 
− +     

2) если < ,w m  то = 
− +    и выполняется соотношение 
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sup < inf ;w m 
− +     

3) если ,m w M   то для границы множества 
  имеют место следующие 

оценки:  

, inf ,vm m  − −−                    sup ;w
−        

inf ,m
+                                  ,sup .vM M 

+ +   +
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