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Annotatsiya. Ushbu magola ikkita asosiy gismdan tashkil topgan. Uning birinchi gismida parametrli
chizigli tenglamaning yechimga ega bo‘lish shartlari hamda bir o‘lchamli qo ‘zg‘alishga ega Fridrixs
modelining spektrini o ‘rganish masalasi bayon gilingan. Magolaning ikkinchi gismi uning asosiy gismi
bo ‘lib, ikki noma’lumli parametrli tenglamalar sistemasi yechimlarning mavjudlik shartlari tavsiflangan.
Ikki o ‘Ichamli qo ‘zg ‘alishga ega Fridrixs modelining spektri tahlil qilingan.
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cnexkmpa mooenu Ppuopuxca ¢ 00HOMEPHBIM 803MYUWeHUeM. Bmopas wacmv cmamvu s81semces e€ 0cHO8HOT
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PRACTICAL PROBLEMS INVOLVING TO A SYSTEM OF PARAMETERIC LINEAR
EQUATIONS WITH TWO UNKNOWN

Abstract. This article consists of two main parts. In its first part, the conditions for the existence of a
solution to a parametric linear equation and questions of studying the spectrum of the Friedrichs model with
one-dimensional perturbation are described. The second part of the article is its main part; the conditions
for the existence of solutions to a parametric system of equations with two unknown are described. The
spectrum of the Friedrichs model with two-dimensional perturbation is analyzed.

Key words: parameter, system of equations, Friedrichs model, perturbation operator, spectrum,
Cramer's rule, resolvent operator.

Kirish. Funksional tenglamalar, xususan, integral tenglamalar nazariyasida [1] chizigli tenglamalar
sistemalarini yechish usullari, yechim mavjudligining zaruriy va yetarli shartlari [2] muhim ahamiyat kasb
etadi. Qattiq jismlar fizikasi [3], statistik fizika [4], shuningdek, panjaraviy maydon nazariyasida [5] soni
saglanadigan va soni saqlanmaydigan zarrachalar sistemasi bilan bog‘liq masalalar paydo bo‘ladi. Soni
saglanadigan zarrachalar sistemasiga mos energiya operatorlari bu standart yoki diskret Shryodinger
operatorlari [6,7] hamda ular tipidagi model operatorlaridir [8,9]. Soni saglanmaydigan chekli sondagi
zarrachalar sistemasiga mos energiya operatori esa bu chekli tartibli blok operatori matrisa ko‘rinishidagi
operatorlardir [10,11]. Bunday turdagi operatorlar xos funksiyalari uchun Faddeyev va Vaynberg
tenglamalarini hamda ularning simmetrik variantlarni qurishda [12] ko‘p hollarda chiziqli parametrli
tenglamalar sistemasini tahlil gilishga to‘g‘ri keladi. Shu nuqtayi nazardan maqolada garalayotgan masala
dolzarb hisoblanadi.

Ushbu magolada ikki turdagi masala garalgan. Birinchi masala: parametrli chizigli tenglamaga
keltiriladigan masala sifatida bir o‘lchamli qo‘zg‘alishga ega Fridrixs modelining xos qiymatlarini tadqiq
qilish. Tkkinchi masala: ikki noma’lumli parametrli tenglamalar sistemasini yechish usullaridan foydalanib
ikki o‘lchamli qo‘zg‘alishli ega Fridrixs modelining rezolventa operatorini qurish. Ta’kidlash joizki, har
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ikkala holda ham tadgiq gilingan Fridrixs modelini panjaradagi ikki zarrachali sistemaga mos model
operatori sifatida garash mumkin.

Parametrli chizigli tenglamalar. ax = b ko‘rinishdagi tenglamaga parametrli chizigli tenglama
deyiladi. Bunda a va & parametrlar haqiqiy sonlar, x esa noma’lum (izlanayotgan o‘zgaruvchi).

1) Agar a = b = 0 shart bajarilsa, u holda ax = b tenglama cheksiz ko‘p yechimga ega.

2) Agar a # 0 bo‘lsa, u holda ax = b tenglama yagona yechimga ega bo‘lib, bu yechim x =E
ko‘rinishda bo‘ladi.

3) Agar a = 0, b # 0 bo‘lsa, u holda ax = b tenglama yechimga ega bo‘lmaydi.

Endi ax = b tenglamaga keltiriladigan amaliy masalalardan birini garaymiz.

Ly[—m;m] orqali [—m;m] kesmada aniglangan kvadrati bilan integrallanuvchi (umuman olganda
kompleks giymatlarni gabul giluvchi) funksiyalarning Hilbert fazosini belgilaymiz.

L, [—m; ] Hilbert fazosida

H, = Hy—uV (1)
ko‘rinishdagi operatorni qaraymiz. Bu yerda Hy operator 1(-) funksiyaga ko‘paytirish operatori:
(Hof)(x) =ulx)f(x), f € Ly[-mm],

V esa qo‘zg‘alish operatori (potensial operatori) bo‘lib,
T
VAW =v() [v0r@dr e Llmal
-

ko‘rinishda aniglangan, bu yerda u(-) va v(-) funksiyalar [—m;m] kesmada aniglangan hagigiy
giymatli uzluksiz funksiyalar, i = 0 esa ta’sirlashish parametri.

Tegishli ta’riflardan foydalanib, (1) tenglik yordamida aniglangan H,, &4 = 0 operatorning chiziqli,
Chegaralangan va 0‘z-0°ziga qo‘shma operator ekanligini tekshirish mumkin.

(1) ko‘rinishdagi operatorga odatda bir o‘lchamli qo‘zg‘alishga ega Fridrixs modeli deyiladi hamda
panjaradagi ikkita zarrachali sistemaga mos model operator sifatida garalishi mumkin.

Magola matnida Hilbert fazosidagi chiziqli, chegaralangan va 0°z-o‘ziga qo‘shma operatorning spektri
a(-) kabi, muhim spektri @a.-(-) kabi, diskret spektri esa @a;..(-) kabi belgilangan. Bunda operatorning
barcha chekli karrali yakkalangan xos qiymatlari to‘plamiga uning diskret spektri deyiladi. Diskret
spektrning spektrgacha bo‘lgan to‘ldiruvchisiga uning muhim spektri deyiladi.

Aniqglanishiga ko‘ra, V qo‘zg‘alish operatori bir o‘lchamlidir. Shu sababli chekli o‘lchamli
qo‘zg‘alishlarda muhim spektrning o‘zgarmasligi haqidagi Veyl teoremasiga ko‘ra H, operatorning muhim
spektri Hy operatorning muhim spektri bilan ustma-ust tushadi. Hy operator u(-) uzluksiz funksiyaga
ko‘paytirish operatori bo‘lganligi bois, faqat sof muhim spektrga ega. Aniqroq qilib aytganda,

‘:"_(HD] = EEEB(HU:} = [TI‘I,M]

tengliklar o‘rinlidir. Bu yerda m va M sonlari

M. = IEIEHER]H{X}; M:= IEIEPJE!?] u(x::l

tengliklar yordamida aniqlanadi. Keltirilgan mulohazalarga ko‘ra, H, operatorning muhim spektri k&
ta’sirlashish parametrdan bog‘liq bo‘Imasdan,

GEBB{H,LL} = ':"_{HI}} = [m,M]

munosabatlar o‘rinlidir.

H,, operatorning diskret spektrini o‘rganish maqsadida C\[m; M] sohada regulyar bo‘lgan
£

vi(t)dt

ﬁ'._J_(Z} =1 FL u(:_:}—}_z
—T

hamda H, operatorga mos Fredgolm determinant deb ataluvchi funksiyani garaymiz.

Quyidagi lemma H,, operatorning xos giymatlari va A, (-) funksiyaning nollari orasidagi bog‘lanishni
ifodalaydi.

1-lemma. z € C\[m; M] soni H, operatorning xos qiymati bo‘lishi uchun A,(z) = 0 tenglikning

bajarilishi zarur va yetarlidir.
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Isbot. Zaruriyligi. Faraz qgilaylik, z € C\[m; M] soni H, operatorning xos giymati, f € L;[—m; 7] esa
unga mos xos funksiya bo‘lsin. U holda f funksiya H, f = zf tenglamani ganoatlantiradi, ya'ni

wG)F () — () f wOF Bdt = 2f (). @

z & [m; M] ekanllgldan barcha x € [—m;x] nugtalarda u(x) —z = 0 bo‘lishi kelib chigadi. Shu
sababli (2) tenglamadan f{x) funksiya uchun quyidagi ifodani topamiz:

kv
o = 22 ©
bu yerga
k = jv(t}f(t}dt. @

)

flx) uchun topilgan (3) ifodani (4) belgilashga qo‘yamiz:
_ pkv(t)
k= j -r,(t}um_zdt,

T JJLI:
I::=_u..kj v (}

P u(t}—z

F w200
1—;4:[“&}_2 t)ﬁr::{].
kA, (2) =0,

Agar oxirgi tenglikda & = 0 bo‘lsa, u holda (3) tenglikka ko‘ra f{x) = 0 bo‘ladi. Bu esa f(x)
funksiyaning xos funksiya ekanligiga ziddir. Demak, k # 0 ekan. Shu sababdan A, (z) = 0 bo‘ladi.
Yetarliligi. Faraz qgilaylik, biror zg € C\[m, M] soni uchun A, (zp) = 0 bo‘lsin. U holda
uevix)
flx) = w00 — 2o
funksiya H, f = zf tenglamani ganoatlantiradi.
Hagigatan ham,

(H.f)(x) — zof(x) = (ulx) — zp)flx) —pvix) j v()F()dt =

(c = const=0) (%)

= (u(x} —zﬁ}%_ _u-t(x} j (t} }E;—}(t}c gt —

T

=pvix)c| 1—pu J‘%dt ) = pv(x)eh,(zy) = prix)c-0 = 0.

(5) tenglikka ko‘ra zp € C\[m, M] ekanligidan
T T

2 gt = ue vi(t)dt
[ rorRar =y | -z

bo‘lishi kelib chiqadl. Shunday qilib, 25 soni H, operator uchun xos giymati, f esa unga mos xos

funksiya ekan. Lemma to‘liq isbotlandi.
1-lemmadan H, operatorning diskret spektri uchun quyidagi tasdiqg kelib chigadi.

1-tasdiq. H, operatorning a;-.(H,) diskret spektri uchun
Oaise(Hu) = {z € C\[m; M]: 4,,(2) = 0}
tenglik o‘rinlidir.
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II1. Tkki noma’lumli parametrli tenglamalar sistemasi. Ushbu
Q11X + @12V = by
{ﬂnx"‘ A2y = b ©)
ko‘rinishdagi sistemaga ikki noma’lumli parametrli tenglamalar sistemasi deyiladi. Bu yerda
11,8432, @21, @22, By, By sonlari hagigiy (kompleks) sonlar, x va ¥ izlanayotgan noma’lumlar.
Endi (6) tenglamalar sistemasi yechimga ega bo‘lish shartlarini keltiramiz:
1) Agar :—;' = :—;z = :—:shart bajarilsa, u holda (6) tenglamalar sistemasi yechimga ega emas.

2) Agar % = % = % shart bajarilsa, u holda (6) tenglamalar sistemasi cheksiz ko‘p yechimga ega.
21 i1 I

3) Agar % = = shart bajarilsa, u holda (6) tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega.

Ggy
O‘quvchiga qulaylik uchun (6) tenglamalar sistemasini yechish usullarini bayon gilamiz.
“Kramer” usuli. (6) sistemasini o‘rganishda bu sistemaning koeffisiyentlaridan tuzilgan

211 Q42
A:= @y @gp| - #11%22 ~ G1281: (7)

determinant (unga (6) tenglamalar sistemaning bosh determinanti deyiladi) hamda bu determinantning
birinchi va ikkinchi ustunlarini mos ravishda 0zod hadlar ustuni bilan almashtirishdan hosil bo‘lgan ushbu

bl 2q2
ﬁ = = :b ﬂ--‘!ﬂ_bﬂﬂ- PH
x b: Q23 122 232
Q11 by
ﬁ = = bﬂﬂ- - b Za

determinantlar muhim ahamiyatga ega.
(6) tenglamalar sistemasini yechish uchun, avvalo, bu sistemaning birinchi tenglamasini @z; ga,
ikkinchi tenglamasini esa -1z ga ko‘paytirib, keyin hadlab qo‘shib
{_giiiit ijjsii - a_zaiibz = (811022 — Q12021)% = az;b; — ay3b;
bo‘lishini topamiz. So‘ngra (6) tenglamalar sistemasining birinchi tenglamasini - @21 ga, ikkinchi
tenglamasini esa @11 ga ko‘paytirib keyin hadlab qo‘shib
{—ﬂnﬂ:ix— az1b12y = —a6
Q111X + @1102;V = a4 C;
bo‘lishini topamiz. Natijada (6) sistemaga teng kuchli bo‘lgan ushbu
(ay1820 — @13051)% = azpby — g b,
(@11820 — @12821)y = Ay by —an by
s‘iftemagaﬁkelamiz. Bu sistema tegishli belgilashlarni hisobga olgach quyidagicha yoziladi:
cx=A,;
fayon ®
Ko‘rinib turibdiki, (8) sistemaning yechimi A, 4, 4, larga bog‘liq.
Faraz qilaylik, EA#O bo‘lsin. Bu holda (8) tenglamalar sistemasidan
A, y

=—, yV=— g9
X=— ¥y=7 (9)

bo‘lishini topamiz. Bu topilgan X va y lar (8) tenglamalar sistemasining yechimi bo‘ladi. (6)
tenglamalar sistemasining yechimini topishning bu usuli Kramer goidasi deyiladi. (9) formula esa Kramer
formulasi deyiladi [2].

Keltirilgan ma’lumotlar tadbig‘ini ko‘rish magsadida L, [—m; 7] Hilbert fazosida

H=H,— W -4 (10)
ko‘rinishdagi operatorni qaraymiz. Bu yerda Hy operator u(:) funksiyaga ko‘paytirish operatori:
(Ho)(x) = ul)f(x), [ €Ly[-mml,

11 va V2 lar esa qo‘zg‘alish operatorlari (integral operatorlar) bo‘lib,
T

= ":ﬂnﬂ:: - ﬂlzﬂzl}}’ =day1by —agz b,

WP = vy () jf,ol(:} FOdt, f € Ll-m
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(V2f)(x) = va(x) f v, (Df()dt,  f € Ly[-m]

ko‘rinishda aniqlangan. Bu yerda w(-), 14 (-) va v2(-) funksiyalar[—m; ] kesmada aniglangan hagigiy
giymatli uzluksiz funksiyalar.

Parametr funksiyalarga qo‘yilgan bunday shartlarda (10) tenglik bilan aniqlangan H operator
L [—m; ] Hilbert fazosidagi chizigli, chegaralangan va 0°z-0‘ziga qo‘shma operator bo‘ladi.

H operatorning spekri va rezolventasini aniglash magsadida C'[m, M] sohada regulyar bo‘lgan

Iop(z) = j%—?iﬂda a,f =12

hamda -

Kol(g:z) = j %da a=12
d

funksiyalarni kiritamiz.
H operatorning muhim spektri ham H, operatorning muhim spektri singari topiladi, ya’ni
OeeslH) = a(Hg) = [m; M.

H operator uchun xos giymatga nisbatan tenglamani, ya’ni (Hf)(x) = zf(x) tenglamani garaymiz.
Oxirgi tenglamani

W) - 1) [ w@F@at - v [waOOar=27 () (1)

ko‘rinishda yozib olamiz.
z & [m; M] ekanligidan barcha x € [—m; @] nugtalarda u{x) —z # 0 bo‘lishi kelib chigadi. Shu
sababli (11) tenglamadan f(-) funksiya uchun quyidagi
kg vy () + kg vy (%)
flx) = 20 —2
ifodani topamiz, bu yerda

(12)

b= [w@r@as k= [vnOr@a (13)

- -

F(-) uchun topilgan (12) ifodani (13) belgilashlarga qo‘yamiz hamda quyidagilarga ega bo‘lamiz:

kl _ J‘ -E_-:ll(tjl ki T-"iitgt;'_kzg L4 (t}

ko= J“L’zft}

dat = klfll(z'} + k:flz (Z};

fey vy (8) + kg vp(t)

dt = klflg (Z} + kaqu{z} H

F ult)—z z2iz2
yoki( ' } o
ey (1— Ly (2)) — kohp(2) =0;
{_klfu":z} + kg'[i— Iﬂ(z}} = 0. (14)

Shunday qilib, z € C\[m; M] soni H operatorning xos qiymati bo‘lishi (14) tenglamalar sistemasi
nolmas yechimga ega bo‘lishi zarur va yetarlidir.

O‘z navbatida (1?)}tenglarfna}:arjl sistemasi nolmas yechimga ega bo‘lishi uchun

1— Iz —i12iE

M@ =|_ ho(z)  1—1Ip(2)| " 0
bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Shu sababli H operatorning diskret spektri uchun
':"_dlsc(H} = {Z = 'E'\['J‘le M]ﬂ(z} = ﬂ}
tenglikni hosil gilamiz.
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Demak, H operatorning spektri

g(H) = [m;M]u{z e C\[m,M]:A(z) =0}

kabi aniglanadi.

Endi H operatorning rezolventa operatorini aniglash masalasini garaymiz. Buning uchun fiksirlangan
z € C\a{H) soni uchun f,% € Ly[—m;m] funksiyalafrga nisbatan

WG F () = () jvl(:} FOdt — () jtﬂg(t}f(t}dt—zf(x} — 9(x) (15)

tenglamani garaymiz.
z & [m; M] ekanligidan barcha x € [—m;®] nugtalarda u(x) — z # 0 bo‘lishi ma’lum. Shu sababli
(15) tenglamadan f(-) funksiya uchun quyidagi ifodani topamiz:
kv (x) + kpvp(x) +g(x}
flx) = w0 —z (16)
Bu yerda k4 va k; sonlari (13) tengliklar yordamida aniglangan.
) ucl}run topilgan (16) ifodani (13) belgilashlarga qo‘yamiz hamda

Ky = j o(e) 2 vy (£) ;(;—tz @D +g(®

dt = ki1 (z) + kako(z) + Ki(g;z);

-

f ()2 vi () + kp va(8) + g(t)

kz= . (D) —z dt = kylio(2) + kolz2(2) + Ko(g:2)

yoki |

{(1 — Ly (2))ky — I12(2)ks = K1 (g;2) (17)
(1— Ip(2))ky— Li2(2)ky = K2(g; 2)

tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. (17) tenglamalar sistemasidan foydalanib, quyidagi
determinantlarni tuzamiz:
1- fiifzj' —fiz":Z} (1

b= ) -1l T — 1, (@) (1 - 1) - (1)
bes= |2 T8 | = (- @)K - k@Kl
Agyi= 1;:3%;? ?((‘gg (1— 11(2))K. (g 2) — L2 (DK, (g5 2).

Yuqoridagi belgilashlardan foydalanib quyidagi
.ﬁ - kl = ﬁk;_;

ﬁ'k:z.ﬁkz

tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz. Bu tenglamalar sistemasidan k41 va k2 yechimlar uchun
quyidagi munosabatlar o‘rinli bo‘ladi:

(1 - 122(2)K1(g:2) — o (DDKa(g52)
k (18)
t {1 - f11(2}}{1 ‘T""":Z}} {‘TL ":23'}

_ '[1 - fli(z}}f{" i’in(z}fﬁ(g Z} (19}
] {1 - f11":2}}{1 - f::":Z}} - {fu ":Z}}
ifodalarni hosil gilamiz. k4 uchun topilgan (18) ifodani va &2 uchun topilgan (19) ifodani f{x) uchun
topilgan (16) ifodaga qo‘yamiz:
() = kyvy(x) + kyva(x) +g(x)  kywylx) + kg va(x) + glx)
Flx) = ulx) —z Tuly)—z uly)—z ulx)—z
_ vy (x) _'[1 - fzzfz}}ffl(.ﬁ};z]' — 12 (2)K2(g; 2)
T ulx) —z '[1 — fll(Z}}'[i fﬂ"(z}} (132(2))?

'E':(x} (1 - f11(2}}f{" fl;(Z}Hl(Q z) L Q(x}
uld =z (1-1,()(1- f::(Z}} - '[flz":Z}} ul) =z

k
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Hosil bo‘lgan tenglikning o‘ng tomonida joylashgan ifoda H operatorga mos R:(H) rezolventa
operatorining ta’sir formulasini bildiradi. Shu sababli R {H) rezolventa operatori L, [—m; 7] Hilbert fazosida
Kilgs; 2w (x) — wylxdlaalz) — Lalz) v ix
(R.(H)g) (x) = 1(g; 2) v () ul{i}}_; ) — I (2 vy }]+
LK (g; 2wy (x) — vy () 15 (2) — Ly (Z) vy (x)] + g(x)
ulx) —z

formula bilan aniglanishini hosil gilamiz.

Aytish joizki, maqolaning ikkinchi qismida qo‘llanilgan usullar yordamida panjaradagi soni
saglanmaydigan va ikkitadan oshmaydigan zarrachalar sistemasiga mos umumlashgan Fridrixs modeli deb
ataluvchi ikkinchi tartibli operatorli matrisaning muhim va diskret spektrlarini topishda hamda rezolventa
operatorini qurishda foydalanish mumkin.

Xulosa. Ushbu maqola ikki gismdan iborat bo‘lib, dastlab bir noma’lumli parametrli chizigli tenglama
va uning yechimga ega bo‘lsh shartlari bayon qilingan. Bir o‘lchamli qo‘zg‘alishga ega Fridrixs modelining
x0s qiymatlarini o‘rganishda parametrli chizigli tenglama yechimga ega bo‘lish shartlaridan foydalanilgan.
Magqolaning ikkinchi gismida esa ikki noma’lumli parametrli chizigli tenglamalar sistemasining yechimga
ega bo‘lish shartlari keltirilgan. Uni yechishning Kramer usuli yordamida ikki o‘lchamli qo‘zg‘alishga ega
Fridrixs modelining rezolventa operatori uchun ta’sir formulasi keltirib chiqarilgan. Har ikkala holda ham
funksional tenglamalar nazaryasi usullaridan foydalanilgan.
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