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Оценки для квадратичной числовой области
значений одной операторной матрицы

Расулов Т.Х., Дилмуродов Э.Б.

Maqolada 2 × 2 operatorli A matrisa (umumlashgan Fridrixs
modeli) gilbert fazosida chegaralangan va uz- uziga qo‘shma
operator sifatida qaralgan.

In this paper 2 × 2 operator matrix A (generalized Friedrichs
model) is considered as a bounded and self-adjoint operator in
Hilbert space.

1. Введение и предварительные сведения. Одним из классиче-
ских методов изучения спектра линейного оператора A в гильбертовом
пространстве H с областью определения D(A) является изучение его
числовой области значений:

W(A) := {(Ax, x) : x ∈ D(A), ‖x‖ = 1}.

Пусть Z, R и C - множества всех целых, вещественных и комплексных
чисел, соответственно. Известно, что точечный спектр σp(A) операто-
ра A лежит в W(A), а его аппроксимативно точечный спектр σapp(A)
содержится в W(A). Если A есть замкнутый оператор и всякая компо-
нента множества C\W(A) содержит хотя бы одну точку резольвентного
множества ρ(A) оператора A, то имеет место включение σ(A) ⊂ W(A).
В силу теоремы Теплица–Хаусдорфа [1] числовая область значений яв-
ляется выпуклым подмножеством множества C. С одной стороны, свой-
ства выпуклости является важным свойством. Надо отметить, что если
спектр состоит из объединения двух не пересекающихся множеств, то
числовая область значений не всегда дает достаточно хорошую струк-
туру.

Для того, чтобы получить более точную информацию о спектре в
вышеуказанных случаях, в работе [2] введено понятие квадратичный
числовой области значений и затем изучены в работах [3, 4, 5, 6]. Это
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множество определено если дано разложение H = H1⊕H2 и A ∈ L(H),
где H1 и H2 гильбертово пространство, а L(H) пространство линейных
ограниченных операторов в гильбертовом пространстве H. Тогда опе-
ратор A всегда записывается в виде блочно–операторной матрицы

A =
(

A11 A12

A21 A22

)
(1)

с линейными ограниченными операторами Aij : Hj → Hi, i, j = 1, 2. Для
неограниченного линейного оператора A в H, его область определения
D(A) необязательно должна быть разложимым как прямая сумма D1⊕
D2 подпространств D1 ⊂ H1, D2 ⊂ H2 и следовательно, утверждение о
том, что оператор A имеет представление (1) является дополнительным
предположением. В этом случае

D(A) = (D(A11) ∩D(A21))⊕ (D(A12) ∩D(A22)).

Так как в настоящей работе рассматривается случай, когда линейный
оператор A является ограниченным, дальнейшие понятия приводятся
для ограниченных операторов действующих в гильбертовом простран-
стве H = H1 ⊕H2.

Сначала дадим определение квадратичной численной области зна-
чений оператора A и некоторые информации о нем (для подробности
смотрите работу [5]). Пусть (·, ·)i и ‖·‖i-скалярное произведение и норма
в Hi, i = 1, 2, соответственно.

Множество всех собственных значений матрицы

Af :=
(

(A11f1, f1)1 (A12f2, f1)1
(A21f1, f2)2 (A22f2, f2)2

)
, f = (f1, f2) ∈ H

таких, что ‖fi‖i = 1, i = 1, 2 называется квадратичной числовой обла-
стью значений оператора A ∈ L(H), соответствующей представлению
(1) блочно-операторной матрицы A и обозначается как W2(A), т.е.

W2(A) :=
⋃

‖fi‖i=1, i=1,2

σp(Af ), f = (f1, f2) ∈ H.

Для двум различным разложениям гильбертового пространства H,
могут соответствовать различные квадратичные числовые области зна-
чений.
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Например, квадратично числовым областям значений матрицы 4×4

M :=




−2 −1 1 0
−1 −2 0 1
−2 −1 0 −3i
−1 −2 3i 0




соответствующих разложениям C2
⊕
C2 и C3

⊕
C1 являются различны

[5], см. рис. 1.

Рис. 1: Квадратичные числовые области значений M для C2
⊕
C2 и

C3
⊕
C1

В некоторых случаях удобно воспользоваться эквивалентным описа-
нием квадратично числовой области значений, где используются нену-
левые элементы f1 и f2 не обязательно имеющие нормы 1.

Для fi ∈ Hi \ {0}, i = 1, 2 положим

Âf :=
(

(Aijfj , fi)i

‖fi‖i‖fj‖j

)2

i,j=1

и

∆(f1, f2; λ) := det
(

(A11f1, f1)1 − λ(f1, f1)1 (A12f2, f1)1
(A21f1, f2)2 (A22f2, f2)2 − λ(f2, f2)2

)
.
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Тогда
W2(A) =

⋃

fi∈Hi\{0}, i=1,2

σp(Af )

= {λ ∈ C : ∃fi ∈ Hi \ {0}, i = 1, 2, det(Af − λ) = 0}
= {λ ∈ C : ∃fi ∈ Hi \ {0}, i = 1, 2, ∆(f1, f2;λ) = 0}.

Квадратичная числовая область значений всегда содержится в чис-
ловой области значений: W2(A) ⊂ W(A). Если операторная матрица A
имеет нижнюю или верхнюю треугольную форму, т.е.

A =
(

A11 A12

0 A22

)
или A =

(
A11 0
A21 A22

)
,

то W2(A) = W(A11) ∪ W(A22). Аналогично числовой области значе-
ний, квадратичная числовая область значений ограниченной блочно-
операторной матрицы A является ограниченным подмножеством мно-
жество C :

W2(A) ⊂ {λ ∈ C : ‖λ‖ ≤ ‖A‖},
и оно замкнуто если dimH < ∞. В отличие от числовой области зна-
чений, квадратичная числовая область значений, вообще говоря, невы-
пуклая, оно состоит из не более двух компонент. С другой стороны,
квадратичная числовая область значений обладает некоторыми анало-
гичными свойствами числовой области значений. Например, свойства
спектральных включений для 2× 2 ограниченных блочно-операторных
матриц σp(A) ⊂ W2(A), σapp(A) ⊂ W2(A). А для свойства спектраль-
ных включений для неограниченных блочно-операторных матриц 2× 2
понадобятся дополнительные условия [6].

В последнее время возник ряд вопросов статистической физики [7],
гидродинамики [8] и теории твердого тела [9], приводящих к изучению
спектральных свойств обобщенной модели Фридрихса, которая пред-
ставляется как 2 × 2 операторная матрица. Следует отметить, что в
тоже время такие операторы являются гамильтонианами системы с
несохраняющимся ограниченным числом частиц на решетке. Следова-
тельно, исследование этих операторов играет важную роль в современ-
ной математической физике.

В настоящей работе рассматривается ограниченная самосопряжен-
ная 2 × 2 операторная матрица A (обобщенная модель Фридрихса).
Найдена формула для квадратичной числовой области значенийW2(A)
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данного оператора. Приведены оценки для границы компонентов мно-
жеств W2(A).

2. Операторная матрица и основные результаты. Пусть Td-
d-мерный тор, т.е. куб (−π, π]d - с соответствующим отождествлением
противоположных граней. Ниже в данной работе Td рассматривается
как абелева группа, в которой операции сложения и умножения на ве-
щественное число введены как операции сложения и умножения на ве-
щественное число в Rd по модулю (2πZ)d.

Пусть L2(Td) - гильбертово пространство квадратично-
интегрируемых (комплекснозначных) функций, определенных на
Td. Обозначим через H прямую сумму пространств H1 = C и
H2 = L2(Td), т.е. H = H1 ⊕H2.

Гильбертово пространство H называется двухчастичным обрезан-
ным подпространством фоковского пространства.

Рассмотрим обобщенную модель Фридрихса A действующую в гиль-
бертовом пространстве H как 2×2 блочно-операторная матрица (1), где
элементы Aij : Hj → Hi, i, j = 0, 1, определяются по формулам

A11f1 = wf1, A12f2 = (f2, v)2, A21 = A∗12, (A22f2)(p) = u(p)f2(p).

Здесь fi ∈ Hi, i = 1, 2; w фиксированное вещественное число, u(·) и
v(·) вещественнозначные непрерывные функции на Td, а A∗12 сопряжен-
ный оператор к A12.

Оператор A12 называется оператором уничтожения, а A21 называ-
ется оператором рождения.

Можно проверить, что при этих предположениях операторная мат-
рица A, является ограниченным и самосопряженным в гильбертовом
пространстве H.

Так как оператор A является самосопряженным, из определения
множества W2(A) следует, что W2(A) ⊂ R.

Для формулировки основных результатов данной работы введем
следующие обозначения:

Λ− :=
⋃

‖f2‖2=1

{
min{w, (uf2, f2)2}−|(v, f2)2| tg

(
1
2

arctg
2|(v, f2)2|

|w − (uf2, f2)2|
)}

;

Λ+ :=
⋃

‖f2‖2=1

{
max{w, (uf2, f2)2}+|(v, f2)2| tg

(
1
2

arctg
2|(v, f2)2|

|w − (uf2, f2)2|
)}

;
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m := min
p∈Td

u(p), M = max
p∈Td

u(p);

δ−v := ‖v‖2 tg
(

1
2

arctg
2‖v‖2
|w −m|

)
, δ+

v := ‖v‖2 tg
(

1
2

arctg
2‖v‖2
|M − w|

)
.

В случае m = w или M = w положим arctg∞ := π/2.

Основными результами настоящей работы являются следующие тео-
ремы.

Теорема 1. Для квадратичной числовой области значений опера-
тора A имеет место равенство W2(A) = Λ− ∪ Λ+.

Теорема 2. а) Если w > M, то Λ− ∩ Λ+ = ∅ и выполняется соот-
ношение

supΛ− ≤ M < w ≤ inf Λ+; (2)

б) Если w < m, то Λ− ∩ Λ+ = ∅ и выполняется соотношение

supΛ− ≤ w < m ≤ inf Λ+.

в) Если m ≤ w ≤ M, то для границы множества Λ± имеют место
следующие оценки:

m− δ−v ≤ inf Λ− ≤ m, supΛ− ≤ w; (3)

inf Λ+ ≥ m, M ≤ supΛ+ ≤ M + δ+
v . (4)

Теорема 3. Пусть u(p) ≡ u0 = const. При w = u0 имеет место
равенство

W2(A) = [w − ||v||2, w + ||v||2].
Отметим, что если в теореме 3 выполняется неравенство w 6= u0,

то из утверждений а) и б) теоремы 2 автоматически вытекает, что
Λ−

⋂
Λ+ = ∅.

Очевидно, что если f2 ∈ H2 с нормой 1 ортогонально к v, а f1 ∈ H1

произвольный нормированный элемент, то для таких f = (f1, f2) ∈ H
матрица Af имеет собственное значение, равное w. Следовательно, w ∈
W2(A).

3. Доказательство основных результатов. В этом пункте дается
полное доказательство основных результатов работы, т.е. теорем 1–3.

Доказательство теоремы 1. Сначала для любого f = (f1, f2) ∈ H,
‖fi‖i = 1, i = 1, 2 найдем σ(Af ). Ясно, что нули характеристического
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уравнения

λ2 − (w + (uf2, f2)2)λ + w(uf2, f2)2 − |(v, f2)2|2 = 0,

т.е., числа

λ±(f2) :=
w + (uf2, f2)2

2
±

√
(w − (uf2, f2)2)2 + 4|(v, f2)2|2

2

являются собственными значениями матрицы Af .

Берем λ−(f2) и используя соотношение

a + b

2
= min{a, b}+

|a− b|
2

, a, b ∈ R

перепишем его ввиде

λ−(f2) = min{w, (uf2, f2)2}−
p

(w − (uf2, f2)2)2 + 4|(v, f2)2|2 − |w − (uf2, f2)2|
2

.

Теперь простые вычисления показывают, что
p

(w − (uf2, f2)2)2 + 4|(v, f2)2|2 − |w − (uf2, f2)2|
2|(v, f2)2| = tg

„
1

2
arctg

2|(v, f2)2|
|w − (uf2, f2)2|

«
.

Тогда λ−(f2) можно записать следующим образом:

λ−(f2) = min{w, (uf2, f2)2} − |(v, f2)2| tg
(

1
2

arctg
2|(v, f2)2|

|w − (uf2, f2)2|
)

.

Совершенно аналогично показывается, что

λ+(f2) = max{w, (uf2, f2)2}+ |(v, f2)2| tg
(

1
2

arctg
2|(v, f2)2|

|w − (uf2, f2)2|
)

.

Теперь доказательство теоремы 1 вытекает из определения множе-
ства W2(A). Теорема 1 польностью доказана.

Доказательство теоремы 2. a) Докажем соотношение (2). Затем ра-
венство Λ−

⋂
Λ+ = ∅ автоматически вытекает из этого соотношения. В

силу условие M < w имеем

0 ≤ tg
(

1
2

arctg
2|(v, f2)2|

|w − (uf2, f2)2|
)

< 1.
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Следовательно,

supΛ− ≤ sup
⋃

‖f2‖2=1

min{w, (uf2, f2)2} = sup
⋃

‖f2‖2=1

(uf2, f2)2 ≤ M ;

inf Λ+ ≥ inf
⋃

‖f2‖2=1

max{w, (uf2, f2)2} = w.

Отсюда следует доказательство соотношения (2).

Доказательство части б) аналогично.

в) Пусть m ≤ w ≤ M. При любом f2 ∈ H2, ‖f2‖2 = 1 для λ−(f2)
получим

λ−(f2) =
w + (uf2, f2)2

2
−

√(
w − (uf2, f2)2

2

)2

+ |(v, f2)2|2

≤ w + (uf2, f2)2
2

−
∣∣∣∣
w − (uf2, f2)2

2

∣∣∣∣ = min{w, (uf2, f2)2}.

Отсюда следует, что

supΛ− ≤ sup
⋃

‖f2‖2=1

min{w, (uf2, f2)2} ≤ min{w, M} = w;

inf Λ− ≤ inf
⋃

‖f2‖2=1

min{w, (uf2, f2)2} ≤ min{w,m} = m.

Теперь докажем оценку inf Λ− ≥ m − δ−v . Для этого λ−(f2) перепи-
шем как

λ−(f2) = min{w, (uf2, f2)2} − |(v, f2)2| tg
(

1
2

arctg
2|(v, f2)2|

|w − (uf2, f2)2|
)

.

Предположим, что w ≥ (uf2, f2)2. Тогда

λ−(f2) = (uf2, f2)2 − |(v, f2)2| tg
(

1
2

arctg
2|(v, f2)2|

w − (uf2, f2)2

)
.

При каждом фиксированном f2 ∈ H2 определим вспомогательную
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функцию

hf2(t) := t− |(v, f2)2| tg
(

1
2

arctg
2|(v, f2)2|

w − t

)
, t ∈ R.

Видно, что для любого t 6= w существует производная h′f2
(t) удовле-

творяющая следующему соотношению

h′f2
(t) = 1− (w − t)2 + 4|(v, f2)2|2 − 2|w − t|

√
(w − t)2 + 4|(v, f2)2|2

2[(w − t)2 + 4|(v, f2)2|2] ≥ 1
2
.

Таким образом функция hf2(·) монотонно возрастает. Причем оно имеет
скачок равный 2|(v, f2)2| в особой точке t = w. Следовательно, если
w ≥ (uf2, f2)2, то

λ−(f2) ≥ m− |(v, f2)2| tg
(

1
2

arctg
2|(v, f2)2|

w −m

)

≥ m− ‖v‖2 tg
(

1
2

arctg
2‖v‖2
w −m

)
= m− δ−v .

Если w < (uf2, f2)2, то аналогично получим, что

λ−(f2) = w − |(v, f2)2| tg
(

1
2

arctg
2|(v, f2)2|

(uf2, f2)2 − w

)

≥ m− |(v, f2)2| tg
(

1
2

arctg
2|(v, f2)2|

(uf2, f2)2 − w

)

≥ m− ‖v‖2 tg
(

1
2

arctg
2‖v‖2
w −m

)
= m− δ−v .

Таким образом соотношение (3) полностью доказано.

Аналогичным образом можно доказать соотношение (4).

Таким образом доказаны все утверждения теоремы 2.

Доказательство теоремы 3. Пусть u(p) ≡ u0 = const и w = u0. Тогда

arctg
2|(v, f2)2|

|w − (uf2, f2)2| =
π

2
.
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Учитывая это соотношение имеем

Λ− =
⋃

‖f2‖2=1

{
min{w, u0} − |(v, f2)2|

}
=

⋃

‖f2‖2=1

(w − |(v, f2)2|); (5)

Λ+ =
⋃

‖f2‖2=1

{
max{w, u0}+ |(v, f2)2|

}
=

⋃

‖f2‖2=1

(w + |(v, f2)2|). (6)

Если f̃2 нормированный элемент ортогональной к v, то (v, f̃2)2 =
0. Отсюда следует, что минимальное значение |(v, f2)2| есть 0, которое
достигается при f2 = f̃2. Тогда из равенства (5) и (6) следует, что

maxΛ− = w, minΛ+ = w. (7)

Если f̂2 = v/||v||2, то (v, f̂2)2 = ||v||2. С другой стороны

max
||f2||2=1

|(v, f2)2| ≤ max
||f2||2=1

{||v||2||f2||2} = ||v||2.

Значит, максимальное значение |(v, f2)2| есть ‖v‖2, которое достигается
при f2 = f̂2. Таким образом

minΛ− = w − ‖v‖2, maxΛ+ = w + ‖v‖2. (8)

Учитывая равенства (7) и (8) и теорему 1, а также непрерывность ска-
лярного произведения имеем, чтоW2(A) = [w−||v||2; w+||v||2]. Теорема
3 полностью доказана.
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