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ЭРГОДИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА МЕР, ПОРОЖДЕННЫХ ОДНИМ 
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Аннотация. В настоящей статье дано определение класса одного 

квадратичных операторов (квадратичные операторы, для которых правила 

наследования согласуются с законами Менделя. Г.Мендель - чешско-

австрийский биолог-ботаник, основоположник учения о наследственности). 

Изучены эргодические свойства соответствующих квадратичных мер, то есть 

для менделевских операторов. Также для этого класса операторов дается 

подробное конструкция мер. Изучены способа построения семейства функций 

𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, 𝑖𝑖3, … . , 𝑖𝑖𝑘𝑘) (схемы Бернульи и Маркова). 

Ключевые слова: квадратичные операторы, эргодические свойства, 

семейства функций. 
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Annotation. In this article, a definition of a class of one quadratic operators 

is given (quadratic operators for which the rules of inheritance are consistent with 

Mendel's laws. G. Mendel is a Czech-Austrian biologist-botanist, the founder of the 
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theory of heredity). The ergodic properties of the corresponding quadratic measures, 

that is, for Mendelian operators, are studied. A detailed construction of measures is 

also given for this class of operators. The methods of constructing a family of 

functions 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, 𝑖𝑖3, … . , 𝑖𝑖𝑘𝑘) (Bernoulya and Markov schemes) have been studied. 

Keywords: quadratic operators, ergodic properties, families of functions. 

Определим класс менделевских операторов и для этого класса 

операторов дадим конструкция мер, названных менделевскими. Пусть (𝐸𝐸,𝑚𝑚) 

произвольное пространства с мерой. Рассмотрим пространство Ω = ∏ 𝐸𝐸𝑖𝑖∞
𝑖𝑖=1 , 

где 𝐸𝐸𝑖𝑖 = 𝐸𝐸 для всех натуральных 𝑖𝑖. Одной из важных проблем как в теории 

меры, так и в теории вероятностей является задача построения меры P на Ω , 

согласованной с мерой m на 𝐸𝐸.  

Для этого достаточно по теореме Колмогорова [1] задать согласованное 

семейство конечномерных распределений. Эта конструкция необходима для 

дальнейшего изложения, приведем ее для случая конечного множества 𝐸𝐸. 

Пусть 𝐸𝐸 = {1,2, … … ,𝑛𝑛} и 𝑚𝑚({𝑖𝑖}) = 𝑝𝑝𝑖𝑖 – вероятностная мера на 𝐸𝐸, т.е. 

𝑝𝑝𝑖𝑖 ≥ 0 и ∏ 𝑝𝑝𝑖𝑖 = 1∞
𝑖𝑖=1  Пусть Ω = ∏ 𝐸𝐸𝑖𝑖 ,∞

𝑖𝑖=1  где 𝐸𝐸𝑖𝑖 = 𝐸𝐸. Произвольный элемент 

множества Ω является бесконечной последовательностью 𝑤𝑤 =

(𝑤𝑤1,𝑤𝑤2,𝑤𝑤3, … . ) элементов множества 𝐸𝐸. Пусть 𝜉𝜉𝑛𝑛 -функция, ставящая в 

соответствие точке 𝑤𝑤 ∈ Ω значения 𝑤𝑤𝑛𝑛 её 𝑛𝑛−й координаты. Функцию 𝜉𝜉𝑛𝑛 

называют 𝑛𝑛−й координатной функцией. Пусть ℱ − ℴ алгебра, порожденная 

совокупностью всех конечномерных цилиндров, т.е. множеств вида  

{ 𝑤𝑤: ( 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑤𝑤), 𝜉𝜉𝑛𝑛+1(𝑤𝑤), … … , 𝜉𝜉𝑛𝑛+𝑘𝑘−1(𝑤𝑤)) ∈ 𝐴𝐴 } 

{ 𝑤𝑤: ( 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑤𝑤), 𝜉𝜉𝑛𝑛+1(𝑤𝑤), … … , 𝜉𝜉𝑛𝑛+𝑘𝑘−1(𝑤𝑤)) ∈ 𝐴𝐴 } 

где А- подмножества прямого произведения 𝐸𝐸𝑘𝑘 = ∏  𝐸𝐸𝑘𝑘
𝑖𝑖=1 . Эта 𝜎𝜎 −алгебра ℱ 

порождается совокупностью всех “тонких” цилиндров, т.е. множеств вида 

{ 𝑤𝑤: 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑤𝑤) = 𝑖𝑖1, 𝜉𝜉𝑛𝑛+1(𝑤𝑤) = 𝑖𝑖2, … … , 𝜉𝜉𝑛𝑛+𝑘𝑘−1(𝑤𝑤) = 𝑖𝑖𝑘𝑘 } 

где 𝑖𝑖𝑙𝑙 элементы множества Е,𝑛𝑛 ≤ 𝑙𝑙 < 𝑛𝑛 + 𝑘𝑘, т.е. цилиндрическое множества 

называется тонким, если его основание А является одноточечным 

подмножеством соответствующего  конечного  прямого произведения. В силу  
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этого замечания мера P на (Ω,ℱ) однозначно определяется своими значениями  

𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, 𝑖𝑖3, … . , 𝑖𝑖𝑘𝑘) = 𝑃𝑃{ 𝑤𝑤: 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑤𝑤) = 𝑖𝑖1, 𝜉𝜉𝑛𝑛+1(𝑤𝑤) = 𝑖𝑖2, … … , 𝜉𝜉𝑛𝑛+𝑘𝑘−1(𝑤𝑤) = 𝑖𝑖𝑘𝑘 } 

на этих цилиндрах, где 𝑛𝑛 − номер первой фиксированной координаты 

тонького цилиндра и 𝑘𝑘 - размерность цилиндра. По теореме Колморова [1], 

если для множества функций 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, 𝑖𝑖3, … . , 𝑖𝑖𝑘𝑘) справедливы следуюшие 

условия согласования 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, 𝑖𝑖3, … . , 𝑖𝑖𝑘𝑘) ≥ 0, ∑ 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, 𝑖𝑖3, … . , 𝑖𝑖𝑘𝑘 , 𝑙𝑙) =𝑁𝑁
𝑖𝑖=1

𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, 𝑖𝑖3, … . , 𝑖𝑖𝑘𝑘) и ∑ 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑖𝑖) = 1𝑁𝑁
𝑖𝑖=1  при всех k,n и 𝑖𝑖𝑙𝑙 ∈ 𝐸𝐸, 1 ≤ 𝑙𝑙 ≤ 𝑘𝑘, то 

существует единственная вероятностная мера P на ℱ, для которой имеет место. 

Кроме того, если 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, 𝑖𝑖3, … . , 𝑖𝑖𝑘𝑘) = ∑ 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, 𝑖𝑖3, … . , 𝑖𝑖𝑘𝑘)𝑁𝑁
𝑖𝑖=1  при всех 𝑘𝑘,𝑛𝑛, и 

𝑖𝑖𝑙𝑙 ∈ 𝐸𝐸, 1 ≤ 𝑙𝑙 ≤ 𝑘𝑘, то мера 𝑃𝑃 сохраняется при преобразовании сдвига. 

Таким образом, основную сложность при построении меры P на ℱ 

составляет указание способа задания семейства функций {𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, 𝑖𝑖3, … . , 𝑖𝑖𝑘𝑘)}, 

𝑛𝑛 и 𝑘𝑘 натуральные}.  

  Cхема Бернулли. Пусть 𝑚𝑚({𝑖𝑖}) = 𝑝𝑝𝑖𝑖 распределения на 𝐸𝐸 = {1,2, … . . ,𝑁𝑁}. 

Если положить 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, 𝑖𝑖3, … . , 𝑖𝑖𝑘𝑘) = 𝑝𝑝𝑖𝑖1 ∙ 𝑝𝑝𝑖𝑖2 ∙ 𝑝𝑝𝑖𝑖3 ∙ … ∙ 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑘𝑘, т.е. 

𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, 𝑖𝑖3, … . , 𝑖𝑖𝑘𝑘) не зависит от 𝑛𝑛. Соответствующая мера 𝑃𝑃 называется 

бернуллиевский и в этом случае последовательность случайных величин 

{𝜉𝜉𝑘𝑘}𝑘𝑘=1∞  образует цепь Бернулли, т.е. последовательность независимых 

одинаково распределенных случайних величин. 

Схема Маркова. Пусть П = (𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖)𝑖𝑖,𝑖𝑖=1𝑁𝑁  стохастическая по строкам  

матрица. Если положить 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, 𝑖𝑖3, … . , 𝑖𝑖𝑘𝑘)= 𝑝𝑝𝑖𝑖1 ∙ 𝑝𝑝𝑖𝑖1𝑖𝑖2 ∙ … ∙ 𝑝𝑝𝑖𝑖𝑘𝑘−1 𝑖𝑖𝑘𝑘
 т.е. 

𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, 𝑖𝑖3, … . , 𝑖𝑖𝑘𝑘) не зависит от n, то имеют место соотношения. 

Соответствующая мера 𝑃𝑃 называется марковской. 

Для произвольных тонких цилиндров функции 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, 𝑖𝑖3, … . , 𝑖𝑖𝑘𝑘)  

при 𝑘𝑘 > 1 определим следующим образом: 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, 𝑖𝑖3, … . , 𝑖𝑖𝑘𝑘)  = 

= 𝑥𝑥𝑖𝑖1
(𝑛𝑛) � 𝑃𝑃𝑖𝑖1𝑚𝑚1,𝑖𝑖2 ∙ 𝑃𝑃𝑖𝑖2𝑚𝑚2,𝑖𝑖3 ∙ … ∙ 𝑃𝑃𝑖𝑖𝑘𝑘−1𝑚𝑚𝑘𝑘−1,𝑖𝑖𝑘𝑘  𝑥𝑥𝑚𝑚1

(𝑛𝑛) 𝑥𝑥𝑚𝑚2
(𝑛𝑛+1) … 𝑥𝑥𝑚𝑚𝑘𝑘−1

(𝑛𝑛+𝑘𝑘−1).
𝑁𝑁

𝑚𝑚1…𝑚𝑚𝑘𝑘−1=1
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По построению функции зависят не только от 𝑛𝑛, 𝑘𝑘, a также зависят от 

выбора начального распределения x(O)∈ SN-1 на 𝐸𝐸 (где SN-1 – N-мерный 

симплекс). Покажем справедливость второго условия: 

 ∑ 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, 𝑖𝑖3, … , 𝑖𝑖𝑘𝑘 , , 𝑖𝑖) =𝑁𝑁
𝑖𝑖=1 𝑥𝑥𝑖𝑖1

(𝑛𝑛) ∑ 𝑃𝑃𝑖𝑖1𝑚𝑚1,𝑖𝑖2 ∙
𝑁𝑁
𝑚𝑚1,….,𝑚𝑚𝑘𝑘,𝑖𝑖=1

𝑃𝑃𝑖𝑖2𝑚𝑚2,𝑖𝑖3 …𝑃𝑃𝑖𝑖𝑘𝑘−1𝑚𝑚𝑘𝑘−1,𝑖𝑖𝑘𝑘𝑃𝑃𝑖𝑖𝑘𝑘𝑚𝑚𝑘𝑘,𝑖𝑖 𝑥𝑥𝑚𝑚1
(𝑛𝑛)𝑥𝑥𝑚𝑚2

(𝑛𝑛+1) … 𝑥𝑥𝑚𝑚𝑘𝑘
(𝑛𝑛+𝑘𝑘) = 

𝑥𝑥𝑖𝑖1
(𝑛𝑛) � 𝑃𝑃𝑖𝑖1𝑚𝑚1,𝑖𝑖2 ∙ 𝑃𝑃𝑖𝑖2𝑚𝑚2,𝑖𝑖3 …𝑃𝑃𝑖𝑖𝑘𝑘−1𝑚𝑚𝑘𝑘−1,𝑖𝑖𝑘𝑘  

𝑁𝑁

𝑚𝑚1,….,𝑚𝑚𝑘𝑘−1,𝑖𝑖=1

𝑥𝑥𝑚𝑚1
(𝑛𝑛)𝑥𝑥𝑚𝑚2

(𝑛𝑛+1) … 𝑥𝑥𝑚𝑚𝑘𝑘−1
(𝑛𝑛+𝑘𝑘−1) 

 = 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑖𝑖1, 𝑖𝑖2, 𝑖𝑖3, … . , 𝑖𝑖𝑘𝑘) , так как ∑ 𝑃𝑃𝑖𝑖𝑘𝑘𝑚𝑚𝑘𝑘,𝑖𝑖 = 1 и ∑ 𝑥𝑥𝑚𝑚𝑘𝑘
(𝑛𝑛+𝑘𝑘) = 1.𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
𝑁𝑁
𝑖𝑖=1   

Таким образом, существует единственная мера 𝑃𝑃, которую естественно 

назвать мерой, порожденной квадратичным оператором 𝑉𝑉 и начальным 

распределением x(O)∈ SN-1. 

Задача изучения свойства мер, порожденных квадратичными 

операторами, достаточно сложна и требует громоздких вычислений [3-9]. В 

этой работе мы ограничимся изучением мер, соответствующих двум 

квадратичным оператором, которые описывают некоторые модели 

наследственной передачи. 

В модели наследственной передачи, предложенной Элстоном и 

Стьюартом [2], передача признака от родителей к потомству описывается 

тремя показателями вероятности этой передачи: 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧
𝑃𝑃𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐴𝐴 − от родителя с генотипом АА ребенку передается 

аллель А,𝑃𝑃𝐴𝐴𝐴𝐴,𝑎𝑎 = 1 − 𝑃𝑃𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐴𝐴
𝑃𝑃𝐴𝐴𝑎𝑎,𝐴𝐴 − от родителя с генотипом Аа ребенку передается

аллель А,𝑃𝑃𝐴𝐴𝑎𝑎,𝑎𝑎 = 1 − 𝑃𝑃𝐴𝐴𝑎𝑎,𝐴𝐴
𝑃𝑃𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐴𝐴 − от родителя с генотипом аа ребенку передается

аллель А,𝑃𝑃𝑎𝑎𝑎𝑎,𝑎𝑎 = 1 − 𝑃𝑃𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐴𝐴

 

В соответствии с гипотезой о менделевском типе наследования 

вероятности определены следующим образом: 𝑃𝑃𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐴𝐴 = 1 𝑃𝑃𝐴𝐴𝑎𝑎,𝐴𝐴 = 1
2

 𝑃𝑃𝑎𝑎𝑎𝑎,𝐴𝐴 = 0, 

𝑃𝑃𝐴𝐴𝐴𝐴,𝑎𝑎 = 0 𝑃𝑃𝐴𝐴𝑎𝑎,𝑎𝑎 = 1
2

 𝑃𝑃𝑎𝑎𝑎𝑎,𝑎𝑎 = 1. Это подробно изучено в работе [1]. 

Таким образом, доказана следующая теорема. 
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Теорема. Для менделевских мер 𝑃𝑃𝑥𝑥 при любом 𝑥𝑥 ∈ [0,1] и любых 

натуральных 𝑘𝑘 и l имеет место следующее равенство: 

𝑃𝑃𝑥𝑥(𝜉𝜉𝑘𝑘 = 𝑖𝑖, 𝜉𝜉𝑘𝑘+𝑙𝑙 = 𝑗𝑗) = 𝑃𝑃𝑥𝑥(𝜉𝜉𝑘𝑘 = 𝑖𝑖) ∙ 𝑃𝑃𝑥𝑥(𝜉𝜉𝑘𝑘+𝑙𝑙 = 𝑗𝑗) + (−1)𝑖𝑖+𝑗𝑗𝑥𝑥(1−𝑥𝑥)
2𝑙𝑙

 . 

Следствие. Менделевские меры эргодичны относительно сдвига 𝑇𝑇 

(определение сдвига [3]). 

Отметим, что квадратичные операторы используются при исследовании 

закономерностей, имеющие дело с взаимодействием между 

размножающимися и диффундирующими частицами; биологические задачи о 

динамике популяции замкнутой генетической системы; экономические задачи 

об устойчивости в моделях коллективного поведения и т.п.  

При изучение квадратичных операторов время играет важную роль в 

изучении закономерности. В зависимости от задачи изучаются операторы с 

непрерывным временем или с дискретным временем. Обычно, квадратичные 

операторы с непрерывным временем приводятся к нелинейным 

дифференциальным уравнениям. Так, в работах [10-21] исследованы 

аналогичные квадратичные операторы с непрерывным временем и краевые 

задачи для нелинейных дифференциальных уравнений. 

Из курса функционального анализа известно, что линейный оператор, 

определенный в двумерном симплексе 2S  (случай N=3), записывается в виде 

матрицы второго порядка. Проблема обобщения основных свойств матрицы 

на операторные матрицы, в свою очередь, является важным вопросом теории 

операторов. Задачи связанные со спектральными свойствами операторных 

матриц глубоко изучается многими учеными. В частности, в работах [22-34] 

исследованы ряд результатов, связанных с существенными и дискретными 

спектрами таких операторных матриц. 
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