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ТРИГОНОМЕТРИК ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШДА АРИФМЕТИК 

ПРОГРЕССИЯ ХОССАЛАРИНИНГ ҚЎЛЛАНИЛИШИ 
 

Мазкур мақолада функцияларнинг энг муҳим синфларидан бири бўлган тригонометрик 

функциялар қатнашган тенгламаларнинг умумий ечимини топишда арифметик прогрессиялардан 

фойдаланиш имкониятлари ёритилган. Дастлаб арифметик прогрессияга таъриф берилиб, унинг 

муҳим хоссалари санаб ўтилган. Асосан тригонометрик тенгламаларнинг умумий ечими икки 

томонлама арифметик прогрессия тўпламидан иборат бўлган ҳол таҳлил қилинган. Келтирилган 

маълумотларнинг асосий мазмун-моҳияти турли табиатли мисолларда очиб берилган. 

Калит сўзлар: тригонометрик функция, тригонометрик тенгламалар, умумий ечим, 

арифметик прогрессия, айирма, прогрессия ҳадлари, ўсувчи ва камаювчи прогрессиялар. 

В этой статье обсуждаются возможности использования арифметических прогрессий при 

нахождение общих решений уравнений, включающих тригонометрические функции, являющийся 

одним из наиболее важных классов функций. Сначала описывается арифметическая прогрессия и 

перечисляются ее важные свойства. В основном обсуждается случай, когда общее решение 

тригонометрических уравнений состоит из набора двусторонних арифметических прогрессий. 

Основное содержание приведенных данных раскрывается на примерах различной природы. 

Ключевые слова: тригонометрическая функция, тригонометрические уравнения, общее 

решение, арифметическая прогрессия, разность, члены прогрессии, возрастающие и убывающие 

прогрессии. 

 

Тригонометрик функциялар қадимги Грецияда астрономия ва геометриядаги текширишлар 

билан боғлиқ ҳолда пайдо бўлган. Бизнинг эрамизгача бўлган III асрда Архимед, Евклид ва 

бошқаларнинг ишларида учраган бўлиб, тригонометрик функцияни аниқлашда тўғри бурчакли 

учбурчакнинг томонлари нисбатидан фойдаланилган. Тригонометрик функцияларнинг ҳозирги замон 

шаклини ва умуман тригонометрияни Эйлер таърифлаган. У тригонометрик функцияларни ва 

ҳозирги кундаги белгилашларни киритган. 

Тригонометрик функциялар – функцияларнинг энг муҳим синфларидан биридир. 

Тригонометрик функциялар қатнашган тенгламаларга тригонометрик тенгламалар дейилади. Мазкур 

мақолада биз триогометрик тенгламаларнинг умумий ечимини ифодалашда арифметик 

прогрессияларнинг қўлланилишига тўхталиб ўтамиз. 

Агар 
,...,...,, 21 naaa

 сонли кетма-кетликда барча n  лар учун 
daa nn 1  (бунда d -

бирор сон) тенглик бажарилса, бундай кетма-кетлик арифметик прогрессия дейилади. Бу формуладан 

nn aad  1  эканлиги келиб чиқади. d  сонга арифметик прогрессиянинг айирмаси дейилади. 

Масалан: 

1) 1, 4, 7, 10,....; 

2) 1, 2, 3, 4, …; 

3) 10, 14, 18, 22, … 

сонли кетма-кетликлар арифметик прогрессияни ташкил қилади, чунки ҳар бир сон, 

иккинчисидан бошлаб, мос равишда 3;  1 ва 4 сонларини олдингисига қўшиш натижасида ҳосил 

бўлади. 

Арифметик прогрессияни ташкил қилувчи сонлар унинг ҳадлари дейилади. Агар 0d  бўлса, 

арифметик прогрессия ўсувчи ва 0d  бўлса, камаювчи бўлади. Хусусий ҳолда, 0d  бўлса, 

арифметик прогрессиянинг барча ҳадлари ўзаро тенг бўлади ва у ўзгармас кетма-кетликдан иборат 

бўлади. Арифметик прогрессия сонли кетма-кетлик бўлгани учун у чекли ёки чексиз бўлиши мумкин. 
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Арифметик прогрессиянинг таърифига кўра 
daa nn 1  ва 

daa nn 1  тенгликлар 

ўринлидир. Бундан эса ўз навбатида 

1 1 , 1
2

n n
n

a a
a n 

 
 

муносабат келиб чиқади. Шундай қилиб, арифметик прогрессиянинг иккинчи ҳадидан бошлаб ҳар 

бир ҳади унга қўшни бўлган иккита ҳаднинг ўрта арифметигига тенг. “Арифметик” прогрессия деган 

ном шу билан изоҳланади.  

Агар 1a
 ва d  берилган бўлса, у ҳолда арифметик прогрессиянинг қолган ҳадларини 

daa nn 1  формула бўйича ҳисоблаш мумкинлигини таъкидлаш жоиз. Бундай усул билан 

арифметик прогрессиянинг дастлабки ҳадини ҳисоблаш қийинчилик туғдирмайди; бироқ, масалан, 

100a
 ни топиш учун талайгина ҳисоблашлар талаб қилинади. Одатда бунинг учун n  ҳад формуласи 

деб аталувчи 

 1 1na a n d  
 

формуладан фойдаланилади.  

Амалиётда кўпинча тригонометрик тенгламанинг умумий ечими битта  формула билан 

берилади. Умумий ечими бир нечта ечимларга бўлиниши турли усуллар билан амалга оширилади. 

Шунинг учун тригонометрик тенгламанинг умумий ечими ҳар хил формулалар системаси 

кўринишида берилиши мумкин. Масалан, тенглама ечими 
)(nfy 

 формула билан берилган 

бўлсин ( n  бутун сонли параметр). Ҳамма бутун сонларни жуфт ( kn 2 ) ва тоқ ( 12  kn ) 

сонларга ажратиб, берилган ечимни 2 тага ажратиш мумкин: 
)2( kfy 

 ва 
)12(  kfy

. Берилган 

ечимни 3 тага ажратиш мумкин: 
)3( kfy 

, 
)13(  kfy

 ва 
)23(  kfy

 ва ҳоказо. 

Бунинг тескариси ўлароқ бир нечта ечимлар тўпламини битта формула кўринишида ҳам ёзиш 

мумкин. 2 та ечимлар тўпламида бир хил ечимлар мавжуд бўлиши мумкин. Бу ҳолда умумий ечимни 

битта тўпламда қолдириб, иккинчи ечимлар тўпламидан чиқариб юбориш керак. Биз тригонометрик 

тенгламаларнинг умумий ечими 2 томонлама арифметик прогрессия тўпламидан иборат бўлган 

хусусий ҳол билан чегараланамиз. Ихтиёрий 2 томонлама арифметик прогрессияни қараймиз:  

,...,...,2,,,,2 ndadadaadada 
. 

Бу прогрессиянинг 1 ҳади сифатида ( 0n  га мос келадиган) унинг ихтиёрий ҳадини олиш 

мумкин. Масалан kdab   бўлсин. У ҳолда прогрессия 

ldbdbbdb  ,...,,,...,
 

худди биринчи прогрессия ҳадларидан иборат бўлади. Ўз навбатида 

dknkdanda )()( 
 

Демак, nda   ҳад биринчи прогрессияда n  номерда иштирок этса, иккинчи прогрессияда 

kn    номерда иштрок этади. Ҳар қандай                 

dklaldb )( 
 

кўринишида иккинчи прогрессия ҳади биринчи прогрессияда kl  номерда иштирок этади. 

Масалан, 
3tgx

 оддий тенгламанинг умумий ечими 

kx 



3  ёки 

)1(
3

2
 nknx 



 кўринишида бўлади. Бу ерда иккита ечим ҳам бир хил ечимлар 

тўпламини ифодалайди. 

Агар kbd   бўлса, прогрессиянинг ҳамма ҳадлари 

,....2,,,,2 babaababa 
 

лар nda   прогрессия ҳадлари орасида бўлади.  
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Ўз навбатида nkbanda   прогрессиянинг n  ҳади nda   прогрессиянинг nk   ҳади 

бўлади.  

Масалан, бирор тригонометрик тенгламанинг умумий ечими kx   ва 3

k
x




  

прогресиялардан иборат бўлсин.  

Биринчи прогрессиянинг ҳадлари иккинчи прогрессияда мавжуд, шунинг учун ҳадларнинг ҳар 

бири бирорта прогрессиянинг ҳадлари бўлиши мумкин. k  та прогрессия берилган бўлса, у ҳолда бу 

прогрессияларни айирмаси d  бўлган битта прогрессияга бирлаштириш мумкин.  

Ҳар хил формулалар битта ечимлар тўпламини тасвирлашини кўрсатиш учун бирлик айланада 

бу формулалар битта нуқтани аниқланишини кўрсатиш керак. 

Юқорида келтирилган усуллар ёрдамида тригонометрик тенгламаларнинг умумий ечимини 

топишга доир бир қатор мисоллар қараймиз. 

 1-мисол.   1sin2 2 x  тенгламани ечинг. 

Ечиш. 

2 1
sin

2
x 

 бундан 

2
sin

2
x  

 келиб чиқади. Бу тенгламани иккига ажратиб 

бажарсак умумий ечими      

 1
4

n
x n


  

     (1) 

ва 

 
1

1
4

n
x n





  

     2) 

Умумий ечимни 4 та арифметик прогрессияга ажратамиз: 

 
ва 

 
Ҳамма прогрессияларни биттага бирлаштирамиз: 

 

2-мисол.   
2 2sin cos cosx x x  тенгламани ечинг.  

Ечиш.  c o st x   алмаштириш бажариб 
21 2t t    тенгламани ҳосил қиламиз. Бу 

тенгламани ечиб, 
1

1

2
t 

 ва 2 1t  
 ни ҳосил қиламиз. 

2
3

x k


  
 ва 

 2 1x k  
 

Ҳосил қилинган 3та арифметик прогрессияни биттага бирлаштириб  

2

3 3

n
x

 
 

 га тенг 

ечимни олиш мумкин.  

3-мисол.  
2 2sin 3 2cos 4 1x x    тенгламани ечинг 

Ечиш: cos2t x   алмаштириш бажариб   

288)12(24cos2 2222  tttx
 

2 2
4 4

3
(2 1) 2

4 4

n n

x

n n

 
 

 
 

 
   

  
    
  

2 2
4 4

5
(2 1) 2

4 4

n n

x

n n

 
 

 
 

 
     

  
   
  

nx
24
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3
cos 2

2
x  

 ва  

1 7
cos 2

8
x




 

Натижада   

12
x k


  

; 

5

12
x k


  

 ва 

1 7
arccos 2

8
x k


  

  

Бошидаги 2 та ечимни биттага бирлаштирамиз: 

 

 

Бу айирмаси   га тенг бўлган 4 та прогрессияни айирмаси 2



 га тенг бўлган 2 та прогрессияга 

бирлаштириш мумкин: 

 
бўлади. 

4-мисол. Агар sin, sin2 ва sin3 (0< < ) лар арифметик прогрессиянинг кетма-кет учта 

ҳадини ташкил этса,  нинг қийматини топинг. 

Ечиш: Ҳар қандай арифметик прогресияда a n-1 + a n+1 = 2 a n тенглик ўринли бўлгани учун sin, 

sin2 ва sin3 лар қуйидаги тенгликларни қаноатлантиради: 

sin + sin3 = 2sin2  2sin2 cos = 2sin2  (cos - 1) sin2 = 0  

cos = 1 ёки sin2 = 0   = 

n



2  ёки 2 = n   = 2

n

, n Z. 

Охирги тенгликдан ва  масала шартига асосан 0< <   эканлигидан  = 2



 жавоб келиб 

чикади. 
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