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АННОТАЦИЯ 

В настоящей статье дается определение 𝑛 − 1  - го симплекса 𝑆𝑚−1 и 

квадратично стохастических оператров, а также полное описание всех крайних 

точек множества квадратичных операторов, определенных на 𝑆1 и доказаны, что 

изучаемые квадратичные операторы  образуют совокупность всех крайних точек 

множества всех квадратичных операторов, определенных на 𝑆1. 
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ABSTRACT  

In this article, we give a definition of the 𝑛 − 1 - th simplex 𝑆𝑚−1 and quadratic 

stochastic operators, as well as a complete description of all extreme points of the set of 

quadratic operators defined on 𝑆1 and prove that the studied quadratic operators form 

the set  of all extreme points of the set of all quadratic operators defined on 𝑆1. 

Keywords: quadratic operators, surjective quadratic operator, extreme points. 

 

ВВЕДЕНИЕ 

Сначала дадим определение 𝑛 − 1  - го симплекса 𝑆𝑚−1. Множество  
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𝑆𝑚−1 = {𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑚)} ∈ ℝ
𝑚:  𝑥𝑖 ≥ 0,∑𝑥𝑖 = 1 

𝑚

𝑖=1

 

называется 𝑛 − 1  - мерным симплексом. Здесь, каждый элемент 𝑥 ∈ 𝑆𝑚−1  

является вероятностной мерой на 𝐸 = {1,… ,𝑚}. и его можно интерпретировать 

как состояние биологической (физической и т.п.) системы, состоящей из 𝑚 

элементов.  

Оператор отображающий симплекс 

𝑆𝑚−1 = {𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑚)} ∈ ℝ
𝑚:  𝑥𝑖 ≥ 0,∑𝑥𝑖 = 1 

𝑚

𝑖=1

 

в себя  

𝑉: 𝑥′𝑘 = ∑ P𝑖𝑗,𝑘𝑥𝑖𝑥𝑗 , 𝑘 = 1,… ,𝑚,

𝑚

𝑖,𝑗=1

 

где P𝑖𝑗,𝑘 − коэффициент наследственности и 

P𝑖𝑗,𝑘 ≥ 0,   ∑P𝑖𝑗,𝑘 = 1,     𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1,… ,𝑚,

𝑚

𝑘=1

 

называется квадратичным стохастическим оператором. Здесь и далее мы будем 

придерживается определения и обозначения работы [1-2]. 

 

 МЕТОДОЛОГИЯ 

 Рассмотрим случай 𝑛 = 2. В данной работе дается полное описание 

множество всех сюръективных квадратичных операторов, определенных на 𝑆1. 

Доказывается, что множество состоит из двух классов 𝑉 и 𝑉̅ : 

𝑉 = {𝑉𝑏 = {
P11,1 = 1,  P12,1 = b, P22,1 = 0,

P11,2 = 0, P12,2 = 1 − b, P22,2 = 1,
 0 ≤ b ≤ 1,} 

𝑉̅ = {𝑉𝑏̅̅ ̅ = {
P11,1 = 0,  P12,1 = b, P22,1 = 1,

P11,2 = 1, P12,2 = 1 − b, P22,2 = 0,
 0 ≤ b ≤ 1 } 

каждое из которых является выпуклым множеством. 

Операторы 

𝑉1 = {
P11,1 = 1,  P12,1 = 0, P22,1 = 0,

P11,2 = 0, P12,2 = 1, P22,2 = 1,
 

𝑉2 = {
P11,1 = 1,  P12,1 = 1, P22,1 = 0,

P11,2 = 0, P12,2 = 0, P22,2 = 1
 

является крайними точками множества V и соответственно операторы  

𝑉3 = {
P11,1 = 0,  P12,1 = 0, P22,1 = 1,

P11,2 = 1, P12,2 = 1, P22,2 = 0
 

и 
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𝑉4 = {
P11,1 = 0,  P12,1 = 1, P22,1 = 1,

P11,2 = 1, P12,2 = 0, P22,2 = 0
 

является крайними точками множества 𝑉̅. 

Рассмотрим следующие операторы 

𝑉5 = {
P11,1 = 0,  P12,1 = 1, P22,1 = 0,

P11,2 = 1, P12,2 = 0, P22,2 = 1,
 

𝑉6 = {
P11,1 = 1,  P12,1 = 0, P22,1 = 1,

P11,2 = 0, P12,2 = 1, P22,2 = 0,
 

𝑉7 = {
P11,1 = 1,  P12,1 = 1, P22,1 = 1,

P11,2 = 0, P12,2 = 0, P22,2 = 0,
 

𝑉8 = {
P11,1 = 0,  P12,1 = 0, P22,1 = 0,

P11,2 = 1, P12,2 = 1, P22,2 = 1.
 

Теорема. Квадратичные операторы 𝑉𝑖 , 𝑖 = 1,2,… . . ,8 образуют 

совокупность всех крайних точек множества всех квадратичных операторов, 

определенных на 𝑆1. 

Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно доказать, что 

любой квадратичный оператор 

𝑉 = {
P11,1 = a P12,1 = b P22,1 = c,

P11,2 = 1 − a P12,2 = 1 − b P22,2 = 1 − c,
 

определенных на 𝑆1, где 0 ≤ 𝛼 ≤ 1,0 ≤ 𝑏 ≤ 1 и 0 ≤ с ≤ 1 является выпуклой 

линейной комбинацией квадратичных операторов 𝑉𝑖  при 𝑖 = 1,2,…… ,8 и при этом 

не является таковой для любого меньшего числа операторов. 

Рассмотрим уравнение  

∑𝜆𝑖

𝑎

𝑖=1

∙ 𝑉𝑖 = 𝑉, 

где 𝜆𝑖 ≥ 0 и ∑ 𝜆𝑖
𝑎
𝑖=1 = 1. Это уравнение эквивалентно системе уравнений и 

неравенств 

{
 
 

 
 
𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3 + 𝜆4 + 𝜆5 + 𝜆6 + 𝜆7 + 𝜆8 = 1,

𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆6 + 𝜆7 = 𝑎,
𝜆1 + 𝜆4 + 𝜆5 + 𝜆7 = 𝑏,
𝜆3 + 𝜆4 + 𝜆6 + 𝜆7 = 𝑐,
𝜆𝑖 ≥ 0 𝑖 = 1,2, . . .8.

            (1) 

Прежде чем доказывать разрешимость (1), покажем, что одно 𝑉𝑖, 𝑖 =

1,2,… . . ,8 не является выпуклой линейной комбинацией остальных операторов. 

Например, покажем, что 𝑉8  не является выпуклой линейной комбинацией 𝑉𝑖 , 𝑖 =

1,2,…… ,7. Остальные случаи рассматриваются аналогично. 

Пусть 
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𝑉8 =∑𝜆𝑖 ∙ 𝑉𝑖 .

7

𝑖=1

 

Тогда имеем следующую систему уравнений и неравенств 

{
 
 

 
 
𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3 + 𝜆4 + 𝜆5 + 𝜆6 + 𝜆7 = 1,

𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆6 + 𝜆7 = 0,
𝜆1 + 𝜆4 + 𝜆5 + 𝜆7 = 0,
𝜆3 + 𝜆4 + 𝜆6 + 𝜆7 = 0,
𝜆𝑖 ≥ 0 𝑖 = 1,…… . . ,7.

 

Очевидно, система не имеет решений, т.к. из неравенств и последних трех 

уравнений следует 𝜆𝑖 = 0 для всех 𝑖 =  1,2, … . . ,7., что противоречит 

∑𝜆𝑖 .

7

𝑖=1

 

То, что система (1) разрешима, легко следует из следующего замечания. 

Рассмотрим единичный куб: 

𝐾 = {(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3): 0 ≤ 𝑦1 ≤ 1; 0 ≤ 𝑦2 ≤ 1;  0 ≤ 𝑦3 ≤ 1}. 

Очевидно, что точки  

𝐵1(1,0,0);𝐵2(1,1,0); 𝐵3(0,0,1); 𝐵4(0,0,1); 𝐵5(1,0,1); 𝐵6(1,1,1); 𝐵7(0,1,0); и 

𝐵8(0,0,0) - является крайними точками куба и любая точка С(𝑎, 𝑏, 𝑐) является 

выпуклой линейной комбинацией этих крайних точек, т.е. существуют 

неотрицательные 𝜆𝑖 , 𝑖 = 1,2,…8, 

∑𝜆𝑖𝐵𝑖 .

𝑎

𝑖=1

 

Координатная запись этого соотношения не что иное, как система (1), 

откуда и следует утверждение теоремы. 

 

ОБСУЖДЕНИЕ 

Крайние точки 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, 𝑉4 определенные выше, являются сюръективными 

квадратичными стохастическими операторами. Заметим, что сюръективность 

квадратичного оператора гарантирует, что какая-либо траектория квадратичного 

оператора проходит через любую наперед заданную точку симплекса, или, на 

языке моделей, выбрав какое-либо начальное распределение на множества 

разновидностей, через некоторое число шагов можем получить произвольное 

распределение. 

Рассмотрим подробнее остальные четыре крайние точки. Квадратичным 

операторам 𝑉5  и 𝑉7 соответствуют следующие преобразования 
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{

𝑥1 = ∑ 𝑃𝑖𝑗,1𝑥𝑖𝑥𝑗 ,
3
𝑖 ,𝑗=1

𝑥2 = ∑ 𝑃𝑖𝑗,2𝑥𝑖𝑥𝑗
3
𝑖 ,𝑗=1 ,

𝑥3 = ∑ 𝑃𝑖𝑗,3𝑥𝑖𝑥𝑗
3
𝑖 ,𝑗=1

                                               (2) 

симплекса 𝑆1: 

𝑉5 = {
𝑥1
′ = 𝑥1

2 + 𝑥2
2,

𝑥2
′ = 2𝑥1𝑥2

 и 𝑉7 = {
𝑥1
′ = 2𝑥1𝑥2,

𝑥2
′ = 𝑥1

2 + 𝑥2
2 

легко заменить, что  

𝑉5(𝑆
1) = {(𝑥1, 𝑥2) ∈  𝑆

1:
1

2
≤ 𝑥1 ≤ 1}  

и 

𝑉7(𝑆
1) = {(𝑥1, 𝑥2) ∈  𝑆

1: 0 ≤ 𝑥1 ≤ 1/2}, 

причем прообраз каждой точки, принадлежащей 𝑉5(𝑆
1) и 𝑉7(𝑆

1), состоит из двух 

точек симметричных относительно центра симплекса 𝑆1. 

Квадратичным операторам 𝑉6  и 𝑉8 соответствуют следующие 

преобразования (2) симплекса 𝑆1: 

𝑉6 = {
𝑥1
′ = 𝑥1

2 + 2𝑥1𝑥2 + 𝑥2,
2

𝑥2
′ = 0

  

и 

𝑉8 = {
𝑥1
′ = 0,

𝑥2
′ = 𝑥1

2 + 2𝑥1𝑥2 + 𝑥2
2,

 

откуда 𝑉6(𝑆
1) = {(1,0)} и 𝑉8(𝑆

1) = {(0,1)}. 

Таким образом, из восьми крайних точек множества квадратичных 

операторов, определенных на 𝑆1, четыре крайние точки являются сюръективными 

квадратичными операторами, две крайние точки являются преобразованиями, 

переводящими симплекс в одну из его половин, причем обратные к ним являются 

двузначными отображениями; и, наконец, последние две крайние точки являются 

квадратичными операторами, переводящими весь симплекс в одну из его вершин. 

 

РЕЗУЛЬТАТ 

Как мы отметили выше, квадратичные стохастические операторы 

используются при исследовании закономерностей динамике популяции 

замкнутой генетической системы; экономические задачи об устойчивости в 

моделях коллективного поведения и т.п.  

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Некоторые квадратичные стохастические операторы с дискретным 

временем исследованы в работах [3-15]. Отметим, что при изучение квадратичных 

стохастических операторов время играет важную роль в изучении 

закономерности. В зависимости от задачи изучаются операторы с непрерывным 
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временем или с дискретным временем. Обычно, квадратичные операторы с 

непрерывным временем приводятся к нелинейным дифференциальным 

уравнениям. Так, в работах [16-30] исследованы аналогичные квадратичные 

операторы с непрерывным временем и краевые задачи для нелинейных 

дифференциальных уравнений. 
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