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EXACT AND NATURAL SCIENCES

UO‘K 517.984

FERMIONLI FOK FAZODAGI UCHINCHI TARTIBLI OPERATORLI MATRITSAGA MOS
KANAL OPERATOR VA UNING SPEKTRI

Ismoilova Dildora Erkinovna,
Buxoro davlat universiteti tayanch doktoranti
d.e.ismoilova@buxdu.uz

Annotatsiya. Mazkur magolada fermionli Fok fazoning nol zarrachali, bir zarrachali va ikki
zarrachali qism fazolarining to'g ‘ri yig ‘indisida ta’sir giluvchi Ay, p,A > 0 uchinchi tartibli operatorli
matritsa qaraladi. Bu operatorli matritsa panjaradagi soni saglanmaydigan va uchtadan oshmaydigan
zarrachalar sistemasiga mos keladi hamda chiziqli, chegaralangan va o ‘z-o ziga qo ‘shma operator bo ‘ladi.
Ay, operatorli matritsaga mos kanal operator quriladi. Uning spektrini aniglash masalasi to'gri
integralga yoyish orqali umumlashgan Fridrixs modelining spektrini o ‘rganish masalasiga keltiriladi. Kanal
operator sof muhim spektrga ega ekanligi ko ‘rsatiladi va uni aniglovchi kesmalarning maksimal soni
topiladi.

Kalit so‘zlar: fermionli Fok fazo, antisimmetrik funksiya, operatorli matritsa, kanal operator,
umumlashgan Fridrixs modeli, to ‘g ‘ri integralga yoyish, sof muhim spektr.

Annomauusa. B nacmosiweii cmamve paccmampugaemcs onepamopHas Mampuya mpemuve2o nopsioka
Aup A >0, delicmeyrowasn 6 npamotl cymme HOb 4ACMUYHO20, 0OHO YACMUYHO20 U OBYXUACIIUUHOR0
noonpocmpancms epmuonno2o npocmpancmea Doka. Oma onepamopHas Mampuya coOmeemcmeyem
cucmeme Yacmuy ¢ HeCOXpamsiowumcss U He 6onee mpéx yacmuy Ha pewémxe U AGNIAEMCs JUHEHbIM,
O02DAHUYEHHBIM U CAMOCONPANCEHHLIM. [locmpoen KananbHbLL onepamop, COOMEEeMCmeyiouWull KaHaAIbHOMY
onepamopy A, ;. 3a0aua onpedenenus e2o CneKmpa ¢ UCROIb306AHUEM PA3NIONCEHUS HA NPAMOTLL UHMESPa
nPUBOOUMCst K U3YYeHuro cnekmpa 00600wénnoiu moodenu @Ppuopuxca. llokazvisaemcs, umo KaHAIbHLLU
onepamop umeem Hucmo CYWeCmEeHHblll CNeKmp, U HAUOEeHO MAKCUMATbHOE YUCIO ONPEeOessouUx e20
OmMpe3sKo8.

Knwouesvie cnosa: pepmuonnoe npocmpancmeo Doka, aHmucumMmempuyeckue — QYHKyuu,
ONepamopHas Mampuya, KaHaibhull onepamop, 0006wénnas moodeib Dpuopuxca, paziodxiceHue npsamozo
UHMeZPana, YUCmo CyweCmeeHHblll CNeKmp.

Abstract. In this paper an operator matrix of order three A, ;, u,4 > 0 acting in the zero-particle,
one-particle and two-particle subspaces of fermionic Fock space is considered. This operator matrix is
corresponding to a system of nonconserved and no more than three particles on a lattice and it is a linear,
bounded and self-adjoint. The channel operator corresponding to the operator matrix A, ; is constructed.
The problem to define its spectrum using direct integral decomposition is reduced to the problem of the
studying the spectrum of the generalized Friedrich model. It is shown that the channel operator has a purely
essential spectrum and the maximal number its segments is found.

Key words: fermionic Fock space, antisymmetric function, operator matrix, channel operator,
generalized Friedrix model, direct integral decomposition, purely essential spectrum.

Kirish. R% hagigiy Yevklid fazosidagi va Z¢ butun sonli panjaradagi soni saglanmaydigan chekli
sondagi zarrachalar sistemasiga mos Hamiltonianlarning spektrini tadqiq gilish masalasi gattiq jismlar
fizikasi [1], kvant maydon nazariyasi [2], statistik fizika [3] va zamonaviy matematik fizikaning yana
ko‘plab sohalarda ko‘p o‘rganiladigan masalalaridan biri hisoblanadi. R? hagiqiy Yevklid fazosidagi soni
saglanmaydigan chekli sondagi zarrachalar sistemasiga mos Hamiltonianlar (spin-bozon modeli nomi bilan
mashhur bo’lgan Hamiltonianlar) [4,5] magolalarda tadgiq gilingan. Z¢ butun sonli panjaradagi soni
saglanmaydigan chekli sondagi zarrachalar sistemasiga mos matritsaviy model operatorlarning muhim va
diskret spektrlari esa [6-8] ishlarda batafsil o‘rganilgan. [9,10] magolalarda esa bunday turdagi model
operatorlar uchun olingan ilmiy natijalar yordamida panjaradagi ko‘pi bilan ikkita fotonga ega spin-bozon
modelining muhim spektri, nugtali spektri va diskret spektri haqidagi ma’lumotlar natija sifatida keltirib
chiqarilgan.

Asosiy gism. Ushbu magolada fermionli Fok fazosining nol zarrachali, bir zarrachali va ikki
zarrachali qism fazolarining to‘g‘ri yig‘indisida ta’sir qiluvchi hamda ikkita ta’sirlashish parametrlari
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u, A > 0 dan bog‘liq A, 4 uchinchi tartibli operatorli matritsa chiziqli, chegaralangan va o‘z-0°ziga qo‘shma
operator sifatida qaraladi. Ta’kidlash joizki, A, ; operatorli matritsa [11,12] maqolalarda o‘rganilgan
operatorli matritsaning kompakt bo‘lmagan qo‘zg‘alishi hisoblanadi. A, ; operatorli matritsaga nishatan
sodda ko‘rinishga ega bo‘lgan kanal operator deb ataluvchi ikkinchi tartibli operatorli matritsa aniglangan.
Kanal operatorning spektrini topish masalasi ko‘pi bilan 3 o‘lchamli qo‘zg‘alishga ega umumlashgan
Fridrixs modelining spektrini o‘rganish masalasiga keltirilgan. Umumlashgan Fridrixs modelining spektri
yordamida kanal operatorning spektri topilgan.

2. Fermionli Fok fazodagi uchinchi tartibli operatorli matritsa. Faraz gilaylik, T* = (-, ]
bo‘lsin. T* da qo‘shish va songa ko‘paytirish amallarini haqiqiy sonlarni 2 modul bo‘yicha qo‘shish va
songa ko‘paytirish sifatida kiritamiz, masalan

Tl.'+ _31'[_ T 4 2):
7 Tm=7 =~y (modzm);
61'[_2 47'[_ 4n( d2m)
5—7‘[ o= 5mo T).

Ushbu to‘plamga bir o‘lchamli tor deyiladi. Istalgan d natural soni uchun T¢ orgali d o‘lchamli torni,
ya’ni T¢ = T x T! x ... x T! Dekart ko‘paytmani belgilaymiz.
d marta
C orqali bir o‘lchamli kompleks fazoni, L,(T%) orgali T¢ da aniglangan kvadrati bilan

integrallanuvchi (umuman olganda kompleks giymatlarni gabul giluvchi) funksiyalarning Hilbert fazosini va
L‘gs((”ﬂ‘d)z) orgali (T%)? da aniglangan kvadrati bilan integrallanuvchi (umuman olganda kompleks
giymatlarni gabul giluvchi) antisimmetrik funksiyalarning Hilbert fazosini belgilaymiz.

Qulaylik uchun quyidagi fazolarni kiritamiz:

Fa (Lo(TD): = COLy(TY);
Fa? (Lo(T9): = COL(THBLE ((T*)?);
Foa(La(TH): = COL,(THBLE ((TH?)@. .. .

1-ta’rif. F, (L, (T%)) fazoga L, (T%) fazo yordamida qurilgan fermionli Fok fazo, ™ (L, (T%)),m =
1,2 fazoga fermionli Fok fazoning girgilgan m + 1 zarrachali gism fazosi, H,,n = 0,1,2 fazoga fermionli
Fok fazoning n zarrachali gism fazosi deyiladi.

Foydalanishga qulaylik uchun

Ho:= C, Hy:= Lp(T?), Hy: = LEF((TH)?)

kabi belgilashlarni kiritamiz.

Eslatib o‘tish lozimki, 2 (L,(T%)) fazoning ixtiyoriy f elementi f = (f,, fu,f>) ko‘rinishdagi
vektor-funksiya bo‘lib, bu fazodan olingan istalgan ikkita f = (fy, f1, f2) va g = (9o, 91, g2) elementlarning
skalyar ko‘paytmasi

(f,9)=fo 9o + ffl(p)-gl(p)dp+ f f2(p, 9) - 92(p, 9)dpdq
Td (Td)2
kabi aniglanadi.
F P (L,(T?)) Hilbert fazosida
Ago  MAo1 0
Ay = pAor  Anr UA1, (@)
0 ud;, AY,—-Av
kabi aniglangan uchinchi tartibli operatorli matritsani qaraymiz. Bu yerda A;;: #; - #;,i,j = 0,1,2
matritsaviy elementlar quyidagi tengliklar yordamida aniglanadi:

(Aoofe) = wofer, (Aosf)r = f v(Of (Odt,

Td

A fDD) = 01 AD), (Arafy)P) = f V(O f(, O)dt,
Td
(A%:2) (0, @) = w,(0, QO f2(p,q), Vi=Vi+V,,

SCIENTIFIC REPORTS OF BUKHARA STATE UNIVERSITY 2023/1 (95) 10
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WRE.0) = 0@ [ 9©ORG.0d GRG0 =00) | pOfE
Td Td

Bunda p, A hagigiy musbat sonlar, w, tayinlangan hagiqgiy son, w(*), v(-) va ¢(-) funksiyalar T¢ da
aniglangan hagqigiy giymatli uzluksiz funksiyalar, w,(-) esa (T¢)? da aniglangan haqigiy giymatli
simmetrik uzluksiz funksiya.

Odatda zamonaviy matematik fizikada A,; va A;, operatorlarga yo‘qotish operatorlari, ularga
go‘shma bo‘lgan Ap, va Aj, operatorlarga esa paydo qilish operatorlari deyiladi.

O‘quvchiga qulaylik uchun Ap, va Aj, operatorlarni hisoblash bo‘yicha ayrim mulohazalarni
keltiramiz.

(Ao1f1, fo) = fv(t)ﬂ(t)dt'f_o = ff1(t)fov(t)dt = (f1, A01/0)
Td

Ta

(A12f2.f1) = f

Ta

<dev(s)f2 (¢, s)ds) -mdt = f v(s)mfz (t,s)dsdt =

(T%)?

1
[ 20535 (EOR@ = o O )t = G i)
Td)2

Shunday qilib, quyidagi tengliklar o‘rinli ekan:
(ABlf{))(p) = v(P)fo, fo € Ho;
A0 @) = E(V(P)ﬁ(Q) - U(Q)ﬂ(?)): f1 € Hy.

1-lemma. 7-"(1(2)(L2 (T%)) Hilbert fazosida (1)-formula orqali ta’sir giluvchi Ay 1, A > 0 operatorli
matritsa chizigli, chegaralangan va o ‘z-o ‘ziga qo ‘shma operator bo ‘ladi.

1-lemma Funksional analiz kursining tegishli ta’riflari va parametrlarga qo‘yilgan shartlardan
foydalanib oson isbotlanadi.

Ma’lumki, impuls ko‘rinishdagi H uch zarrachali diskret Shryodinger operatori L,((T%)®) Hilbert
fazosida ta’sir qiladi. Sistemaning K € T3 to‘la kvaziimpulsini ajratishdan keyin H operator to‘g‘ri
operatorli integralga yoyiladi (masalan [13, 14] magolalarga garang)

H= f ®H(K)dK
Td

bu yerda chegaralangan o‘z-o°‘ziga qo‘shma H(K),K € T¢ operator L,(I}) Hilbert fazosida ta’sir
giladi
(Ix © (T*)? biror kopxillik).

Ta’kidlash joizki, A, ; operatorli matritsa H(0) uch zarrachali diskret Shryodinger operator uchun
o‘rinli bo‘lgan asosiy xossalarga ega, bu yerda ikki zarrachali diskret Shryodinger operator rolini
umumlashgan Fridrixs modeli bajaradi [6-8]. Shu sababga ko‘ra T;Z)(Lz(’ﬂ‘d)) Hilbert fazosi F,(L,(T%))
fermionli Fok fazosining uch zarrachali girgilgan gism fazosi, A, 4 operatorli matritsaga esa panjaradagi
soni saglanmaydigan va uchtadan oshmaydigan zarrachalar sistemasiga mos operator deyiladi.

3. Kanal operator va uning spektri. Bu bo‘limda to‘g‘ri operatorli integralga ([15], XI11.84-teorema)
yoyish orqali kanal operatorning spektral xossalarini o‘rganish masalasi umumlashgan Fridrixs modellari
oilasining spektral xossalarini o‘rganish masalasiga keltiriladi.

Quyidagicha belgilashlar kiritamiz:

}[1:= }[1, ﬂz:: LZ((Td)Z), }[:=}[1®}[2 -
Ay, 2 operatorli matritsa bilan bir qatorda kanal operator deb ataluvchi va ' Hilbert fazosida
Chzl' _ ( Ay (#/\/E)Au)
PO \wNDAL, A% - Ay,
kabi aniglangan ikkinchi tartibli operatorli matritsani garaymiz.

c/lfl}}L kanal operatorning # Hilbert fazodagi chiziqli, chegaralangan va o‘z-0‘ziga qo‘shma ekanligini
oson tekshirish mumkin.

Ho @ H; fazoda ta’sir qiluvehi A, ; (k), k € T¢ umumlashgan Fridrixs modelini

Ago(k A
cflu,l(k):=( oog ) . HAo1 )
' HAor A1 (k) —Av
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ko‘rinishda aniqlaymiz. Bu yerda

Ao (k) fo = w1 (K)fo, (A3, () f1)(q) = wa(k, @) f1(k), )@ = ¢(q) J;rd () f1(t)dt.

Ko‘rinib turibdiki, A, 4 (k), k € T4 umumlashgan Fridrixs modeli #, @ H; fazoda ikkinchi tartibli
operatorli matritsa ko‘rinishidagi chizigli, chegaralangan va o‘z-o‘ziga qo‘shma operator bo‘ladi. Uning
muhim spektrini aniglash magsadida A o(k), k € T? operatorli matritsani garaymiz. Bu operatorli matritsa
Hy © H; fazoda A, ; (k) operatorli matritsada 4 = A = 0 deb olish hisobiga quyidagicha aniglanadi:

Aqo(k 0
Ao,o(k) = < O(:)( ) Ag(i)(k)> , k € T<.

Ago(k),k € T operatorli matritsaning qo‘zg‘alish operatori Ayr(k) —Agolk), k€ T¢ ko‘pi
bilan uch o‘lchamli chegaralangan va o‘z-o‘ziga qo‘shma operatorli matritsa bo‘ladi. Chekli o‘lchamli
qo‘zg‘alishlashlarda muhim spektrning o‘zgarmasligi hagidagi mashhur Veyl teoremasiga ([15], XIl11.14-
teorema) ko‘ra, A, ;(k) k € T? operatorli matritsaning muhim spektri Ay o(k) ,k € T¢ operatorli
matritsaning muhim spektri bilan ustma-ust tushishi kelib chiqadi. Ma’lumki,

ess(Aoo(k) ) = [m(k); M(k)],

Bu yerda m(k) va M (k) quyidagicha aniglangan:

m(k) = mingeqa wo(k,q), M(k) = max eqa wz(k, q).

Oxirgi ikki tenglikdan A, 5 (k), k € T< operatorli matritsaning muhim spektri p, A > 0 ta’sirlashish
parametrlaridan bog‘liq emasligi va

Oess(Aya(k)) = [m(k); M(k)] (2)
tenglik o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.

1-izoh. Ta’kidlash joizki, A o(k) operatorning muhim spektri ayrim k € T¢ uchun {m(k)} yagona
nuqtadan iborat to‘plam bo‘lishi mumkin va shu sababli har ganday k € T% uchun A ,(k) operatorning
muhim spektrini uzluksiz spektr deb ayta olmaymiz. Misol uchun, agar w, (+,") funksiya

wy(k,q) = e(k) +e(k+q) +e(q)
kabi ko‘rinishda bo‘lib, bu yerda &(-) funksiya quyidagi
d

£(@) = ) (1= 054),q = (G-, 4a) € T

i=1
tenglik bilan aniglangan va

k= (m,...,m) € T¢

d
bo‘lsa, u holda 0gs(Ay 2 (k) = {4d} tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Har bir fiksirlangan k € T% uchun C \ oess(A, 1(k)) sohada

P2 (t)dt
wy(k,t) —z

2

N v2(t)dt _Ayz v()e(t)dt
Al z) =1 Af w, k) —2) 242 fwz(k,t)—z

Td Td

Odatda A(k,"), k € T¢ funksiyaga Ay 2 (k) operatorli matritsaga mos Fredgolm determinanti deyiladi
va bu funksiya qaralayotgan umumlashgan Fridrixs modelining xos qiymatlari soni hamda joylashuv o‘rnini
aniglashda muhim ahamiyatga ega. Endi <A, ;(k), k € T operatorning xos giymatlari va A(k,),k € T¢
funksiyaning nollari o‘rtasidagi bog‘lanishni ifodalovchi natijani bayon gilamiz. Quyidagi lemma o‘rinli.

2-lemma. z € C \ 0¢ss5(Ay 2 (k)) soni A, 4(k), k € T< operatorli matritsaning xos giymati bo*lishi
uchun A(k, z) = 0 bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Faraz gilaylik, z € C\ O¢gs(Ay (k) soni A, ;(k), k€ T¢ operatorli matritsaning xos
giymati, f = (fo, f1) € Hy D H; esa shu xos giymatga mos xos vektor-funksiya bo‘lsin. U holda f, va f;

koordinatalar quyidagi tenglamalar sistemasini ganoatlantiradi:
(

2

1%
w1 (k) —z-= f
Ta

(w,(k) = 2)f, + %Tl v(t) fy(t)dt = 0;

1%
EV(Q)fo + (w2(k, q) — 2)fi(q) — Ap(q) f p®)fi(H)dt = 0. (3)
Ta
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(2) tenglikdan ixtiyoriy z € C\ gegs(A, (k) soni va q € T¢ uchun quyidagi munosabatga ega
bo‘lamiz.

w,(k,q) —z # 0,k €T? .
(3) tenglamalar sistemasining ikkinchi tenglamasidan f; uchun quyidagi tenglik o‘rinli:
‘oG, v(@fo

W= e -2 Viosthg) -z )
Bu yerda
= [ oof @ )
']I‘d

(4) tenglik yordamida aniglangan f; funksiyani (3) tenglamalar sistemasining birinchi tenglamasi va
(5) tenglikka olib borib qo‘yib, (3) tenglamalar sistemasi nolmas yechimga ega bo‘lishi uchun

u? vi(t)dt v(Oet)dt =
(k) =2z = _fwz(k n—z|lt w, e t)—z h T
Td
v()p(t)dt P20t | _
\/_-[wz(k n-z°" 1—Afw2(k,t)_z “h =
Ta

tenglamalar sistemasi nolrnas yechimga ega bo‘lishi, ya'ni A(k,z) = 0 bo‘lishi zarur va yetarli
ekanligini hosil gilamiz. 2-lemma isbotlandi.
2-lemmadan quyidagi xulosa kelib chigadi.
1-xulosa. Ay, 1 (k), k € T operatorning diskret spektri og;sc (A, 2 (k)) uchun quyidagi tenglik
o‘rinlidir:
O-disc(fﬂu,)l(k)) = {Z eC \ O-ess(‘/lu,/'l(k)): A(k: Z) =0 }:k e T¢
Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
O-two("q;(gll) = U O-disc(‘/qu,l(k)) ’ O-three(‘/qgll) = [m; M].
keTd

. 2 ) ) M i 2 ) .

1-teorema. c,flc,1 operatorning a( ,1) spektri quyidagi tenglikni ganoatlantiradi:

(AR = ano (AL ] Gunree (A
Isbot. Ta’kidlash joizki, A5 kanal operator 7 Hilbert fazosidagi
U ( gl(Q) ) — ( a(p)gl(Q) ) ,a(r) € C(']I‘d),gi € :}/fl’l =1,2

N0, 0)) \a(p)g2(p. 9)
ko‘paytirish operatori bilan o‘rin almashinish xossasiga ega bo‘ladi, bu yerda C(T%) orqali T¢ da

aniglangan uzluksiz funksiyalarning Banax fazosi belgilangan.
Binobarin, H; ®H, fazoning

LOM, = || ® @)k
kabi to‘g‘ri integralga yoyilmasidan ushbu A" 2 Operatorli matritsaning
A5 = | | @ Auatoa ©
ko‘rinishdagi to‘g‘ri integral yoyilmasi kelib chigadi. A M’ /1 operatorning (6) dagi yoyilmasi va
yoyiluvchan operatorlarning ([15], X111.86-teorema) spektri hagidagi teoremadan

oA = | | o000
peTd
ekanligi kelib chigadi.
Oxirgi munosabatdan

0 (A0 = Gaisc(Aua () | JimGyi M@0l ke

va
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L tmeos Mo = s
keTd
tengliklarni hisobga olib, 1-teoremaning isbotiga kelamiz. Isbot gilingan 1-teorema A,, ; operatorli

matritsa muhim spektrining joylashuv o‘rnini tavsiflovchi quyidagi teoremani isbot qilishda muhim
ahamiyatga ega.

2-teorema. A, ; operatorli matritsaning muhim spekiri oess(A,, 1) bilan Jlﬁ‘}l operatorli matritsaning
spektri a(cflf&) ustma-ust tushadi, ya'ni ess(Ay 1) = a(c/lf&).

2-ta’rif. atwo(cﬁlf&) va Uthree(dqf&) to‘plamlar mos ravishda <A, ; operatorli matritsa muhim
spektrining “ikki zarrali” va “uch zarrali” tarmogqlari deyiladi.

Aniqglanishiga ko‘ra Jlf}} kanal operator <A, ; operatorli matritsaga nisbatan sodda ko‘rinishga ega,
o‘rganish uchun qulay, sof muhim spektrga ega, shu sababli 1-2-teoremalar A, ; operatorli matritsa muhim
spektrini tadgiq gilishda muhim ahamiyatga ega.

Xulosa: Mazkur magolada panjaradagi soni saglanmaydigan va uchtadan oshmaydigan zarrachalar
sistemasiga mos keluvchi hamda uchinchi tartibli operatorli matritsa ko‘rinishdagi A, 3, 4,4 > 0 operator
tadqiq qilindi. O‘rganilayotgan A, 3, u,A > 0 operatorli matritsa muhim spektrining joylashuv o‘rni va
tuzilishini, ya’ni muhim spektrning ikki zarrachali va uch zarrachali tarmoqlarini ajratishda, ularni tashkil
qiluvchi kesmalar sonini aniglashda, bu kesmalarning joylashuv o‘rnini ko‘rsatishda, ya’ni tuzilishini
aniglashda asosiy vazifani bajaruvchi kanal operator topildi. Kanal operatorning spektri sof muhim spektr

bo‘lib, ya’ni diskret spektri bo‘sh to‘plam bo‘lib, mos umumlashgan Fridrixs modelining spektri orgali
yoyiluvchi operatorlarning spektri hagidagi teoremani qo‘llab tavsiflandi.
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