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СПЕКТРАЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЕ ДЛЯ МАТРИЧНОЙ МОДЕЛИ В
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Рассматривается матричная модель, ассоциированная с системой, описывающей два
одинаковых фермиона и одну частицу иной природы, взаимодействующих с помощью
операторов рождения и уничтожения. Установлены соотношения для спектра, суще-
ственного и точечного спетра рассматриваемого оператора.

Ключевые слова: матричная модель, спектр, существенный спектр, точечный
спектр, оператор рождения, оператор уничтожения.

Через Td := (−π,π]d обозначим d-мерный куб с соответствующим отож-
дествлением противоположных граней. Пусть H0 := C – одномерное ком-
плексное пространство, H1 := L2(Td) – гильбертово пространство квадратично-
интегрируемых (комплекснозначных) функций, определенных на Td и H2 :=
Las

2 ((Td)2) – гильбертово пространство (комплекснозначных) анти-симметричных
функций двух переменных, определенных на (Td)2. Положим

F (1)
as (L2(Td)) :=H0 ⊕H1; F (2)

as (L2(Td)) :=H0 ⊕H1 ⊕H2.

Пространство F (m)
as (L2(Td)) (m = 1,2) называется "m + 1–частичным обрезанным"

подпространство пространства Fas(L2(Td)). Элементы пространства C2 ⊗
F (2)

as (L2(Td)) представляются как векторы f = { f (s)
0 , f (s)

1 , f (s)
2 , s = ±}, где fi ∈ H i ,

i = 0,1,2. Для двух элементов f = { f (s)
0 , f (s)

1 , f (s)
2 , s = ±}, g = {g (s)

0 , g (s)
1 , g (s)

2 , s = ±} ∈
C2 ⊗F (2)

as (L2(Td)) их скалярное произведение определяется как

〈 f , g 〉 := ∑
s=±

(
f (s)

0 g0
(s) +

∫
Td

f (s)
1 (k1)g (s)

1 (k1)dk1 + 1

2

∫
(Td)2

f (s)
2 (k1,k2)g (s)

2 (k1,k2)dk1dk2

)
.

ВпространствеC2⊗F (2)
as (L2(Td)) рассмотрим следующуюоператорнуюматрицу

A :=
 A00 A01 0

A∗
01 A11 A12
0 A∗

12 A22

 ,

с матричными элементами

A00 f (s)
0 = sε f (s)

0 , A01 f (s)
1 =α

∫
Td

v(t ) f (−s)
1 (t )d t , (A11 f (s)

1 )(k1) = (sε+w(k1)) f (s)
1 (k1),

(A12 f (s)
2 )(k1) =α

∫
Td

v(t ) f (−s)
2 (k1, t )d t , (A22 f (s)

2 )(k1,k2) = (sε+w(k1)+w(k2)) f (s)
2 (k1,k2),

{ f (s)
0 , f (s)

1 , f (s)
2 , s =±} ∈C2 ⊗F (2)

as (L2(Td)).

Здесь ε – фиксированное вещественное число, w(·) и v(·) – вещественнозначные
непрерывные функции на Td, а α> 0 – "параметр взаимодействия".
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С целью изучения спектральных свойств оператораA наряду с этим операто-
ром рассмотрим еще следующие два ограниченных самосопряженных операторов
A (s), s =±, которые действуют вF (2)

as (L2(Td)) как 3×3 операторные матрицы

A (s) :=

 Â (s)
00 Â01 0

Â ∗
01 Â (s)

11 Â12

0 Â ∗
12 Â (s)

22


с матричными элементами

Â (s)
00 f0 = sε f0, Â01 f1 =α

∫
Td

v(t ) f1(t )d t ,

(Â (s)
11 f1)(k1) = (−sε+w(k1)) f1(k1), (Â12 f2)(k1) =α

∫
Td

v(t ) f2(k1, t )d t ,

(Â (s)
22 f2)(k1,k2) = (sε+w(k1)+w(k2)) f2(k1,k2), ( f0, f1, f2) ∈F (2)

as (L2(Td)).

Можно проверить, что

(A∗
01 f0)(k1) =αv(k1) f0; (A∗

12 f1)(k1,k2) =α(
v(k1) f1(k2)− v(k2) f1(k1)

)
, ( f0, f1) ∈F (1)

as (L2(Td)).

Далее, под обозначениями σ(·), σess(·) и σpp(·) понимаются спектр, существен-
ный спектр и точечный спектр ограниченного самосопряженного оператора, соот-
ветственно.

Установим связь между спектрами операторов A и A (s), s =±.

Теорема. Имеет место равенство σ(A ) =σ(A (+))∪σ(A (−)). Более того,

σess(A ) =σess(A (+))∪σess(A (−)), σp(A ) =σp(A (+))∪σp(A (−)).

Аналогичный результат получено в работе [3] для решетчатой модели спин-
бозон с не более чем двумя фотонами (действующей в бозонное пространство
Фока).
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SPECTRAL RELATIONS FOR A MATRIX MODEL IN FERMIONIC FOCK SPACE
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