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ANNOTATSIYA 

Mazkur maqolada Fredgolm operatorlari va chiziqli operatorning sonli tasviri 

haqida umumiy ma’lumotlar keltirilgan. Bir o’lchamli yadroga ega Fredgolm 

operatorining nuqtali spektri tahlil qilingan hamda uning sonli tasviri hisoblangan.  

Kalit so’zlar: Fredgolm operatori, funksional fazo, sonli tasvir, nuqtali spektr. 
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ANNOTATION 

In this paper we give a general information about the Fredholm operator and 

the numerical range of a linear operator. The point spectrum of a Fredholm operator 

with rank one kernel is discussed and its numerical range is calculated.  

Key words: Fredholm operator, functional space, numerical range, point 

spectrum. 
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1. Fredgolm operatorlari. Ushbu bo’limda biz Funksional analiz [1] kursidan 

yaxshi ma’lum bo’lgan Fredgolm operatorlari haqida umumiy ma’lumotlarni 

keltiramiz. 

 Elementlari funksiyalardan iborat bo’lgan to’plamga funksional to’plam 

deyiladi. Bunday to’plamlarga misol sifatida ],[],,[],,[
22

baCbaLbaC  fazolarni 

keltirish mumkin. Funksional fazoda tenglama berilgan bo‘lib, noma’lum element 

funksiyadan iborat bo‘lsa, bunday tenglamaga funksional tenglama deyiladi. Agar 

funksional tenglamada noma’lum funksiya integral ostida bo‘lsa, u holda bunday 

tenglamaga integral tenglama deyiladi. Masalan,  


b

a

dtttgtsKs )),((),(=)(   

tenglama   ga nisbatan integral tenglamadir, bu yerda ),(),,( tsgtsK  berilgan 

funksiyalar. 

Integral tenglamadagi ifoda noma’lum funksiyaga nisbatan chiziqli bo‘lgan 

holda tenglama chiziqli integral tenglama deyiladi. Quyidagi tenglamalar chiziqli 

integral tenglamalarga misol bo‘ladi:  

0,=)()(),( sfdtttsK
b

a

       (1) 

),()(),(=)( sfdtttsKs
b

a

                        (2) 

bu yerda   noma’lum funksiya, ),( tsK  va )(sf  ma’lum funksiyalar. (1) va 

(2) tenglamalar mos ravishda birinchi va ikkinchi tur Fredholm tenglamalari 

deyiladi. 

Хususan, ),( tsK  funksiya st >  qiymatlar uchun 0=),( tsK  shartni 

qanoatlantirsa, u holda (1) va (2) tenglamalar mos ravishda  

0,=)()(),( sfdtttsK
s

a

                                        (3) 

)()(),(=)( sfdtttsKs
s

a

                  (4) 
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ko‘rinishlarga ega bo‘ladi. Bunday tenglamalar birinchi va ikkinchi tur Volterra 

tenglamalari deyiladi. Volterra tenglamalari Fredholm tenglamalarining хususiy holi 

bo‘lsa-da, ular alohida o‘rganiladi, chunki Volterra tenglamalari o‘ziga хos bo‘lgan 

хossalarga ega. 

Agar (1)-(4) tenglamalarda f  funksiya nolga teng bo‘lsa, bu tenglamalar bir 

jinsli deyiladi. 

],[2 baL  kompleks Hilbert fazosida ikkinchi tur Fredholm tenglamasini, ya’ni 

(2) tenglamani olamiz. Bu tenglamada f  ma’lum,   noma’lum funksiyalar bo‘lib, 

ular ],[2 baL  fazoning elementlaridir. 

(2) tenglamaning yadrosi deb nomlanuvchi ),( tsK  funksiyadan quyidagilarni 

talab qilamiz, u o‘lchovli va  

  <|),(| 2
b

a

b

a

dsdttsK                         (5) 

shartni qanoatlantirsin, ya’ni ),( tsK  kvadrati bilan integrallanuvchi funksiya. 

],[2 baL  fazoda aniqlangan  

    .)(),(=))(( 
b

a

dtttsKsT            (6) 

operatorni qaraymiz. Bu operator K  yadroli Fredholm operatori deb ataladi. 

(2) tenglamani o‘rganish shu operatorning хossalarini tekshirishga keltiriladi. 

1-teorema. Agar ),( yxK  yadro (5) shartni qanoatlantirsa, u holda ],[2 baL  

fazoda (6) tenglik bilan aniqlanuvchi T  operator chiziqli, kompakt va  

 
b

a

b

a

dsdttsKT 2|),(|         

tengsizlik o‘rinli. 

 

2. Chiziqli operatorning sonli tasviri va uning asosiy xossalari  

  orqali kompleks Gilbert fazoni belgilaymiz,  chiziqli operator 

bo’lib  uning aniqlanish sohasi bo’lsin. Ushbu  
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to’plamga  operatorning sonli tasviri deyiladi.  to’plamning 

aniqlanishiga ko’ra u kompleks tekislikning qism to’plami bo’ladi.  

to’plamning geometrik xossalari yordamida  operator haqida ayrim xulosalarni 

olish mumkin. 

   fazodagi birlik operatorni  orqali belgilaymiz.  va  lar orqali mos 

ravishda barcha natural, batcha haqiqiy va barcha kompleks sonlar to’plamini 

belgilaymiz.  O’quvchiga qulaylik uchun, chiziqli operator sonli tasvirining asosiy 

xossalarini isbotsiz bayon qilamiz, batafsil ma’lumotlar [2] adabiyotda keltirilgan. 

 1-xossa. Agar  chiziqli chegaralangan operator bo’lsa, u holda  

                                                     

munosabat o’rinli. 

 2-xossa. Agar  chiziqli chegaralangan operator bo’lsa,  qo’shma 

operatorning sonli tasviri uchun  

 

tenglik o’rinlidir. 

 3-xossa. birlik operator sonli tasviri uchun  

 

tenglik o’rinlidir. Agar  va  istalgan kompleks sonlar bo’lsa, u holda  

 

tenglik o’rinli bo’ladi.  

 4-xossa. O’z – o’ziga qo’shma  operator uchun  munosabat 

o’rinli.  

 5-xossa. Agar  chekli o’lchamli fazo bo’lsa, u holda  kompakt 

to’plam bo’ladi. 

 6-xossa. Agar  unitar ekvivalent operatorlar bo’lsa, u holda 

 

 tenglik o’rinli bo’ladi. 

 7-xossa.  operatorning nuqtali spektri va sonli tasviri o’rtasida  
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munosabat o’rinlidir. 

 7-xossaga ko’ra  operatorning barcha xos qiymatlari  da yotadi. Tabiiy 

savol paydo bo’ladi:  operator spektrining qolgan qismi haqida nima deyish 

mumkin? Yaxshi ma’lumki, chegaralangan operator spektri yopiq bo’ladi. 5-

xossaga ko’ra, agar  chekli o’lchamli fazo bo’lsa, u holda  yopiq bo’ladi. 

Agar  cheksiz o’lchamli bo’lsa, u holda  umuman olganda yopiq bo’lmasligi 

mumkin. 

  yopiq bo’lmaydigan  operatorga misol keltiramiz. Quyidagi 

 

operatorni qaraymiz. Osongina tekshirish mumkinki 

  

o’rinlidir.  ekanligidan ko’rsatamiz.  o’z – o’ziga qo’shma 

operator bo’lganligi uchun 4-xossaga ko’ra  bo’ladi. Ko’rinib turibdiki,  

 

o’rinli. Biroq birorta ham  element uchun  kvadratik 

forma 0 qiymatni qabul qilmaydi. Demak,  

 

Shunday qilib,  

 

hamisha ham o’rinli bo’lmaydi. 

           

         4C  fazoda 


























ii

ii
M

521

512

1000

0100

 

matrisani qaraymiz. Bu 4-tartibli matrisa bo’lganligi bois uning 4 ta xos qiymati 

bor va bu xos qiymatlar to’plami uning spektrini, xususan nuqtali spektrini tashkil 

etadi.  Quyidagi chizmada M  matrisaning sonli tasviri keltirilgan. 
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Chizmadan ko’rinib turibdiki, M  matrisaning sonli tasviri uning barcha xos 

qiymatlarini o’zida saqlayapti. Xos qiymatlar chizmada qora nuqtalar orqali 

belgilangan. 

 

3. Bir o’lchamli ajralgan yadroli Fredgolm operatorining spektri va sonli 

tasviri. ],[
2

baL  orqali ],[ ba  kesmada aniqlangan, kvadrati bilan integrallanuvchi 

(umuman olganda kompleks qiymatlarni qabul qiluvchi) funksiyalarning Hilbert 

fazosini belgilaymiz. Bu fazodagi ],[,
2

baLgf   elementlar uchun ularning skalyar 

ko’paytmasi 


b

a

dttgtfgf )()(),(  

kabi, ],[
2

baLf   elementning normasi esa  


b

a

dttff 2|)(|||||  

kabi aniqlanadi. 
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],[
2

baL  Hilbert fazosida 


b

a

dttftvxvxTf )()()())((  

formula yordamida ta’sir qiluvchi operatorni qaraymiz. Bu yerda )(v  funksiya 

],[ ba  da aniqlangan haqiqiy qiymatli uzluksiz funksiya.  

         T  operator integral operator bo’lib, 1-bo’limda keltirilgan ta’rifga binoan 

u Fredgolm operatori ham bo’ladi. Uning ),( yxK  yadrosi uchun  

)()(),( yvxvyxK   

tenglik o’rinlidir. Shu sababli o’rganilayotgan T  operatorga bir o’lchamli 

yadroga ega Fredgolm operatori deyiladi. 

1-tasdiq. T  operator ],[
2

baL  Hilbert fazosidagi chiziqli chegaralangan va o’z-

o’ziga qo’shma operator bo’ladi. 

Bu tasdiqni isbotlashda Funksional analizning mos ta’riflaridan foydalaniladi. 

Xususan, ],[,
2

baLgf   elementlar va С,  kompleks sonlari uchun 

TgTfgfT   )(  

tenglik o’rinli bo’lishi ko’rsatiladi. Shunday 0M  soni topilib, ixtiyoriy 

],[
2

baLf   element uchun  

|||||||| fMTf   

tengsizlik bajarilishi ko’rsatiladi. Bundan tashqari, istalgan ],[,
2

baLgf   

elementlar uchun  

),(),( TgfgTf   

tenglik tekshiriladi. 

2-tasdiq. 0 soni T  operator uchun cheksiz karrali xos qiymat bo’ladi. 

Bu tasdiqni isbotlash uchun  

0Tf  

tenglama qaraladi hamda bu tenglamaning yechimlari qism fazosi bo’lgan 

}0:];[{
2

 TfbaLf  

qism fazo cheksiz o’lchamli ekanligi, ya’ni ixtiyoriy n  natural soni uchun n  ta 

chiziqli bog’lanmagan elementlarning mavjudligi ko’rsatiladi. 
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         Endi nolmas   soni uchun fTf   xos qiymatga nisbatan tenglamani 

qaraymiz va  uni  

)()()()( xfdttftvxv
b

a

                                        (7) 

ko’rinishda yozib olamiz. (7) tenglamada  


b

a

dttftvk )()(                                                 (8) 

belgilash olamiz. U holda )(xf  uchun  



)(
)(

xvk
xf                                                       (9) 

ifodani hosil qilamiz. Topilgan (9) ifodani (8) belgilashga qo’yib 

0||||
1

1 2 







 vk


 

tenglikga ega bo’lamiz. Agar oxirgi tenglikda 0k  bo’lsa, (9) tenglikga ko’ra 

0)( xf  bo’ladi. Bu esa   soni xos qiymat ekanligiga ziddir. Shu sababli, 2|||| v  

ekan. 

        Shunday qilib quyidagi tasdiq o’rinli. 

3-tasdiq. 2|||| v  soni T  operator uchun oddiy (1 karrali) xos qiymat bo’ladi. 

        Demak, T  operatorning spektri, muhim spektri, diskret spektri, nuqtali 

spektri, uzluksiz spektri uchun quyidagi tengliklar o’rinlidir: 

        }||||,0{)( 2vT  ;  

        }0{)( T
ess

 , }||||{)( 2vT
disc

 ; 

        }||||,0{)( 2vT
pp

 , )(T . 

         Endi maqolaning asosiy natijalaridan biri bo’lgan tasdiqni keltiramiz. 

         4-tasdiq. T  operatorning sonli tasviri uchun ]||||,0[)( 2vTW   tenglik 

o’rinlidir. 
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         Eslatib o’tish joizki, T  operator aksariyat hollarda diskret Shryodinger 

operatori, Fridrixs modeli va uning umumlashmalari spektral xossalarini o’rganish 

jarayonida qo’zg’alish operatori sifatida qaraladi [3-37]. 
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