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TORDA ANIQLANGAN L —JUFT VA L —TOQ FUNKSIYALAR

Latipov Hakimboy Mirzo o‘g‘li,
Buxoro davlat universiteti tadgigotchisi
h.m.latipov@buxdu.uz,

Norqulova Gulbodom Oybek gizi,
Buxoro davlat universiteti izlanuvchisi
g.0.norgulova@buxdu.uz

Annotatsiya. Ushbu magolada torda aniglangan juft, toq, L —juft va L —toq funksiyalarning ta riflari
keltirilgan hamda bir nechta misollar bayon gilingan. Juft va toq funksiyalar fazosi yopiq gism fazolar
bo lishi ko ‘rsatilgan. Panjaradagi ikki zarrachali sistema Hamiltonianining koordinata va impuls
ko ‘rinishlari hagida ma’lumot berilgan. Shuningdek, panjaradagi ikkita va uchta zarrachalar sistemasiga
mos model operatorlar spektral xossalariga bag ‘ishlangan bir nechta ilmiy adabiyotlar tahlil gilingan.

Kalit so‘zlar: panjara, tor, juft, tog, L-juft va L-toq funksiyalar, Hamiltonian, koordinata va impuls
ko ‘rinish.

L-EVEN AND L-ODD FUNCTIONS ON THE TORUS

Abstract. This article gives the definitions of even, odd, L-even, and L-odd functions defined on the
torus and gives some examples. It is shown that the spaces of even and odd functions are closed subspaces.
Information about the coordinate and momentum representations of the Hamiltonian of the two-particle
system on the lattice is given. Also, several scientific literatures devoted to the spectral properties of model
operators corresponding to systems of two and three particles on the lattice were analyzed.

Keywords: lattice, torus, even, odd, L-even and L-odd functions, Hamiltonian, coordinate and
momentum representation.

L-YETHBIE U L-HEUETHBIE ®@YHKI WU, OITPEAEJIEHHBIE HA TOPE

Abcmpakm. B smoii cmambe Oaubl onpedeneHus wemmuvix, Heuemuwvlx, L-uemmnvix u L-neuemmuwix
@yHKYuUll, OnpedereHHbIX Ha mope, U npueedenvl Hexomopvie npumepol. lloxkazano, umo npocmpancmed
YEMHBIX U HEYEemHbIX QYHKYUL SGIAI0MC  3aMKHYMbIMU  NOONpoCcmpancmeamu. [lamwvl céedeHus: o
KOOPOUHAMHOM U UMNYTIbCHOM NPEOCMmABNIeHUs X 2AMUTbMOHUAHA O8YXHUACMUYHOU CUCMEMbL HA Deulemke.
Takorce npoaHanU3UPOBAH Psi0 HAYYHBIX TUMEPAMYD, NOCEAUEHHBIX CHEKMPATbHbIM CEOUCTBAM MOOCTbHbIX
onepamopos, COOMBEEMCMEYIOWUX CUCTEMAM U3 08YX U MPeX Yacmuy Ha peulemxe.

Kntouesvle cnosa: pewemxa, mop, uemnas, Heuemuas, L-uemuas u L-newemmuas ¢ynxyuu,
2aMUTLMOHUAH, KOOPOUHAMHOE U UMNYTIbCHOE NPeoCmasieHue.

Kirish. Qattiq jismlar fizikasi [1], kvant maydon nazariyasi [2] va boshga ko‘plab sohalardagi dolzarb
masalalar panjaradagi ikki va uch zarrachali sistemalarga mos model operatorlarning spektral xossalarini
aniglashga olib kelinadi. Bunda ikki zarrachali sistemaga mos model operator spektri hagidagi natijalardan
foydalanib uch zarrachali sistemaga mos model operator muhim va diskret spektrlarini tadgig gilish muhim
ahamiyat kasb etadi. Shuning uchun panjaradagi ikki va uch zarrachali sistemalarga mos model operatorlarga
oid tadgiqotlarni rivojlantirish muhim hisoblanadi. Panjaradagi ikki zarrachali sistemaga mos Fridrixs modeli
uchun bo‘sag‘aviy hodisalarni tahlil gilish, ulardan foydalanib sonli tasvirni tadqiq gilish, uch zarrachali
sistemaga mos model operator muhim spektrining tuzilishini aniglash [3], xos giymatlar sonining chekli yoki
cheksiz bo‘lish shartlarini topish, muhim spektr ichida joylashgan xos qiymatlarni aniqlashga alohida e’tibor
berilmoqda [4, 5, 6].

Quyida turli ko‘rinishdagi panjaradagi ikkita zarrachalar sistemasiga mos model operatorlar uchun
olingan natijalar va ularning panjaradagi uchta zarrachalar sistemasiga mos model operatorlar spektral
xossalarini tadgiq gilishdagi ahamiyatiga bag‘ishlangan ilmiy adabiyotlar tahlilini keltiramiz.

[3] magolada qo‘zg‘alish operatori ikki o‘lchamli Fredgolm operatori bo‘lgan Fridrixs modeli tadqiq
gilingan. Uning Fredgolm determinanti qurilgan va monoton emasligi isbotlangan. Fridrixs modeli xos
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giymatlarining soni, joylashuv o‘rni va mavjudlik shartlari topilgan. Bu natijalar panjaradagi lokal
bo‘lmagan potensialga ega uch zarrachali model operator muhim spektrining ikki va uch zarrachali
tarmogqlarining joylashuv o‘rni, tuzilishi va uni tashkil giluvchi kesmalar sonini aniglash imkonini bergan.

[6] magolada A uch o‘Ichamli panjaradagi ikki zarrachali sistemaga mos 1 o‘Ichamli qo‘zg‘alishga

3 S L
ega hﬂ(p) , Pe T , U= O Fridrixs modellari oilasi garalgan. Agar hﬂ (0) operator bo‘sag‘a
energiyali rezonansga (virtual sathga) yoki bo‘sag‘aviy xos qiymatga ega bo‘lsa, u holda p parametrning

barcha nolmas giymatlarida hﬂ( p) operator muhim spektrdan chapda yotuvchi yagona xos giymatga ega

bo‘lishi isbotlangan. Bundan tashqari, Fridrixs modellari oilasiga mos Fredgolm determinanti uchun
asimptotik formula olingan.

[5] maqgolada uch o‘lchamli panjaradagi ikkita bir xil zarrachalar sistemasiga mos keluvchi ikkita
chizigli, chegaralangan va o‘z-o‘ziga qo‘shma bo‘lgan bir o‘lchamli qo‘zg‘alishga ega Fridrixs modellari
oilasi o‘rganilgan. Muhim spektrdan chapda yotuvchi xos giymatlarning mavjudlik shartlari topilgan.
Fridrixs modellari oilasi uchun bo‘sag‘aviy xos giymat va nol energiyali rezonansning mavjudlik shartlari
tahlil gilingan. Fredgolm determinanti uchun asimptotik yoyilma topilgan. Olingan natijalar panjaradagi
uchta bir xil zarrachalar sistemasiga mos model operator xos giymatlari sonining chekli yoki cheksiz
ekanligini ko‘rsatishda hamda xos giymatlar soni uchun asimptotik formula topishda qo‘llanilgan.

[6] maqolada esa [5] maqoladan farqli o‘laroq uch o‘lchamli panjaradagi ikkita har xil zarrachali
sistemaga mos Fridrixs modellari oilasi tadqgiq gilingan. Bu holda Fridrixs modeli uchun quyidagi natijalar
olingan:

— Veyl teoremasi yordamida muhim spektri o‘rganilgan;

— muhim spektrdan chapda joylashgan xos giymatlar soni haqida ma’lumot berilgan;

— Fredgolm determinanti uchun asimptotik yoyilma olingan;

—bo‘sag‘aviy xos qiymat va virtual sathning mavjudlik shartlari topilgan.

Olingan natijalar panjaradagi uchta har xil zarrachalar sistemasiga mos model operator xos giymatlari
sonining chekli yoki cheksiz ekanligini ko‘rsatishda hamda xos qiymatlar soni uchun asimptotik formula
topishda qo‘llanilgan.

[7] maqolada Fridrixs modeli dispersiya funksiyasi maxsus ko‘rinishga ega bo‘lgan hol uchun tahlil
gilingan. Bunda dispersiya funksiyasi bir nechta nuqtalarda aynimagan minimumga ega bo‘lishi ko‘rsatilgan.

¢() parametr funksiyaning bu nuqtalardagi qiymati 0 ga teng bo‘lishi yoki nolmas giymatga ega

bo‘lishidan bog‘liq ravishda Fridrixs modeli nol energiyali rezonansga yoki Z = 0 nugtada bo‘sag‘aviy xos
giymatga ega bo‘lishi isbotlangan. Mos Fredgolm determinanti uchun asimptotik yoyilma topilgan. Agar

Fridrixs modeli nol energiyali rezonansga yoki Z = 0 nuqgtada bo‘sag‘aviy xos giymatga ega bo‘lsa,
o‘zining muhim spektridan tashqarida yotuvchi xos giymatlarga ega emasligi isbotlangan. Fridrixs modeli
uchun olingan natijalar yordamida panjaradagi uch zarrachali sistemaga mos model operator uchun Yefimov
hodisasining mavjudligi isbotlangan hamda xos giymatlar soni uchun asimptotik formula topilgan.

[8] maqolada kompakt qo‘zg‘alishli Fridrixs modelining spektral xossalari o‘rganilgan. Xususan,

uning muhim spektri topilgan, muhim spektr absolyut uzluksiz spektr bo‘la olmasligini ko‘rsatuvchi u(-, )

parametr funksiyaga misol keltirilgan. Qo‘zg‘alish operatorining musbat operator ekanligi isbotlangan va
uning musbat kvadrat ildizi topilgan. Nollari to‘plami garalayotgan Fridrixs modelining diskret spektri bilan
ustma-ust tushuvchi Fredgolm determinanti umumiy holda qurilgan. Fridrixs modeli uchun olingan natijalar
panjaradagi uch zarrachali model operator muhim spektrining joylashuv o‘rnini aniqlashda qo‘llanilgan.

[9] ishida panjaradagi uchta ixtiyoriy zarrachalar sistemasiga mos gamiltonian muhim spektrining
bo‘shlig‘ida cheksiz sondagi xos qiymatlar mavjudligi isbotlangan.

[10] maqolada cheksiz separabel Hilbert fazosida aniqlangan o‘z-o‘ziga qo‘shma kompakt operatorlar
tenzor yig‘indisining muhim va diskret spektrlari o‘rganilgan. [11] maqolada uch zarrachali model operator
muhim spektrining tuzilishi tadgiq gilingan. Manfiy xos giymatlarning mavjudligi isbotlangan va manfiy xos
giymatlar soni uchun baholash olingan. [12] maqolada uch zarrachali model Shryodinger operatori uchun
cheksiz sondagi xos giymatlarning mavjudligi masalasi o‘rganilgan. Model operator muhim spektridan
chapda yotuvchi cheksiz sondagi xos giymatlar mavjud bo‘lishining zaruriy va yetarlilik shartlari topilgan.
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Torda aniglangan L —juft va L —toq funksiyalar. T = (m;m] orqali bir o‘lchamli torni
belgilaymiz. T to‘plamda qo‘shish va songa ko‘paytirish amallarini haqiqgiy sonlarni 2w modul bo‘yicha
go‘shish va songa ko‘paytirish sifatida kiritamiz , masalan

T[+ _31‘[_ T 42
2 tm=g =~z (mod2m,
6 i ) 41 4 42
* — = —_——
z T 5(mo ).

Ushbu to‘plamga bir o‘lchamli tor deb ataladi. T¢ orgali d o‘lchamli torni, ya’ni T¢ = T x T? x
-+« x T1 ni belgilaymiz.
T — d o‘Ichamli torda aniglangan, Haar ma’nosida o‘lchovli va

f If(g)[2dg < o
T

shartlarni qanoatlantiruvchi barcha f:T¢ — C funksiyalarning chizigli fazosini garaymiz.
Elementlarni qo‘shish va songa ko‘paytirish odatdagi funksiyalarni qo‘shish va ko‘paytirish kabi kiritiladi.
Hosil bo‘lgan fazo L, (Td) kabi belgilanadi. Demak, bu fazoning elementlari R da aniglangan va har bir
o‘zgaruvchi bo‘yicha 2m davrga ega bo‘lgan funksiyadir. Ushbu fazo qo‘shish va songa ko‘paytirish
amallariga nisbatan yopiq: agar f € L, (Td) bo‘lsa, u holda Lebeg integralining xossalariga ko‘ra ixtiyoriy
A € C soni uchun Af € L,(T%) bo‘ladi. Ixtiyoriy f, g € L,(T%) elementlar uchun f + g € L,(T¢) ekanligi
esa Minkovskiyning integral tengsizligidan kelib chigadi.

Nol element 6(x) = 0 kabi, f(-) ga garama-garshi element esa —f(-) kabi aniglanadi. Demak,
L,(T%) chizigli fazo ekan.

Quyida biz L, (”J]"d) Hilbert fazosining bir necha muhim gism fazolarini tadgiq gilamiz.

Torda aniglangan L —juft va L —toq funksiyalar: L, ('JI‘d) fazoda f elementning normasini

71l = [ 1reor dx)?
Td

kabi kiritish mumkin. Bu fazodadan olingan ixtiyoriy f va g elementlar uchun ularning skalyar
ko‘paytmasini

f.9) = f FGOgEdx
’H‘d

kabi aniglash mumkin.
Agar T¢ torda Haar o‘lchovidan boshqa biror sanoqli aditiv u o‘Ichov kiritilgan bo‘lsa, u holda hosil
bo‘lgan fazo L, (']I'd, d,u) kabi belgilanadi.

L,(T%) fazoda
On(x) = —-e!™, xeT?, neZ, (n,x) = L 1y,
(2m) /2
ortonormal sistema bazisni tashkil giladi. Ixtiyoriy f(x)eL,(T¢) funksiyaning ushbu bazisdagi Fur’ye

koeffisientlari quyidagicha hisoblanadi:

1 .
7 _[ e‘l("’x)f(x)dx.
(2m®2 J,

LS (']I'd) orgali esa T%o‘plamda aniglangan va modulining kvadrati bilan integrallanuvchi hamda
ixtiyoriy x € T¢ element uchun

f) =

-x) = f(x
shartni ganoatlantiruvchi funksiyalar fazcj)cs(ini, zla’n]irj(uf?[ funksiyalar fazosini belgilaymiz.
1-tasdiq. L (T?) fazo L,(T%) Hilbert fazosining yopiq gism fazosi bo‘ladi.
Isbot. Awvalo, L$ (’lI‘d) fazo chiziqli fazo ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun ixtiyoriy f,g €
¢(T?) elementlar va ixtiyoriy a, B € C sonlari uchun af + Bg € L§(T%) ekanligini, ya’ni

(af +Bg)(—=x) = (af + pg)(x)
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tenglikni ko’rsatish yetarli. Haqigatan ham, ixtiyoriy f,g € L% (']I'd) juft va integrallanuvchi
funksiyalar uchun af + g funksiya ham juft va kvadrati bilan integrallanuvchi bo‘ladi, ya’ni of + g €
o (19).
Faraz gilaylik,

{fn}?{):l c L%(Td)vfn - fO € LZ(Td)
bo‘lsin. Biz f, € L% (']I'd) ekanligini isbot qgilsak, L% (']I‘d) gism fazoning yopiqligini ko‘rsatgan
bo‘lamiz. Haqgiqatan ham,
fo@) = lim £,60) = lim £, (=) = fo(=)
munosabatga asosan, fo € L(T%) bo‘ladi. 1-tasdiq isbotlandi. A
g(’ﬂ'd) orgali T¢ to‘plamda aniglangan va modulining kvadrati bilan integrallanuvchi hamda
ixtiyoriy x € T¢ element uchun
f(=x) = —f(x)
shartni qanoatlantiruvchi funksiyalar fazosini, ya’ni toq funksiyalar fazosini belgilaymiz.
2-tasdiq. L3(T%) fazo L,(T%) Hilbert fazosining yopiq qism fazosi boladi.
Bu tasdiq 1-tasdigqa o‘xshash isbotlanadi.
Faraz qgilaylik, L € T¢ biror fiksirlangan element bo‘lsin.
Ta’rif. Agar f € L,(T%) funksiya ixtiyoriy x € T¢ element uchun
fAL—x)=fkx) 1)
munosabatni ganoatlantirsa, u holda f funksiyaga L, ('JI‘d) fazodagi L —juft funksiya deyiladi.
L, ("J]"d)fazodagi barcha L — juft funksiyalar to‘plamini LS ; (']I‘d) orqali belgilaymiz, ya’ni
15, (T9) = {f € Ly(T%):f(x) = f(L — 0)}.
L —juft funksiyaga misollar keltiramiz.
1-misol. L, (T?) fazoda f (x) = cosx + cos(L — x) funksiya (1) munosabatni ganoatlantiradi:
f(L—x)=cos(L —x)+cos(L—L+x)=cos(L—x)+cosx = f(x).
Demak, f(x) = cosx + cos(L — x) funksiya L —juft funksiya bo‘ladi. A
2-misol. L,(T?) fazoda f (x) = sin? x funksiya L = m bo‘lganda m — juft funksiya bo‘ladi:
f(m—x) =sin?(m—x) =sin?x = f(x). A
3-misol. L,(T?) fazoda f(x) = cos™x,n € N funksiya L = 2rk, k € Z bo‘lganda 2nk (k € Z) juft
funksiya bo‘ladi:
fQ2rk — x) = cos™(2mk — x) = cos™x = f(x)
Ta’rif. Agar f € L,(T®) funksiya ixtiyoriy x € T¢ element uchun
fL—=x)=—f(x) )
munosabatni ganoatlantirsa, u holda f funksiyaga L, ('Jl‘d) fazoda L — toq funksiya deyiladi.
L, (']I'd) fazodagi barcha L — toq funksiyalar to‘plamini quyidagicha belgilaymiz:
3,(T%) = {f € Ly(T%): f(x) = —f (L — 2},
L — toq funksiyaga misollar keltiramiz.
4-misol. L,(T?') fazoda f(x) = sin x funksiya L = 2m bo‘lganda (2) munosabatni qanoatlantiradi:
f(2m—x) =sin(2m — x) = —sinx = —f(x).
Demak, f(x) = sinx funksiya 2m —toq funksiya bo‘ladi. A
5-misol. L = 0 bo‘lganda odatdagi juft va toq funksiyalar fazosi bo‘ladi.
6-misol L,(T') fazoda f(x)=sinx+ cosx funksiya L = %ﬂ bo‘lganda (2) munosabatni
ganoatlantiradi:
2 2 2
f (? - x) = sin (? - x) + cos(? —x) = —cosx — sinx = —f(x).
Demak, f (x) = sinx + cosx funksiya 2~ —toq funksiya bo‘ladi.
Tarif. Agar f € L,(T%) funksiya biror LeZ4 uchun barcha x € T¢ nugtalarda
f(=x) = e7 D f(x)
munosabatni ganoatlantirsa, u holda f funksiyaga L-juft funksiya deyiladi. L-juft funksiyalar fazosi
yopiq gism fazoni tashkil giladi. Bu gism fazoni L§,L('Jl‘d) orqali belgilaymiz.
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Tarif. Agar f€L,(T%) funksiya biror SeZ® uchun barcha x€T* nuqtalarda
f(—=x) = —e~{SX) f(x) shartni ganoatlantirsa, bunday funksiyaga S-toq funksiya deyiladi. Barcha S-tog
funksiyalar to‘plamini L9 ¢(T¢) orgali belgilaymiz. L9 ¢(T%) yopiq gism fazoni tashkil giladi.

7-misol. L,(T?) fazoda

f(x1,x5) = €1 — !X g™ ) (T?), S = (54, S,)€eZ?

funksiya S-toq funksiya bo‘ladi.

Faraz gilaylik, H; va H, ixtiyoriy ikkita Hilbert fazolari bo‘lIsin.

Tarif. Agar H; fazoni H, fazoga o‘zaro bir qiymatli akslantiruvchi shunday U chizigli akslantirish
topilib, ixtiyoriy x,y € H; elementlar uchun

(UxU y)Hz = (%, y)H1
tenglik bajarilsa, u holda H, va H, Hilbert fazolariga izomorf fazolar deyiladi va H,; = H, kabi
belgilanadi. Fur’ye almashtirishi deb ataluvchi quyidagi operatorni garaymiz:

F: £,(Z)% > L,(T?), (Ff ) (x) = ﬁ Y, gaf () el
2m) /2
Bu operator £, (Z%) va L, (T%) fazolari orasidagi izomorfizm bo‘ladi, ya’ni €, (Z)¢ = L,(T¢) xuddi
shuningdek L3(T%) = £3(Z)<.
L5(T?) = £5(Z)%, L9, (T) = £9,(Z)%, L, (T¢) = #%,(Z)* munosabatlar o‘rinlidir.
Bizga yaxshi ma’lumki, panjaradagi ikki zarrachali sistema Hamiltoniani koordinata ko‘rinishida

awval {’2((2‘1)2) fazoda aniqlanadi va so‘ngra Fur’ye almashtirishi yordamida LZ((']I‘d)Z) fazoda ta’sir
qiluvchi impuls ko‘rinishi topiladi. Fur’ye almashtirishi unitar operatordir. Operatorlar nazariyasining
mashhur teoremasiga ko‘ra ixtiyoriy chegaralangan unitar ekvivalent operatorlarning spektrlari ustma-ust
tushadi, ya’ni muhim spektrlari bir xil, diskret spektrlari bir xil, goldiq spektrlari ham bir xil.

Xulosa. Mazkur maqgolada torda aniglangan juft, tog, L-juft va L-toq funksiyalarning ta’riflari
keltirilgan hamda bir nechta misollar bayon gilingan. Juft va toq funksiyalar fazosi yopiq gism fazolar
bo‘lishi ko‘rsatilgan. Panjaradagi ikki zarrachali sistema Hamiltonianining koordinata va impuls ko‘rinishlari
hagida ma’lumot berilgan. Shuningdek, panjaradagi ikkita va uchta zarrachalar sistemasiga mos model
operatorlar spektral xossalariga bag‘ishlangan bir nechta ilmiy adabiyotlar tahlil gilingan.
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