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АННОТАЦИЯ 

Ушбу мақолада ℂ4 фазода таъсир қилувчи 4-тартибли уч диагоналли эрмит 

матрицаси қаралади. Унинг хос сонларининг тўлиқ таснифи келтирилган. 
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ABSTRACT   

In this paper we consider tridiagonal Hermitian matrix of order 4 acting in the 

space ℂ4. Its eigenvalues are described. 
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КИРИШ. 

Ҳилберт фазосидаги чизиқли операторларнинг юқори тартибли сонли 

тасвирларини ўрганиш бундай операторлар спектрининг жойлашув ўрнини 

кўрсатишда муҳим аҳамиятга эга. Матрицанинг блок сонли тасвири унинг барча 

хос қийматларини ўз ичига олади. Шу сабабли матрицанинг блок сонли 

тасвирларини ўрганиш операторларнинг спектрал назариясида долзарб 

масалалардан бири ҳисобланади. [1-10] ишларда операторли матрицаларниг сонли 

тасвири ва юқори тартибли блок сонли тасвирлари ўрганилган. Ушбу мақолада 

келтирилган натижалар блок-операторли матрицаларнинг спектрал хоссаларини 

ўрганишда қўлланилиш мумкин. Блок-операторли матрицаларнинг спектрал 

хоссалари кўплаб ишларда ўрганилган [11-30]. 

 

НАТИЖАЛАР. 

Чизиқли операторларнинг спектрал назарясидан бизга яхши маьлумки, 

тўртта H1, H2, H3, ва  H4 Ҳильберт фазоларининг тўғри йиғиндиси ℋ да таъсир 

килувчи  ҳар қандай  чизиқли чегараланган  оператор ҳамиша  4-тартибли  блок 

операторли матрица кўринишида тасвирланади: 
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𝒜 ≔ (

A11 A12

A21 A22

A13 A14

A23 A24

A31 A32

A41 A42

A33 A34

A43 A44

)’                                (1) 

бу ерда  A𝑖𝑗: H𝑗 → H𝑖 , 𝑖, 𝑗 = 1,2,3,4  чизиқли чегараланган операторлар. 

Таърифга кўра 𝒜 блок операторли матрица ўз-ўзига қўшма бўлиши учун 

A𝑗𝑖 = A𝑖𝑗
∗  𝑖, 𝑗 = 1,2,3,4 бўлиши зарур ва етарлидир, яьни 

𝒜∗ ≔ (

A11 A12

A12
∗ A22

A13 A14

A23 A24

A13
∗ A23

∗

A14
∗ A24

∗

A33 A34

A34
∗ A44

)’ 

кўринишдаги блок операторли матрица учун A𝑖𝑖
∗ = A𝑖𝑖, 𝑖 = 1,2,3,4 бўлса, у ҳолда 

𝒜 = 𝒜∗ бўлади. SH𝑖
 𝑖 = 1,4̅̅ ̅̅   орқали  H𝑖 даги бирлик сферани белгилаймиз ва 

қуйдаги тўпламни киритамиз: 

SH1 ⨁ H2⨁ H3 ⨁ H4
≔ SH1

× SH2
× SH3

× SH4

= {(𝓍1, 𝓍2, 𝓍3, 𝓍4) ∈ ℋ: ||𝑥𝑖|| = 1, 𝑖 = 1,4̅̅ ̅̅ }. 

Агар ℋ фазонинг ℋ = H1 ⨁ H2⨁ H3 ⨁ H4 ёйилмаси фиксирланган бўлса, 

SH1 ⨁ H2⨁ H3 ⨁ H4
 белгилаш ўрнига S𝑛 ёки  Sℋ белгилашдан фойдаланиш мумкин. 

(𝓍1, 𝓍2, 𝓍3, 𝓍4) ∈ SH1 ⨁ H2⨁ H3 ⨁ H4
 элемент учун 4- тартибли  

𝒜𝓍 ≔ (

(A11𝓍1, 𝓍1) (A12𝓍2, 𝓍1)

(A12
∗ 𝓍1, 𝓍2) (A22𝓍2, 𝓍2)

(A13𝓍3, 𝓍1) (A14𝓍4, 𝓍1)
(A23𝓍3, 𝓍2) (A24𝓍4, 𝓍2)

(A13
∗ 𝓍1, 𝓍3) (A23

∗ 𝓍2, 𝓍3)

(A14
∗ 𝓍1, 𝓍4) (A24

∗ 𝓍2, 𝓍4)

(A33𝓍3, 𝓍3) (A34𝓍4, 𝓍3)

(A34
∗ 𝓍3, 𝓍4) (A44𝓍4, 𝓍4)

)’ 

матрицани қараймиз. У ҳолда ушбу  

𝒲H1 ⨁ H2⨁ H3 ⨁ H4
(𝒜) = ⋃ 𝜎𝑝

𝓍∈S𝑛

(𝒜𝓍) 

тўпламга  𝒜 операторнинг (1) кўринишга мос 4 - тартибли сонли тасвири 

дейилади. ℋ фазонииг фиксирланган ёйилмасига нисбатан. 

𝒲4(𝒜) = 𝒲H1 ⨁ H2⨁ H3 ⨁ H4
(𝒜) 

каби ёзувдан ҳам фойдаланиш мумкин. 

Маьлумки, барча 𝓍 ∈ S𝑛 лар учун 𝜎𝑝(𝒜𝓍) = {𝜆 ∈ ℂ ∶ det(𝒜𝓍 − 𝜆𝐸) = 0}, 

Шу сабабли  

𝒲4(𝒜) = {𝜆 ∈ ℂ ∶ ∃ 𝓍 ∈ S4, det(𝒜𝓍 − 𝜆𝐸) = 0 }. 

Юқоридаги мулоҳазалардан кўриниб турибдики, 4- тартибли 𝒜 блок  

операторли матрицанииг 4- тартибли сонли тасвирини тадқиқ қилишда 4-

тартибли сонли матрица нуқтали  спектри, яьни хос сонлари  тўплами муҳим 

аҳамиятга эга. Ушбу мақолада 4- тартибли матрицаларнинг муҳим синфларидан 

бири бўлган уч диогоналли эрмит матрица хос сонлари топилган. 
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 ℂ − комплекс сонлар тўплами , ℂ4 = ℂ × ℂ × ℂ × ℂ − декарт кўпайтма, 

M4(ℂ) эса элементлари комплекс сонлар бўлган барча 4 × 4 матрицалар тўплами 

бўлсин. Мақолада ишлатиладиган баъзи таърифларни келтирамиз. 

(∙,∙) орқали ℂ4 даги одатдаги скаляр кўпайтмани белгилаймиз, яъни 

 z(𝑗) = (z𝑗1, z𝑗2, z𝑗3, z𝑗4) ∈ ℂ4, 𝑗 = 1,2 элементлар учун уларнинг скаляр 

кўпайтмаси (z(1), z(2)) = z11 ∙ z21̅̅ ̅̅ + z12 ∙ z22̅̅ ̅̅ + z13 ∙ z23̅̅ ̅̅ + z14 ∙ z24̅̅ ̅̅   каби 

аниқланади. 

Агар  𝒜 ∈ M4(ℂ) матрицада исталган  z ∈ ℂ4 элемент учун (𝒜z, z) ≥ 0 

тенгсизлик бажарилса, 𝒜 га мусбат аниқланган (ёки қисқача мусбат матрица) 

дейилади. Агар барча z ∈ ℂ4 элементлар  учун (𝒜z, z) > 0 тенгсизлик бажарилса, 

𝒜 ∈ M4(ℂ) га қатъий мусбат аниқланган матрица (ёки қисқача қатъий мусбат 

матрица) дейилади. 

Агар барча z ∈ ℂ4 элементлар  учун (𝒜z, z) = (z, 𝒜z) тенглик бажарилса, 

𝒜 ∈ M4(ℂ) га эрмит (ёки ўз-ўзига қўшма) матрица дейилади. 

ℂ4 фазо 4- тартибли                                                                                                        

M: = (

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

𝑎13 𝑎14

𝑎23 𝑎24
𝑎31 𝑎32

𝑎41 𝑎42

𝑎33 𝑎34

𝑎43 𝑎44

) , 

матрицани қараймиз, бу ерда а𝑖𝑗 ∈  ℂ , 𝑖, 𝑗 = 1,2,3,4. 

Агар  а𝑖𝑖 ∈  ℝ ,𝑖, = 1,2,3,4 ва 𝑎𝑗𝑖 = а𝑖𝑗̅̅̅̅  , 𝑖 < 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 𝑖 = 1,4̅̅ ̅̅  бўлса, M эрмит 

матрица бўлишини осонгина текшириш мумкин. 

Агар M матрицада |𝑖 − 𝑗| > 1 шартни қаноатлантирувчи 𝑖, 𝑗 лар учун а𝑖𝑗 = 0 

бўлса, M га уч диоганалли матрица дейилади. 

Эрмит матрицаларнинг айрим характеристик хоссаларини келтирамиз  

1) M мусбат матрица бўлиши учун у эрмит матрица бўлиб, барча 

хос сонлари номанфий бўлиши зарур ва етарлидир. M қатъий мусбат 

бўлиши учун эса барча хос сонлари мусбат бўлиши зарур ва етарлидир. 

2) M мусбат матрица бўлиши учун у эрмит матрица бўлиб, барча 

бош минорлари номанфий бўлиши зарур ва етарлидир.  𝒜 қатий мусбат 

бўлиши учун эса барча бош минорлари мусбат бўлиши зарур ва етарлидир. 

Ушбу мақолада  ℂ4 фазода  

M: = (

𝑎11 𝑎12

�̅�12 𝑎22

0 0
𝑎23 0

0 �̅�23

0 0

𝑎33 𝑎34

�̅�34 𝑎44

) , 

каби аниқланган 4- тартибли уч диоганалли матрицани қараймиз. Бунда  а𝑖𝑖 ∈ ℝ  

,𝑖, = 1,4̅̅ ̅̅  ва  а𝑖𝑗 ∈  ℂ, 𝑖 < 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1,4̅̅ ̅̅  
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Эрмит матрица таърифига биноан бундай кўринишдаги M матрица эрмит 

матрица бўлишини текшириш мумкин . Шу сабабли унинг барча хос сонлари 

ҳақиқий бўлади. Чизиқли алгебра курсидан бизга яхши  маълумки, M 

матрицаниинг хос сонлари  𝑑𝑒𝑡(M − 𝜆E) = 0 характеристик тенглама ечимлари 

сифатида аниқланади , бу ерда E орқали ℂ4 даги бирлик матрица белгиланган. 

Муҳим  хусусий ҳолларни қараймиз. 

1-ҳол. Фараз қилайлик,  𝑎23 = 0 бўлсин, бу ҳолда M матрица 

M: = (

𝑎11 𝑎12

�̅�12 𝑎22

0 0
0 0

0 0
0 0

𝑎33 𝑎34

�̅�34 𝑎44

) , 

кўринишида бўлиб, у  ℂ4 = ℂ2⨁ℂ2 ёйилмага нисбатан  

M: = (
M11 0

0 M12
), 

диагонал блок матрица каби тасвирланади. Бунда  M𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1,2 матрицалар  

M11 ≔ (
𝑎11 𝑎12

�̅�12 𝑎22
),  M12 ≔ (

𝑎33 𝑎34

�̅�34 𝑎44
); 

каби аниқланган 2- тартибли эрмит матрицалар. Кўриниб турибдики  

𝜎(M) = 𝜎(M11)⋃𝜎(M12).                                     (2) 

Одий ҳисоблашлар ёрдамида  

𝜎(M11) = {𝜆11, 𝜆12}, 𝜎(M12) = {𝜆13, 𝜆14} 

тенгликларни ҳосил қиламиз.  

Бу ерда  𝜆11, 𝜆12, 𝜆13, 𝜆14 хос қийматлар қуйдагича ҳисобланади:  

𝜎(M11) = {𝜆11, 𝜆12;  𝑑𝑒𝑡(M11 − 𝜆𝐸2) = 0}; 

𝜎(M12) = {𝜆13, 𝜆14;  𝑑𝑒𝑡(M12 − 𝜆𝐸2) = 0}; 

𝐸2 −2- тартибли бирлик матрица. 

𝑑𝑒𝑡(M11 − 𝜆𝐸2) = |
𝑎11 − 𝜆 𝑎12

�̅�12 𝑎22 − 𝜆
| = 0, 

тенгламанинг ечимлари қуйдагича булади  

λ11 ≔  
(𝑎11 + 𝑎22) + √(𝑎11 + 𝑎22)2 − 4(𝑎11𝑎22 − |𝑎12|2)

2
; 

λ12 ≔  
(𝑎11 + 𝑎22) − √(𝑎11 + 𝑎22)2 − 4(𝑎11𝑎22 − |𝑎12|2)

2
. 

Худди шу каби  M12 матрица хос қийматларини топиш учун   

𝑑𝑒𝑡(M12 − 𝜆𝐸2) = |
𝑎33 − 𝜆 𝑎34

�̅�34 𝑎44 − 𝜆
| = 0  

тенгламани ҳосил қиламиз. 

Бу тенгламанинг ечимлари қуйдагича булади: 

λ13 ≔  
(𝑎33 + 𝑎44) + √(𝑎33 + 𝑎44)2 − 4(𝑎33𝑎44 − |𝑎34|2)

2
; 
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λ14 ≔
(𝑎33 + 𝑎44) − √(𝑎33 + 𝑎44)2 − 4(𝑎33𝑎44 − |𝑎34|2)

2
. 

У ҳолда (2) муносабатдан  

𝜎(M) = {λ11; λ12; λ13; λ14}  

тенгликни ҳосил қиламиз. 

2-ҳол. Фараз қилайлик 𝑎12 = 0 бўлсин. Бу ҳолда M матрица 

M: = (

𝑎11 0
0 𝑎22

0 0
𝑎23 0

0 �̅�23

0 0

𝑎33 𝑎34

�̅�34 𝑎44

) 

кўринишида бўлиб, ℂ4 = ℂ1⨁ℂ3 ёйилмага нисбатан  

M: = (
M11 0

0 M33
), 

диагонал блок матрица каби тасвирланади. Бунда   

M11 ≔ (𝑎11),  M33 ≔ (
𝑎22 𝑎23 0
�̅�23 𝑎33 𝑎34

0 �̅�34 𝑎44

). 

У ҳолда M матрица спектри учун  

𝜎(M) = {𝑎11}⋃𝜎(M33) 

тенглик ўринли бўлади. 

Одий ҳисоблашлар ёрдамида  𝜎(M33) = {𝜆21, 𝜆22, 𝜆23} тенгликни ҳосил  

Бу ерда  𝜆21, 𝜆22, 𝜆23,   сонлари 𝑑𝑒𝑡(M33 − 𝜆𝐸3) = 0 тенгламанинг ечими, 

𝐸3 −3- тартибли бирлик матрица 

𝑑𝑒𝑡(M33 − 𝜆𝐸3) = |

𝑎22 − 𝜆 𝑎23 0
�̅�23 𝑎33 − 𝜆 𝑎34

0 �̅�23 𝑎44 − 𝜆
| = 0. 

Бундан қуйдаги кубик тенгламани ҳосил қиламиз: 

𝜆3 − 𝜆2(𝑎22 + 𝑎33 + 𝑎44) + 𝜆(𝑎22𝑎44 + 𝑎33𝑎44 + 𝑎22𝑎33 − |𝑎34|2 − |𝑎23|2) +

𝑎22|𝑎34|2 + 𝑎44|𝑎23|2 − 𝑎22𝑎33𝑎44 = 0.
 

 Бу тенгламада  

𝑎2: = (𝑎22 + 𝑎33 + 𝑎44), 𝑏2: = (𝑎22𝑎44 + 𝑎33𝑎44 + 𝑎22𝑎33 − |𝑎34|2 − |𝑎23|2),

𝑐2: = 𝑎22|𝑎34|2 + 𝑎44|𝑎23|2 − 𝑎22𝑎33𝑎44 

каби белгилашларни киритиб  

𝜆3 − 𝑎2𝜆2 + 𝑏2𝜆 + 𝑐2 = 0 

тенгламага эга бўламиз  

𝜆 = 𝜇 +
𝑎2

3
  алмаштириш ёрдамида  

𝜇3 + 𝑝𝜇 + 𝑞 = 0 

тенгламани  ҳосил қиламиз. Бу ерда  

𝑝: =
−𝑎2

2

3
+ 𝑏2, 𝑞: =

𝑎2𝑏2

3
−

2𝑎2
3

27
+ 𝑐2. 
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Ҳосил бўлган, кубик тенгламанинг илдизларини топамиз: 

𝜆2𝑘: =
𝑎2

3
+ 2√

−𝑝

3
cos

𝜑 + 2𝜋𝑘

3
, 𝑘 = 1,2,3; 

𝜑: = arccos (
−3𝑞

2𝑝
√

−𝑝

3
). 

3-ҳол. Фараз қилайлик, 𝑎34 = 0 бўлсин. Бу ҳолда M матрица 

M: = (

𝑎11 𝑎12

�̅�12 𝑎22

0 0
𝑎23 0

0 �̅�23

0 0

𝑎33 0
0 𝑎44

) ,    

кўринишида бўлиб, у  ℂ4 = ℂ3⨁ℂ1 ёйилмага нисбатан  

M: = (
M33 0

0 M11
) 

диагонал блок матрица каби тасвирланади. Бунда   

M11 ≔ (𝑎44),  M33 ≔ (
𝑎11 𝑎12 0
�̅�12 𝑎22 𝑎23

0 �̅�23 𝑎33

): 

У ҳолда M матрица спектри учун  

𝜎(M) = {𝑎44}⋃𝜎(M33) 

тенглик ўринли бўлади. M33 матрица спектри учун 

𝜎(M33) = {𝜆31, 𝜆32, 𝜆33}  

муносабат ўринли. Бу ерда  𝜆31, 𝜆32, 𝜆33,   хос қийматлар қуйдагича ҳисобланади  

𝜎(M33) = {𝜆31, 𝜆32, 𝜆33;  𝑑𝑒𝑡(M33 − 𝜆𝐸3) = 0}; 

𝐸3 − матрицамиз 3- тартибли бирлик матрица 

𝑑𝑒𝑡(M33 − 𝜆𝐸3) = (

𝑎11 − 𝜆 𝑎12 0
�̅�12 𝑎22 − 𝜆 𝑎23

0 �̅�23 𝑎33 − 𝜆
) = 0 

ёки 

𝜆3 − 𝜆2(𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33) + 𝜆(𝑎11𝑎33 + 𝑎22𝑎33 + 𝑎22𝑎11 − |𝑎12|2 − |𝑎23|2)

+ 𝑎11|𝑎23|2 + 𝑎33|𝑎12|2 − 𝑎22𝑎33𝑎11 = 0 

кубик тенгламага эга бўламиз. Бу тенгламада қуйдаги алмаштиришларни киритиб 

соддароқ кўринишга олиб келамиз: 

𝑎3 = (𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33), 𝑏3 = (𝑎11𝑎33 + 𝑎22𝑎33 + 𝑎22𝑎11 − |𝑎12|2 − |𝑎23|2),

𝑐3 = 𝑎11|𝑎23|2 + 𝑎33|𝑎12|2 − 𝑎22𝑎33𝑎11.  

 Натижада тенгламамиз 

𝜆3 − 𝑎3𝜆2 + 𝑏3𝜆 + 𝑐3 = 0 

кўринишга келади.  

𝜆 = 𝜇 +
𝑎3

3
  алмаштириш ёрдамида   𝜇3 + 𝑝𝜇 + 𝑞 = 0 тенгламани  ҳосил 

қиламиз. 
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Бу ерда   

𝑝: =
−𝑎3

2

3
+ 𝑏3, 𝑞: =

𝑎3𝑏3

3
−

2𝑎3
3

27
+ 𝑐3. 

Бу тенгламанинг ечими  

𝜆3𝑘: =
𝑎3

3
+ 2√

−𝑝

3
cos

𝜑 + 2𝜋𝑘

3
, 𝑘 = 1,2,3; 

𝜑: = arccos (
−3𝑞

2𝑝
√

−𝑝

3
) 

кўринишда бўлади. 

4-ҳол. Фараз қилайлик 𝑎𝑖𝑖 = 0;  𝑖 = 1,2,3,4 бўлсин.  Бу ҳолда M: ℂ4 → ℂ4 

матрица 

M: = (

0 𝑎12

�̅�12 0
0 0

𝑎23 0

0 �̅�23

0 0

0 𝑎34

�̅�34 0

) 

кўринишда бўлади . 

Агар  а𝑖𝑖 ∈ ℝ, а𝑖𝑗 ∈  ℂ, 𝑖 ≠ 𝑗,  бўлса, у ҳолда M −эрмит  (ўз - ўзига  қўшма) 

матрица бўлиб, унинг спектри учун 𝜎(M) ⊂  ℝ муносабат ўринли бўлади. 

Яъни,  

𝜎(M) = {𝜆41, 𝜆42, 𝜆43, 𝜆44 ∈ ℝ:  𝑑𝑒𝑡(M − 𝜆𝐸4) = 0}; 

𝐸4 − 4 - тартибли бирлик матрица.  

𝑑𝑒𝑡(M − 𝜆𝐸4) = |

−𝜆 𝑎12

�̅�12 −𝜆
0 0

𝑎23 0

0 �̅�23

0 0

−𝜆 𝑎34

�̅�34 −𝜆

| = 0 

тенглама  

𝜆4 − 𝜆2(|𝑎12|2 + |𝑎23|2 + |𝑎34|2) + |𝑎12|2|𝑎34|2 = 0 

кўринишидаги 4- даражали тенгламага келади.       

Бу  тенгламада  

|𝑎12|2 + |𝑎23|2 + |𝑎34|2 = 𝑏,  |𝑎12|2|𝑎34|2 = 𝑐. 

каби белгилашларни  киритиб, 𝜆2 = 𝑡 десак, у ҳолда  

𝑡2 − 𝑏𝑡 + 𝑐 = 0 

квадрат тенгламани ҳосил қиламиз. 

Бу тенгламанинг ечимлари 

𝑡1,2 =
𝑏 ± √𝑏2 − 4 ∗ 𝑐

2
 

кўринишда бўлади . 

𝜆2 = 𝑡1 ва 𝜆2 = 𝑡2 тенгламалардан мосравишда 
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𝜆41 = √𝑏+√𝑏2−4∙𝑐

2
,  𝜆42 = √𝑏−√𝑏2−4∙𝑐

2
; 

 𝜆43 = −√𝑏−√𝑏2−4∙𝑐

2
, 𝜆44 = −√𝑏+√𝑏2−4∙𝑐

2
 

ечимларни оламиз. 

M матрицанинг 𝜆41, 𝜆42, 𝜆43 ва 𝜆44 хос қийматлар учун  

𝜆41 ≥ 𝜆42 ≥ 𝜆43 ≥ 𝜆44 

муносабат ўринлибўлади. 
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