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UDC 517.918

UCHINCHI TARTIBLI OPERATORLI MATRITSA MUHIM SPEKTRINING
TUZILISHI

Jo‘raqulova F. M. *

REZYUME

Ushbu maqolada panjaradagi soni saqlanmaydigan va uchtadan oshmaydigan
zarrachalar sistemasiga mos uchinchi tartibli operatorli matritsa Hilbert
fazosidagi chiziqli, chegaralangan va o‘z-o‘ziga qo‘shma operator sifatida garalgan.
Ikki o‘lchamli qo‘zg'alishga ega chiziqli, chegaralangan va o‘z-o‘ziga qo‘shma
umumlashgan Fridrixs modellar oilasining spektral xossalaridan foydalanib,
qaralayotgan uchinchi tartibli operatorli matritsaning muhim spektri tadqiq
gilingan. Muhim spektrning ikki va uch zarrachali tarmoqlari ajratilgan. Ikki
zarrachali tarmogqlarning uch =zarrachali tarmoqga nisbatan joylashuv o‘rni
o‘rganilgan.

Kalit so‘zlar: Hilbert fazo, operatorli matritsa, umumlashgan Fridrixs modeli,
Fredgolm determinanti, muhim spektr.

1. Kirish

Operatorli matritsalar muhim va diskret spektrlari bilan bog‘liq masalalar qattiq jismlar
fizikasi [1], kvant maydon nazariyasi [2|, statistik fizika [3], magnetogidrodinamika [4],
kvant mexanikasi [5] va boshqa ko‘plab sohalarda uchrab turadi. Hozirgi kunda operatorli
matritsalarning muhim spektri va uning xos qiymatlari sonini o‘rganishga doir ko‘plab tadqiqot
ishlar olib borilmogda. Bunda, umumlashgan Fridrixs modellari oilasi uchun bo‘sag‘aviy
hodisalarni tahlil qilish, uchinchi tartibli operatorli matritsalar oilasi muhim spektrining
tuzilishini aniqlash [6], xos giymatlar sonining chekli yoki cheksiz bo‘lish shartlarini topishga
alohida e’tibor berilmoqda [7], [8].

Operatorli matritsalar spektral xossalariga bag‘ishlangan ayrim maqolalar tahliliga
to'xtalamiz.

[9] maqolada uchinchi tartibli model operatorli matritsa uchun Yefimov hodisasining
mavjud bo‘lishi (muhim spektrning quyi chegarsiga intiluvchi cheksiz sondagi xos qiymatlarning
mavjudligi) isbotlangan, hamda bu xos giymatlar soni uchun asimptotik formula topilgan. [10]
maqolada uchinchi tartibli operatorli matritsalar uchun olingan natijalar yordamida panjaradagi
ko‘pi bilan ikkita fotonli spin-bozon modelining spektri batafsil o‘rganilgan. [11| maqolada
esa bu turdagi operatorli matritsalar uchun muhim spektrning ichida (muhim spektrning
bo‘shlig‘ida, muhim spektrdan chapda) cheksiz sondagi xos giymatlar mavjud bo‘lish shartlari
topilgan. [12] maqolada esa soni saqlanmaydigan va uchtadan oshmaydigan zarrachalarning
sistemasi bilan bog‘liq ikkinchi tartibli operatorli matritsa uchun ikki yoqlama Yefimov
hodisasining mavjudligi isbotlangan.

[13] maqolada dispersiya funksiyasi chegaralangan holda, « > 0 ta’sirlashish
parametrining ixtiyoriy qiymatida R? fazodagi ko‘pi bilan ikki fotonli spin-bozon modelining
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spektri tahlil gilingan. Bu holda muhim spektrning aniq ko‘rinishi tavsiflangan hamda muhim
spektrning ikki zarrachali va uch zarrachali tarmoqlari ajratilgan. Bundan tashqgari, muhim
spektr bitta kesmadan yoki oltitadan ko‘p bo‘lmagan kesmalar birlashmasidan iborat bo‘lish
shartlari topilgan.

Ushbu maqolada panjaradagi soni saqlanmaydigan va uchtadan oshmaydigan zarrachalar
sistemasiga mos uchinchi tartibli operatorli matritsa Hilbert fazosidagi chiziqli, chegaralangan
va o0'z-0‘ziga qo‘shma operator sifatida o‘rganilgan. Uning muhim spektri tarmoqlarning
joylashuv o‘rni ikki o‘lchamli qo‘zg‘alishga ega chiziqli, chegaralangan va o‘z-o‘ziga qo‘shma
umumlashgan Fridrixs modellar oilasining spektral xossalari orqali tadqiq qgilingan.

2. Panjaradagi soni saglanmaydigan va ikkitadan oshmaydigan zarrachalar
sistemasiga mos umumlashgan Fridrixs modellari oilasi

Dastlab zarur tushunchalarni kiritamiz. T := (—m; 7] orqali bir o‘lchamli torni, Hy :=
C orqali bir o‘lchamli kompleks fazoni, H; := Lo(T) orqali T torda aniglangan kvadrati
bilan integrallanuvchi (umuman olganda kompleks qgiymatli) funksiyalarning Hilbert fazosini
belgilaymiz.

Ho @ Hq Hilbert fazosida ta’sir giluvchi va

hoo(x) L=hoy
h,(z):= LV
H( ) ( —\’/J‘th hll(l’)

tenglik orqali aniglanuvchi umumlashgan Fridrixs modellari oilasi deb ataluvchi ikkinchi tartibli
operatorli matritsani qaraymiz. Bu yerda p > 0 ta’sirlashish parametri bo‘lib,

hoo(z) fo = fo, horf1 = /Tfl(t)dt

(hi(z) fi)(y) = wl@,y) fily) fi€Hi, i=0,1,
w(z,y) :=3 —cosx — cosy — cos(z + y).

h,(z) operatorli matritsa Ho @ #; Hilbert fazosida chiziqli, chegaralangan va o‘z-o‘ziga
go‘shma operator ekanligini oson ko‘rsatish mumkin.

h,(z) operatorli matritsaning muhim spektrini aniqlash magsadida #H, @ #; Hilbert

fazosida
0 0
ho() := ( 0 hi(z) )

tenglik orqali aniqlangan operatorli matritsani (qo‘zg‘almas operator) qaraymiz. Ko‘rinib
turibdiki, ho(x) operatorli matritsaning h,(z) — ho(xz) qo‘zg‘alish operatori 2 o‘lchamli
operatorli matritsa bo‘ladi. Chekli o‘lchamli qo‘zg‘alishlarda muhim spektrning o‘zgarmasligi
haqidagi Veyl teoremasiga ko‘ra h,(x) operatorli matritsaning muhim spektri ho(x) operatorli
matritsaning muhim spektri bilan ustma-ust tushadi. Aniglanishiga ko‘ra

Jess(ho(x)) = [E1($>? Eg(.%)},
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bu yerda E)(z) va Es(z) sonlari

Ei(z) == minw(x,y) =3 — cosz — V2 + 2cosz,

yeT
Ey(x) = rilea%cw(x, y) =3 —cosx + 2+ 2cosx
tengliklar yordamida aniqlangan. Demak, h,(z) operatorli matritsaning muhim spektri uchun
Oess(hu(2)) = [E1(2); Ea(x)]

tenglik o‘rinlidir. Har bir tayinlangan p > 0 soni va € T uchun C\ [E;(x); Ex(x)] sohada
analitik bo‘lib,

2

1—2— uy _ < B,
A, (x, = \/(3—Cosz—z)2_4cos2 z 1
H( Z> 1—2+ mp? Z>E2(:):) ( )

\/(3—cos z—2)2—4cos? L’

kabi aniglangan funksiyani qaraymiz. Odatda, A, (z,-) funksiyaga h,(z) operatorli matritsaga
mos Fredgolm determinanti deyiladi.

1-lemma. Har bir € T uchun z € C\ [Ey(x); Ex(z)] soni h,(x) operatorli matritsaning
xo0s qiymati bo‘lishi uchun A, (x, z) = 0 tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

1-lemmaning isboti [14] ishda keltirilgan.

1-lemmadan h,(z) operatorli matritsaning diskret spektri uchun

UdiSC(hu(x)) ={z € C\ [E1(n); Ey(7)] : Au(x, z) =0}

tenglikni hosil gilamiz.

2-lemma. Har bir 4 > 0 soni va « € T uchun h,(z) operatorli matritsa E;(x) dan chapda
va Es(z) o‘ngda yotuvchi bittadan oddiy xos qiymatga ega.

Isboti. Aniglanishiga ko‘ra har bir g > 0 soni va z € T uchun A,(z,-) funksiya
(—o0; By (7)) oraligda uzluksiz va monoton kamayuvchi bo‘lib, ushbu

lim A,(z,z) =400, (2)
Z—r—00
TMVEREES g

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. (2), (3) tengliklar va A, (z,-) funksiya (—oo; Ey(x)) oraliqda uzluksiz,
monoton ekanligiga ko‘ra shunday yagona E;(Ll)(x) € (—o0; E4(z)) soni topilib, A, (z, Eﬁl)(z)) =
0 tenglik bajariladi. 1-lemmaga ko‘ra E,Sl)(x) < Ei(z) soni h,(z) operatorli matritsa uchun xos
giymat bo‘ladi.

Xuddi shunday, har bir ¢ > 0 soni va « € T uchun A, (z, -) funksiya (E»(z); +00) oraliqda
uzluksiz va monoton bo‘lib, ushbu

Z%gr&)w A, (x,2) = +o0, (4)
lim A,(z,z) =—00 (5)

Z—+00
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tengliklar o‘rinli bo‘ladi. A, (x, -) uzluksiz funksiyaning (FEs(z); +00) oraliqda monotonligiga va
(4), (5) tengliklarga ko‘ra shunday yagona E () € (Es(x); +00) soni topilib, A, (z, EP (z)) =
0 munosabat bajariladi. 1-lemmaga ko‘ra E,(f)(x) > FEy(z) soni h,(z) operatorli matritsa uchun
xos qiymat bo‘ladi.

Qulaylik uchun h,(x) operatorli matritsaning F;(z) dan chapda va E,(x) dan o‘ngda
yotuvchi xos giymatlarini mos ravishda E,(})(:c) va E,(f)(x) orqali belgilaymiz.

3. Uchinchi tartibli operatorli matritsa muhim spektrining tuzilishi

L5(T?) orqali T? da aniqlangan kvadrati bilan integrallanuvchi (umuman olganda
kompleks giymatlarni qabul giluvchi) simmetrik funksiyalarning Hilbert fazosini hamda H
orqali Hy := C, H; := Lo(T) va Hy = L5(T?) fazolarning to‘g'ri yig‘indisini belgilaymiz,
vani H = Ho D Hi D Ho.

‘H Hilbert fazosida ta’sir qiluvchi quyidagi

-/400 AOI 0
AM = 61 ./411 /LA12 , M > 0 (6)
0 ,UJ.ATQ .A22

uchinchi tartibli operatorli matritsani qaraymiz. Bu yerda matritsaviy elementlar

Aoofo = af, Aofi = / OAGd  (Anf)@) = fi(@),

AL / f(a.t)dt,  (Asfo)(z,y) = w(ey) falz, y)

kabi aniglanib, a € R va v(-) funksiya T torda aniglangan haqiqiy qiymatli uzluksiz funksiya.
Aj, va A3, operatorlar mos ravishda Ay va Ao operatorlarga qo‘shma operatorlar bo‘lib,

Ao Ho = Ha, (A fo)(@) = v(@)fo,  fo € Ho,

fil@) + f1(y)
2 )
(6) tenglik yordamida aniqlangan A, operatorli matritsa H Hilbert fazosidagi chizigli,
chegaralangan va o‘z-o‘ziga qo‘shma operator bo‘ladi.

ot HL = Hy, (AL S1)(z,y) = fi € Hi.

1-teorema. A, operatorli matritsaning muhim spektri uchun

9
el ) = T B (a) U 02U B2 0

tenglik o‘rinli.

1-teorema Veyl mezoni, Faddeyev tenglamasining xarakteristik xossasi va Fredgolm
teoremasidan foydalanib isbotlanadi.

Endi ushbu magqoladagi asosiy teoremani bayon gilamiz.

2-teorema. a) Agar p € (0; \/i%] bo‘lsa, u holda A, operatorli matritsaning muhim spektri
uchun

Oess(Ay,) = [min E;Y (x); max EP ()]
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tenglik o‘rinli;

b) agar p € (% ] bo‘lsa, u holda A, operatorli matritsaning muhim spektri uchun

a\ﬁ

Tess(A,) = Im EW () U [0; max Ef) (x)],

m
tenglik o‘rinli bo‘lib, max E(l)(x) < 0 bo‘ladi;
c) agar ji > 3 f V2L 10lga, u holda A, operatorli matritsaning muhim spektri uchun

9
—]UIm Ef)(x)

Oess(Ay) = Im EXV (z) U [0; ;

tenglik o‘rinli bo‘lib, max EM(x) <0 va § < mm E'?(x) munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.
Te
Isboti. 1-teoremaga ko‘ra A, operatorh matrltsamng muhim spektri

9
“JUIm EQ) ()

Oess(Ay) = Im Ef})(x) U [0; 5

to'plamdan iborat bo‘ladi. Aniqlanishiga ko‘ra A,,(-, z) funksiya T torda uzluksizdir. Shu sababli
E,(f) T — E,(f) (x), 1 = 1,2 akslantirish haqiqiy giymatli uzluksiz funksiyadir Demak, ImE,(f)
to‘plam yopiq va bir bog‘lamli bo‘ladi, ya'ni ImE) = [mijr; EP(x): maxE )(x)] bo'ladi.

TE

a) Faraz qilaylik, u € (0; \/%7] bo‘lsin. U holda

max A, (2;0) 2 0, (7)
A Dy <0 ®)
min o) =

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Agar A, (x; ) funksiyani (—oo; 0) va (5; 4-00) oraliqlarda monoton va
uzluksizligini hamda (2), (5), (7), (8) munosabatlarni inobatga olsak, u holda max Eftl)(a:) >0
xre

va min E( ) (z) < 2 tengsizliklar o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

zeT
Ma’lumki,
irgqufA (2;0) = —o0 (9)
va 9
sup A, (z; =) = 00 (10)
z€eT 2

munosabatlar o‘rinli. Agar A, (z;-) funksiyaning (—oo;0) va (§;+00) oraliglarda monoton va
uzluksizligini hamda (2), (5), (9), (10) tengliklarni inobatga olsak, u holda miqrr1 EM(z) <0,
Te

max £ E; @ )( ) > 2 tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Demak, A, operatorli matritsaning muhim spektri
xe

uchun
Oess(Ay) = [minElgl)( ) maXEl(f)( )]

zeT zeT

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
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b) Faraz qilaylik, 1 € (-=; ¥2L] bo‘lsin. U holda max A,(2;0) < 0 va (8) tengsizliklar
VT 2T S
[AS

o‘rinli bo‘ladi. A, (z;-) funksiyaning (—o0;0) va (%; +00) oraliglarda monoton va uzluksizligini
hamda max A,(z;0) < 0, shuningdek (2), (5), (8) munosabatlarni inobatga olsak, u holda
xe

max E,(Ll)(x) < 0, Hli%rl E,(f) (z) < 2 tengsizliklar o'rinli ekanligi kelib chigadi. maXE,SQ)(x) > 2
Tre Tre

tengsizlik bajarilishi a) tasdiqda isbotlangan. Demak, A, operatorli matritsaning muhim spektri
uchun
Gess(A) = T B () U [0; max B2 (2)],

zeT
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
c) Faraz qilaylik, pu > % bo‘lsin. U holda %S%Au(x;()) < 0 va Imnei’]ll‘lAM(l‘;%) > 0

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. A,(z;-) funksiyaning (—oco;0) va (3;+o0) oraliglarda monoton,
uzluksizligini hamda max A, (x;0) <0, miqrrl A, (z;3) > 0 va (2), (5) munosabatlarni inobatga
fas e

olsak, u holda max EV(z) < 0, mi% EP(z) > 2 tengsizliklar o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
re S

Demak, A, operatorli matritsaning muhim spektri uchun

Ges(Ay) = Tm B (2) U [0; 5] UTm B (2)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Xulosa. Ushbu maqolada qattiq jismlar fizikasi, kvant maydon nazariyasi va boshqa
ko‘plab sohalarda uchraydigan panjaradagi soni saqglanmaydigan va uchtadan oshmaydigan
zarrachalar sistemasi Hamiltonianiga mos 4, operatorli matritsa qaralgan, bu yerda p > 0 -
ta’sirlashish parametri. A, operatorli matritsa muhim spektrining joylashuv o‘rni ikki o‘lchamli
qo‘zg‘alishga ega umumlashgan Fridrixs modellar oilasini spektral xossalaridan foydalanib
o‘rganilgan.
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PE3IOME

B nannOIT cTaThe onepaTopHas MaTPUIA TPETHErO MOPsi/iKa, COOTBETCTBYIONIUN CH-
CTEMBI C HECOXPAHLIONNMC U He 6oJiee TpexX YacTHIl Ha pelleTKe, pacCMaTpPUBAET-
¢ Kak JIMTHEHHBIN, OrpaHUYeHHBI U CAMOCOIPSKEHHBIN ollepaTop B T'UJIbOEPTOBOM
npoctpancTBe. Vcnomb3ys crekTpasibHble CBORCTBA JUHEHHON, OrpaHMYeHHON U ca-
MOCOIIPSIZKEHHOI ceMecTBa 0DOOIEHHBIX ceMeiicTBa Mojesneit Ppujipuxa ¢ JIByMep-
HBIM BO3MYIIIEHUEM, UCCJICIOBAH CYIIECTBEHHBII CIEKTDP PacCMaTpUBAEMON ollepa-
TOPHOI MaTPUITHI TPEObETO MOPSAIKA. BbljIe/IeHbl IBYXYACTUYHbBIE U TPEXYaCTUIHBIE
BETBHU CYIIECTBEHHOTO crieKTpa. M3ydeno pacmnoiokenue JIByX4aCTUIHBIX BETBE OT-
HOCHATEJIbHO TPEeX4YaCTUIHOU BETBU.

Karouesvie caosa: TuibdbepTOBO IPOCTPAHCTBO, OllepaTopHas MaTpuiia, 0000IIeH-
Hasg Mozenb Ppuapuxca, onpeaeaureab Opearoabma, CyIeCTBEHHBINH CIIEKTP.

RESUME

In this paper, operator matrix of order three corresponding to the system with
non-conserved and no more than three particles on the lattice is considered as
a linear, bounded and self-adjoint operator in Hilbert space. Using the spectral
properties of the linear, bounded and self-adjoint a family of generalized Friedrich
models with two-dimensional perturbation, the essential spectrum of the considered
operator matrix of order was investigated. Two-particle and three-particle branches



