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Аннотация: создан программный пакет для численного исследования систем одного 
из нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка. Так, 
применяя метод Эйлера (это так называемая рекуррентная формула, когда новое 
значение вычисляемой величины зависит от её предыдущего значения) к непрерывным 
аналогам строго невольтерровского квадратичного стохастического оператора 
(система нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений), найдены ее 
численные решения, при частных значениях параметров. При этом использован 
пакет программ, составленный автором на языке С++. 
Ключевые слова: динамические системы, квадратичные стохастические операторы, 
численные решения, метод Эйлера, состояние динамической системы, 
аппроксимации, визуализация вычислений. 
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Abstract: created a software package for the numerical study of systems of one nonlinear 
ordinary differential equations of the first order. So, applying the Eyler method (this is the 
so-called recurrent formula, when the new value of the calculated quantity depends on its 
previous value) to continuous analogs of the strictly non-Volterra quadratic stochastic 
operator (a system of ordinary differential equations), its numerical solutions were found, 
for particular values of the parameters. In this case, a software package compiled by the 
author in C ++ was used. 
Keywords: dynamic systems, quadratic stochastic operators, numerical solutions, Eyler 
method, dynamic system state, approximations, computation visualization. 

 

УДК 517.988.52 
 

Прежде всего, дадим определение динамическим системам. Динамическая система 
— это математическая модель эволюции конкретной системы (физической, 
биологической, математической генетики, экономики и т.д.), в которой состояние в 
любой момент времени определяется ее начальным состоянием. 

Закон эволюции динамических систем выражается на математическом языке по-
разному и может задаваться дифференциальными уравнениями, дискретными 
отображениями, теорией графов, теорией марковских цепей. 

Суть теории динамических систем состоит в изучении кривых, определяемых 
этими уравнениями, например, заданными дифференциальными уравнениями. В 
частности, изучаются разбиение фазового пространства на траектории, исследование 



ВЕСТНИК НАУКИ И ОБРАЗОВАНИЯ № 24(102). Часть 3. 2020. █ 10 █ 

предельного состояния этих траекторий, классификация точек равновесия, 
определение множества аттракторов и репеллеров из них. 

Динамические системы делятся на две: дискретные (каскады) и непрерывные 
(потоки). 

Следовательно, исследования динамических систем в основном изучают 
эволюционное состояние системы. Как было сказано выше, эволюционное состояние 
записывается с помощью некоторого закона. Состояние динамической системы в 
любой момент времени описывается множеством вещественных чисел (или векторов), 
соответствующих определённой точке в пространстве состояний. Эволюция 
динамической системы определяется детерминированной функцией, то есть через 
заданный интервал времени система примет конкретное состояние, зависящее от 
текущего. 

Квадратичные стохастические операторы используются при исследовании 
закономерностей, порождаемых математической генетикой. В этом отношении 
квадратичные стохастические операторы, особенно строгие невольтерровские 
квадратичные стохастические операторы, имеют широкое практическое значение. 

Хорошо известно, что время играет важную роль в изучении закономерности. 
В зависимости от задачи изучаются динамические системы с непрерывным 
временем (если изучается состояние системы в каждый момент) или с дискретным 
временем (если состояние системы в определенные моменты, т.е. отдельно 
полученные моменты). 

Динамические системы с дискретным временем изучались многими учеными 
Р.Н. Ганиходжаевым [1-3,9], М. Уламом [4], Ю.И. Любичом [5], Р.Д. Дженкс [6], 
Р.Т. Мухитдиновым [7], Дж. Хофбауэрым [8], У.А. Розиковым, У.У. Джамиловым 
[9-12]. Однако квадратичные стохастические операторы с непрерывным временем 
(система нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений), а также 
нелинейные дифференциальные уравнения с частными производными 
сравнительно мало изучены [13-15]. 

Следует отметить, что состояние системы зависит от ряда параметров и 
выражается с помощью системы нелинейных дифференциальных уравнений. Эта 
система дифференциальных уравнений не всегда может быть решена аналитически. 
Поэтому после анализа системы дифференциальных уравнений ее можно решить 
численными методами с использованием допустимых параметров. 

В статье узбекских ученых У.А. Розикова и У.У. Джамилова [10] изучалась 
динамика строго невольтерровских квадратичных стохастических операторов в 
двумерном симплексе: 

Пусть             . 
Множество 

                             

 

   

      

называется     мерным симплексом. Любой        является мерой 
вероятности в   и может рассматриваться как состояние биологической (физической 
и подобной) системы, состоящей из   элементов. 

             квадратичный стохастический оператор имеет следующий вид: 

     
            

 

   

                                                        

где 
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Определение. Квадратичный оператор (1), (2) называется строго 
невольтерровским, если 

                  при                            
В статье [10] исследуется отдельно случай     и для произвольного n. В этом 

случае, т.е. когда     строго невольтерровский оператор выглядит так: 

    

       
     

       
       

     
       

       
     

       

  

где  
                                  

В этой статье рассматривается численное решение непрерывного аналога строго 
невольтерровского квадратичного оператора [10], которое в нашем случае имеет вид 

 

       
     

          
       

     
          

       
     

          

         (3) 

Для исследования системы (3) применен явный метод Эйлера для численного 
решения обыкновенных дифференциальных уравнений. Заметим, что метод Эйлера 
основан на аппроксимации интегральной кривой кусочно-линейной функцией, так 
называемой ломаной Эйлера. Получены отдельные численные решения (3) с 
помощью программирования на языке С++, при некоторых частных значениях 
           .  

Важнейшим этапом численно-аналитического моделирования нелинейных 
динамических систем является визуализация численных результатов компьютерного 
моделирования. Визуализация математической модели позволяет не только выявить 
основные закономерности описываемого ею процесса, но и обнаружить некоторые 
детали, недоступные выявлению аналитическими методами исследования. 

Следует отметить, что численные эксперименты в последнее время являются 
основным инструментом, позволяющим продолжить исследования нелинейных 
систем дифференциальных уравнений и уравнений с частными производными. 
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