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F.R.KARIMOV

Buxoro davlat universiteti

amaliy matematika va dasturlash texnologiyalari
kafedrasi o‘gituvchisi

EFFEKTIV KVADRATUR FORMULALAR QURISH METODLARI

Ushbu magolada davriy funksiyalarni integrallash va effektiv interpolyatsion kvadratur formulalar
qurish o ‘rganildi. Effektiv kvadratur formulalar qurish metodlari o ‘rganilib chigildi va shular asosida
integrallarni tagribiy hisoblash uchun algoritm va dasturlar tuzilgan.

Kalit so“zlar: integral, kvadratur, hosila, boshlang ‘ich funksiya, effektiv kvadratur formula, kompleks.

B smou cmamve uccnedyemcsi unmespuposanue NepuOOUYecKUX QYHKYul U NOCMpoeHue
I hexmusHbIX UHMEPRONIAYUOHHBIX K8AOPAMUYHBIX Popmy. H3yueHbl Memodvl nocmpoerus 3¢ exmueHbix
K8aopamuyHolx opmyn, pazpabomanvl arcopummsl U NPoSpaMMbl OJsl NPUOIUNCEHHO20 GbIUUCTEHUS
uHnmezcpanoe.

Knwouesvie cnosa: unmezpan, KeaopamuyHas, NpoU3BOOHAs, HAYANbHAS (QYHKyuA, 3¢pgdexmusnasn
K8aopamypHas popmyaa, KOMNHIEKC.

This paper explores the integration of periodic functions and the construction of effective interpolation
guadratic formulas. Methods for constructing effective quadratic formulas have been studied, and algorithms
and programs have been developed for the approximate calculation of integrals.

Key words: integral, quadratic, derivative, initial function, effective quadrature formula, complex.

Kirish. Amaliy analizning ko‘pgina masalalari differensial tenglamalar orgali aniglanadi. Agar bunday
funksiyalarni integrallash kerak bo‘lsa, u holda fagat oraligning chetki nugtalarida funksiya va uning
hosilalarining giymatlaridan foydalanish magsadga muvofiq deb hisoblanadiki, agar chetki nugtalarda
chegaraviy nugtalarni biz bilsak, ketma-ket hosilalarning giymatlarini funksiyani aniglovchi differensial
tenglamalardan osongina hisoblashimiz mumkin. Shuning uchun bizning asosiy magsadimiz shundan iboratki,
effektiv kvadratur formulalarni hosil gilish uchun biz ichki ordinatalardan emas, balkim chegaraviy
ordinatalardan va bu nuqtalarda hosilalarning giymatlaridan foydalanamiz. Bunday formulalar aniglikni
oshirish uchun emas, balki integrallarni hisoblash uchun chegaraviy axborotlardan foydalaniladi. Quyidagi
teoremani isbotlaymiz.

Teorema. Agar ikkita u(x) va v(x) funksiyalar [a, b] oraligda aniglangan, uzliksiz va m -tartibli
uzliksiz hosilalarga ega bo‘lsa, u holda quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

m-—1

fuov™ (dx = [Zu @ (V™D (x)(~1) }\ >+ Ry () ()

a=0

bu yerda,
R, () = [ (D™ vOOU™ (G)dx (9

va & -hosila tartibi.

Isbot: Har bir u(x) va v(X) funksiyalar [a, b] oraligda differensiallanuvchi va undan tashgari bu
oraligda u(X) v (x) funksiya uchun boshlangich funksiya mavjud bo‘lsin. U holda [a, b] oraligda
u(x) v (x) funksiya uchun boshlang‘ich funksiya mavjud bo‘lib, bo‘laklab integrallash formulalari
o‘rinlidir. Ya’ni

b b
ju(x)v' (X)dx = u(x)v(x) Z—J.v(x)u' (x)dx, (3)
yoki boshgacha ;ozsak )
J'u(x)v' (x) = u(d)v(b) —u(@)v(a) — J'v(x)u' () dx., (4)

Shunday qilib (1) formulaning o‘ng tomoni uchun (4) formulani m marta qo‘llasak quyidagiga ega
bo‘lamiz:
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T u(x) v™(x) —T (=D)™v () u™ (x) dx = [u (x) VD (x) —u’ () V"D (X) +..+]

a

b _
. =

)
= [mz:i u@ (x)vm e (x) (- }

Bundan esa quyidagini olamiz:

b
a

Tu(x)vm (x)dx :[mfu @ (x)v M= D (x)(—=1)“ ]| b 4 T D™ u™ (x)v(x)dx. (6)

va teorema shu bilan isbotlanadi.
27z n
[FOOdx=D A F(x), (x <[0,27]) ()
0 k=1

formuladan biz quyidagicha foydalanamiz. Integrallash oralig‘ini (0,1) oraliggacha normallaymiz.

Ya’ni quyidagi belgilashlarni kiritamiz.
X
U0 = (3, v(x) = Lo

Bymt

(8)

Bu yerda
I () = B X" + BrlaXmy +...+ S5 9)
ko‘phadni erkin tanlaymiz. u(X) va v(x) funksiyalarni bunday tanlashlar natijasida (7) formula
quyidagi ko‘rinishda yozilishi mumkin:

T 1 & a m—a—1 a |1
J £ ogdx— mm![;ﬂ ) (g ()(-D) }\omm (10)

Buyerda R, (X) - quyidagi aniq integralni bildiradi:
1
R, =(CD" | Im ) £ m (5yqx (11)
[0} IBm m!

(8) formulani biz quyidagicha tushunamiz va u shundan iboratki, oraligning chetki nuqtalarida egri
chizigning chegaraviy giymatlari va hosilalarining giymatlari uchun tegishli yuzani hisoblaydigan kvadratur
formulani ifodalaydi.

s 1 S (x) m—or— o
9 WLZ f 2 0Qgn (a1 ]l%) (12)
Shu vaqtda (8) formuladagi giymat kvadratur formulaning R, qoldig*ini tasvirlaydi.

Shunday qilib biz funksiya va uning hosilalarining chegaraviy giymatlarida hisoblanadigan kvadratur

formulalar va uning qoldiq hadiga ega bo‘ldik.
Effektiv kvadratur formula qurish metodidagi teoremaga asosan, ya’ni

b m—

JuCOv™ (xydx = [iu‘“) Qv M D (x)(—1)m} 12+ R, (0 (13)
a a=0

formuladan quyidagicha foydalanamiz [a, b] oraligni (a, b) gacha normallaymiz va undan tashqari,

u() = (X, (V) =99, [gCOI™ = P00 (14)
bu yerda

1

PO = | ... j’ g () dx (19)
belgilarni kiritsak, ’ )
[PCO foodx = @ GoPm™=100[3 + R, (0 (16
bu yerda ’ o

R,, (X) = _1[ P(x) f (™ (x)dx (17)

134



tengliklarga ega bo‘lamiz. (16) formulaga biz qoldiq hadi (18) iborat bo‘lgan vaznli effektiv kvadratur
formula deb ataymiz.

Endi biz shu goldiq hadga e’tiborni garatamiz va quyidagi teorema o‘rinlidir:

Teorema 2. (12) ko‘rinishdagi vaznli effektiv kvadratur formula goldiq hadi uchun quyidagi tenglik
o‘rinlidir.

(_1)m [ 2m "
R, = —,B;‘ (mD)? _c.: f ™ (x)[x(x —1)] dx. (19
Bu yerda
m _ ¢ _aym (2M)!

Isbot. g(X) funksiya sifatida biz Gauss kvadratur formulasini aniglik darajasini (2m —1) gacha
ta’minlaydigan Lagranj ko‘phadlaridan foydalangan, ya’ni

Lo =S - M e 20)

= (M—a)l(a))?
Uning [— 1,1] oraliqdagi ba’zi bir ajoyib xossalariga asosan uni
1 d™[@—x)x]"
m! dx™

L(x) =

(21)
ko‘rinishda yoza olamiz.
Agar biz (7)da quyidagi almashtirishlarni bajarsak, ya’ni u(x) ni £ (X) va v(X) ni
[x(@ — x)]™ bilan akslantirsak, u holda biz

R, = (m_;)mz j’ f (M (%) d m[x(l: )" dx —
L (MH= 3 dx

h 2m m (_1)m .
[.(.)‘ f ™ (x)[x@— x)] dxj VAT

tengliklarga ega bo‘lamiz, shu bilan teorema isbotlandi.
Effektiv kvadratur formulalarning go‘llanishi.

Odatda xos giymat deb ataluvchi nom’alum doimiy A parametrni o‘z ichiga olgan chizigli differensial
tenglama berilgan bo‘Isin. Ya’ni shunday bir jinsli chegaraviy shartlar berilganki, tenglamaning yechimi fagat

A parametrni tanlash bilan topish mumkin. Masala shundan iboratki, shunday A eng Kichik giymatni yoki bir

nechta A eng kichik giymatlarni topish mumkin bo‘lsaki, masala yechimga ega bo‘lsin.

Bunday xos giymatlar bilan bog‘liq masalalarni yechish uchun effektiv kvadratur formulalarning
go‘llanilishi yaqgol yordam berishi mumkin, chunki u fagat oraligning chetki nugtalarida funksiya va uning
hosilalarini bilishga asoslangandir. Bu giymatlar esa berilgan differensial tenglamalar va chegaraviy shartlar
asosida olinadi.

Bu metodning qo‘llanishini namoyish gilish uchun biz oddiy bir misol olamiz. Lekin metod esa murakkab
shartlar asosida go‘llaniladi. Bizning asosiy magsadimiz metodning jiddiy girralarini o‘rganishdan iborat
bo‘ladi. Murakkablashgan texnik giyinchiliklari bundan mustasnodir. Shuning uchun biz o‘zgarmas koeffisentli
ikkinchi tartibli differensial tenglamaga to‘xtalamiz.

Yy +y +1y=0.(22)

Chegaraviy shartlari quyidagicha

y(0),=y(@) =0.(23)

Berilgan oraliq [O,l]ga keltirilgan. Bir jinsli chizigli differensial tenglama o‘zgarmas amplitudali
ko‘paytuvchi goldirganligidan X = 0 nuqtadagi hosila uchun ixtiyoriy y' (0) =1 giymatni yozish mumkin.
Bu shartlar bilan (22) differensial tenglama X = O nuqtada barcha hosilalarning giymatlarini aniglaydi. Biz
ularni ketma-ket differensiallash bilan yoki uni quyidagi y = a, + a, x + a, x + ...darajali qatorga yoyib

va o‘rniga go‘yib olamiz. Barcha o‘xshash hadlarni to‘playmiz va XX oldidagi olingan koeffisentlarni nolga
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1 _
tenglashtiramiz. Bizning oddiy misolimizda a, =0, a, =1, a, :_E' a, z%, y(O)’

y@D=0,y@®=-1, y"(@) =1— A nitopamiz.
Agar biz koeffisentlarni ketma-ket topishni gancha davom ettirsak, shuncha katta aniglikni kutishimiz

mumkin. Bizning magsadimiz uchun bu yerda biz @3 ga to‘xtalamiz. Boshga chetki nugta uchun xuddi
shunday
X=1+&, y=Db,+bE+b, &% +b,&E?
deb olamiz.

Oldingiga o‘xshagan differensial tenglamaga eltib go‘yish metodidan foydalansak, biz bo ni emas, balki
barcha keyingi koeffisentlar bo koeffisentning chizigli funksiyasi bo‘lar ekan.

b, b :_ﬂbo

) 3 6

y+D) =b,, Y () =0, y' @ =—ab,, y" (1) = Ab,

Endi biz y"(x) ni f(X) boshlang‘ich funksiya sifatida gabul gilamiz va kvadratur formulani

go‘llaymiz. Xuddi shunday f(x) =y (x) va f (Xx) =y (X) ikkala chetki nuqtalarda berilgan.
f(0)=-1 f@) =—ab,
f(©O)=1—2a f @ =Ab,
N = 2 bo‘lganda effektiv kvadratur formula

[y (odx=y @ -y ()=

—5—74b, — A
12

b0:b1,b2:_

6(—1— Ab,) +1(1— y —b,) .
12 ’

1=

ni hosil gilamiz, bu quyidagi munosabatga olib keladi:

7—A
b =
o 72 , (24)

Endi biz yana bir marta y (x) ni f (x) sifatida olib, effektiv kvadratur formuladan foydalanamiz:
f(O)=1, T =0
f (O0O)=1, f @=—-ab,
f (0O)=1—A21, f () = ab,

Hozir biz ikkala chetkilar uchun uch juft berilganlarga egamiz va formulani N = 3 bo‘lganda
go‘llaymiz.

60(1+ 0) +12(—1+ Aby) + A — A + Aby)

Jy 0odx=y@ — y(©) =

120
b, — 49— 1 +134b,
120
Bu esa yangi munosabatni beradi.
40 — 4 (25)

°  120-134
(24) va (25)larning o‘ng tomonlarini tenglashtirib A -xos giymatni aniglash uchun quyidagi kvadrat
tenglamani olamiz.
204* —5541 +840=0
Biz ikkita
A, =1,6095, 1, = 26,0905, (26)
ildizlarga ega bo‘lamiz.
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Fagat kichik ildizning o‘ziga xos giymati bor, kattasini olsak, hisoblashlarda katta o‘zgarishlar bo‘ladi.
Kichik ildiz uchun biz differensiallash jarayonini davom ettirsak, unda o‘zgarish bo‘Imaydi. Biz y'" (X) ga
kelib qoldig. Agar biz yana bir gadam gilsak, y ™ (0) va y" (1) ni kiritsak, effektiv kvadratur formulaning
birinchi yaginlashishi N = 3 da ikkinchisi esa N = 4 da bo‘ladi. Bu uchun biz ikkita munosabatni olamiz.

71—-10A4 679—-1841
o = ————vab, = 5
A(73— A1) 168— 2011 + A7)

va ular i ni aniglash uchun
281° —40744° +806381 —119280=0
kub tenglamani beradi. Bu yerda yechimi
A, =1,608467,

dan iborat bo‘ladi. /11 giymatning kichkina o‘zgarishi, (26) da topilganga nisbatan ko‘rsatadiki, birinchi
go‘pol yaginlashish hagigatga juda yagin ekanki, aniglik 0,07% gacha bo‘ldi. Ko‘rgan oddiy misolimizda

natijalarimizni tekshirishimiz mumkin. /11 - nazariy jihatdan

ﬂ=%+92,6’esatgl9=20

transendent tenglamaning yechimidir. Bu tenglamaning eng kichik ildizi €, =1,1655618 yoki
A, =1,608534ni beradi. Shunday gilib N = 2,3 uchun yaginlashish xatoligi 77 = —0,0010 ga,
N = 3,4 daesa 77 = 0,000067 ga teng bo‘Idi.

Xuddi shunday sillig f(X) =y (x) N = 3 funksiyalar uchun uni go‘llasak yaginlashish juda tez

bo‘ladi. Ma’lumki, xos giymatlarni olish uchun Rem - Rits metodi ba’zi bir integrallarni minimallashtirishga
asoslangandir, shuning uchun ham u metod fagat o‘ziga go‘shma differensial operatorlarga qo‘llanishi
mumekin.

Tavsiya etilgan metod uchun esa differensial operator va chegaraviy shartlar o°z-o‘ziga gqo‘shma bo‘lishi
talab gilinmaydi. Shuning uchun bu metod ancha umumiy hollarda ham go‘llaniladi va hatto bu metodik
go‘llash uchun differensial tenglamaning chizigli bo‘lishi shart emas.

Bu g‘oyani yana ham ilgari suradigan bo‘lsak shunday xulosaga kelamizki, effektiv kvadratur jarayoni
nafagat xos giymatlarni topish uchun, balkim differensial tenglamalarning hagiqiy yechimlarini topishga ham
go‘llanilishi mumkin. Effektiv kvadratur jarayonning yaginlashishi umumiy xususiyatlarini ko‘rib chigamiz.
Buning uchun biz teng tagsimlangan polinomial interpolyatsiyaning yaginlashishidan foydalanamiz.

f (X) funksiya [0,1] intervalda va shu intervalni o‘ziga oluvchi kompleks tekislikning biror sohasida
analitik xarakterga ega bo‘lsin deb, faraz gilaylik. U holda f (X) ni Koshining quyidagi Kontur integrali
bilan tasvirlash mumkin.

1 f (z)dz
7a Z—X

bu yerda integral yopiq kontur bo‘yicha olinadi, gqaysikim Z = X, hamda z = X; nugtalarni o‘z

ichiga oladi, lekin T (z) funksiyaning maxsus nugqtalarini o‘z ichiga olmaydi. Bu esa bizga butun

 (27)

tekshirishimizni fagat (z, — x) " maxsus funksiya bilan chegaralanishga imkon beradi, bu yerda Z, -
kompleks tekislikning biror fiksirlangan nuqtasidir. Quyidagi teorema o‘rinlidir.

Teorema. Agar effektiv kvadratur metod (z, — x)~* - xususiy funksiya uchun Zy nugta kompleks

tekislikning biror to‘liq aniglangan sohasidan tashqarida yotish sharti bilan yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda bu
sohaning ichida va chegarasida regulyar bo‘ladigan ixtiyoriy f (z) analitik funksiya yaginlashishi

ta’minlanadi.
Isbot: Ma’lumki effektiv kvadratur formulalar xatoligi uchun quyidagi baholash formasi o‘rinlidir.

_ D™ F oL em 5™
=3 = Gl ! f O [x@— x)]™dx, (28)

Bundan
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1
Z, — X

f(x) =

xususiy funksiya uchun,
f (em (x) 1
(2m)! (zo —x)>m*"

ni olamiz va xuddi shunday
1
m 1 X(1— X
R, = (D" | (2a=x)
5 Zo — X (2o —X)
tenglikka ega bo‘lamiz. Endi (3.30) tenglikka biz ko‘rsatishimiz kerakki, M ning cheksizlikka intilishi
bilan R, nolga intiladi.
E’tiborlisi shuki, hal giluvchi giymat

1™ dx, (29)

XA —X)

(Zo - X)2
integral ostidagi funksiyaning M - darajasidan iborat. Agar K (x) hamma joyda birdan kichik bo‘lsa,

K(x) =

u holda R, ning nolga asta-sekin yaqinlashishi ta’minlanadi. Shunday bo‘lishi mumkinki, Zy nugta X
o‘giga [0,1] oraligdan shunday uzoglashtirilganki, K (X) oraligning hammasida birdan kichik bo‘ladi, bu
holda esa, yaginlashish ta’minlangan bo‘lib keyingi tekshirishlar talab gilinmaydi.

Lekin shunday hol bo‘lishi mumkinki, Z, nugta X o‘giga juda yagin bo‘lib goladi va K (x) -
oraligning ba’zi bir gismlari uchun birdan katta bo‘lib goladi. Z, nugta quyidagi ko‘rinishga ega bo‘lsin.

z, =a—I1pf,

bu yerda S musbat, ya'ni z, — X o‘gidan pastga joylashgan ba’zi bir kompleks nugtadir.
K(x) =0 bo‘ladigan nugtadan boshlab, X o‘qi bo‘yicha A, nugtagacha K (X) ni shunday
almashtiramizki, u birga teng bo‘Isin.

Shunday o‘xshash X =1 nugtadan (bu yerda K(X) =0 ), A nugtagacha orgaga gaytamizki, yana
K (Xx) =1 bo‘lsin. Qiyinchilik A, A, orasida bo‘ladiki, oraligning gismida O A, va A,1 kesmalar
nolga intiladi. Endi biz ma’lum bo‘lgan analitik funksiyalar xossalariga asosan xulosa chigaramizki, integral
ostidagi funksiyaning maxsus nugtalarini olganda, integrallash yo‘lini ixtiyoriy deformatsiyalash mumkin.
Shuning uchun biz X ni Z =X+1y kompleks o‘zgaruvchi bilan almashtiramiz va integral ostidagi funksiya

maxsus nuqtalarga ega bo‘lmaydigan kompleks tekislikning yuqori yarim gismida integrallash yo‘lini
tanlaymiz. Avval K (X) =1 bo‘ladigan nugtalarning geometrik o‘rnini aniglaymiz.

Bu esa
[x@—x) + y? |2+ @—2x)2 y? = [(a — )2 + (B—y)?|?. (30)
shartga olib keladi.
Buni biz 'y ga nisbatan uchinchi darajali hadi 48y® va ozod hadi
|(ex — %)% + B2 |+ [x(@— x)] ? ga teng bo‘lgan kubik tenglama sifatida garashimiz mumkin. A,
va A, kritik oraligda bu giymat manfiy bo‘lib goladi. Lekin, bunda kubik tenglama har ganday X ning
giymatlari uchun hagigiy musbat ildizga ega bo‘lishi kerak. Shunday gilib biz yuqori yarim tekislikda A, va

A, nugtalarni birlashtiruvchi botiq egrilikni aniglovchi soha ichida K (z) >1, tashgarisida esa
K (z) <1 gaegabo‘lamiz.
Kritik egrilik tashgarisida integrallash yo‘lini shunday ta’minlaymizki, K (z) <1 bo‘ladi. Bu bilan

R, ning nolga intilishini isbotladik. Agar biz /2 = O deb olsak, uholda Z X o‘gida yotadi va integral

ostidagi funksiya haqiqiy bo‘ladi.
X(@A—Xx)

KO = (ax — x)?
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kasrni garaymiz. Uning maksimumi

(04
X=—
2 —1
nuqtada yotadi. Qaysikim
1
K(X)=———
() doa(a —1)

Bu kasrning birdan kichik bo‘lish sharti & ga ikkita chegarani beradiki aynan musbat tomondan:
o > —1+2\/§ =1,20705, va manfiy tomondan: ,, — 1-+/2 — _0,20705, tekshirishimizning
2

natijasini quyidagicha tasvirlash mumkin: X o‘gida kesmani simmetrik har ikkala tomonga ham 0,207
giymatga chetki O, 1 nugtalardan boshlab cho‘zamiz. Bu kesmani ixtiyoriy kichik tenglik bilan o‘raymiz.
Teoremani sharti bo‘yicha bu sohada T (Z) regulyar u holda effektiv kvadratur yaginlashishi ta’minlanadi.
Teorema isbotlandi.
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