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ANNOTATSIYA

Ushbu maqolada panjaradagi uch zarrachali model operator muhim spektrining
tarmoglari aniglangan hamda muhim spektrning ko’pi bilan uchta kesmalar
birlashmasidan iboratligi aytib o’tilgan. Funksional analizning chiziqli operatorning
spektri bilan bog'liq yordamchi ma'lumotlari bayon qilingan. Berilgan operatorning xos
funksiyalar uchun Faddeyev tenglamasi qurilgan.

Kalit so’zlar: Model operator, muhim spektr, Hilbert fazosi, xos qiymat, xos
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ABSTRACT

In this paper, we define the branches of the essential spectrum of the three-
particle model operator is defined and it is stated that the essential spectrum of this
operator consists the union of at most three bounded closed intervals. Auxiliary
informations related to the spectrum of the linear operator from functional analysis are
described. The Faddeev equation for the eigenfunctions of a given operator is
constructed.

Keywords: model operator, essential spectrum, Hilbert space, eigenvalue,
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KIRISH

Qattiq jismlar fizikasi, statistik fizika, kvant maydon nazariyasi va zamonaviy
matematik fizikaning yana ko‘plab sohalarida panjaradagi uchta zarrachalar sistemasiga
mos model operatorlar uchrab turadi. Bunday operatorlarning muhim va diskret
spektrini o‘rganish masalasi esa 0‘z navbatida chiziqli operatorlar nazariyasining keng
tadqiq qilinadigan masalalaridan biridir. Eslatib o‘tish joizki, panjaradagi uchta
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zarrachali sistemaga mos model operatorlarning muhim va diskret spektrlarini o‘rganish
tadqiq qilinadigan model operatorning xos funksiyalariga mos mashhur Faddeev
tenglamasi bilan chambarchas bog‘ligdir. Shu nuqtai nazardan ushbu maqolada
o‘rganilayotgan masala zamonaviy matematik fizikaning dolzarb muammolaridan
biridir. Panjaradagi uchta zarrachalar sistemasiga mos model operatorlarning spektral
xossalari [1-12] ishlarda va operatorli matritsalarning spektral xossalari esa [13-30]
ishlarda o‘rganilgan. Muhim spektrni o‘rganishda Faddeev tenglamasi va Fredgolmning
analitik teoremasi, xos qiymatlar sonining chekli yoki cheksizligini ko‘rsatishda esa
Faddeev tenglamasining simmetrik varianti uchun Birman-Shvinger prinsipi
go‘llaniladi.

YORDAMCHI MA’LUMOTLAR
Operatorlar nazariyasida spektr tushunchasi eng muhim tushunchalardan biridir.
Chizigli operator spektrini o‘rganish matematik fizika uchun muhimdir. Masalan, kvant
mexanikasida sistema Hamiltoniani - bu Hilbert fazosidagi o‘z-o‘ziga qo‘shma
operatordir, uning spektrini o‘rganish sistema fizik xususiyatlarini o‘rganish uchun
muhimdir. Spektr tushunchasini dastlab chekli o‘lchamli fazolardagi chizigli operatorlar
uchun eslatamiz.
Faraz qilaylik, 4:C" — C" chiziqli operator berilgan bo‘lsin. Agar biror A son
uchun A4x =Ax tenglama nolmas x e C" yechimga ega bo‘lsa, u holda 4 son A4

operatorning xos qiymati deyiladi, unga mos keluvchi nolmas x yechim esa xos vektor
deyiladi. Agar 4 son A operatorning xos qiymati bo‘lsa 4 — A/ ga teskari operator

mavjud emas va aksincha. Agar 4 son A4 operator uchun xos giymat bo‘lmasa, ya’ni
det(A—Al)#0 bo‘lsa, u holda 4— Al ga teskari operator mavjud va u C" fazoning

hamma yerida aniglangan bo‘ladi.
Yuqorida aytilganlarning natijasi sifatida shuni ta’kidlash lozimki, chekli o‘lchamli
fazolardagi chiziqli operatorlar uchun quyidagi ikki holat sodir bo‘lishi mumkin:

1) 4 son uchun Ax = Ax tenglama nolmas yechimga ega, ya’ni 4 son A operator

uchun xos qiymat, bu holda 4 — Al ga teskari operator mavjud emas;
2) A son uchun C" fazoning hamma yerida aniqlangan (4 —AI)"" operator mavjud

va demak, chegaralangan.

Chekli o‘lchamli fazolarda chiziqli operatorning xos qiymatlari to‘plami uning
spektri deb ataladi. Agar 4 € C son A operator uchun xos giymat bo‘lmasa, u 4
operatorning regulyar nuqtasi deyiladi. Umuman aytganda, chekli o‘lchamli fazolarda
spektr termini kam ishlatiladi.

Agar A operator cheksiz o‘lchamli X fazoda berilgan bo‘lsa, u holda yuqorida
keltirilgan 1 va 2 holatlardan farqli bo‘lgan uchinchi holat ham bo‘ladi, ya’ni:
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3) (4—-AI)"" operator mavjud, ya'ni Ax=Ax tenglama fagat nol yechimga ega,
lekin (4 —AI)™" operator X ning hamma yerida aniqlanmagan yoki Im (4 —AI)# X.
Agar A € C sonuchun 4 — Al ga teskari operator mavjud bo‘lib u X ning hamma
yerida aniglangan bo‘lsa, 4 soni A operatorning regulyar nuqtasi deyiladi,
R, (A)=(A-AI)"
operator esa A operatorning A nuqtadagi rezolventasi deyiladi. Barcha regulyar
nugqtalar to‘plami p(A4) orqali belgilanadi.

A operatorning regulyar bo‘lmagan barcha nugqtalari to‘plami A operatorning
spektri deyiladi va o(A4) orqali belgilanadi.

Agar biror A € C son uchun (4— Al)x =0 tenglama nolmas (x # 0) yechimga ega
bo‘lsa, 4 son A operatorning xos qiymati deyiladi, nolmas yechim x esa xos vektor
deyiladi.

Ko‘rinib turibdiki, barcha xos qiymatlar to‘plami spektrda yotadi, chunki A4 xos
qiymat bo‘lsa, A — Al operatorning teskarisi mavjud emas.

Spektr quyidagi qismlarga ajratiladi.

a) Barcha xos qiymatlar to‘plami 4 operatorning nuqtali spektri deyiladi va o ,,(4)
bilan belgilanadi.

Agar A xos qiymat bo‘lmasa va ]m(A——/U) # X, yani A— Al operatorning
qiymatlar sohasi X ning hamma yerida zich emas. Bunday A lar to‘plami A
operatorning qoldiq spektri deyiladi va o, (A) bilan belgilanadi.

Endi o‘z-0‘ziga qo‘shma operatorlar uchun muhim spektr ta’rifini keltiramiz.

Agar biror Ae€o(A4) son uchun nolga kuchsiz yaqinlashuvchi f, € H birlik
vektorlar ketma-ketligi mavjud bo‘lib

lim [(4—AD)f,|=0

bo‘lsa, u holda A son 4A=A" operatorning muhim spektriga qarashli deyiladi. 4
operatorning muhim spektri o, (A4) bilan belgilanadi.

Operatorning nuqtali va qoldiq spektrlari o‘zaro kesishmaydi. Nuqtali va
muhim spektrlar o‘zaro kesishishi mumkin.

NATIJALAR

T' - bir o’lchamli tor va 7> =T' xT" - dekart ko’paytma bo’lsin. L}(7?) orqali
T? da aniglangan kvadrati bilan integrallanuvchi simmetrik funksiyalarning Hilbert
fazosini belgilaymiz.

L5 (T*) Hilbert fazosida
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(H@,p) = u(x,9) (% 0) = s (D) | m(@O)f @) dE (D] v () S (x,0)di =
=y [ (O f(tx+ y—nydt;
formula bilan aniqlanuvchi model operatorni qaraymiz. Bu yerda u,y— ta’sirlashish
parametri deb ataluvchi musbat sonlar, v_(-),&=12 —T' da aniqlanuvchi hagqiqiy

qiymatli uzluksiz funksiyalar va u(--) —T°da aniqlanganhaqiqiy qiymatli uzluksiz

funksiya.
C \[m; M] sohada regulyar bo’lgan
vi(tydt

‘u(x, ) -z

dt
T B ()
r (52) 7J;1 u(t,x—t)—z

D (e ) —
AJ(x;z) = l—yIT

funksiyalarni qaraymiz, bu yerda m va M sonlar quyidagicha aniqlangan:

m:=min u(x,y), M = maxu(x,y).
)(,yeTl 7!

X,yE
o) (0,”) orqali birorxe7' uchun A}(x;z)=0 (A?(x;z)=0) bo’ladigan z lar
to’plamini belgilaymiz: 3" =0’ Uo” Um; M].
Har bir fiksirlangan z C\ZW uchun L5(T") fazoda ta’sir qiluvchi 7, (z) blok-

operatorli matritsani qaraymiz:

. T,(z) T,(2)
n“”’@ma OJ'

Bu yerda 7, (z): L,(T") — L,(T"), i, j = 1,2 —integral operatorlar:

(@O (t)dt
u(x,t)—z =

et

AV (2

vi(t —x)p, (t)dt
Cultt-x)-z

(T1,(2)9,)(x) = A(U(];C' z) JT

v(x =), (1) +v,(x — 1)) (¢)dt
u(t,x—t)—z .

(auwmw=ﬁ%;db

u
yidagi teorema H,,6 va T, (z)operatorlarning xos qiymatlari o’rtasidagi bog’liqli?mi
ifodalaydi.

Teorema. ZEC\ZW soni H, operatorlarning xos qiymati bo’lishi uchun 1
soni T, (z)operatorning xos qiymati bo’lishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Faraz qilaylik, ZEC\ZM soni H,, operatorning xos qiymati va f esa

bu xos giymatga mos xos funksiya bo’lsin. U holda f* funksiya H, f =zf tenglamani

qanoatlantiradi. Bu tenglamani quyidagicha ko’rinishda yozib olamiz:
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u(x, ) f (6 0) = H,,(of + B ([ () f (x,t)dt -

—y[ O fx+y=ndt =2f (x,3); (1)
quyidagicha belgilashlar kiritamiz:

o(x)= [ () f .0t )

o ()] v (O f (t,x—1)dt. (3)

So’ngra (2) va (3) tengliklarni (1) ifodaga qo’yib ushbu tenglikni hosil gilamiz:
w(x,y)=2)f(x,9) = ()P () + (WP (x) + rp,(x+y).  (4)
Bu yerda :zg[m,M] bo’lganligi uchun barcha x,yeT' larda wu(x,y)—z=#0
munosabat bajariladi. Shu sababli, (4) ifodadan f(x,y) ni topib olamiz:

fx,y) = yvl(x)(pl(y)+,uv1(y)(pl(x)+}/(pz(x+y). (5)
u(x,y)—z
Topilgan £(x,y) ni (2) va (3) tengliklarga qo’yamiz:

,(x) = J.vl(t) ()@ () + v ()@ (x) + 7o, (x +1) dt:
u(x,t)—z

o) = [ra) ™ O (x =0+ (=@ () +7p, ()
? ? u(t,x—t)—z '

Tl

Har ikkala tengliklarni soddalashtirib, ularni quyidagi ko’rinishga keltiramiz:

[1 [ 0 J () = ) [ L0215 50)

(x,t)—z au(x,t)—z oou(xn)—z

(1_ J' v, (1)dt j(/)z(x):/l_[ vz(t)vl(t)(p,(x—t)dt +ﬂL1 Vz(t)vl(x_t)(/’l(t)dt_

Tu(t,x—t)—z ™ u(t,x—t)-z u(t,x—1)—z
Oxirgi tengliklarni qulay ko’rinishga keltirish magsadida quyidagicha shakl

almashtirishlardan foydalanamiz:

J'Vl(t)q)z(x‘i't) dtz[t—)t—x]z J' v (t=x)p, (1) dt:
b u(x,t)—z b u(x,t—x)—z ’
j vy (O, () (x —2)de Z[t—)x—l]:j Vz(x_t)‘ﬁ(x_t)(”l(t)dt;

u(t,x—1t)—z r u(x—tt)—z

Yuqoridagi tengliklardan foydalanganda quyidagi ifoda hosil bo’ladi:
A (x: _ vO@ 4y, (ME=0R0
V(52 (x) wl(x)leu(x’t)_Z i+ yRp—

Tl

W (x =)0, (1) + v, (x — 1) ()dt
u(t,x—t)y—z '

A (x52)p,(x) = |

Aniqlanishiga ko’ra istalgan z ¢ o, vaxeT"' lar uchun A} (x;z) # 0.
Xuddi shuningdek ixtiyoriy z ¢ o,” va xeT" lar uchun A?(x;z) #0.

Bularni inobatga olgan holda:
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_ (%) Vl(f)(A(t)df /4 vt —x)p,(t)dt
Pi(x) = A)(x;2) '[Tl u(x,t)—z A“)(x;z) '[Tl u(t,t—x)—z

H J’ v (x =), () +v,(x — )y (1)dt
AP (x;z) " u(t,x—1t)—z ’

@, (x) =

tengliklarni hosil gilamiz.
”- [qol (X)J _ ( (T,(2)9)(x) +(T1, ()0, )(x)],
o,(x) (T (2)p)(x) ’

_ T,(2) Ti,(2)
Ty,xz)-{];l(z) ; J (6)

T, (z) operatorning matritsaviy elementlari ta’rifiga ko’ra oxirgi tenglamalar

sistemasini

9=T,,(2)p (7)
operatorli tenglamalar ko’rinishida yozish mumkin. Shunday qilib, (1) tenglamalar
sisitemasi nolmas yechimga ega bo’lishi uchun (7) tenglama nolmas yechimga ega
bo’lishi zarur va yetarlidir. Bundan tashqari, ushbu tenglamalar sisitemasi va operatorli
tenglama yechimlari qism fazosining o’lchamlari teng bo’ladi. Ya’ni agar z soni H,,

operator uchun » karrali xos giymat bo’lsa, u holda 1 soni 7, (z) operator uchun ham n

karrali xos qiymat bo’ladi. Teorema to’liq isbotlandi.
Eslatma. Odatda ¢ =7, (z)p operatorli tenglamalarga H,  model operator xos

y

funksiyalariga mos Faddeyev tenglamasi deyiladi.
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