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Diskret parametrli ikkinchi tartibli operatorli matritsaning
muhim va diskret spektrlari

Gulhayo Husniddin gizi Umirqulova
Nargiza Mardon gizi Kamolova
Buxoro davlat universiteti

Annotatsiya: Ushbu maqgolada Fok fazosining nol zarrachali va bir zarrachali
qism fazolarining to‘g‘ri yig‘indisida aniqlangan diskret parametrli ikkinchi tartibli
operatorli matritsaning spektri tadqiq qilingan. Dastlab uning muhim spektri
tavsiflangan. Nollari to‘plami qaralayotgan operatorning diskret spektri bilan ustma-
ust tushuvchi Fredgolm determinant qurilgan. Diskret spektrning aniq ko‘rinishi
topilgan.

Kalit so’zlar: operatorli matritsa, diskret parametr, spektr, muhim spektr, diskret
spektr, Fredgolm determinanti.

Significant and discrete spectra of a second-order operator
matrix with a discrete parameter

Gulhayo Husniddin gizi Umirkulova
Nargiza Mardon gizi Kamolova
Bukhara State University

Abstract: This paper examines the spectrum of a second-order operator matrix
with a discrete parameter defined in the correct sum of the zero-particle and single-
particle part spaces of the Fock space. Initially, its important spectrum was described.
A Fredholm determinant is constructed that overlaps the discrete spectrum of the
operator under consideration. A clear view of the discrete spectrum has been found.

Keywords: operator matrix, discrete parameter, spectrum, critical spectrum,
discrete spectrum, Fredholm determinant.

Ho:=C orqali bir o‘lchamli kompleks fazoni, Hi:=L[-mr; ] orgali, [-m; ] da
aniglangan kvadrati bilan integrallanuvchi (umuman olganda kompleks giymatlarni
gabul giluvchi) funksiyalarning Gilbert fazoni belgilaymiz. H; va H, fazolarning
to‘g‘ri yig‘indisini H orqali belgilaymiz, ya’ni H:=H,@®H;.

H fazoning f elementi f =(fo,f;) kabi tasvirlanadi. Bu yerda f,eH va f;eH;. H
fazoning f =(fo,f1) va g =(go,91) elementlari uchun ularning skalyar ko‘paytmasi

(f,9)= (fo,90)o + (f1,01)1
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tenglik yordamida topiladi. Bunda
(fo,90) = fo-go ;
(fLgn: = [, O g1 (Odt.
Xuddi shuningdek f=(fo,f;)€H elementning normasi

=V 1Sl 12 + |If]1?

tenglik yordamida aniglanadi. Bunda
|[follo=ol

k=17 f ) e

Odatda H Gilbert fazosiga Fok fazosining qgirgilgan ikki zarrachali gism fazosi
deyiladi.

Bizga yaxshi ma’lumki, H Gilbert fazosida aniqlangan har qanday chiziqli
chegaralangan B operator hamisha ikkinchi tartibli operatorli matritsa ko‘rinishida

ya’ni
B B
B:( 00 01)
Bio Bis

ko‘rinishida tasvirlanadi. Bunda Bj:Hj—H; 1,j=0,1 operatorlar chizigli
chegaralangan operatorlardir.
Ta’kidlash joizki, B operator 0‘z-o‘ziga qo‘shma bo‘lishi uchun
Bgo = Boo, B11=B11, Bo1 = Big
tengliklarning bajarilishi zarur va yetarlidir.
Ushbu magolada H.Gilbert fazosida quyidagi ko’rinishdagi diskret parametrli
ikkinchi tartibli operatorli matritsalarning spektral xossalari o°‘rganiladi:

agom = (" )

Bunda
Aii(m): Hi = H;, i=0,1 va Ap:: H1 = Hp
matritsaviy elementlar quyidagi tengliklar yordamida ta’sir qiladi:
Aoo(m)fo:mé‘fo, foEHo;
Aafi=[" v(D)fi(H)dt, fieH;;
(All(m)fl)(X)=(ms+u(x))f1(x), fieH.
Bundame Z; e > 0; a > 0; v(-) va u(:) funksiyalar [-r; ] da aniglangan haqiqiy
giymatli uzluksiz funksiyalar.
A" orqali Ao; operatorga qo‘shma operator belgilangan bo‘lib, bu operator
A01*:H0—>H1, (A()l*fo)(X):V(X)fo, foeHg
tenglik bilan aniglanadi.
Hagigatdan ham
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(Aafifo)o=Anfife=]" v fi(t)dt - fo=[" () (w(t)fo)dt=

=17 fi OO fo)det=(fL A, o).
Bunda biz v(x) funksiyaning haqiqiy giymatli funksiya ekanligidan, ya’ni
v(x)=V(X), XE[-1; 7]
ekanligidan foydalandik. Yuqoridagi tenglikka ko‘ra
(A1, fo) X)=v(X)fo, foEHo

tenglik o‘rinli ekan.

Zamonaviy matematik fizikada Ap operatorga yo‘qotish operatori, Ag;
operatorga paydo qilish operatori, a soniga esa ta’sirlashish parametri deyiladi.
Bundan tashgari, A,(m) operator panjaradagi soni saglanmaydigan va ikkitadan
oshmaydigan zarrachalar sistemasiga mos matrisaviy operatorni tavsiflaydi.
Zamonaviy matematik fizikada tadqig gilinayot umumlashgan Fridrixs modeli deb
ham ataladi.

Dastlab Fridrixs modeli hagida dastlabki tushunchalarni keltirib o‘tamiz.

L.[-1;1] Gilbert fazosida

HL 100 =X (00 + 2] K06 y) T )y

ko‘rinishida ta’sir qiluvchi H, operatorni garaymiz. Bu yerda 4 hagigiy musbat
son, K(x;y) esa [-1;1]? da aniglangan hagigiy giymatli uzluksiz simmetrik funksiya,
ya’ni K(x;y)=K(y;x) tenglik o‘rinlidir. Bu operator birinchi marta K.Fridrixs
tomonidan uzluksiz spektr qo‘zg‘alishlari nazariyasi modeli sifatida [1] ishda garalgan.
Bu magqgolada K(x;y) yadro o‘zining o‘zgaruvchilarining uzluksiz funksiyasi bo’lib,
Gyolder shartini va

K(x;-1)=K(x;1)=K(-1;y)=K(1;y)=0, x,y€[-1;1]
shartlarni ganoatlantirishi talab gilingan.

Fridrixs tomonidan 4 € R parametrning yetarlicha kichik giymatlarida H, va Ho

operatorlar unitar ekvivalent ekanligi isbotlangan, ya’ni H, operator [-11] ga teng
bo‘lgan sodda Lebeg spektriga ega ekanligi ko‘rsatilgan. 1948-yilda Fridrixs o’zining
[2] ishida o0’z modelini quyidagicha umumlashtirish masalasini taklif qilgan:
[-11]

birinchidan, o‘rniga haqiqiy sonlar o*qidagi ixtiyoriy chekli yoki cheksiz bo‘lgan

£ intervalni garash; ikkinchidan, qiymatlari biror abstrakt Gilbert fazosi bo‘lgan f

funksiyalarni qarash. U interval cheksiz bo’lgan holda K(x;y) yadro cheksizlikda
kamayuvchi bo‘lsin degan qo‘shimcha shart kiritib Fridrixs bu nisbatan umumiy holda

H, va Ho operatorlarning unitar ekvivalent ekanligini isbotlagan.

Keyinchalik Fridrixsning [1] va [2] ishlari O.A.Ladijenskiy, D.Faddeyevlar
tomonidan [3] maqolada va L.D.Faddeyev tomonidan [4] magolada rivojlantirilgan.
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Panjaradagi Fridrixs modeli bilan bog’liq tadqgiqotlar [5-19] ishlarda olib borilgan.
Umumlashgan Fridrixs modelining ayrim spektral xossalari [20-30] ishlarda
o’rganilgan. Bu xossalar 0’z navbatida panjaradagi soni sagqlanmaydigan va uchtadan
oshmaydigan zarrachalar sistemasiga mos 3-tartibli operatorli matrisalarning muhim
va diskret spektrlarini tadgiq gilishda foydalanilgan.

Quyida biz A,(m) umumlashgan Fridrixs modelining muhim spektrini
aniglaymiz. Unga mos keluvchi Fredgolm determinantini quramiz. Uning nollari
to’plami sifatida A, (m) operatorning diskret spektrini topamiz.

1-tasdiq. A, (m)- chizigli operator.

Isbot: Agar fva g lar H fazoning ixtiyoriy elementlari bo‘lsa, u holda

f:(fg,fl)EH, fo€Ho, f1EH;
0=(90,91)EH, go€EHo, g1€H;;
bo‘lib,
af+bg=(afo+bfo,af;+bgi)EH.
Endi
Aq(m)(af+bg)=a A, (m)f+b A, (m)g (1)
ekanligini tekshiramiz.
1-usul. (1)-tenglikni to‘g‘ridan-to‘g‘ri tekshiramiz:
_(Aoo(m)  ady
Acmat+bg)= ("o o)
(afo + bgo) _ <A00(m)(af0 +bgo) + adpi(af; + bgl))
afy +bg, aAy,(afo + bgo) + A1 (m)(af; + bgy)
=( me(afo+bgo)+a [ v(t)(afi(D+bgs (D))dt ) _
av(x)(afo+bgo)+(me+u(x))(afi(x)+bg1(x))
=( amefy+aa ffnv(t)fl(t)dt ) ( amsg0+aaffnv(t)g1(t)dt )_

aav(x) fo+a(me+u(x))fi(x) aav(x)go+a(me+u(x))g1(x) -

=a A,(m)f+b A,(m)g.
Demak A, (m) chiziqli operator ekan.
2-usul. Quyidagi

Aoo(m)(afo+bgo)=aAao(m)fo+bAg(m)do;
Aoi(afi+bgr)=aAoifi+bAo10:;
Ap1 (aforbgo)=adp; fo+bAg, go;
All(m)(af1+bgl)=aA11(m)f1+bA11(m)g1
tengliklarni tekshiramiz.
1) Aoo(m)(afo+bgg):me(af0+bgo)= meafo + mebgo =a Aoo(m)fo +b Aoo(m)go;
2) Aui(afi+bgs)=[" v(£)(afi (V) + bg (1))dt=
=af” v()f;(©dt+b[" v(£) g (D)dt=aRe(m)f +bAo(M)gs;
3) ((Ap1(afotbgo))(x)=
av(x)( afotbgo)=a av(x)fotbav(x)go=a(Ap: fo) (x)+b(Ao190) (X);
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4) (Awr(m)(afi+bg1))(x) = (Me+u(x))(af1(x)+0bgs(x)) =

=a(me+u(x))f1(x)+b(me+u(x))gs(x)=a(Aw(m)f1)(x) + b(A11(M)gs(x));

Demak A, (m) operatorning to‘rtta matritsaviy elementlari chiziqli operator ekan.
Shu sababli A, (m) ning o0°zi ham chiziqli operator bo‘ladi.1-tasdiq to‘liq isbotlandi.

2-tasdig. A, (m) chegaralangan operator.

Isbot. Tasdigni isbotlash uchun shunday C,(m)>0 soni topilib, barcha feH
elementlar uchun

4. (M)T ||I< Co (m)If]] (2)
Hagigatdan ham ,
A ()fiP=imefo + a [7 v(© f(©deP+[ av()f, + (me +
u(x)fi(x))?dx <
2m?e?(fo? +2a2|[° v(D) fy(D)dtl+2a? [*_|v(t)|2dt - | fol +
+2[7 Ime + u(0|? - | (0)Pdx < 2mPefof? +2a? [T ju(0)[dt -

[AGIR =
+2a2|[" (O P|fol? dt +2 max |me+u()? [ |fi(x)|? dx =
s —T<XST T

=(@mPe+ 202 VIP) 11foll3 + (2a?[vl[? +2_max_(me +u(x))?).

If1l13 < C* M) follF + 11f2l1)= Ca® (I,
bu yerda,

C,~(m)=max{2mZe2+2a?||V||? , 2a?||v||? + 2 max (me + u(x))?}.
—TTSXS<TT

Shunday qilib

14 (m)TI* < Co (m)IIfl
ya’ni (2) tengsizlik o‘rinli ekan.
Isbot jarayonida biz Koshi-Bunyakovskiy deb ataluvchi

S v@f@adtP< [T v@)Pde- [T 1A%t
tengsizlikdan va
la+b[? < 2Jaf* + 2|bJ?
elementar tengsizlikdan foydalandik.
Ta’rifga ko‘ra A, (m) chegaralangan operator ekan.
3-tasdiq. A, (m) o z-o ziga qo ‘shma operator.
Isbot: Tasdigni isbotlash uchun
(Aq (m)f,9)=(f, Ap(m))
tenglik barcha f,g € H elementlar uchun bajarilishini tekshiramiz. Bu tenglikni
tekshirishni ikki xil usulda amalga oshiramiz.
1-usul. To‘g‘ridan-to‘g‘ri hisoblashlar yordamida tekshirish.
2-usul esa A, (m) operatorning matritsaviy elementlari uchun
A'o(m) = Ago(m);

WWW.OPENSCIENCE.UZ 42 @) ]



"SCIENCE AND EDUCATION" SCIENTIFIC JOURNAL / ISSN 2181-0842 MAY 2022 / VOLUME 3 ISSUE 5

A'1(m) = An(m);
tengliklarni tekshiramiz.
1-usul. Ixtiyoriy f=(fo,f;)€H va g=(g0,91) €H elementlar uchun (4,(m)f, g) ni
qaraymiz:
(Ae(m)f, g) = (Aco(M)fo+aAoifigo)o + (A orfo + Ara(M)Fr,g1)1 =
= (mefo + a [ v fi(©)dt)ge + [ (av()fo + (me +
u(0)fi(x)) g1 (x)dx=
=mefodo + a [7 v(©fi(©)degs + a [T v() fog:(x)dx +
+ 7 (me +u(0)) f(x) g1 () dx = fo(megy + a [7 v(t)g:(D)dt) +
+ [ A @v®Fo + (me +u(®) g (D)dt =
fo(mego + a [” v(t)g: ()de)+
+T i) (av(©go + (me + u(0)) g1 (D) dt = (fo, Aw(M)do + @AnGr)o +
+ (f1, aA’ugo + Au(M)i)1 = (f,Aq (M) g).
Demak, Ay, (m) = A,(m), ya’ni A,(m) - oz - o‘ziga qo‘shma operator ekan.
Bunda biz € — hagigiy musbat son, m - butun son, « — haqgiqiy musbat son, v(:) va u(-)

funksiyalar esa [-m; ] kesmada aniglangan hagigiy qiymatli uzluksiz funksiya
ekanligidan foydalandik.

2-usul. Ixtiyoriy fo,g0 € Hoelementlar uchun (Ago(m)fo, go)o Ni garaymiz.
(Aoo(m)fg, g())() = meQ%:meS%: foWgO: (fo, Aoo(m)go)o,
ya’ni A”o(m)=Ag(m) ekan.
Endi ixtiyoriy f;,g:€H; elementlar uchun (Ay1(m)f;,g:)1 ni garaymiz.
(Au(mfgs = 7 (me +u(@®) (0 g:@Odt = [ fi(£) (me + u(t)) g, (Ddt=
=" fi®me +u®)g:(®)dt = (f AumM)go)s,
ya’ni A"11(m)=Au(m) ekan.
3-tasdiq to‘liq isbotlandi.
A, (m) operatorning muhim spektrini o‘rganish maqsadida uni
Ag(m)=Ao(m) + aV
ko‘rinishida tasvirlab olamiz.
Bu yerda Ag(m)=A,(m)/ 4=0, ya'ni
_(Aoo(m) 0
AO(m)_< 0 A11(m)>’
V-operator esa V= i (A, (m) — Ay(m)) kabi aniglangan, ya’'ni

a 0 Ao
V‘(Azal 0 )

V operatorning 2 o‘lchamli operator ekanligi ko‘rsatamiz. Dastlab ImV ni, ya’ni
V operatorning giymatlar sohasini topamiz. Aniqlanishiga ko‘ra
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ImV={(a,bv(x)): a,be C}
tenglik o‘rinlidir.

ImV ga tegishli bo‘lgan

fU = (1,0), f? = (0, v(X))

elementlarni tanlaymiz va ular chizigli bog‘lanmagan elementlarni tashkil giladi.

Hagigatdan ham
BfO+yf@ = B(1,0) + y(0,v(x)) = (B,0) + (0,av(x)) = (B, av(x)) = ©.

Oxirgi tenglikdan g =0 va yv(x) =0, ya’ni =0,y =0 ekanligini hosil
gilamiz.

Shunday gilib ¥ va f? elementlar chizigli bog‘lanmagan elementlar ekan.

ImV qgism fazoning ixtiyoriy f elementini olamiz, u holda shunday a,be C
kompleks sonlar topilib, f element f=(a,bv(x)) ko‘rinishida tasvirlanadi. Shu sababli

f=(a,bv(x)) = (a,0)+(b,v(x))=a(1,0)+b(0,v(x))=afD+bf®

Demak f element chizigli bog‘lanmagan f® va f® elementlarning chizigli
kombinatsiyasidan iborat ekan. Ta’rifga ko‘ra

dimimV=2,

ya’ni V operator 2 o‘lchamli operator ekan.

Chekli o‘lchamli qo‘zg‘alishlarda muhim spektrning o‘zgarmasligi haqidagi
mashhur Veyl teoremasiga ko‘ra A,(m) va A,(m) operatorlarning muhim spektrlari
ustma-ust tushadi. Aniqlanishiga ko‘ra A,(m) diagonal operatordir. Shuning uchun

0(Ao(m))=0(Ago(m)) U g(A11(m))

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Ay, (1m) operatorning spektri

U(Aoo(m)) = 0gisc(Ago(m))={me}
kabi aniglanadi.
A11(m) operatorning spektri esa sof muhim spektr bo‘lib,
O-(All(m)) = Uess(All(m)):[ me + Umin, ME + umax]

tenglik o‘rinlidir.

Bu yerda A;;(m) operator me+ u(:) funksiyaga ko‘paytirish operatori
bo‘lganligi bois, uning spektri sof muhim spektr bo‘lib, me + u() funksiyaning
giymatlar sohasi bilan ustma-ust tushadi.

Umin V@ Umax Orgali

sonlari belgilangan.
Demak A,(m) operatorning muhim spektri a ta’sirlashish parametriga bog‘liq
bo‘Imasdan, u uchun
Oess (Aa(m))z[ Me + Upjpn, ME + umax]
Endi A,(m) operatorning diskret spektrini o‘rganinish masalasini
garaymiz.Ushbu magsadda C\[ me + u,;;,, me + Uy, 4, ] Sohada regulyar bo‘lgan
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_ T 92(t)dt
Ag(m;z)=me —z—a? [ O

funksiyani garaymiz.

Odatda A,(m;-) funksiyaga A,(m) operatorga mos Fredgolm determinanti
deyiladi. Quyidagi lemma A, (m) operatorning xos giymatlari va A, (m; ) funksiya
nollari orasidagi bog‘lanishni ifodalaydi.

1-lemma. z€ C\[Me + uy,in, ME + Upax] SONI A, (M) Operatorning xos giymati
bo ‘lishi uchun A,(m; z) = 0 bo ‘lishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Zaruriyligi. Faraz gilaylik ze C\[ me + u,,;,, me + u] operatorning xos
giymati, f=(fo , f;)€H esa unga mos xos vektor funksiya bo‘lsin. U holda f = (fo, f1)eH
element

A, (m)f = zf
tenglamani, ya’ni fo va f; elementlar
{ mefy + a [ v(t)fi()dt = zf, -
av(x)fo + (me + u(x))fl(x) = zf1(x)

tenglamalar sistemasini ganoatlantiradi. (3) tenglamalar sistemasini unga teng

kuchli bo‘lgan

{ (me —2)fo+a [ v(©)f;(dt =0 @
av(x)fo + (me + u(x))fl(x) = zf1(x)
ko‘rinishida yozib olamiz. z€ C\[ Me + Uy, ME + Uypg, ] bolganligi bois
barcha x€[-m; ] nugtalarda me + u(x) — z # 0 munosabat bajariladi. (4) tenglamalar
sistemasining ikkinchi tengligidan f; (x) ni quyidagicha topib olamiz:
fu(x) = = e (5)

me+u(x)—z
f1(x) uchun topilgan (5) ifodani (4) tenglamalar sistemasining birinchi tengligiga
qo‘yamiz:

_ 2 (T 92(t)dt .
(mS Z)fO a f—TL’ u(t)-z fO -
yoki
o m 9%(t)dt _
[me—z—a® [ o= [l =0
yoki

Ay (m; z)fo = 0 (6)

Agar (6) tenglikda f, = 0 bo‘lsa, u holda (5) tenglikka ko‘ra f;(x)=0, ya’ni
f=(0,0)=60 bo‘ladi. Bu esa f ning xos vector funksiya ekanligiga zid. Demak f, # 0,
shu sababli (6) tenglikdan A, (m; z) = 0 ekanligi kelib chigadi. Zaruriyligi isbotlandi.

Yetarliligi. Faraz gilaylik biror ze C\[ me + u,;p,, me + Uy, ] SONI uchun

A,(m; z) = 0 bo‘lsin.g=(go, g1) vektor funksiya koordinatalarini
av(x)go

go=const# 0, g1(X)= - —————— (7)

me+u(x)—z,
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kabi aniglaymiz, hamda A, (m)g = z,g tenglik bajarilishini ko‘rsatamiz:
Aoo(M)otaAns - ZoGo = Megot+a [ v(6)(— @ ®go )t - Zogo =

me+u(t)—z
T vi(t)dt

=[me —zp —a® [ 190=24,(m;2)go = 0;

T me+u(t)—zg

a(A5190) () + (A11(M) g1) (x) — 291 (x) = av(x) gy + (me + u(x) g, (x)) —
—2091(x) = av(x)go + (e + u(x) — z9) g1 (x) = av(x)go +
+(Me + u(x) — 20)(- —2B%_y = (qu(x) — av(x))go = 0.

me+u(x)—zo

Shunday qilib qurilgan g = (go,91) vektor funksiya A,(m)g = z,g tenglikni
ganoatlantirar ekan. Aniqlanishiga ko‘ra go€ H, va g1€ H,. Ta’rifga ko‘ra zy soni
A, (m) operator uchun xos giymat ekan. Lemma isbotlandi.

1-lemmadan A, (m) operatorning spektri uchun quyidagi natija kelib chigadi:

1-natija. A, (m) operatorning diskret spektri uchun

O_disc(Aa(m)) = {z € C\[ me + upip, Me + Upay]: Ag(m;2) = 0}
tenglik o ‘rinlidir.
1-lemma va 1-tasdigq yordamida A, (1) operatorning spektri
J(Aa(m)) = [ mé& + Upyip, ME + Upgy] U
U {z € C\[ me + Upip, ME + Uy ]: Ag(M;2) =0}
kabi tavsiflanishi kelib chigadi.
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