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Аннотация: в настоящей статье рассматриваются два семейства  моделей Фридрихса 

)()( xh 

 , 0 , 2,1 , dx ];(  , ассоциированные с системой двух 

квантовых частиц на d -мерной решетке. Эти семейства рассматриваются как 
линейные, ограниченные и самосопряженные операторы в комплексном гильбертовом 

пространстве квадратично интегрируемых функций, определенных на d];(  . Описан 

существенный спектр модели Фридрихса )()( xh 

 . Установлена связь между нулями 

собственных значений )()( xh 

  и нулями определителя Фредгольма. Найден явный вид 

дискретного спектра модели Фридрихса )()( xh 

 . 

Ключевые слова: модель Фридрихса, система двух частиц, существенный спектр. 
 

УДК 517.984 
 

Пусть RC, , Z  и N  - множество всех комплексных, вещественных, целых и 

натуральных чисел, соответственно. Для каждого фиксированного Nd  через dT  

обозначим d -мерный куб  d
 ;  - с соответствующим отождествлением 

противоположных граней. Всюду в работе dT  рассматривается как абелева группа в 

котором операции сложения и умножения на вещественное число введены как операции 

сложения и умножения на вещественное число в dR  по модулю  dZ2 . Например, если 
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Пусть  dTL2  - гильбертово пространство квадратично-интегрируемых 

(комплекснозначных) функций, определенных на .dT  Рассмотрим два семейства моделей 

Фридрихса )()( xh 

 , 0 , 2,1 , dTx , действующих в гильбертовом 

пространстве  dTL2  по формуле 





  vxhxh  )(:)( )(
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где операторы )()(
0 xh   и v  определяются по правилам: 

)(),(),())()(( 2
)1(

0
dTLfyfyxuyfxh  ; 

)(),(),())()(( 2
)2(

0
dTLfyfyxxuyfxh  ; 

 
dT

dTLfdttftyyfv )(,)()()())(( 2111  ; 

 
dT

dTLfdttftyfv )(,)()())(( 222  . 

Здесь   положительное число так называемой параметр взаимодействия, 

2,1),(    – вещественнозначные непрерывные функции на dT  и ),( u  – 

вещественнозначная непрерывная функция на 2)( dT . В этих предположениях используя 

инструменты функционального анализа можно показать, что модель Фридрихса )()( xh 

  

является ограниченным и самосопряженным в гильбертовом пространстве  dTL2 . 

Оператор возмущения  v  оператора )()(
0 xh   является самосопряженным 

оператором ранга 1. Из известной теоремы Г.Вейля о сохранении существенного спектра 

при возмущениях конечного ранга вытекает, что существенный спектр ))(( )( xhess


  

оператора )()( xh 

  не зависят от значения параметра взаимодействия   и совпадает с 

существенным спектром оператора )()(
0 xh  . В свою очередь для существенного спектра 

невозмущенного оператора )()(
0 xh   имеет место равенство 

)]();([))(( )(
0 xMxmxhess  , где числа )(xm  и )(xM  определяются 

равенствами 
),(max:)(),,(min:)( yxuxMyxuxm

dd TyTy 
 . 

Из последних двух фактов следует, что  

)]();([))(( )( xMxmxhess 

 . 

Отметим, что для некоторого dTx  существенный спектр оператора )()1( xh  может 

превратиться в точку )}({ xm  и, следовательно, для любого dTx  мы не можем 

сказать, что существенный спектр оператора )()1( xh  является абсолютно непрерывным. 

Например, если функция ),( u  имеет вид 

d
d

i
diiii Tyyyyyxxyxu 

1
1 ),...,()),cos()cos()cos(3(),( , 

и dTx  ),...,(:  , то }4{))(( )1( dxhess  . 
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При каждом фиксированном 0  и dTx  определим регулярную в 

)]();([\ xMxmC  функцию 





dT ztxu

dttzx
),(
)(1:);(

2
1)1( 

 ;  



dT ztxtu

dttzx
),(

)(1:);( 2)2( 
 . 

Обычно для 2,1  функция );()(  x

  называется определителем Фредгольма, 

ассоциированным с оператором )()( xh 

 . 

Лемма 1. Пусть 2,1 . При каждом фиксированном 0  и dTx  число 

)]();([\)()( xMxmCxz 

  является собственным значением оператора )()( xh 

  

тогда и только тогда, когда 0))(;( )()(  xzx 





 . 

Из леммы 1 следует, что для дискретного спектра оператора )()( xh 

  имеет место 

равенство 

}0);(:)]();([\{))(( )()(  zxxMxmCzxhdisc






 . 

Из определения функции );()1(  x  видно, что при )(xMz   имеет место 

соотношение 1);()1(  zx . Поэтому согласно лемме 1 при каждом 0  и dTx  

оператор )()1( xh  не имеет собственных значений, лежащих правее точки )(xM . С 

помощью аналитических свойств таких определителей Фредгольма можно изучит 
спектральные свойства решетчатых модельных операторов [1 -26]. 
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