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KIRISH

Integral almashtirishlar matematika va texnikada kuchli vosita bo'lib, differentsial
tenglamalar, signallarni tahlil gilish, tasvirni gayta ishlash va boshqa muammolarni
hal gilish uchun ishlatiladi. Integral almashtirishlar ko'p hollarda masalalarni tahlil
gilish va yechishda juda qulaybo’lib, Ular funktsiyalarni bir fazodan boshqasiga
almashtirishga imkon beradi,. Integral almashtirishlarning asosiy turlariga Furye,
Laplas, Xartli va Hilbert kabi almashtirishlar kiradi.

Integral almashtirishlarning go'llanilish sohalari juda keng.

Differensial tenglamalarni yechishda integral almashtirishlar murakkab
differensial tenglamalarni algebraik tenglamalarga aylantirish orgali yechish
imkonini beradi.

Signal tahlil gilishda Furye almashtirishi va uning diskret versiyasi
signallarning chastota komponentlarini tahlil gilish uchun signalni gayta ishlashda
keng qo'llaniladi.

Rasmlarga ishlov berishda integral almashtirishlar tasvirlarni filtrlash, sigish
va tiklash uchun ishlatiladi.

Boshgarish nazariyasida Laplas integral almashtirishi dinamik tizimlarni
tahlil gilish va boshqgaruv tizimlarini sintez gilishga yordam beradi.

Optika va kvant mexanikasida integral almashtirishlar to'lgin funktsiyalari
va to'lgin targalishini tahlil gilish uchun ishlatiladi.

Integral almashtirishlar matematika va texnikaning asosiy vositalari bo'lib,
fan va texnikaning turli sohalaridagi murakkab muammolarni chuqurroq tushunish

va samarali hal gilishga yordam beradi.



l. XOSMAS INTEGRALLAR
1. Xosmas integrallar

Funksiyaning aniq integrali (Riman integrali) tushunchasini Kkiritishda
integrallash oralig‘ining chekli bo’lishi talab etilgan edi.

Endi cheksiz oraligda ([a,+); (—0,a]; (—o0,+) oraliglarda) berilgan
funksiyaning shu oraliq bo‘yicha integral tushunchasini keltiramiz.
Chegaralari cheksiz xosmas integral tushunchasi. f(x) funksiya [a,+x)
oraligda (a € R) berilgan bo‘lib, ixtiyoriy [a,t] da (a <t <+w) integrallanuvchi
bo‘lsin: f(x) € R([a,t]).

Ushbu

F (1) =j f (x)dx

belgilashni kiritamiz.
1-ta’rif. Agar t > +oo da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa, bu limiti

f (X) funksiyaning [a,+ o) cheksiz oralig bo‘yicha xosmas integrali deyiladi va

[ £(x)dx
a
kabi belgilanadi:
+00 t
If(x)dx:tlim F(t):tlim jf(x)dx. (1)
a —>+00 >+l

(1) integralni chegarasi cheksiz xosmas integral ham deb yuritiladi.

Qulaylik uchun, bundan keyin “chegarasi cheksiz xosmas integral” o°‘rniga
“integral” deymiz.

2-ta’rif. Agar t > +oo da F(t) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa,
(1) integral yaginlashuvchi deyiladi.

Agar t > +oo da F(t) funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud bo‘Imasa, (1)

integral uzoglashuvchi deyiladi.
1-misol. Ushbu

je_xdx
0
integralni garaylik. Bu holda
t
F(t)=[e™dx=—."+1
0

bo‘lib,
lim F(t) =1
t—>+o00
bo‘ladi.
Demak, berilgan integral yaginlashuvchi va
J.e_xdx =1.

0



. T dx
2-misol. Ushbu [ — (a>0, a>0)
X
a

integral uchun
. Int—Ina, arap a =1 6ynca
dx
F (t) = J-_a = t-a+1 a-a+l ,
a X , arap a #10¥yica

—a+1_—a+l
bo‘lib, t > 40 da

alfa
F(t) > (a >1),
o —
F(t) >+ (<))
bo‘ladi. Demak,
T dx
a Xa
integral o >1 bo‘lganda yaginlashuvchi, & <1 bo‘lganda uzoglashuvchi bo‘ladi.
3-misol. Ushbu
[ cosxdx

0
integral uzoglashuvchi bo‘ladi, chunki t — 400 da

t
F(t) = [cosxdx =sint
0

funksiyaning limiti mavjud emas.
Yuqoridagidek,

a +00
[ £00dx, [ f(x)dx
xosmas integrallar va ularning yaginlashuvchiligi, uzoglashuvchiligi ta’riflanadi:

T f(x)dx:tlir[] ?f(x)dx :

U—>+o00
V——00

+fof(x)dx= lim Tf(x)dx :

Yaqinlashuvchi xosmas integralning Xxossalari. Xosmas integralning turli
xossalarini f(x) funksiyaning [a,+o0) oralig bo‘yicha olingan

[ f(x)dx
a
integrali uchun keltiramiz. Bu xossalar
a +00
[ £00dx, [ f(x)dx

integrallar uchun ham o’xshash keltiriladi.



1-xo0ssa. Agar jf(x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

joo f(x)dx (a<b)
b

integral ham yaginlashuvchi bo‘ladi va aksincha . Bunda

T f (x)dx:T f (x)dx ++fof (x)dx (2)
tenglik bajariladi. ) ) ’
2-X0ssa. Agar Tf (x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda TC- f (x)dx
ham (C = const) yaqinlaashuvchi bo‘lib, ’
TC- f(x)dx:CTf (x)dx
a a
bo‘ladi.
3-X0ssa. Agar Tf (x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lib, Vx e[a,+x) da
f(x)>0 bo‘lsa, u holdaa
Tf (x)dx>0
bo‘ladi. )

4-xossa. Agar [ f(x)dx va [g(x)dx integrallar yaginla-shuvchi bo‘lsa, u
a a
holda j(f(x)ig(x))dx integral ham yaqginla-shuvchi bo‘lib,
a

+joo(f (X)xg(x))dx = T f (x)dx =+ +joog(x)dx
bo‘ladi. ) a )
5-x0ssa. Agar VX €[a,+) da f(x) < g(x) bo‘lib, Tf (x)dx va Tg(x)dx
integrallar yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda ) )
Tf (x)dx < +joog(x)dx

bo‘ladi.

Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+o) da berilgan bo‘lib, f(x)
funksiya chegaralangan (mM< f(X)<M, xe[a,+»)), g(x) funksiya esa 0°z
ishorasini 0‘zgartirmasin (Vx €[a,+o0) da har doim g(x) >0 yoki g(x) <0).



6-xossa. Agar [ f(x)-g(x)dx va [g(x)dx integrallar yaqin-lashuvchi
a a
bo‘lsa, u holda shunday o‘zgarmas x(m < x < M) topiladiki,

109 900dx = 1 Ta (e @

bo‘ladi.
Odatda, bu xossa o°rta qiymat hagidagi teorema deyiladi.
Xosmas integralning yaqinlashuvchiligi hagida quyidagi teorema o’rinli.

+00

Teorema (Koshi teoremasi). jf(x)dx integralning yaqinla-shuvchi bo‘lishi

uchun Ve>0 son olinganda ham shunday t,eR (t,>a) topilib, ixtiyoriy
t'>t,, t"" >t, bo‘lganda

<¢&

tj f (x)dx
’

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Xosmas integralning absolyut yaginlashuvchiligi. Aytaylik, f(x) funksiya
[a,+<0) oraligda berilgan bo‘lsin. Bunda, Vx e [a,+) uchun f(x)> 0 bo‘lishi shart

emas
Ta’rif. Agar

+ﬁf(x)\dx
integral yaginlashuvchi bo‘lsa, j f (x)dx integral absolyut yaginlashuvchi deyiladi.
Agar [ f(x)dx yaginlashuvchi bo‘lib, [|f(x)/dx uzoglashuvchi bo‘lsa, u

holda jf(x)dx shartli yaginlashuvchi integral deyiladi.

Teorema. Agar integral absolyut yaginlashuvchi bo‘lsa, u yaginlashuvchi
bo‘ladi.
Isbot. Aytaylik,
[If (0ldx
integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Berilgan f(x) va \f(x)\ funk-siyalar yordamida
ushbu
1
qo(X)=§(f(X)+|f(X)|)

w(x) = %(—f(x) +F )

funksiyalarni tuzamiz.
Bu funksiyalar uchun, vx e[a,+) da



1) p(x)=0 , w(x)=0
2) () <|T (X)), w () <[ T (X)
3) P(x)—w(x)=f(x)
bo‘ladi. Yuqorida keltirilgan 2-teoremadan foydalanib, quyidagi
Jo(dx, [y (x)dx

integral yaqginlashuvchiligini topamiz.

Unda
009 (0)dx
integral ham yaginlashuvchi bo‘ladi. aDemak,
T f (x)dx

yaqinlashuvchi bo‘ladi. Teorema isbotlandi.
Integralning yaqinlashuvchiligi alomatlari. Integralning bosh qiymati
1°. Dirixle alomati. Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+o) oraliqda

berilgan bo‘Isin.
1-teorema (Dirixle alomati). f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi shartlarni

ganoatlantirsin;
1) f(x) funksiya [a,+o0) da uzluksiz va uning shu oraliqdagi boshlang‘ich

F(x) (F'(x)= f(x)) funksiyasi chegara-langan;
2) g(x) funksiya [a,+o0) da uzluksiz g'(x) hosilaga ega ;
3) g(x) funksiya [a,+o0) da kamayuvchi,

4) lim g(x)=0.

U holda
[ £()g(x)dx
a

integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
Misol. Ushbu
3= [ 24 (@>0)
1 X

integralni yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
Yechish: Berilgan integralni quyidagicha

+00 1
J = [ sinx—dx (a > 0)
] X

yozib, f(X) =sinx, g(x):ia deymiz. Bu funksiyalar yuqgorida keltirilgan
X

teoremaning barcha shartlarini ganoatlanti-radi.



1) f(x)=sinx funksiya [1,+0) oraliqda uzluksiz va uning boshlang‘ich
funksiyasi F(x) =—cosx funksiya [1,+o0) da chegara-langan;

2) g(x) =ia (a >0) funksiya [1,+o) da
X
900 =~ o

hosilaga ega va u uzluksiz;

3) g(x) =ia (o > 0) funksiya [1,4+o) da kamayuvchi;

X
A lim g()=lim —=0. (a>0)
X—>+00 X—>+o X%
Unda Dirixle alomatiga ko‘ra
+00 o
[ 2% g (e >0)
1 X

integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
2°. Abel alomati. Faraz qgilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+0) oraliqda

berilgan bo‘lIsin.
2-teorema (Abel alomati). f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi shartlarni

ganoatlantirsin:
1) f(x) funksiya [a,+) da uzluksiz bo‘lib, jf(x)dx integral
a

yaqinlashuvchi;

2) g(x) funksiya [a,+) da uzluksiz g'(x) hosilaga ega va bu hosila [a,+x)
da 0z ishorasini saglasin;

3) g(x) funksiya [a,+0) da chegaralangan.

U holda
[ f()g(x)dx

integral yaqginlashuvchi bo‘ladi.
Misol: f0+°°(2x + 1)e *dx xosmas integralni hisoblang

Yechish: f(x) = 2x + 1, g'(x) = e™*, deb olib bo’laklab integrallaymiz.
+oo ©
f 2x + De*dx = —2x + 1)e ™ |t +J 2e *dx =3
0

0

Ba’zi xosmas integrallarning qiymatlari. Quyida ba’zi xosmas integ-
rallarning giymatlarini keltiramiz:



1. +j)oexzdx = ﬁ
: 2

2. jsin x2dx =
0

oS e

+00
3. j cosx?dx =
0

4. T—COSXy dx="e™
o1+ x° 2

’

+0o0

Xsin xy T y]
5. dx=-—signye "',
£ 1+ x? 2
sin x°
6. js dx=2=,
5 X 4
+0mim 4 _cintd
2 Ism ax—sin bxdx:§ln9,
0 X 8 b
+ooe—aX_ —bx ] b a
8. [—————sinnxdx=arctg——arctg— (a>0,b>0,n=0),
9 X n n
+ooe—ax_e—bx 1 b2+n2

9. j—cosnxdx:—ln —.
. X a’+n

MAVZUGA DOIR MISOLLAR
Xosmas integrallarni hisoblang:

1 2.

(0] + o0

f dx dx
1+ x2 f x2 —1

S 2

3 4,

-1 + 00
dx _

f f e*sinbx, a > 0, b+0

x2+1

10



5

+ 00

j e *cosxdx
0

Xosmas integral yaginlashuvchiligi ta’rifidan foydalanib xosmas integralni
yaqinlashishga tekshiring

7. 8.
+o00 +
j dx f dx
x2+x+1 x2—x+1
0 —00
9. 10.
0 400
j (x+2)dx J 1
x2+4 x2%ln2x
o e
11. 12.
il 1
2 3 i
x’arcsinx
j In (cosx)dx ﬁdx
0
0
13. 14.
2 o0
CcOSX
dx J(\/x+1—\/x—1)dx
J Vsinx 1
15. 16.

j(\/x5 +9x — /x> — 5x) dx

1
p parametrga nisbatan xosmas integralni yaqilashuvchilikka tekshiring

18

~1n (1 + sin —) 1 1

] dx J sm( )1npxdx
e

1

2. Xosmas integrallarni hisoblash

1. Nyuton-Leybnis formulasi. Ushbu

11



Tf (x)dx

xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lib, uni hisoblash talab etilsin.
f(x) funksiya [a,+o0) oraligda boshlang‘ich F(x) funksiyaga ega va
X — +o0 da F(x) funksiya chekli limiti mavjud bo‘lsin:
lim F(x) = F(+x).

X—>+0

Unda
+00 t
[ f(x)dx=lim [ f(x)dx=
3 X—>+ooal (1)
=tlim (F(t)- F(a)) =F(+x0) - F(a) = F(x)[;”
bo‘ladi.
(1) formula Nyuton-Leybnis formulasi deyiladi.
1-misol. Ushbu,
| izsin L i
2 X X

integral hisoblansin.
Ravshanki, F(x) = cosl funksiya [E ,4+00) oraligda f(x)= izsin 1
X V4 X X

funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi.

(1) formuladan foydalanib topamiz:
[ = sin L ix=cost
2 X X X

T

+ o0
f sinx dx
— 00

+oo
=1,

T

2-misol. Ushbu,

Integral hisoblansin.
Yechish. F(x) = —cosx funksiya (—oo; +00) oraligda sinx funksiyaning
boshlang’chi, Nyuton -Leybnits formulasiga ko’ra

400
j sinx dx = —cosx|*2Q
— 00

x = too da cosx funksiya limiti mavjud emas, demak integral uzoglashuvchi.
2. Bo‘laklab integrallash. Faraz qgilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+o0)

oraligda uzluksiz va uzluksiz, f'(x) va g'(x) hosilalarga ega bo‘Isin.
Agar

1) fo f(x)-g'(x)dx (T f'(x)g(x)dx) integral yaginlashuvchi;

2) ushbu lim (f(x)g(x)) limit mavjud va chekli bo‘lsa, u holda

12



T g0dx (] F(0g'(xdx)

integral yaqginlashuvchi bo‘lib,

+00

J £09-g0dx= lim (f(x)g(x))- f (2)-9(a) —T f)g'(ax — (2)

X—>+00
a

[T (g (9dx= lim (F()g(0) - 1(2)- 9(a) [ (9 (x)c j

a
bo‘ladi.
2-misol . Ushbu
[ xe™dx
0
integral hisoblansin.
Yechish: Agar g(x) =x, f'(x)=e™ deb olsak, unda
g'(x)=1 f(x)=-e"
bo‘lib, (2) formulaga ko‘ra (a =0)
[xedx=lim(-te™) -0+ [e™dx=1
0 0

t+o0

bo‘ladi.

MAVZUGA DOIR MISOLLAR
Xosmas integrallarni bo‘laklab integrallashdan foydalanib hisoblang

+00

eXdx

1 1-e2%
0

2. f0+oo xe %’ dx

+ 0o 2
3. fo x3 e ¥ dx

N

: f0+°°(3x+2)e‘xdx
5. f0+°oxe‘2xdx

Xosmas integrallarni Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib
hisoblang
2

2x+1

——dx
1 VxZ4x-2

\l

1
1
' _[0 (2—-x)V1-x dx

13



0.5

xln2x

-[;)

1
f Inx
0

—dx

11-BOB. MAXSUS FUNKSIYALAR.

Klassik maxsus funksiyalarni o'rganish matematik tahlilning bir gismi bo'lib,
uning barchasi gipergeometrik funksiyaga garatilgan bo'lib, ularning differensial
tenglamalari mos ravishda uchta va ikkita yagona nugtalarni, shuningdek, maxsus
holatlarni taqdim etadi. Quyida ba’zi maxsua funksiyalar va ularning xossalarini

eslatib o’tamiz.

Beta funksiya va uning xossalari.

1-ta’rif.

1

B(a,b) = Jxa‘l (1—x)°"1dx, (a>0,b>0) (1)
0
(1) integral Beta funksiya yoki birinchi tur Eyler integrali deyiladi va
B(a, b) kabi belgilanadi, B(a, b) funksiya R? fazodagi
M = {(a,b) € R?: a € (0; +0),b € (0; +0)}

to’plamda berilgandir. B(a,b) funksiya M ={(a,b) € R* :a € (0,4+),b € (0,+)}

to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.
Endi funksiyaning xossalarini ko’rib chigamiz.

1°. B(a, b) integralni olamiz.
1
B(a,b) = jxa‘l (1 —x)°ldx (2)
0
Bu integral a va b ga nisbatan simmetrik funksiyalardan iborat, ya’ni
B(a,b) = B(b,a) (3)
2°. (1) integral
1
B(a,b) = fxa‘l (1 —x)°tdx
0

14



ixtiyoriy M = {(a, b)ER? : a € (0; +0),b € (0; +0)} (ag > 0,b, > 0)
to’plamda tekis yaginlashuvchi bo’ladi.

3%. B (a, b) funksiya M = {(a,b)eR?: ae(0; +0), be[0; +0)} to’plamda
uzluksiz funksiyadir.

1-teorema. f(x,y) funksiya M, to’plamda uzluksiz va

b
ho) = [ fydx
a
Integral [c, d] da tekis yaginlashuvchi bo’Isin. U holda I; (y) funksiya [c, d]
oraliqda uzluksiz bo’ladi.

4% . B(a, b) funksiya quyidagicha ham ifodalanadi

+ o0 ta—l

B(a, b) = J Wdt (4)
0

Isbot. (1) integralda x = %H almashtirish bajarilsa, u holda

1

+00 a—1 t dt
B =[rta-ortar= [ ()7 -t
; 0 (1+t) ( 1+ t) (1 + t)Z
+00 ta—l
= _[0 (1 + t)a+b dt
bo’ladi.
59.b=1-—a (0 <a<1)bo’lganda

B(a,1 )—f+°° . :
@ a—O 1+t  sinam ()

(5) munosabatdan quyidagini topamiz.

R N S ~
G2 =BG 2)_Sin%_”

Beta funksiyaning xususiy holda uzluksiz hosilalarga ega, ya’ni

15



+o00 ra—-1

B(a,1—a) = dt = —
( ) _];) 14+t sinam
Pa@i-a) = [ e () o
a,l—a)= n = - — -
“ o 14t sinam sin?am
B ,(a,1—a)
too pa-1 " n . m3sindam + 2n3sinancos?an
- n2tdt = (—) " = i
o 1+t sinam sin*an
va hokazo,
+ 0o ta—l

VA
B™(a,1 - =j In"tdt = ) =1,2,3,..
(a 2 o 1+t " (sinan) (n

bo’ladi.

6°.V(a,b) € M'(M' ={(a,b) € R2:a € (0; +),b € (1; +00)} uchun

B(a,b)=ﬁ3(a,b—1) (6)

+b
bo’ladi.

Isbot. (1) integralni bo’laklab integrallaymiz.

1
a

Bab) = [xt (1t = [ (- 0r-1a(E)
0

0

1 b—1 !
= Exa(l — x)b-1} +Tf x%(1—x)""2dx (a>0, b>1)
0

Agar

x(1—x)P72 =x%"11 - (1 —x)](1 —x)?2
— xa—l(l _ x)b—z _ xa—l(l _ x)b—l

ekanligigni e’tiborga olsak, uholda
1 1 1
j x%(1—x)P~%dx = j x% (1 —x)P~2dx — J x% (1 —x)P~2dx
0 0 0

= B(a,b—1) —B(a,b)

16



bo’lib, natijada

B(a,b) = — [B(a,b — 1) — B(a,b)]

bo’ladi. Bu tenglikdan esa

B(a,b) = 1B(a,b—l)(a>0,b>1)

a+b—

bo’lishini topamiz.

7.¥(a,b) € M” uchun M" = {(a,b) € R?: ae(1,0)be(0, +o0)}

B(a,b) = 1B(a—l,b)

a+b—
bo’ladi.

Isbot. (1) integralni bo’laklab integrallaymiz.

1
1

B(a, b) — jxa_l (1 _ x)b_ldx — J x4 1 ((1_bx)b) _

0
0

1
= —Exa‘l(l —x)b1}

a—1
b

1 a—1 1
+ j x%72(1 — x)Pdx =TJ x%2(1 — x)Pdx,
0 0

(a>1),(b>0)
x42(1-x)P =x*21-x)"1(1-x) =

— xa—Z (1 _ x)b—l _ xa'l(l _ x)b—l

1
f x%72(1 —x)Pdx =
0

1 1
= j x42 (1 —x)dx — J x4 1(1—-x)""'dx =B(a—1,b)
0 0

— B(a,b)

17



B(a,b) = 1B(a—l,b)(a>1,b>0)

a+b—
bo’lishini topamiz.
Xususan, b =n (n € N) bo’lganda

B(a,b) = B(a,n) = hB(a,n — 1)

bo’lib, (6) formulani takror qo’llab, quyidagini topamiz.

n—1 n—2 1
* ..x——B(a,1)

B(a,n) = .
(a,n) a+n—1*a+n—2 n+1

Ma’lumki, B(a, 1) = [, x* dx = =, demak

1x2*..x(a—1)

B(a,n) = a(a+D@+2)..(a+n—-1)

(7)

Agarda (7) da a = m (meN) bo’lsa, u holda

1#2%.x(n—1)  (m—1D!(m-1)!
mm+1)..(m+n—-1  (m+n-1)!

B(m,n) =

8.B(a,b) funksiya uchun ushbu
B(a+Lb) =—>_B(a,b) (a>0,b>0)
a+b

formula o‘rinli bo‘ladi.
Isbot: Ravshanki,
B(a+1b)= jxa(l— x)"dx.
Bu integralni bo‘laklab integrallayomiz:

1
a
+—

_la_bfl __lla _bz_la_b
B(a+1,b)_£x (1—x)°tdx= bJ(;X d((1—x)?) ;X (1—x) h

1
[x*(@—x)"dx =
0

—Efxa—l(l—x)b _a ixa‘l(l— x)b—ldx—}xa(l—x)b—ldx _2B(a,b)-2B(a+1b)
by bl . b 7 b e
Natijada

18



B(a+1b) = % B(a,b) —% B(a+1b)
bo‘lib, undan
B(a+1b) = —>B(a,b)
a+b
bo‘lishi kelib chiqadi.

Gamma funksiya va uning xossalari.
Biz
+o00

f x4 e *dx, (1)

0

xosmas integralni qaraylik. Bu chegaralanmagan funksiyaning (a<1 dax = 0 maxsus
nuqta) cheksiz oraliq bo‘yicha olingan xosmas integrali bo‘lishi bilan birga a (parametr)

ga ham bog‘ligdir.

1-ta’rif: (1) integral gamma funksiya yoki Il tur Eyler integrali deb ataladi va I'(a) kabi
belgilanadi. Demak,

F(a)zj x4 e *dx; (1)
0

Shunday qilib, I'(«) funksiya (0; +w) da berilgandir. I'(a)funksiya (0,+©) da
uzluksiz bo‘ladi.
I'(a) funksiyaning xossalarini garaymiz.

1°. (1) integral
+ 00
F(a)=f x4 e *dx
0

ixtiyoriy [ag, by](0 < ay < by < + ) oraliqda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.

2°.T'(a ) funksiya (0; +0) da uzluksiz hamda barcha tartibdagi uzluksiz hosilalarga ega

va

400
r™(q) = f x* e ™*(Inx)"dx (n=1,2,....)
0
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3°. I'(a) funksiya uchun ushbu I'(a + 1) = al'(a) (a > 0) formula o’rinli.

Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog‘lanishni quyidagi teorema ifoda-
laydi.
Teorema. V(a,b) e{(a,b) € R* :a e (0,+x),b € (0,+)} uchun
B(a, b) _ 1_‘(a') ) F(b)
I'(a+Db)

formula o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. Ushbu

I(s)= [x*'e ™ dx
0

integralda x=(1L+u)t, (t>0) almashtirish bajarib, s ni a+b ga almashtiramiz.
Natijada

F(a+b) = [(L+u)™* ™ e 09 1 u)dt
0

bo‘lib,
I'(a +:i)b _ Ttamle(hu)tdt
(1+u) 5
bo‘ladi.
Bu tenglikning har ikkila tomonini u** ga ko‘paytirib, (0,+w) oraliq bo‘yicha
integrallaymiz:

400 a -1 +o0| +oo
F(a+b)J' — du = J‘|:Ita+b1e(1+u)tdt:|ualdu
o (1+U)

yoki
0

0

Tenglikning 0°‘ng tomonidagi integrallarning o‘rinlarini almashtirsak
I'(a+b)-B(a,b) = I |:Iu a-lg (1+U)tduj||a+b—1dt

bo‘ladi. Integralda ut =y almashtirish bajaramiz:

F(a+b)-B(«':Lb)=+JTjooya " e ydy}dt— [t e dt- jy *leYdy =T'(b)-I'(a).

0
Demak,
I'(a)-I'(b)
C(a+b)
1-misol. Ushbu Puasson integrali hisoblansin.

B(a,b) =

20



e 2
[ e dx

0
Yechish: Integralda x* =t almashtirish bajarsak

1 _=
dx=_> dt="1t 2dt
20t 2

bo‘lib,
+00 +o 1 +00 1_
Je” dx‘l ft 2etdt=1 | 12 1etdt:1r(1J=£
0 2 0 2 2 2
ga ega bo’lamiz.
2-misol. Quyidagi integral hisoblansin
*j” dx
o 1+x°

Yechish: Bu integralda

almashtirish bajaramiz. Unda

1 2
y 3L Y y

+00 0 _ T3 1 2
ilfxxf‘%{y%(lyyj 3 lIy3<1 y) dy-
1686
:15(3’1):1. 3 3)_ 1~ _ x _2z
3 '3'3 3 Q) 3 gl 3.§ 343
3 2

bo‘ladi.

Mustagqil bajarish uchun topshiriglar.
1. Quyidagi Lejandr formulasini isbotlang

()T (x + %) = JT2125T(2%).



2.a>0 vaa+ b > 0Dbo’lsin. U holda ushbu tenglik bajarilishini isbotlang.

[ e oag =2
0

Gamma va beta funksiyalar va ularning xossalarini qo’llab integrallarni hisoblang.

3. 4,
a +00 ‘{/_
.[xzx/ a? —x2dx,a > 0. J —xdx,
(1+ x)?
0 0
5. 6.
T +00
7 p axl d
B ,a> 0.
j sin™ xcos™xdx ,[ xe nxax, a
0
0
7 8.
1 +oo
j 24 J dx
VT 1+ 3
0 0
9 10
+ 0o s
j x%dx 2
1+ x4 J sin* xcos*xdx
0
0
11. 12.
1 ; +oo
X 2
——n>1 f xMe X dx,n€Zn>0.
Oj V1 —xn :
13. 14.
T 1
2 1\P?
in)
j tg"xdx _[ ( "X
) 0
15. 16.

+ o0

+00
j xP~1In? x dx J xlnxdx
0

1+ x 1+ x3
0



Bessel funksiyalari va ularning xossalari.

Birinchi tur Bessel funksiyasi: ], (z) birinchi tur Bessel funksiyasi quyidagicha:

(0]

(_1)k 7 2k+v
W@ = LT+ DIk +v+1) (E) M
Bu yerda, z-kompleks o’zgaruvchi, v- parametr bo’lib, haqigiy yoki kompleks
giymatlarni gabul giladi. v- butun son bo’lganda, Bessel funksiyasi analitik
funksiya bo’ladi:
Jn(@) = (=1D"(2), n=12.. (2)
= (=1)k [ z\2ken
&A= ) kT (E)
k=0
= (=1)k 2k n e (= 1)n+s 25+n
Jn(2) = 2
k'(k n)' — (s+n)'s'

Agar v & Z bo’lsa, Bessel funksiyasi (g)v ko’paytuvchi tufayli z = 0 nugtada
turli xil giymatlarni gabul giladi. Shuning uchun, kompleks sohaning manfiy yarim
o’qini kesib, z |arg (z)| < m shart bilan olinadi. Trikomi ta’rifiga ko’ra, (g)v
singulyar ko’paytuvchini (1) dan ajratib olishimiz mumkin:

(0]

(-1* 2K
)

LT (k+ DIk +v+1)\2 )

@ =(2) 1) =
k

Bessel funksiyalari bu Fucks-Frobeniusning ikkinchi tartibli differensial

tenglamasining ildizi sifatida ham tushuniladi:

2

d d
2,2 4@ +p(2) ~u(2) + q(2)u(z) = 0 (4)

p(z) va q(z) lar ma’lum analitik funksiyalar. Agar p(z) va q(z) larni
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p@=2vaq)=1-% (5)

ko’rinishda olsak, (4) differensial tenglamadan, (3) ko’rinishidagi gqatorga ega
bo’lamiz. Natijada, 1-tur Bessel funksiyasi quyidagi differensial tenglamani

ganoatlantiradi:
1, V2
u"(z) + ~u (z2) + (1 — 2_2) u(z) =0 (6)

(6) tenglama, Bessel differensial tenglamasi deyiladi.

1-tur Bessel funksiyasining xossalari:

1 = [%7], ()] = 271 (2)
2. =[x PI @] = =X PJpur ()
3. X I, 4 plp(6) = x [y ()
4. xJy = pJp () = = Jp41 (%)
5. Jpe1(X) = Jpe1(x) = 2J,"(x)
6. Jp-100) + Jpe1(x) =2 J,(x)
7. [aPHLL () dx = 2P, () + C
8. [x P (x)dx =—xP],_ (x)+C
Ikkinchi tur Bessel funksiyasi: Y, (2).
v=mn,(n=0,+1,+2,..) da ], dan chizigli erkli bo’lgan (6) ikkinchi tartibli

differensial tenglamaning yechimini olish uchun, 2-tur Bessel funksiyasini

kiritamiz:

Yv (Z) — J_v(2) COS(VT[)_]—V(Z). (7)

sin(vm)

v € Z aruchun tenglikning 0’ng tomoni no’malum bo’lib qoladi, shuning uchun

Y,, () ni limit ko’rinishida yozib olamiz:

. 1[0])y(2) 9]-v(2)
Y(2) = lim ¥, (2) = = |22, — (-1)n 22

fy=n| ®)
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(8) dan quyidagi kelib chigadi:

Y_n(2) = (=1)"Yn(2) (9)

ixtiyoriy haqiqiy son bo’lganda, (6) ikkinchi tartibli differensial tenglamaning

umumiy yechimi quyidagicha bo’ladi:

u(z) =y1y(@ + 2% (@), v,¥72 €C (10)

va bunga mos Wronskiy determinanti quyidagicha bo’ladi:
W{,(2), Y, (2)} == (12)

Uchinchi tur Bessel funksiyalari: H,(,l), Hf,z).
1- va 2-tur Bessel funksiyalariga qo’shimcha ravishda, 3-tur Bessel funksiyalari
yoki Hankel funksiyalari quyidagicha Kiritiladi:

HV:=1,(2) +iY,(z) , HP:=],(2) — iY,(2) (12)

Bu funksiyalar Wronskiy determinanti orqali chizigli erkli

W, HPy = -= (13)

nz

(12) formulalarda Y,,(z) larning o’rniga (7) formuladan foydalansak, quyidagilarga

ga bo’lamiz:

1 ]—v(z)_e_ivn]v(z)
Hé : (Z) = isin(vm)
y @)
2 e V], (2)—]-v(2)
HP (2): =

isin(vm)

(4) dan quyidagi muhim formulalarga ega bo’lamiz:
HY () = e*""HP(2), HZ)(2) = e ™ HP (2)

Mustaqil ishlash uchun topshiriqglar:
Mashqlar: Quyidagilarni isbot giling:

L (55) [9109] = 0, (0

2 ()" [ - comles

xdx xpt+m
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Quyida berilgan integrallarni soddalashtiring:
1. [ x]o(x)dx
2. [x*)5(x)dx
3. [J1(x)dx
4. [x72]3(x)dx
Quyidagilarni isbotlang.

1. J-1(x) =\/%cosx

cosx

2. ] 3(x) =— i(T+Sinx)

X

5 o) = (2o

4. [y slo(s)ds = xJ1 ().

S. ]—n(x) = (_1)n]n(x)'n EN
d (Jp®)\ _  Jp+1

S

dx \ xP xP

7. [ x)o(x)dx = xJ;(x) + C
8. [ x2J;(x)dx = —x?Jo(x) + 2xJ,(x) + C
9. [x3o(x)dx = 2x%Jy(x) + (x3 — 4x)];(x) + C

10.f x/5 (ax)dx = 0.5 [xz (]’p(ax)>2 + (xz — Z—z) (]p(ozx))2 +C

Gipergeometrik funksiya va uning xossalari
Quyidagi
x(1-x)y"+[c—(a+b+1Dx]y'—aby=0 (1)
gipergeometrik funksiya yoki Gauss tenglamasi deb ataluvchi tenglamani garaymiz.
Buyerda a, b, c- ixtiyoriy parametrlar bo‘lib, haqgiqiy yoki kompleks giymatlar gabul
giladi. (a, b) tenglamada simmetrik ishtirok etadi.
(1) tenglamaning umumiy yechimini quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
y=ciF(a,b,c;x) + c;x1Fla—c+1,b—c+1,2—c;x)
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bu yerda c; va c,—V 0‘zgarmaslar.
Agar a = —n4,b = —n,, bunda n; > 0; n, > 0 — butun sonlar bo‘lsa, u
holda gipergeometrik gator ko‘phadga aylanib, uning darajasi ny,n, sonlarning

Kichigiga teng bo‘ladi:
ab
F(a,b,c; x) = TF(a+ 1,b+1,c+1;x)

formulani hosil gilamiz.
Gipergeometrik funksiyalar uchun quyidagi formulalar o’rinli:

d
ra [x*F(a,b,c;x)] = ax* 1F(a+1,b,c, x)

d
I [xPF(a,b,c;x)| = bx*~1F(a,b + 1, ¢, x)

A

d
T [x¢"1F(a,b,c;x)] = (c — 1x*"%F(a,b,c — 1,x)

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar:
Quyida keltirilgan elementar funksiyalarni gipergeometrik funksiya orqali
ifodalarini isbotlang.
1. A+x)"=F(—n,1;1,—x)

1+x

2. ln; = ZXF(OS, 1,' 15, XZ)

3. In(1+x)=xF(1,1;2,—x)
zZ _ 1 1 %

4. e —gl_)rg)F(l,b, 1, b)

o1

arcsinx = xF(0.5,0.5; 1.5; x?)
6. arctgx = xF(0.5,1;1.5; —x?)

Mittag-Leffler funksiyalari

Mittag-Lefler funksiyasi ko‘rsatkichli funksiyani kasrli umumlashtirishdir. 1903
yilda Mittag-Lefler tomonidan kiritilgan, bitta parametrni 0'z ichiga olgan va bugungi
kunda o’z nomini olgan funksiyani eksponensial funksiyani umumlashtirish deb
hisoblash mumkin. Mittag-Leffler funksiyasini va ikki, uch parametrli Mittag-Leffler

funksiyasilarini ta’riflab, xossalarini keltiramiz.
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Ta’rif 1. @ parametrga ( Re{a} > 0) bog’liq bo’lgan quyidagi darajali gator bir
parametrli Mittag-Leffler funksiyasi deyiladi va E, (x) ko’rinishda belgilanadi:
k

X
Ea(X) = kz_om a € @,Re(a') >0

yoki quyidagi ko’rinishda ham aniglanadi:

© xak
a = ————
E,(x%) kZOF(“k D a € C,Re(a) > 0.

Bir parametrli Mittag-Leffler funksiyasining xususiy hollarini keltirib o’tamiz.

1)a=0 da
AR N . k<1
EO(")_Zr(l):Zxk: 1=x' '
k=0 k=0 00, x| =1
2)a=1 da
- xk x2 x3
Ey(x) = =1 Tk
1 (%) zr(k+1) Trdo g feTe
n=0
3)o=2 da
- xk x x% x3 eVx 4 g~V
E :Z =1 — — — cee — h n
2(x) A T(2k+ 1) totate toomehvx 2
n=

Mittag-Leffler funksiyasining bir nechta turlari mavjud bo’lin, ular bir-biridan
parametrlar va o’zgaruvchilar soni bilan farq giladi. Ikki parametrli Mittag Leffler

funksiyasini 1905-yilda Wiman tomonidan o’rganilgan.

Ta’rif 2. Faraz qilaylik x € C va ikkita parametrlar « € C, 8 € C, Re(a) >
0,Re(B) > 0 bo’lsin. U holda ikki parametrli Mittag Leffler funksiyasi ikki

parametrlar bilan quyidagidarajali gator ko’rinishida aniglanadi:
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Egp(x) = ;r(#iﬁ) @B €C, Re(a)>0,Re(B)> 0.
Bu ikki parametrli Mittag-Leffler funksiyasi bir parametrli Mittag-Leffler
funksiyaning umumlashmasidir.
Ikki parametrli Mittag-Leffler funksiyasiga doir misollar
1) o=1,=2;

E ()—z i —1+x+x2+x3+ 11+x2+x3+ 1) =
12380 = 1 I'(n+2) 2131 4 LS TREET )=
n=

=—<Z——1)——<e - 1)

2) a=2,=2

Xt x x? x3 1 NN
n=

1 NeE \/_ \/_ \/_ \/_ \/_
2\/“<1+‘/— TR TR TR +(1)+‘/__ 30 4l )
1 shy/x
A ow_ L wy
(%% mir) =
3) a=1,p=3
= xk 1 x x* x3 1 x%  x3
E1,3(x)=2m_§+3l+z+§+ =—(1+X+§+§+

(0]

1 xk 1
H1=0) =5 - +0) = —x— 1)

k=0
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Mittag —Leffler funksiyasini Mellin-Barnes tipidagi integral orgali ham ifodalash

mumkin va u quyidagicha ko’rinishda bo’ladi:

Bir parametrli Mittag —Leffler funksiyasi:

Ikki parametrli Mittag —Leffler funksiyasi:

1 ta-Bet
Ea,ﬁ(z) = j dt;
C

t* —z
Bir parametrli Mittag —Leffler funksiyasining n-tartibli hosilasi quyidagicha
aniglanadi:

k

d
(E) E.(x*) = E.(x*), k € N.

Ikki parametrli Mittag —Leffler funksiyasining u > 0 va 1 < n < k uchun n -tartibli

hosilasi quyidagicha aniglanadi:

k

d
(ﬂ) [x"1E) o (ux®)] = pux™ L E o (ux®).

Umumlashgan Mittag-Leffler funksiyasi

Umumlashgan Mittag-Leffler (3 parametrli Mittag-Leffler )funksiyasi quyidagi

ko’rinishda aniglanadi:

N O A
E? = _— e C; e (.
@ (%) LTk + Pl Ciafped

Bu yerda (p),- Pochhammer simvoli va u quyidagicha aniglanadi

Pk =pl+DPE+2)..(p+k—-1)
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Bu funksiya ikki parametrli Mittag-Leffler funksiyasining umumlashlasidir, ya’ni
p=1 bo’lsa, E. a5 (Z) = Eqp(2) bo’ladi.

Eslatma. Faraz qgilaylik x € C, a,f8 € C,Re{a} > 0,Re{} > 0 bo’lsin va k =
0,1,2, .... U holda ikki va uch parametrli Mittag-Leffler funksiyalari orasida quyidagi

munosabat o’rinlidir:

k
mEaﬁ(x) = k! E(’;;iak(x).

Mustaqil yechish uchun topshiriglar.
Quyidagi tengliklarni isbotlang.

LE,(x)1+ E3(x)

2.Faraz gilaylik @ > 0 va x € R bo’lsin. U holda Mittag-Leffler funksiyasi uchun
ushbu tenglik bajarilishini isbotlang.

1
5 [Ea(2) + Ea(=2)] = Eza(x)

3. Hisoblang.
xE; ,(—x?) = sinx
4. Hisoblang.
1
E-apx) = F(ﬁ) ~ Fap (E)
5. Hisoblang.
1
E_;, (— F) =1-—cosx
6. Hisoblang.

1

Eqp(—x) = mbf (1 — séf_a_l Eyo(—xg)de

7. Hisoblang.
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8. isbotlang

X
Jeﬁ 1E£B L (ue®de = x Epﬁﬂ(ux“)
0

9. f > 0 uchun ushbu tenglik bajarilishini isbotlang.

d _ EB,B(Z)
dZEﬁ( z) = g

11. a >0 son uchun quyidagini isbotlang:
Ea(_x) = EZa(xz) - xEZa,a+1(x2)
12. x> 0wvaa,f,y > 0 sonlar uchun quyidagini isbotlang:

j (x = )1 EF1E, (£9)dE = xPYYIE, 5, ()

I'(y)

13.  Isbotlang:
,8 a—-1

Bap () = 77— j Eua(—xE)dé

14.  Isbotlang:
(x5 +2) EZp (0 = PO
dx @.p
15. Isbotlang:
Ei2(x) =1+ xE; 5(x)

16. Isbotlang:

xE, ,(—x)* = sinx

17. p=2,a=1vaf = 2uchun Eg,ﬁ ni hisoblang.

18. - E,(x™) = E,(x™) ni n=2uchun ishotlang.
Foks funksiyasi va uning xossalari.

Foksning H-funksiyasi kasr tartibli hisobning maxsus funksiyalaridan bo’lib,
xususiy hollarda Mittag-Leffler funksiyasini ifodalaydi. H funksiya Fox tomonidan
Kiritilgan bo’lib Meyer funksiyasining umumlashmasini ifodalaydi. Bundan tashqari
H-funksiya Mellin-Braus tipidagi integral bilan quyidagicha aniglangan.
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mmn
Hyq [Z

(al,Al),...,(ap,Ap)] — Hm'n[
(b1,B1),-..(bq.Bq) z

bunda:
| F(b-+B-S) [Ir=:T(1 — ap — Ags)
?=m+1 I'(1-b; — B;s) ]_[k —neq L(ag + Ags)

0(s) =

bu vyerda: i= (—1)%,2 # 0,va z7% = exp{—s[In|z| + iargz]},0 <n < p,0 <
m < q,A., B €ER,,a,,B €C(R),e=12,..,p,j =12,..,q.

Integral yaqginlashuvchi bo’lishi uchun quyidagi shartlar bajarilishi kerak:
1) C > 0,|argz| < %nc vaz # 0;

2)C=0,pD+Re(E)<—1,argz=0vaz #0

bunda
n 14 m q
C=) A= ) A+)B- ) B
j=1 j=n+1 j=1 j=m+1
q p q p
p —
D:=ZB] ZA]E zbl o +7 4

~
1]
[N
I
[

Jj=1 j=1 j

H-funksiya uchun quyidagi rekurent formulalar o’rinli :

Hm,n [Z (al,Al),...,(ap,Ap) ] — Hm’n—l [ (az,Az) ..... (ap,Ap)
p’q (bl'Bl)'""(bq—l'Bq—l)l(al'Al) p_l’q_l (bl'Bl)""'(bq—l!Bq—l)
, 1| (1-bg.By)
gmn [Z (ap.4p) Hnm [ a-Bq
P4 (bq:Bq) (1-ap.Ap)

Xossalari:

1-Xossa.H-funksiya

(ay, ay)ss(@ny @) (An g1, Anr)seer(@ps a@p) (b1, B1) (B Brn) Va

(bm+1, Bm+1)s-1(bg, Bg) juftliklar to’plamida simetrikdir.

2-Xossa. Agar (a;, a;) dan biri (i:L—nj dan biri ((b;, B;) (j=m+1,q) yoki ((a;, a;) dan
biri (i=n+1,p) (b;, B;) (j=1,m) dan biriga teng bo’lsa)lardan biriga teng bo’lsa u holda
H-funksiya biror quyi tartibga kamaydi, ya’ni p,q va n(yoki m) birlik bilan

kamayadi. Bunday gisqartirish formulalariga ikkita misol keltiramiz.
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(apai)1 mn—1 (a;ai)2
HY" ? = H" * |
p.q [ (b] )1q_1,(a1,a1)] P—l,q—ll |(bj )1q_1] ( )
n=>1 va g > mbo'lsinva

(apai)1,p-1,(b1.61) m-1n (apai)1,p-1
H 2
[ |(b1ﬁ] ] p_l'q_ll l(bJ Bi)zq ] @)

m = 1va p > nbo’ladi

3- xossa. Quyidagi tenglik o’rinli

1 (aj,a;p) bj, BJ)
mn |~ (@Q)ip | _ ymn 1,p
Hp»q [Z |(bj'ﬁj)1,q' B Hp,q |(1 a;a;) (3)

1,p

4-x0ssa. k > 0 uchun

[ |(a1 l)lp ] — ka,Tl—l [Zkl(ai;kai)l,p (4)

(bj:81), p=La=1 1™ Ubjksy), ,
5- Xo0ssa. o € C uchun
(ai@i)1p _ (aj+aiai)zp 5
[ |(b131 ] [ |(b1+03131 1q_1] ()
6- Xossa.c €E CCa>0vak =0,+1,+2,..., lar uchun
mn+1 (c.a)(aja ai)1,p - — (_1\kpygmt+tlin - (ai'ai)l,p'(c’a)
HP“'CI“ |(b1 Bj)y g (ctka) = D Hpiigi Zl(c+k,a),(bj,ﬂj)1 ’
miin | @adipea | omein | e@)@aiy
Hp+1.CI+1 |(c+k,a),(bj,ﬁj)1q =D Hp+1q+1 |( [3]) G ’

munosabat o’rinli.

7-Xossa. a, b € C sonlar uchun quyidagi munosabatlar mavjud:

(6j:B1), 4 p-1.4

bunda Re(1 — a) >0van=>1;
mn (ai:aih,p _ m-—1,n (ai'ai)l,p
Hyq [Zl(b,ﬂ)'(bj'ﬁj)z,q] = T(0)Hp - [ |(bj'3j)2,q] ’

bunda Re(b) > 0vam > 1;

|(al ai)1,p 1 Hmn |(al ai)1p
(bj.Bj)) Lae ,(0,0) r(1 p) P4-1 (b]ﬁ])qu_l '

mn (a,0),(apai)2, _ mn 1 (aj,ai)2,
HP:CI [ p] _F(l_a) [ |(b )p]

(7)

(8)

9)

(10)

(11)
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bunda Re(1 — b) > 0 vap > n.
Differensiallash formulalari

8- Xossa. w,c € Cvao > 0 uchun

d (aj,a;)
kg, wpgmn o LiJ1,p
— H
(dZ) {Z p,q [CZ |(bf’ﬁf)1,q

- n+1 (—w,a),(a~,a-) §
= kg oS e
: (bj,ﬁj)l,q,(k_W,O')

—_ w—k pgm+1,n o (apai)1,p,(-w,0)
=(—1)z Hp+1,q+1[ |(k—W),(bj,,Bj)1q '
w,a,¢; €EC(GH =1,..k),0 > 0uchun
“d

. w ymn o (ai’ai)l,p _
| <Z 77 c]){z H, 4 [az |(bj»ﬁj)1q]} =
Jj=1 '

(cj—w,0) 1 k. (a,a;)y,
, (bj’Bj)l,q’ (cj+1-w,0) 1k

=(—=1)kzWHI e [az

- (apa)1p.( cj —W.U)Lk
p+k,q+k

(Cj+1-W:0)1,k'(bjﬁj)Lq

c,d € C,o > 0 laruchun

K
&
dz b4

Ck mmn+1 o (Oio-)l(ailai)l,p
el el (CRDMIAF S |

(@)1
cz +d)° Pl =
( ) l(bjﬁj)l,q

dz) P4 |(cz+a)? (bjBy), | (cz+ad)k PHLAF
tengliklar o’rinli.

9-Xossa.m = 1vao = 8, bo’lganda k > 1 uchun

d “ _qu/ mn (ajai)1
() @ 2ty

(bl’ﬁj)l,q N
—k—abq/ s
9Nk Bq gmn | 4o (@@ D1p
VA q H Z ’
(ﬁq) P4 [ |(bj,ﬁj)1’q_1,(bq+k,ﬁq)]

n=>1vao = a,bo’lganda k > 1 uchun

(d )k mn [ 1 (ai,ai)l,p] . ck mn [(air “i)l,p' (1 —k, O')
(17 O-); (bj,,Bj)l‘q

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

, (17)

(18)
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d K —-o(l-a ey
(_) (Z 1/a1H2791’16,In [Z—gl(al'al)l,p

dZ (b]’ﬁ])l’q -
—k—o(1-ay) —ka)(a:a;
_ o k / mmn —_ (al ) 1)1( U l)Z,p
( ﬁq) ‘ “ Hpq z al(bj'ﬁj)m ’ )

p >nVvao = a, bo’lganda k > 1 uchun

k — —
(i) (Z 0-(1 ap/ap Hm,n Z—o‘ | (ai’ai)l,p —
dz P (B, ,
—k-o(1-ap) s —
Ny a mnl|_—g (al'al)l,p—lﬂ(ap k,ap)
— )¢z » H yA , 20
&) & [ o), ] 20
bo’ladi.

(17)-(20) munosabatlar agar 2-xossani inobatga olsak,(21) va (22) ifodadan kelib
chigadi.

10- Xossa. n = 1 uchun

d (aa) og(a; — 1) (apa)
7 Hm,n ZO- vliJ1p — Hm,n Zo‘ vii)1,p +
az [ l(bj'ﬁj)l,q} a Pa |(bj'5j)1’q
o ymn (a1-1aq)(aai);
+Z HJY | 2P ¥ 21

n < p — 1 uchun

7z d {Hm,n [Zgl(ailai)l,p] — U(ap B 1) Hm,n [Zg (ai'ai)l,p]

dz V'pa (b j’Bj)l,q a, p.q (bj'Bj)l,q
o mn (ai;ai)i _1,((1 -1, )
__H ) ZO' D p 14 , 22
o, 11pa [ |(bj,[)’j)1,q ] (22)
m = 1 uchun
d (ajap) Jbl (aya;)
7 — Hm,n Zo' vii)1,p — _Hm,n Zo' v%iJ1,p
a7 [ I(bjfﬁj)llq J B, P |(bju3j)1yq
_ o ymn|, g (@adip _
ap Hyq [Z I(b1+1u81)»(bj;ﬁj)2,q] ; (23)

vam < q — 1 lar uchun
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d
z—{

y Hm,n [Zo—l(ai;aih,q ]} _ qu Hm,n [Zo'l(ai'ai)l,p
Z

P4 BB, |” By Y (0j:B)) 4

_I_'BiHm,n [Zﬂmi,ai)l'p (24)
q

X (bj.ﬁj)l,q_1,<bq+1,ﬁq>];
bo’ladi.
(11)-(14) formulalar quyidagi munosabatlar asosida o’rnatiladi:
—asT(1—a; —a;8) =(a; — DIl —a; —ays) +I'2 —a; — a;y5);

aps _ap-1 1 .
I(ap+aps) - F(ap+aps) T(ap-1+aps)’

—B1sT(by + B15) = byT'(by + B1s) —T(by + 1+ B15);
B BqS _ bq N 1
[(1—bg—Bgs) T(1—bg—Bgs) T(=bg—hys)
mos ravishda
zI['(z) =T(z+1) (25)

munosabatlar kelib chigadi.

Ba’zi maxsus funksiyalarni Foks funksiyasi yordamida olish.
Misollardan na’munalar.

H-funksiya o’z ichiga olgan soda misollardan eksponensial, Mittag-Leffler
vaumumlashgan Mittag-Leffler funksiyalardir.

1-misol. Quyidagi
f(2) = i,fyﬂoo I'(s)z=5ds, largz| < %,z +0 (1)

2mi Jy—ioo
integrallarni hisoblang, bu yerda integrallash yo’li I'(s) ning s = —v,v = 0,1,2, ...
qutb nugtalaridan o’ngda joylashgan Re(s) =y,y > 0 to’g’ri chiziq bo’ylab
olinadi, natijani H-funksiya orgali ifodalang
Yechish.Qoldiglar nazaryasi bo’yicha hisoblaymiz

(s+v)(s+v-1)..s

f(2) = Bz lim (s + v)T(5)2™° = Ti2, lim [(s)2 =

—v  (stv-1).s

. . [(s+v+1) _¢ oo 1Y _,
ZU:OSI—I}PV(SHJ—D...SZ _Zv=0 v! =e (2)

integral H-funksiya orgali quyidagicha
e = Hy7 [zl o), ©)
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ifodalanadi.

Mustaqil yechish uchun misollar.

1. Quyidagini isbotlang

(1-2)"%= ZmF(a) f]j/tlc:)o [(—s)['(s + a)(—2)%ds, |arg(—2z)| <m,

Bu yerda 0 < Re(y) < Re(a) va kontur I'(—s) ning qutb nuqgtalaridan I'(s + a)
qutb nugtalarini ajratib, Re(s) = y to’g’ri chiziq bo’ylab harakatlanadi.

2. Mellin-Barnes integralini hisoblang

Y+ico I'(s)I'(1-5) —s
f(z) = me i T—an (—2)75ds, |argz|<m

bu yerda @ € R, va f(z)-Mittag-Leffler funksiyasi ekanligini ko’rsating.
3. Quyidagi Mellin-Barnes integrali umumlashgan E, z(z)-Mittag-Leffler

funksiyasini ifodalanishini ko’rsating:

Y+ioo I'(s)I'(1-s) -
Eyp(2) = me i W(_Z) Sds, |argz| <m,

buyerdaa € R,, € C,Re(B) > 0.
4. Hisoblang: Hy?![zl01)] =

5. Hisoblang: Hy’, [Z|Eg 3 :(0,0)

. . , 0,1
6. Hisoblang: H1121 [Z|§o 1% (1- ﬁa)]

_ .yl (1 p.1) =
7. Hisoblang: Hy’; [— (0 1);(1— ﬁa)]
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111-BOB. INTEGRAL ALMASHTIRISHLAR

Furyening integral almashtirishi.

Ta’rif. Hagqigiy o’zgaruvchili  f(t) €L, (-00,+0) funksiyaning Furye
almashtirishi deb

F(f)=f) = “Hf(tdt, A€ER (1)

+00
=

g e

Var J

integralga aytiladi. f = F,[f] kabi ham belgilanadi

Ta’rif. g € L,(—00,+00) funksiyaning teskari Furye almashtirishi deb

I T
g(ﬂ)—m_[o etg(t)dt, A €ER, (2)

integralga aytiladi, § = F_[g] kabi ham belgilanadi
Furye almashtirishining xossalari

1. Chiziglilik xossasi. Furye almashtirishi chiziglidir.
Filafi + bf;] = aF,[f;] £ bF,[f2], a,b€R
2. Ko ’paytmaning Furye almashtirishi.

1
Ff-g1=5- F(NG) * F(@)()

3. Furye o’ramasi. Furye o’ramasi * kabi belgilanadi. f(t) va g(t) t € R da

Direxle shartini ganoatlantirsin.
FO+90 = [ f@g-ndr= [ f@t-Dg@dr

frg)=gx*f()

O ramaning Furye almashtirishi.

F.(f *g)(x) = FL.(f)(x)F,.(g)(x)
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4. (Hosilaning Furye almashtirishi)

n € N, n- tartibli hosilaning Furye va teskari Furye almashtirishi
F(f™)(x) = (@)"F (f) (x);
FHf™) (0 = (@)"f (x)
5. FFIFf=f vaF Fg=g

6. F,le™f(0)]) = F[f@I — a)

7. R sonlar o’qida absolyut integrallanuvchi bo’lgan har ganday funksiya

uchun quyidagi o’rinli

A—o00

lim j f(x)cosAxdx =0 wva ﬂim j f(x)sinAxdx =0

8. [a; b] c R kesmada Riman bo’yicha integrallanuvchi bo’lgan har ganday f

funksiya uchun

b b
liAm jf(x) cos Ax dx = lilm jf(x) sinAxdx =0
a a

tenglik o’rinli bo’ladi.
9. Filf(x ~ )] = e [f @I
10. Fy || ) = GOF,[F ]2

Ba’zi funksiyalarning Furye almashtirishlarini keltiramiz:

1-Misol: f(x) = e~all

(o) 0 (o]
]’c‘()\) — je—alxle—ixldx — Jex(a—ik)dx+ fe—x(a+i?\)dx —
— 00 0

— 00

ex(a—ik) 0 e—x(a+i7\) 0 1 1 2a

+— = + =
a—il [0 e=@N |0 a—iA a+id a?+ A2

2-Misol : (t) = §(t), t € R, Furye almashtirishini toping.
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0, t+0.

Yechim: Bu yerda 6(") — Dirakning delta funksiya &(t) = {oo L0

Delta funksiya quyidagi xossaga ega:
| 8- ot = o)
R

FIsID) = [, e s@)dt =e ™ |'20 ya'ni F[6](A) =1,1€R
munosabatdan
1=F[6(t)] (1) F[1] =8(—~t) vya’ni F[1] = 215().

3-misol. Berilgan funksiya Furye almashtirishini toping.

_ (1, agar x| < aq,
fx) = {0, agar |x| > a.
Yechish:
+00 +a
A = [ fetdr=—— [ 1 e7max = |20
= — xX)e X = — e X = |—
i 27 J 27 J T A
0,—c0o<x<1
4-misol. f(x) = { 1,1 < x < 0 funksiyaning Furye almshtirishini toping.
0, 2<x
Yechish. R da berilgan funksiya absolyut integrallanuvchi ekanligidan
+oo 2
f |f(x)|dx=j dx =1
1
2 o —20f _ —if
Lf(x)e‘ifxdx:fl e‘ifxdx=—l(e g ¢
i(e_Zif —e¥
RIA® = ——
Ba zi funksiyalr Furye almashtirishi uchun jadval keltiramiz:
f(x) FIf(x)]($)
fx) £ g(x) FIf()1(6) + Flg()](§)
af (x) afF[f(x)]($)
bx 1 ¢
JE) CFIFGIIC)
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flx+0) e"SF[f(x)](§)
e f(x) F[f ()] —¢)
x™f(x) 1 dar
ST FIf()](©)
ar E"Ff ()](©)
Wf(x)

Mustaqil yechish uchun topshiriglar.

Berilgan funksiyalar Furye almashtirishini toping.

1 f(t) =e !t
2. f)=e
3. f(t) =sint
4. a € R, bo’lsin. F(w)- f(t) funksiyaning Fure almashtirishi,
F.[f(t — a)](w) = e'®*F, (w), ni isbotlang.
5. a € R bo’lsin.
Fi[ef(6)](w) = F(w - a),
bu yerda F (w)- f(t) funksiyaning Fure almashtirishi.
6. Ushbu tenglik bajarilishini isbotlang f (—w) = F[F(t)](w), bu yerda F (w)-
f (t) funksiyaning Fure almashtirishi.
7. F(w) =F[f(t)](w) va G(w) = F[g(t)](w) Furye almashtirishlari f(t) va
g(t) funksiyalarning. Ushbu tenglik bajarilishini isbotlang:
o Fl@)g(we™tdo = [Z f()G(E — t)dé.
8. (w)=F[f(t)](w) vaG(w) = F[g(t)](w) Furye almashtirishlari f(t) va
g(t) funksiyalarning. Ushbu tenglik bajarilishini isbotlang:
[ F@)G(@)dw = [2 f(=§)g(§)ds.
9. Tenglik bajarilishini isbotlang

FIf (¢t — a)](w) = e *F(w).

10.Ushbu tenglik bajarilishini isbotlang
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FIf@0l@) = —F (2).

lal ‘a

11.f(x) = xe™*", funksiya Furye almashtirishini toping.
12.f(x) = Ce™***,C € R,a > 0 funksiya Furye almashtirishini toping.

13.f(x) = e %5**cosax, a € R funksiya Furye almashtirishini toping.
6 , .
14. f,(x) = #ﬁcr(a)bo Isa f, * f, = fa4+p Niisbotlang. Bu yerda
0(t) —Xevisayde funksiyasi.

0, —o<x<1
1, 1 < x < 2 funksiyaning sinus va kosinus Furye
0, 2<x

15.f(x) =

almashtirishini toping.

16. f(x) =

sinax

Furye almashtirishini toping bunda f(0) = a € R deb oling.

’
X

_ (cosx, x € (0,m) . ) e
17. f(x) —{ 0,x & (0, 1) funksiyaning sinus Furye almashtirishini toping

18.f(x) = {eo_’x?cxioo funksiyaning kosinus Furye almashtirishini toping
19.f(x) = {xg’_x)fxsfo funksiyaning sinus Furye almashtirishini toping
20.f(x) = {eo_’x?cxioo funksiyaning Furye almashtirishini toping
21.f(x) = {sim(c),, OxS>x7TS T funksiyaning Furye almashtirishini toping
22.f(x) = {e _xg(');;’sxo> 0 funksiyaning Furye almashtirishini toping
23.f(x) = {e_xgznfc'sx0> 0 funksiyaning Furye almashtirishini toping

Laplas integral almashtirishi.

Haqiqiy o’zgaruvchili ¢(t),t € (0 + o) funksiyaning Laplas almashtirishi

o)) =@ () = [ e p®)dt, (s€0 (1)
integral yordamida aniglanadi.
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F(s) = f0+°° e St f(t)dt, kabi ham vyoziladi. Bunda f(t) —funksiya original,
F (s) —originalning tasviri yoki tasvir funksiya ham deb yuritiladi.

Agar (1) integral s, € C nugtada yaginlashuvchi bo’lsa, u holda Res > Res,
shartni ganoatlantiruvchi s € C larda absolyut yaginlashuvchi bo’ladi. (1) Laplas
integrali yaniglashuvchi bo’ladigan s larning infinumi g, — yaqinlashish absissasi
deyiladi. Shuning uchun (1) integral Re s > o,, da yaqinlashuvchi Res < g,, da esa

uzoglashuvchi bo’ladi.

Teskari Laplas almashtirish esa

LY = = 7" 7 et g(s)ds, (y=Re(s)>0,, (2)

2mi Yy —ico
integral yordamida beriladi.
Yetarlicha silliq ¢ va g funksiyalar uchun to’g’ri va teskari Laplas almashtirishlari
o’rtasida quyidagi tengliklar o’rinli.
L'L{p}=¢ va LL '{g}=g (22)
Laplas almashtirishining xossalari

=

L(afy £ bf,) = al(f1) £ bL(f;) abeR

N

a€R . L[f](s)=F(s) bo’lsa,
Lle~*f()] =F(s+a)

3. Va>0

cifaty) =~ F(3)

a

4. a>0 H(t — a) Heaviside funksiyasi
LIf(t = a)H(t — a)] = e F(s)

yoki
LIFOH —a)] = e L[f(t)]
5. t > 0 larda f (t) uzluksiz bo’lsin.
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LIf' ()] = sF(s) — £(0)

6. Funksiya differensialining Laplas almashtirishi f: R — R va (n-1)-tartibli
hosilagacha yopiq [0; c] € R intervalda uzluksiz bo’lsin.U holda 3M>0 soni

mavjudki t, > 0 uchun

d dn—l
FOI < Me®, |Sf(0)] <M, | f(1)| < Me?*

Re(s) > b baholar o’rinli bo’lsin.

e[S r| ) = sneifics) - }:Km;tiﬁfgl

7. O’ramaning Laplas almashtirishi.

LIf(@®) x g©](s) = LIfI(s) LIg](s) = F(s)G(s)

f@HgU%=ff@—ﬂg@Mr=jg@—tﬁﬁwr
0

0

8. Laplas almashtirishining hosilasi
Tl
LIE"f(O1(s) = (= 1)"—F (s); n=0123,..

9. Laplas almashtirishining integrali

LF?k®=fF@M€

N

10.Integralning Laplas almashtirishi

L{jfuﬁh}@)=5§9

Teskari Laplas almashtirishi
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o+it

1
L7F](t) = ﬁrlgg) f eStF(s)ds. Re(s)=0c>0
o—it

Fure almashtirishiga o’xshash Laplas almashtirishini t€ R™ uchun umumlashtirish
mumkin. Laplas almashtirishga oid bir nechta misollar ko’rib o’tamiz.

Misol. f(t) = e**cost  funksiyaning Laplas almashtirishini hisoblang.

[0 ] (0]
L[e*tcost] = f e Ste?t cos tdt =f e t6=2) cos tdt
0 0

P 1 s—2+1i
Lle? cost] = Refe~-2"0%dt) = Ref——} = Re {m}
s—2
2t _
L[e“* cos t] G-27+1

Misol. Quyidagi Volterra tipidagi integral tenglamani garaymiz

X

p(x) = f(x) +j k(x —t)p(t)dt, x>0. (D
0

f(x) wn k(x) funksiyalar R, = (0,0), da uzluksiz va x —» +oo
bo’lganda nolga intiladi. Quyidagi baholar o’rinli
If()| < Ae™®,  |k(x)| < Be™, (2)
Buyerda A>0, B>0, a=0, b >0lar o’zgarmaslar. m va M sonlari

x = 0 bo’lganda |f(x)| v |k(x)| larning yuqori chegaralari:

m = suplf()l, M = suplk(x). 3)

x=0 x=0

(1) tenglamaga ketma-ket yaginlashishlar usulini go’llab x = 0 bo’lganda
@(x) uchun baho olamiz:

0N = Y lpa ] < > m T = g,

n!

Bundanesa ¢(x), f(x),k(x) funksiyalarga o > max{a, b, M }larda Laplas
almashtirishini go’llash mumkinlagi kelib chigadi. (1) tenglikning ikkala
tomoniga Laplas almashtirishini, o’rama formulasini go’llaymiz

va belgilashlar kiritamiz:
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®(2) = (Lo)(2), F(2) =L, K2 = (Lk)(2) (4)

d(z) =F(z) + K(2)P(2),

1-K(2) ®)

®(z) funksiya Re(z) = M da analitik bo’lishi kerak. (5) tenglikdagi kasrning
maxraji yuqorida aytilgan yarim tekislikda ildizga ega emasligi kelib
chigadi. ¢@(x) uchun quyidagiga ega bo’lamiz:

1 o+ioo F(Z)

1 o+ioco
= — o ZX dx = ——
o) =5 | e@edx

ZXd 6
210 ), i 1—K(z)e x (6)

Demak, (1) tenglama yechimi ¢(x) funksiya (6) tenglik bilan aniglanar ekan.
Bu yechim uchun boshqa formula keltiramiz. Buning uchun (1) tenglama

uchun barcha takroriy yadrolar(x—t) ayirmaga

bog’ligligini
ko’rsatamiz.

X

Ki(x,t) =K(x—1t), K,(xt)= j K;(x,T)K;(t,t)dt =

x—t

X
= f K(x —1)K(t —t)dt = j K(x —t—5)K(s)ds = K,(x — t)
t 0
Kn(x,t) = Kn(x — t) (n=1,2,34,....)
A =1 da (1) tenglama rezolventasi R(x,t; A) fagat x —
t ayirmadan bog’liqg bo’ladi. Belgilash kiritamiz:
R(x,t;1) =r(x—1t) (7)
(1) tenglama yechimini quyidagicha yozish mumkin
X
() = f@)+ [ rGx-0f@de ©)
0
Tenglikning ikkala tomoniga Laplas almashtirishini qo’llab (4) hisobga olsak

R(z) = (Lr)(x) (10)

Shu bilan birga o’ramaning Laplas almashtirishi formulasini qo’llab

®(z) = F(z) + R(2)F (2).
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Tenglikka ega bo’lamiz. (5) dan foydalanib R(z) ni quyidagicha

®(z)-F(z) _ 1 [ F(z) —F(Z)] _ K(z)

yozamiz:R(z) = @ Folick@ 1-K(2)

K(z)

RO=1"%&

r(x) rezolventa:

( )_ 1 o+ico K(Z) o g
" Eomi) L 1k ™

Misol. Quyidagi tenglamani garaymiz.

(11)

(12)

p(x)=f(x)+ ij(x —t)e(t)dt (x>0, 1>0). (13)
0

Bu (1) ko’rinishdagi tenglama: k(x) = Ax.K(z) = Afoooe‘zxxdx =2

ReZ>0. (10 formulaga ko’ra

A

R T2

Va (11) ni hisobga olib 7 (x) rezolventa quyidagicha:

1 o+ico Aexz

r=om) 7

dz (x> 0),

Buyerda o -ixtiyoriy yetarlicha katta musbat son.

r(x) = \/Z—I(eﬁx — e‘ﬁx).

by

T og + -iR@

(14)

=Y
\
uy

R—ap\ -V 0 V|70

\UO_iR
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(13) tenglama yechimi (8) niinobatga olsak
\/I x
q)(x) = f(x) + 7-/. [e\/A_(X—t) _ e—\/i(t—X)] f(t)dt
0

Formula bilan aniglaniladi.

Ba’zi funksiyalar Laplas almashtirishlari uchun Jadval keltiramiz

f@® LIf(©)] = F(s)
i i
s
t 1
s?
th r'(1+n)
ebt 1
s—b
sin (bt) b
s? + b?
cos (bt) _ S =
s+
sh(bt) b
2 _ 2
ch(bt) _ S =
2 _
et f(t) F(s—b)
tf (t) —F'(s)

Mustaqil yechish uchun topshiriglar.

1. f(t) = e** cos 3t funksiyaning Laplas almashtirishini toping.
2. f(t) = sin?t funksiya Laplas almashtirishini toping.
3. f(t) = ch3tsin3t funksiya Laplas almashtirishini toping.

4. f(t) =

e—3t_p—2t

t

funksiya Laplas almashtirishini toping.
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5. Quyidagi funksiyaning Laplas almashtirishini hisoblang. f(t) =
e3t(1 — 4¢).

sint
P

6. Quyidagi funksiyaning Laplas almashtirishini hisoblang. f(t) =

7. Laplas almashtirishidan foydalanib quyidagi integral tenglamani yeching
t
f t—1)*1y(t)dr=f(t),0<a<1,t>0.
0

8. Quyidagi funksiyaning teskari Laplas almashtirishini hisoblang.

-1 S .
L [(S+a)(s+b)], buyerdaa,b € R;a # b.

9. Laplas almashtirishidan foydalanib quyidagi oddiy differensial tenglamani
yeching:
y" +2y" +y =sint
10.Vaqt bo’yicha Laplas almashtirishini qo’llabcheksiz torning tebranishi
uchun Dalamber formulasini keltirib chigaring:
0°u _ ,0%u
3z = a7 (—o<x < +0o,t>0)
u(x,0) =), ux 0 =yx).
11.Laplas almashtirishidan foydalanib quyidagi oddiy differensial tenglamani
yeching:

Y +wty ==
T
12.Laplas almashtirishidan foydalanib quyidagi oddiy differensial tenglamani
yeching:
y"+3y"+3y"+y=1
13.Laplas almashtirishidan foydalanib quyidagi oddiy differensial tenglamani
yeching:
y" + w?y = Asinwt
y©0)=yo, YO0 =y
14.Laplas almashtirishidan foydalanib quyidagi oddiy differensial tenglamani
yeching:
m+1)y™+ty=0
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yO0) =yo, Y (0)=y1..y"0) =yp 1
15.Berilgan funksiya Laplas almashtirishini toping: f(t) = sinav/t
16.Laplas almashtirishi xossalarini qo’llab berilgan funksiya Laplas

almashtirishini toping

17.Laplas almashtirishi xossalarini qo’llab berilgan funksiya Laplas
almashtirishini toping f(t) = B|sinwt]|

18.Laplas almashtirishi xossalarini qo’llab berilgan funksiya Laplas

~® costt
dt
1 T

19.Laplas almashtirishi xossalarini qo’llab berilgan funksiya Laplas

almashtirishini toping

almashtirishini toping

1—et

fO) =—

20.Laplas almashtirishi xossalarini qo’llab berilgan funksiya Laplas

almashtirishini toping: f(t) = A{t}. {t} — t ning kasr gismi
21.Laplas almashtirishidan foydalanib quyidagi oddiy differensial tenglamani

yeching. {;_;X(t) +x(t) =t,
x(0) = x'(0) = 0.

22.Laplas almashtirishidan foydalanib quyidagi oddiy differensial tenglamani

dZ

i — 52t
yeching. {dtz x(8) +5—x(t) + 6x(t) = e*,

x(0) =x'(0) = 0.
23.Laplas almashtirishidan foydalanib quyidagi oddiy differensial tenglamalar

sistemasini yeching.
d
(O +y(©) =1,
d
=y —x(0) = -1,

U %(0) = y(0) = 2.
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24.Faraz qilaylik ,a € R,a > 0, > 0,y > 0 bo’lsin. U holda ushbu tenglik

bajarilishini isbotlang.
g2a—f-y
£ S| = ¢ B )

25.Yuqoridagi misolni maxsus hol ya’ni @« = # = y uchun Laplas
almashtirishini isbotlang.

26. a € R,a > 0, > 0 hol uchun quyidagi funksiyaning Laplas
almashtirishini hisoblang.

tF=1E, g(at®).
Mellin almashtirishlari

Biz Mellin almashtirishi va uning teskari almashtirishini kompleks Furye

almashtirishi va teskari Furye almashtirishidan keltirib chigaramiz:

Flg()} = G(k) = = [ 7 e™™ g(&)d¢ (2)
FHGUOY = g(s) = = ™ G(k)dk 2)

e® = x va ik = ¢ — p almashtirish bajaramiz va (1) va (2) dan quyidagilarga

kelamiz, bu yerda ¢ = const

G(ip —ic) = \/%fom xP~¢71 g(Inx)dx (3)
g(lnx) = \/%fcc_tt: x¢7P G(ip — ic)dp (4)

Biz \/%x‘c g(lnx) = f(x) va G(ip — ic) = f(p) orqgali f(x) ning Mellin
almashtirishi va Mellin almashtirishining teskarisini belgilaymiz va quyidagicha

y0zamiz
M{f ()} = f(p) = f,” xP~1f (x)dx (5)

MY} = f) = [T2xP f(p)dp (6)
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Bu yerda f(x) funksiya (0, o) da aniglangan haqiqgiy funksiya va Mellin
almashtirishining o’ zgaruvchisi p kompleks son. Ba'zan f(x) ning Mellin
almashtirishi f(p) = M[f(x), p] kabi belgilanadi. M va M~ lar chizigli integral

operatorlar .
Mellin almashtirishlarining xossalari:

Agar M{f(x)} = f(p) bo’lsa, u holda quyidagilar o’rinli:

a) M{f(ax)}=aPf(p), a>0, 9)

Isbot: M{f(ax)} = [,” xP~f(ax) dx = ax =t desak

= alp y tP=lf(t)dt = %
=

b) M[x*f(x)] = f(p + a) (10)
O MIf(x)] =3 f (%) iy
MZfO]=fA-p) (12)
MI(log)"f(¥)] = 1= f(@)  n=123.. (13)

5* tenglik :—p = (logx)xP~1 (6*) dan foydalanib isbotlanadi.

A MIf'D]=-p-Dfp-1)
Mf'(]=@®-DE-2f-2);

MF™ 0] = (D" B =) = (CD" o B MIf (o p = )

Misol: Agar f(x) = e ™™ bo'lsa, bundan > 0

(00]

M{e ™™} = f(p) = j xP~le ™ dx

0
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nx = t desak,

1 r I'(p)
p—1,-t —
P f e dr = np 7
0

Misol: f(x) = ﬁ funksiyaning Mellin alshtirishini toping.

oo

1 ~
= = p-1 =
M{1+x} @) fx T+
0
I ki t= desak
x—l_t YOKlL —1+x esa

- f P11 - t)'Pldt = B(p,1-p) =@)[(1—p)  (8)
0

Misol: f(x) = (e* — 1)1

M{(e* =D} = f(p) = [, xP(e¥ — 1)~ da=

1

1-e™X

1

BizY>X e ™™ =
Zn_o eX—1

boladi.

dan foydalanamiz, bunnda };7_; e™* =

(00

- r
=N wriemar =Y T rgy. )

n

n=1 n=1

oo}

1
s(p) = zﬁ; (Rep > 1)

Isbot: M[f'(0)] = [;"xP7f' ()dx = [xP7 ()] = (0 = D) [§ 277> f(x)dx =
-~ -Dfp -1
e) Agar M[f(x)] = f(p) bo'lsa, quyidagilar o'rinli:
Mxf' ()] = —pf ()
M[x2f" ()] = (D*p( + 1)f ();
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M f P @] = D" ER f);

Isbot:

M[xf' ()] = [ xPf' (0 dx = [xPFOIS —p [; 2P~ f(x)dx =

—pf(p)

f) Agar M[f(x)] = f(p) bo'lsa, quyidagilar o'rinli:

M|(ra5) G| = Ml GO+ x£'GO] = (D2 )

M|(x2)" r@] = Omp )

Isbot: M [ f(x)] M[x?F () + xf'(0)] = M[x2f ()] + M[xf' ()] =

=—pf(®) +pp + Df(p) = (—1)*p?*f (p)

Q) M{f, f(O)dt} == F@p +1);

M{If ()} = M{[ I f(©)dt} = (~1)" =2 f(p + n);

r(p+n)

Inf () = [ - f (D).

Ba’zi funksiyalr Mellin almashtirishlarini jadvalda keltiramiz.

fx) 9@) = [ e aax
1 f(ax) a?g(p)
2 x*f(x) gp+a)
g(=p)

’ 10
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2 f@x™), >0 hig (2)
5 fG),h>0 hig(-3)
6 £ (x) 1-pglp-1)
7 £ (x) -D*(p-nglp—n)
8. e~ " Req > 0,h>0 h—la_% F(B),Rep >0
h
9 e_“x_h Rea>0,h >0 h_la_% r (— %),Rep <0
10 sinax, a >0 a"PT'(p) sin (nz—p),—l <Rep <1

Mustaqil ishlash uchun misollar:

2

1 £ =
2. f(x) - ex1+1
3. flx) = (1+1x)"

4. f(x) = coskx

5. f(x) = sinkx

6. f(x) =

siax
~.a>0
1+x

Mellin almashtirishining qo’llanishi

Misol:Ushbu Chegaraviy masalaning yechimini toping.

X2 Uy + XU + Uy, = 0

0<x <o, 0<y<1;




A, 0<x<1.

u(x,0) =0, u(x,1) = {0 > 1

Bu yerda A = const

x bo’yicha u(x, y) ning Mellin almashtirishini quyidagicha bajaramiz.

ti(p,y) = J xP~tu(x, y)dx
0

iy, + p?i =0, 0<y<1
ii(p,0) = 0, a(p,1) =A [ xP dx = f;‘
A sinpy
i(p,y) =— - ——=, O<Rep<1
i(p,y) > sinp ep
2 c+ioo -
xP sinpy
) == - - d
ulxy) 2Tl J p sinp
c—100

Av 1
— (AN —NTT 5 .
u(x,y) _nZn( 1)"x ™ sinnmy ;
n=1
Mellin almashtirishlarining Integral tenglamalarni yechishga tatbigqi.

M Uomf(t) ® (%) %} = F($)D(S);

F(S)=MIf®OI, @ =Mlp()l.

Yuqoridagi xossa
® o x dt
o) =f@+ | K(F)e®F

ko’rinishdagi integral tenglamani yechishda foydalaniladi.

Mustagqil bajarish uchun mashglar:
Quyidagi funksiyalarning Kaputo kasr hosilasini toping.

1. et 2. sin(Ax) 3. cos(AX)
2. f(x) =e™*",xeR funksiyaning Furye almashtirishini hisoblang.

3. f(t) = e*cost funksiyaning Laplas almashtirishini aniglang.
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4. f(t) = 4tcos?t funksiyaning Laplas almashtirishini aniglang.

5. Egp(x) = E,p(x) niisbotlang.
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