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Нaпряжении Σ1(x, z, t) и Σ2(x, z, t) связaно с U(x, z, t) формулой:
Σ1(x, z, t) = µ(z)

∂U

∂x
+

∫ t

0

k(x, t− τ)µ(z)
∂U

∂x
(x, z, τ)dτ

Σ2(x, z, t) = µ(z)
∂U

∂z
+

∫ t

0

k(x, t− τ)µ(z)
∂U

∂z
(x, z, τ)dτ,

(4)

где k(x, t) хaрaктеризует вязкость среды, интегрaльный оперaтор описывaет влияние
предыстории нa процесс рaспрострaнения упругих волн, вызвaнных приложенным нa
грaнице облaсти R3

+ в момент времени t = 0 мгновенно действующим источником

(3), a µ(z)−коэффициент Лaме и принaдлежaть множеству Λ :=
{
µ(z) ∈ C3([0,∞)) :

µ(z) > 0; µ′(+0) = 0
}
.

Зaдaчa определения U и V из урaвнений (1)-(3) при известных функциях µ(z) и
k(x, t) нaзывaется прямой зaдaчей для вязкоупругой пористой среды.

Приведем обрaтные зaдaчу:
Зaдaчa. Требуется определить ядро k(x, t), t > 0, x ∈ R, входящее в урaвнение

(1) посредством формул (4), если относительно решения прямой зaдaчи известнa
информaция:

U
∣∣
z=0

= f(x, t), x ∈ R, t > 0, (5)

где f(x, t)− зaдaннaя функция (отклик).
Для исследования обратной задачи, используется способ задания данных обратной

задачи для уравнения в полупространстве - задаются два момента функции k(x, t):

k(x, t) = k0(t) + εxk1(t) + . . . ,

Оказывается, в этом случае задача сводится к цепочке из двух одномерных обрат-
ных задач. Доказаны теоремы, характеризующие однозначная разрешимость опре-
деления неизвестных функций для любого фиксированного отрезка.
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Многие физические процессы описываются гиперболическими системами уравне-
ний в частных производных первого порядка, например система уравнений акустики,
электромагнитных колебаний, динамических уранений теории упругости и другие.
Как правило, уравнения второго порядка выводятся из них при некоторых дополни-
тельных ограничениях. Поэтому представляется совершенно естественным изучение
обратных задач проводить непосредственно в терминах самой системы. Система-
тические изучения в этом направлении начали проводиться с 70-х годов прошлего
столетия в работах Л.П. Нижника [1], С.П. Белинского [2], В.Г. Романова и Л.И.
Слинючевой [3].

Явление с памятью (с запаздыванием) возникает в таких системах, где учитывает-
ся не только настоящее положение системы или ее ближайшее предыдущее положе-
ние (т.е. начальные значения параметров определяющих состояние системы, а также
некоторые производные по времени), но также все предществующие положения, ко-
торые занимала данная система, иначе говоря, это явление зависит от предыдущей
истории системы. Примером может служить явление вязкоупругости, в котором де-
формация вязкоупругой среды зависит не только от природы применяемых сил, но
также от предыдущих деформаций, которым была подвергнута среда. Такая среда
называется средой с "памятью"или "последействием"[4]. Другими явлениями тако-
го рода являются распространение электромагнитных волн в средах с дисперсией
[5], система популяций животных или растений различных видов в математической
биологии [6].

В Математическом отношении такие явления описываются в основном гипербо-
лической системой интегро–дифференциальных уравнений первого порядка с инте-
гральным членом типа свертки относительно временной переменной. Обратные зада-
чи, заключающихся в определении ядра интегралов в этих системах играют важную
роль в прикладных науках. К настоящему времени достаточно широко изучены за-
дачи определения ядер из одного интегро–дифференциального уравнения второго
порядка (см. например, [7]-[14] и цитированные в них литературу).

В данной работе исследуется обратная задача определения ядра в гиперболиче-
ской системе интегро–дифференциальных уравнений первого порядка, которое имеет
вид матрицы размерности n× n зависящей от временной переменной t.

Рассмотрим в области D = (x, t) : 0 < x < H, t > 0 систему из n уравнений

∂u

∂t
+ A

∂u

∂x
=

∫ t

0

B(τ)u(x, t− τ)dτ + f(x, t) (1)

относительно вектор функции u(x, t) с компонентами u1, u2, ..., un. Здесь A, B− квад-
ратные матрицы размерности n × n, причем A = diag(λ1, λ2, . . . , λn); B(t) = (bij),
i, j = 1, 2, . . . , n, f(x, t) = (f1(x, t), f2(x, t), . . . , fn(x, t)). λk− вещественные, различ-
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ные постоянние и

λk > 0, k = 1, 2, . . . , s; λk < 0, k = s+ 1, . . . , n; 0 ≤ s ≤ n. (2)

Наряду с уравнением (1) рассмотрим следующие начальные и граничные условия

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ H, (3)

ui(0, t) = gi(x), i = 1, 2, . . . , s,

ui(H, t) = gi(x), i = s+ 1, . . . , n. (4)

Всюду в этой работе запись вектор функций в произведении с матрицами понима-
ется в виде строки, если он умножается слева и в виде столбца, если умножение
производится справа.

Поставленная задача (1) − (4) является корректной [15], [16]. Пусть теперь рас-
сматривается n задачи вида (1) − (4), каждая со своим набором функций f, ϕ, gi,

но с одними и теми же матрицами A, B(
E
∂

∂t
+ A

∂

∂x

)
ul =

∫ t

0

B(τ)ul (x, t− τ) dτ + f l(x, t),

ul|t=0 = ϕl(x), 0 ≤ x ≤ H, (5)

uli(0, t) = gli(t), i = 1, 2, . . . , s,

uli(H, t) = gli(t), i = s+ 1, . . . , n, l = 1, 2, . . . , n,

где E− единичная матрица размерности n× n.
Обратная задача: найти матрищу B(t), t > 0, если относительно решений задачи

(5) известна следующая информация:

uli(0, t) = hli(t), i = s+ 1, . . . , n,

uli(H, t) = hli(t), i = 1, 2, . . . , s, l = 1, 2, . . . , n. (6)

Отметим, что начально–краевая задача (5) при каждом l имеет единственное непре-
рывное решение в области D, если ϕl ∈ C [0, H] , gli ∈ C [0,∞) , B ∈ C [0,∞) и
выполнены условия согласования начальных и граничных данных

ϕli(0) = gli(0), i = 1, 2, . . . , s,

ϕli(H) = gli(0), i = s+ 1, . . . , n, l = 1, 2, . . . , n, (7)

где ϕli− компоненти вектора ϕl.
Замечание Вместо системы (1) может быть рассмотрена более общая гипербо-

лическая по И.Г. Петровскому [17] система уравнений. Но, тогда сушествует невы-
рожденное преобразование функций, что такая система приводится к виду (1) [18].

Также предположим, что выполнены следующие условия:

f li (0, 0)− λi
d

dx
ϕli
∣∣
x=0

=
d

dt
gli(t)

∣∣
t=0

, i = 1, 2, . . . , s,

38



f li (H, 0)− λi
d

dx
ϕli
∣∣
x=H

=
d

dt
gli(t)

∣∣
t=0

, i = s+ 1, . . . , n, l = 1, 2, . . . , n. (8)

Через Φ(x) обозначим матрицу, образованную столбцами ϕl(x), l = 1, . . . , n:

Φ(x) =
(
ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn

)
(x).

Далее будем предполагать, что выполнены условия

det Φ(0) 6= 0, det Φ(H) 6= 0. (9)

Следующие равенства выражают условия согласования данных прямой и обратной
задач в угловых точках области D :

hli(0) = ϕli(0),
d

dt
hli(t)

∣∣∣∣
t=0

= f li (0, 0)− λi
d

dx
ϕli(x)

∣∣∣∣
x=0

, i = s+ 1, . . . , n, (10)

hli(0) = ϕli(H),
d

dt
hli(t)

∣∣∣∣
t=0

= f li (H, 0)− λi
d

dx
ϕli(x)

∣∣∣∣
x=H

, i = 1, . . . , s, l = 1, 2, . . . , n.

(11)

Основным результатам настоящей работы является следующее утвеждение об од-
нозначной разрешимости обратной задач:

Теорема. Пусть f l(x, t) ∈ C1(D), ϕl(x) ∈ C2[0, H], gl(t) ∈ C2(0,∞), hli(t) ∈
C2(0,∞). Кроме того, выполнены условия (7), (8), (9) и имеют место равенства
(10), (11).

Тогда найдется такое H∗ > 0, что для H ∈
(
0, H∗

)
решение обратной задачи

(5), (6) существует, единственно на отрезке
[
0, Hµ

]
, µ = min

1≤i≤n
|λi| и определестся

заданием hli(t) для t ∈
[
0, H|λi|

]
в классе B(t) ∈ C1[0, H].

Теорема доказывается заменой равенств (5), (6) замкнутой системой интеграль-
ных уравнений вольтерровского типа относительно неизвестных функций и дальней-
шем применением метода сжатых отображений к ней.
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В работе рассматривается дифференциальное уравнение второго порядка

u′′(t) + a(t)f(u) = 0, 0 < t < 1, (1)
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