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Аннотация: В данной работе рассматривается задача типа Коши-Гурсы для 

гиперболического уравнения. Доказана корректность задачи типа Коши-Гурсы для гиперболического 

уравнения. Уравнение этой задачи было проинтегрировано в области характеристического 

треугольника и сведено к интегральному уравнению типа Вольтерра второго рода, что 

эквивалентно задаче. Существование решения этого интегрального уравнения проверялось методом 

последовательных приближений (Пикара). Единственность этого решения доказана с 

использованием неравенства Гронуолы-Беллмана. 

Ключевые слова: гиперболическое уравнение, принцип Дюамеля, неравенство Гронуолы - 

Беллмана, обратная задача, метод последовательных приближений. 

 

GIPERBOLIK TENGLAMA UCHUN KOSHI-GURSA TIPIDAGI MASALANING YECHIMI 

 

Annotatsiya: Ushbu ishda giperbolik tenglama uchun Koshi-Gursa tipidagi masala qaralgan. 

Giperbolik tenglama uchun Koshi-Gursa tipidagi masala  korrekt ekanligi isbotlangan. Bunda masaladagi 

tenglamadan xarakteristik uchburchak sohasida integral olib, masalaga ekvivalent bo‘lgan ikkinchi tur 

Volterra tipidagi integral tenglamaga keltirilgan. Bu integral tenglama yechimining mavjudligi 

qaralayotgan funksiyalar sinfida, ketma-ket yaqinlashish usuli (Pikar) yordamida isbotlangan. So‘ngra 

Gronuola-Bellman tengsizligi yordamida yechimning yagonaligi isbotlangan 

Kalit so’zlar: giperbolik tenglama, Dyuamel prinsipi, Gronuola-Bellman tengsizligi, teskari masala, 

ketma-ket yaqinlashishlar usuli. 

 

SOLUTION OF A CAUCHY-HOURS TYPE PROBLEM FOR A HYPERBOLIC EQUATION 

 

Annotation: In this paper, we consider a Cauchy-Goursat type problem for a hyperbolic equation. 

The correctness of the problem of the Cauchy-Goursat type for a hyperbolic equation is proved. The 

equation of this problem was integrated in the region of the characteristic triangle and reduced to an 

integral equation of the Volterra type of the second kind, which is equivalent to the problem. The existence of 

a solution to this integral equation was verified by the method of successive approximations (Picard). The 

uniqueness of this solution is proved using the Gronwola-Bellman inequality. 

Keywords: hyperbolic equation, Duhamel principle, Gronwola-Bellman inequality, inverse problem, 

method of successive approximations. 
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Методы. В работе используются метод аналитического решения дифференциального 

уравнения гиперболического типа, алгебраические методы и метод последовательных приближений. 

Результат. В данной статье определяется решение дифференциального уравнения 

гиперболического типа с условыями поставленными на границе заданной области и на 

характеристической линии. Задача представлена в виде интегрального уравнения типа Вольтерра. 

Обсуждение. Прямая задача представлена интегральным уравнением типа Вольтерра. 

Существование решения этого интегрального уравнения доказывается методом последовательных 

приближений, а его единственность - с помощью неравенства Гронуолы-Беллмана. 

Заключение. Доказано, что решение дифференциального уравнения гиперболического типа 

существует и является единственным решением корректной задачи при условиях, наложенных на 

границу заданного поля и на характеристическую линию. 

Введение 

В математической литературе широко изучается 1-я проблема Дарбу и задача Коши-Гурсы. 

Исследования по этим вопросам широко изучены в книгах [1]-[4].  

В книге А. В. Бицадзе "Уравнения смешанного типа" рассматривается задача нахождения 

решения дифференциального уравнения гиперболического типа, удовлетворяющего условиям 

.  

Методы решения прямых и обратных задач, связанные с поиском решения начально-краевой 

задачи для уравнений параболо-гиперболического типа и неизвестной правой части (линейная 

задача) этого уравнения в прямоугольной области, были предложены в монографии [5] (см. также 

библиографию в ней). Среди работ по исследованию начально-краевых задач для уравнений 

параболо-гиперболического типа с нехарактеристической линией изменения типа 𝑡 = 0 отметим 

работы [6]-[9], в которых исследовались задачи с локальными и нелокальными краевыми условиями. 

В данной статье найдено решение дифференциального уравнения гиперболического типа, 

удовлетворяюшее условиям , заданным на границе 

области и на характеристической прямой. Задача представлена в виде интегрального уравнения типа 

Вольтерра. Существование решения этого интегрального уравнения доказывается методом 

последовательных приближений, а его единственность - с помощью неравенства Гронуолы-Беллмана. 

К настоящему времени достаточно широко изучены задачи определения ядер из одного 

интегро-дифференциального уравнения второго порядка [10]-[19]. Численное решение прямых и 

обратных задач для таких уравнений исследовались в работах [20]-[24]. Как правило, уравнения 

второго порядка выводятся из систем уравнений в частных производных первого порядка при 

некоторых дополнительных предположениях. 

Обратная задача определения ядер интегральных членов из гиперболической системы интегро-

дифференциальных уравнений первого порядка общего вида с двумя независимыми переменными 

исследована в [25], а для системы интегродифференциальных уравнений Максвелла изучена в [26]. 

Получены теоремы локального существования и глобальной единственности решения. 

Постановка задачи. В области  (рис. 1) рассмотрим 

следующее уравнение:  
  

(1) является дифференциальным уравнением гиперболического типа. 

 
Рисунок 1. Характерическая область. 

Прямая задача. Найти в области  решение уравнения (1), удовлетворяющего следующим 

условиям: 
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где  и  заданные функции. 

Определение. Решением задачи (1)-(2) назовѐм функцию  из класса , 

удовлетворяющую условиям (2) и обращающую уравнение (1) в тождество. 

Теорема. Пусть     и выполнено 

условие согласованности . Тогда в области   существует единственное классическое 

решение задачи (1)-(2). 

Доказательство.  Мы переопределяем систему координат, используя замену . 

Проведѐм линии, параллельные характеристическим линиям, проходящим через произвольную точку 

 площади . Затем проводим линию, параллельную характеристике , из точек их 

пересечения с осью абсцисс. Образуется прямоугольник (рис. 2). 

 

Здесь . 

Мы придаѐм уравнению (1) вид  и проинтегрируем полученное уравнение 

по прямоугольному полю .   

 

 
или 

 

 
Из этого получим: 

 

 
Интегральное уравнение (4) эквивалентно задаче (1)-(2). 

Пусть    . 
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Построим для уравнения (4) процесс последовательных приближений по схеме: 

 

 

 
Очевидно, что каждая из функции  в области  непрерывна.  

Покажем, что ряд  

 
сходится равномерно в  области . 

Его частичная сумма совпадает с функцией  и, следовательно, этот ряд  можорируется  

рядом: 
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который, в свою очередь, для всех  можорируется сходящимся числовым рядом  

 
Итак, ряд 

 
сходится абсолютно и равномерно и, следовательно, его сумма является непрерывной 

функцией в области . Как обычно, не трудно доказать, что сумма  ряда является решением 

интегрального уравнения (4).   

Теперь покажем единственность этого решения.  

Единственность решения. Предположим, что имеются два различных решения уравнения (4)  

 и    

 

 

 

 
Тогда их разность  

 
удовлетворяет интегральному уравнению 

 
Покажем, что интегральные уравнения (6) имеют только тривиальные решения. Доказательство 

этого факта можно провести с помощью следующего приѐма: 

Оценивая (6) по  в  при фиксированном   получим: 

 
Воспользуемся неравенством Гронуолы-Беллмана. 
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Неравенство Гронуолы-Беллмана [27]: Если  и  неотрицательны при  то для 

 из неравенства 

 
следует, что 

 
Проведѐм обозначение: 

 
Отсюда, согласно интегральному неравенству Гронуолла — Беллмана, имеем 

 
Из этого следует . А это  противоречит нашему 

предположению, что решения  неодинаковы.  

Таким образом, показано, что прямые задачи (1), (2) имеют единственное решение. Теорема 

1.2.1 доказана. 
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