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ut − h(t)∆u+ c(x, t)u = f(x, t)

Эти уравнения являются вырождающимися параболическими уравнения-
ми,но,поскольку функция h(t) в этих уравнениях будет неотрицательной и может
обращаться в нуль, то данные уравнения будут вырождающимися параболическими
уравнениями.

Доказываются теоремы существования и единственности регулярных решений,
обладающих всеми необходимыми обобщенными производными по С.Л.Соболеву.
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Краевые Задачи С Разрывными Условиями Для Нагруженного
Уравнения Смешанного Типа, Вирождающегося Внутри Области

Жураев Ф.М.
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Краевые задачи для вырождающегося нагруженного уравнения смешанного типа
второго порядка исследовались сравнительно мало. Отметим работы А.М. Нахушева
[1], В.М. Казиева [2], Б. Исломова и Ф. Джураева [3], Р.Р. Ашурова и С.З. Жама-
лова [4]. Это связано, прежде всего, с отсутствием представления общего решения
для таких уравнений; с другой стороны, такие задачи сводятся к малоизученным
интегральным уравнениям.

Данная работа изучаются локальные краевые задачи с разрывными условия-
ми для нагруженного уравнения параболо-гиперболического типа, вырождающегося
внутри области.

Пусть Ω− конечная односвязная область в плоскости переменных x, y , ограни-
ченная кривыми:

Sj : |x| = 1, 0 < y < 1, S3 : 0 < x < 1, y = 1, S4 : −1 < x < 0, y = 1,

Γj : |x| − 2

2−m
(−y)

2−m
2 = 0, Γj+2 : |x|+ 2

2−m
(−y)

2−m
2 = 1, y ≤ 0,
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здесь и далее x ≥ 0, при j = 1, x ≤ 0, при j = 2, причем m < 0.
Введем обозначения Ω+

1 = Ω ∩ {(x, y) : x > 0, y > 0},

Ω+
2 = Ω ∩ {(x, y) : x < 0, y > 0}, Ω−1 = Ω ∩ {(x, y) : x > 0, y < 0},

Ω−2 = Ω ∩ {(x, y) : x < 0, y < 0}, I1 = {(x, y) : 0 < x < 1, y = 0},

I2 = {(x, y) : −1 < x < 0, y = 0}, I3 = {(x, y) : x = 0, 0 < y < 1},

Ωj = Ω+
j ∪ Ω−j ∪ Jj, Ω3 = Ω+

1 ∪ Ω−2 ∪ J3, Aj((−1)j+1, 0) = Īj ∩ S̄j,

Cj

[
(−1)j+1 1

2
; −

(
(−1)j+1 2−m

4

)2/(2−m)
]

= Γ̄j ∩ Γ̄j+2, (j = 1, 2),

O(0, 0) = Ī1 ∩ Ī2, B1(1, 1) = S̄1 ∩ S̄3, B2(−1, 1) = S̄2 ∩ S̄4, B0(0, 1) = S̄3 ∩ S̄4.

В области Ω рассмотрим уравнение

0 =

{
uxx − |x|puy − ρju (x, 0) , (x, y) ∈ Ω+

j ,

uxx − (−y)muyy + µju (x, 0) , (x, y) ∈ Ω−j ,
(1)

где m, p, ρj, µj (j = 1, 2)−любые действительные числа, причем

m < 0, p > 0, ρj > 0, µj > 0, (j = 1, 2). (2)

В области Ω для уравнения (1) исследуются следующие задачи.
Задача 1. Найти функцию u(x, y), обладающую следующими свойствами:
1) u(x, y) ∈ C

(
Ω̄
)
∩ C 1 (Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3) ∩ C2,1

x,y

(
Ω+

1 ∪ Ω+
2

)
∩ C2

(
Ω−1 ∪ Ω−2

)
;

2) u(x, y) является регулярным решением уравнения (1) в областях Ω+
j и Ω−j

(j = 1, 2);
3) u (x, y) удовлетворяет краевым условиям

u|Sj = ϕj(y), 0 ≤ y ≤ 1, (3)

u|Γj = ψj(x), 0 ≤ (−1)j+1x ≤ 1

2
, (j = 1, 2); (4)

4) на линии вырождения Ii (i = 1, 3) выполняется условия склеивания

lim
y→+0

uy(x, y) = aj(x) lim
y→−0

uy(x, y) + bj(x), (x, 0) ∈ Ij, (j = 1, 2), (5)

lim
x→+0

ux(x, y) = a3(y) lim
x→−0

ux(x, y),+b3(y), (x, 0) ∈ I3; (6)

где ϕ1(y), ϕ2(y), ψ1(x), ψ2(x), ai(t), bi(t)(i = 1, 2, 3)− заданные функции, причем
ψ1(0) = ψ2(0),

ϕj(y) ∈ C [0, 1] ∩ C1 (0, 1) , (j = 1, 2), (7)
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ψ1(x) ∈ C 1

[
0,

1

2

]
∩ C 3

(
0,

1

2

)
, ψ2(x) ∈ C 1

[
−1

2
, 0

]
∩ C 3

(
−1

2
, 0

)
. (8)

aj(x), bj(x) ∈ C(J̄j) ∩ C2(Jj), aj(x) 6= 0, ∀x ∈ J̄j, (j = 1, 2), (9)

a3(y), b3(y) ∈ C(J̄3) ∩ C2(J3), a3(y) 6= 0, ∀x ∈ J̄3. (10)

Задача 2(3). Найти функцию u(x, y), обладающую всеми свойствами задачи 1
кроме условий (4), которые заменяются условиями

u|Γ1
= g1(x), 0 ≤ x ≤ 1

2
, u|Γ4

= g2(x), −1 ≤ x ≤ −1

2
, (11)(

u|Γ2
= f1(x), −1

2
≤ x ≤ 0, u|Γ3

= f2(x),
1

2
≤ x ≤ 1

)
, (12)

где g1 (x) , g2 (x) , (f1 (x) , f2 (x)) − заданные функции, причем g1(−1) = ϕ2(0),
(f2(1) = ϕ2(0)) ,

g1(x) ∈ C 1

[
0,

1

2

]
∩ C 3

(
0,

1

2

)
, g2(x) ∈ C 1

[
−1, −1

2

]
∩ C 3

(
−1, −1

2

)
(13)

(
f1(x) ∈ C 1

[
−1

2
, 0

]
∩ C 3

(
−1

2
, 0

)
, f2(x) ∈ C 1

[
1

2
, 1

]
∩ C 3

(
1

2
, 1

))
. (14)

Доказана следующая теорема.
Теорема. Если выполнены условия (2), (7)–(10), то в области Ω решение

задачи 1 существует и единственно.
При доказательство единствености решения задачи 1 важную роль играет следу-

ющая лемма.
Леммы. Если ϕ1(y) ≡ ϕ2(y) ≡ 0, ∀y ∈ [0, 1], ψ1(x) ≡ 0, ∀x ∈

[
0, 1

2

]
, и ψ2(x) ≡

0, ∀x ∈
[
−1

2
, 0
]
, то

τj(x) ≡ 0, ∀x ∈ Īj (j = 1, 2). (15)

Лемма доказывается с помощью метода интегральной энергии. Доказательства
теоремы существования решения задачи 1 основана на теории вольтерских и фред-
гольмских интегральных уравнений.

Замечанме. Точно также как выше изложено, можно доказать теоремы един-
ственность и существования решения задачи 2 (3).

Литература

1. Нахушев А.М. О задаче Дарбу для одного вырождающегося нагруженного
интегро-дифференциального уравнения второго порядка. Дифференциальные урав-
нения. 1976.12(1). С. 103-108.

2. Казиев В.М. О задаче Дарбу для одного вырождающегося нагруженного
интегро-дифференциального уравнения второго порядка. Дифференциальные урав-
нения. 1978. 14(1). С.181-184.

3. Исломов Б., Джураев Ф. Аналог задачи Трикоми для вырождающегося на-
груженного уравнения параболо-гиперболического типа. Узбекский математический
журнал. 2011. 2. С. 75-85.



Современные методы математической физики и их приложения, Ташкент-2025 205

4. Dzhamalov S.Z., Ashurov R.R. On a nonlocal boundary-value problem for second
kind second-order mixed type loaded equation in a rectangle. Uzbek Mathematical
Journal. 2018. 3. pp. 63-72.

О Некоторых Задачах С Интегральными Условиями Для Нагруженного
Уравнения Третьего Порядка

Зикиров О.С.1, Рахматов Н.Б.2

Национальный университет Узбекистана им. Мирзо Улугбека, Ташкент
1zikirov@yandex.ru; 2nodirbekrakhmatov0@gmail.com

В докладе рассматривются некоторые смешанные задачи с интегральными усло-
виями для уравнений в частных производных третьего порядка.

В области D = {(x, t) : 0 < x < `, 0 < t < T} рассмотрим уравнение в частных
производных третьего порядка вида

Lu ≡ uxxt + d(x, t)ut + c(x, t)u = f(x, t) +

`∫
0

k(x, t)u(x, t)dx, (1)

Пусть d(x, t), c(x, t), f(x, t), k(x, t), p(x, t) и α(t) – заданные функции, определен-
ные при x ∈ [0, `], t ∈ [0, T ].

В настоящее работе для уравнения (1) изучаются следующие нелокальные задачи
с интегральными условиями.

Нелокальная задача А. Найти в области D решение уравнения (1), удовлет-
воряющее условиям

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ `, (2)

u(0, t) =

`∫
0

p(x, t)u(x, t)dx+ µ1(t), 0 ≤ t ≤ T, (3)

ux(0, t) = µ2(t), 0 ≤ t ≤ T, (4)

здесь ϕ(x), µi(t), (i = 1, 2) — заданные, непрерывные на [0, `] и [0, T ] соответственно
функции, удовлетворяющие условиям согласования:

ϕ′(0) = µ2(0), ϕ(0) =

`∫
0

p(x, 0)ϕ(x)dx+ µ1(0).

Нелокальная задача В. От нелокальной задачи А отличается тем, что усло-
вие (4) заменяется условием вида

ux(`, t) = α(t)u(`, t) + µ2(t), 0 ≤ t ≤ T,

где α(t), µ2(t) – заданные, непрерывные функции и удовлетворяющие соответствую-
щие условиям согласования

ϕ(0) =

`∫
0

p(x, 0)ϕ(x)dx+ µ1(0) ϕ′(`) = α(0)ϕ(`) + µ2(0).


