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O КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ С РАЗРЫВНЫМИ УСЛОВИЯМИ ДЛЯ
НАГРУЖЕННОГО УРАВНЕНИЯ СМЕШАННОГО ТИПА,

ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ ВНУТРИ ОБЛАСТИ

Жураев Ф.М.
Бухарский государственный университет, ул. М. Икбола, 11, Бухара 200100,

Узбекистан
fjm1980@mail.ru

Пусть Ω− конечная односвязная область в плоскости переменных x, y , ограни-
ченная кривыми:

Sj : |x| = 1, 0 < y < 1, S3 : 0 < x < 1, y = 1, S4 : −1 < x < 0, y = 1,

Γj : |x| − 2

2−m
(−y)

2−m
2 = 0, Γj+2 : |x|+ 2

2−m
(−y)

2−m
2 = 1, y ≤ 0,

здесь и далее x ≥ 0, при j = 1, x ≤ 0, при j = 2, причем m < 0.

Введем обозначения Ω+
1 = Ω ∩ {(x, y) : x > 0, y > 0},

Ω+
2 = Ω ∩ {(x, y) : x < 0, y > 0}, Ω−1 = Ω ∩ {(x, y) : x > 0, y < 0},

Ω−2 = Ω ∩ {(x, y) : x < 0, y < 0}, I1 = {(x, y) : 0 < x < 1, y = 0},
I2 = {(x, y) : −1 < x < 0, y = 0}, I3 = {(x, y) : x = 0, 0 < y < 1},

Ωj = Ω+
j ∪ Ω−j ∪ Jj, Ω3 = Ω+

1 ∪ Ω−2 ∪ J3, Aj((−1)j+1, 0) = Īj ∩ S̄j,

Cj

[
(−1)j+1 1

2
; −

(
(−1)j+1 2−m

4

)2/(2−m)
]

= Γ̄j ∩ Γ̄j+2, (j = 1, 2),

O(0, 0) = Ī1 ∩ Ī2, B1(1, 1) = S̄1 ∩ S̄3, B2(−1, 1) = S̄2 ∩ S̄4, B0(0, 1) = S̄3 ∩ S̄4.

В области Ω рассмотрим уравнение

0 =

{
uxx − |x|puy − ρju (x, 0) , (x, y) ∈ Ω+

j ,

uxx − (−y)muyy + µju (x, 0) , (x, y) ∈ Ω−j ,
(1)

где m, p, ρj, µj (j = 1, 2)−любые действительные числа, причем

m < 0, p > 0, ρj > 0, µj > 0, (j = 1, 2). (2)

Задача. Найти функцию u(x, y), обладающую следующими свойствами:
1) u(x, y) ∈ C

(
Ω̄
)
∩ C 1 (Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3) ∩ C2,1

x,y

(
Ω+

1 ∪ Ω+
2

)
∩ C2

(
Ω−1 ∪ Ω−2

)
;

2) u(x, y) является регулярным решением уравнения (1) в областях Ω+
j e Ω−j

(j = 1, 2);
3) u (x, y) удовлетворяет краевым условиям

u|Sj = ϕj(y), 0 ≤ y ≤ 1, (3)

u|Γj = ψj(x), 0 ≤ (−1)j+1x ≤ 1

2
, (j = 1, 2); (4)
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4) на линии вырождения Ii (i = 1, 3) выполняется условия склеивания

lim
y→+0

uy(x, y) = aj(x) lim
y→−0

uy(x, y) + bj(x), (x, 0) ∈ Ij, (j = 1, 2), (5)

lim
x→+0

ux(x, y) = a3(y) lim
x→−0

ux(x, y),+b3(y), (x, 0) ∈ I3; (6)

где ϕ1(y), ϕ2(y), ψ1(x), ψ2(x), ai(t), bi(t)(i = 1, 2, 3)− заданные функции, причем
ψ1(0) = ψ2(0),

ϕj(y) ∈ C [0, 1] ∩ C1 (0, 1) , (j = 1, 2), (7)

ψ1(x) ∈ C 1

[
0,

1

2

]
∩ C 3

(
0,

1

2

)
, ψ2(x) ∈ C 1

[
−1

2
, 0

]
∩ C 3

(
−1

2
, 0

)
. (8)

aj(x), bj(x) ∈ C(J̄j) ∩ C2(Jj), aj(x) 6= 0, ∀x ∈ J̄j, (j = 1, 2), (9)

a3(y), b3(y) ∈ C(J̄3) ∩ C2(J3), a3(y) 6= 0, ∀x ∈ J̄3. (10)

Теорема. Если выполнены условия (2), (7)–(10), то в области Ω решение за-
дачи существует и единственно.

При доказательство единствености решения задачи важную роль играет следую-
щая лемма.

Леммы. Если ϕ1(y) ≡ ϕ2(y) ≡ 0, ∀y ∈ [0, 1], ψ1(x) ≡ 0, ∀x ∈
[
0, 1

2

]
, и

ψ2(x) ≡ 0, ∀x ∈
[
−1

2
, 0
]
, то

τj(x) ≡ 0, ∀x ∈ Īj (j = 1, 2). (11)

Лемма доказывается с помощью метода интегральной энергии.
Доказательства теоремы существования решения задачи основана на теории воль-

терских и фредгольмских интегральных уравнений.
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