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ЛОКАЛЬНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ НАГРУЖЕННОГО

УРАВНЕНИЯ ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА,

ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ ВНУТРИ ОБЛАСТИ

Б.И. ИСЛОМОВ, Ф.М. ЖУРАЕВ

Аннотация. В начале 21-го века изучены краевые задачи для невырождаю-
щихся уравнений гиперболического, параболического, гиперболо-параболического
и эллиптико-гиперболического типов. В последние годы это направление интенсив-
но развивалось и уточнено так, что весьма важные задачи математической физики и
биологии приводят к краевым задачам для невырождающихся нагруженных уравне-
ний с частными производными. Известно, что краевые задачи для вырождающегося
нагруженного уравнения смешанного типа второго порядка ранее не изучены. Это свя-
зано, прежде всего, с отсутствием представления общего решения для таких уравнений;
с другой стороны, такие задачи сводятся к малоизученным интегральным уравнениям
со сдвигом. Исходя из этого, настоящая работа посвящена постановке и исследованию
локальных краевых задач для нагруженного уравнения параболо-гиперболического
типа, вырождающегося внутри области.
В данной работе найден новый подход для получения представления общего реше-

ния для вырождающегося нагруженного уравнения смешанного типа. Единственность
решения поставленных задач доказывается методом интегралов энергии. Существова-
ния решений поставленных задач эквивалентным образом сводятся к интегральному
уравнению Фредгольма и Вольтерра второго рода со сдвигом. Доказана однозначная
разрешимость полученных интегральных уравнений.
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1. Введение

Первые результаты по изучению модельных уравнений смешанного типа, содержащих
параболо-гиперболические операторы, посвященные построению решений, изучению их
свойств и исследованию краевых задач, получены в работе И.М. Гельфанда [1]. Далее они
развиты в работах Г.М. Стручиной [2], Я.Ф. Уяфлянда [3] и Л.А. Золиной [4].
После этих статей в конце двадцатого века появилось множество работ [5]–[9] и их уче-

ников, где изучается задача Трикоми и ее обобщения, задачи со смещениями, задача типа
задачи Бицадзе–Самарского и другие нелокальные задачи для параболических, гипер-
болических, смешанных параболо-гиперболических и эллиптико-гиперболических уравне-
ний второго порядка.
В работах [10]–[13], используя методы спектрального анализа, исследованы краевые за-

дачи для уравнений смешанного типа второго порядка в прямоугольной области.

B.I. Islomov, F.M. Juraev, Local boundary value problems for a loaded equation of

parabolic-hyperbolic type degenerating inside the domain.
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Многие, весьма важные задачи математической физики и биологии [14], особенно зада-
чи долгосрочного прогнозирования и регулирования грунтовых вод [15], моделирования
процессов переноса частиц [16], задачи тепломассопереноса с конечной скоростью, модели-
рования фильтрации жидкости в пористых средах [17], исследования обратных задач [18],
решение многих задач оптимального управления агроэкосистемой [19], приводят к крае-
вым задачам для нагруженных уравнений с частными производными.
Термин «нагруженное уравнение» впервые появился в работах A. Kneser [20]. Приня-

тое сейчас в научной литературе общее определение нагруженных уравнений было дано
в 1976 г. А.М. Нахушевым. В его работе [21] дано наиболее общее определение и подроб-
ная классификация различных нагруженных уравнений: нагруженных дифференциаль-
ных, интегральных, интегро-дифференциальных, функциональных уравнений, а также их
многочисленные приложения.
В настоящее время круг рассматриваемых задач для невырождающихся нагруженных

уравнений гиперболического, параболического, гиперболо-параболического и эллиптико-
параболического типов значительно расширился. Отметим работы [22]–[27]. Теория кра-
евых задач для нагруженных уравнений второго порядка с интегро-дифференциальным
оператором были изучены в работах [28], [29]. В работах [30], [31] изучены локальные и
нелокальные краевые задачи для вырождающихся уравнений гиперболического и смешан-
ного типов второго и третьего порядка.
Насколько нам известно, краевые задачи для вырождающегося нагруженного уравне-

ния смешанного типа второго порядка исследовались сравнительно мало. Отметим работы
А.М. Нахушева [32], Б. Исломова и Ф. Джураева [33], Р.Р. Ашурова и С.З. Жамалова [34].
Это связано, прежде всего, с отсутствием представления общего решения для таких урав-
нений; с другой стороны, такие задачи сводятся к малоизученным интегральным уравне-
ниям.
Исходя из этого, настоящая работа посвящена постановке и исследованию локальных

краевых задач для нагруженного уравнения параболо-гиперболического типа, вырожда-
ющегося внутри области.

2. Постановка задачи

Пусть Ω – конечная односвязная область в плоскости переменных 𝑥, 𝑦, ограниченная
кривыми:

𝑆1 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 = 1, 0 < 𝑦 < 1}, 𝑆2 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 = −1, 0 < 𝑦 < 1},
𝑆3 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 1, 𝑦 = 1}, 𝑆4 = {(𝑥, 𝑦) : −1 < 𝑥 < 0, 𝑦 = 1};

Γ1 =

{︂
(𝑥, 𝑦) : 𝑥− 2

2 −𝑚
(−𝑦)

2−𝑚
2 = 0, 𝑦 6 0

}︂
,

Γ2 =

{︂
(𝑥, 𝑦) : 𝑥+

2

2 −𝑚
(−𝑦)

2−𝑚
2 = 0, 𝑦 6 0

}︂
,

Γ3 =

{︂
(𝑥, 𝑦) : 𝑥+

2

2 −𝑚
(−𝑦)

2−𝑚
2 = 1, 𝑦 6 0

}︂
,

Γ4 =

{︂
(𝑥, 𝑦) : 𝑥− 2

2 −𝑚
(−𝑦)

2−𝑚
2 = −1, 𝑦 6 0

}︂
, 𝑚 < 0.

Введем обозначения:

Ω+
1 = Ω ∩ {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 > 0, 𝑦 > 0}, Ω+

2 = Ω ∩ {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 < 0, 𝑦 > 0},
Ω−

1 = Ω ∩ {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 > 0, 𝑦 < 0}, Ω−
2 = Ω ∩ {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 < 0, 𝑦 < 0},



ЛОКАЛЬНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ НАГРУЖЕННОГО УРАВНЕНИЯ . . . 43

𝐼1 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 1, 𝑦 = 0}, 𝐼2 = {(𝑥, 𝑦) : −1 < 𝑥 < 0, 𝑦 = 0},
𝐼3 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 = 0, 0 < 𝑦 < 1}, Ω𝑗 = Ω+

𝑗 ∪ Ω−
𝑗 ∪ 𝐽𝑗, (𝑗 = 1, 2), Ω3 = Ω+

1 ∪ Ω+
2 ∪ 𝐽3,

𝐴𝑗((−1)𝑗+1, 0) = 𝐼𝑗 ∩ 𝑆𝑗, 𝐶𝑗

(︃
(−1)𝑗+11

2
;−
(︂

(−1)𝑗+12 −𝑚

4

)︂2/(2−𝑚)
)︃

= Γ̄𝑗 ∩ Γ̄𝑗+2,

𝑂(0, 0) = 𝐼1 ∩ 𝐼2, 𝐵1(1, 1) = 𝑆1 ∩ 𝑆3, 𝐵2(−1, 1) = 𝑆2 ∩ 𝑆4, 𝐵0(0, 1) = 𝑆3 ∩ 𝑆4.

В области Ω рассмотрим уравнение

0 =

{︃
𝑢𝑥𝑥 − |𝑥|𝑝𝑢𝑦 − 𝜌𝑗𝑢 (𝑥, 0) , (𝑥, 𝑦) ∈ Ω+

𝑗 ,

𝑢𝑥𝑥 − (−𝑦)𝑚𝑢𝑦𝑦 + 𝜇𝑗𝑢 (𝑥, 0) , (𝑥, 𝑦) ∈ Ω−
𝑗 ,

(2.1)

где 𝑚, 𝑝, 𝜌𝑗, 𝜇𝑗 (𝑗 = 1, 2) – любые действительные числа, причем

𝑚 < 0, 𝑝 > 0, 𝜌𝑗 > 0, 𝜇𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 2. (2.2)

В области Ω для уравнения (2.1) исследуются следующие задачи.
Задача 1. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑦), обладающую следующими свойствами:
1) 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶

(︀
Ω̄
)︀
∩ 𝐶1 (Ω) ∩ 𝐶2,1

𝑥,𝑦

(︀
Ω+

1 ∪ Ω+
2

)︀
∩ 𝐶2

(︀
Ω−

1 ∪ Ω−
2

)︀
;

2) 𝑢(𝑥, 𝑦) является регулярным решением уравнения (2.1) в областях Ω+
𝑗 и Ω−

𝑗 (𝑗 = 1, 2);
3) 𝑢 (𝑥, 𝑦) удовлетворяет краевым условиям

𝑢|𝑆𝑗
= 𝜙𝑗(𝑦), 0 6 𝑦 6 1, (2.3)

𝑢|Γ𝑗
= 𝜓𝑗(𝑥), 0 6 (−1)𝑗+1𝑥 6

1

2
, 𝑗 = 1, 2; (2.4)

4) на линии вырождения 𝐼𝑖(𝑖 = 1, 3) выполняются условия склеивания

lim
𝑦→+0

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = lim
𝑦→−0

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦), (𝑥, 0) ∈ 𝐼𝑗, 𝑗 = 1, 2, (2.5)

lim
𝑥→+0

𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) = lim
𝑥→−0

𝑢𝑥(𝑥, 𝑦), (𝑥, 0) ∈ 𝐼3; (2.6)

где 𝜙1(𝑦), 𝜙2(𝑦), 𝜓1(𝑥), 𝜓2(𝑥) – заданные функции, причем 𝜓1(0)=𝜓2(0),

𝜙𝑗(𝑦) ∈ 𝐶 [0, 1] ∩ 𝐶1 (0, 1) , 𝑗 = 1, 2, (2.7)

𝜓1(𝑥) ∈ 𝐶1

[︂
0,

1

2

]︂
∩ 𝐶3

(︂
0,

1

2

)︂
, 𝜓2(𝑥) ∈ 𝐶1

[︂
−1

2
, 0

]︂
∩ 𝐶3

(︂
−1

2
, 0

)︂
. (2.8)

Задача 2(3). Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑦), обладающую всеми свойствами задачи 1 кроме
условий (2.4), которые заменяются условиями

𝑢|Γ1
= 𝑔1(𝑥), 0 6 𝑥 6

1

2
, 𝑢|Γ4

= 𝑔2(𝑥), −1 6 𝑥 6 −1

2
, (2.9)(︂

𝑢|Γ2
= 𝑓1(𝑥), −1

2
6 𝑥 6 0, 𝑢|Γ3

= 𝑓2(𝑥),
1

2
6 𝑥 6 1

)︂
, (2.10)

где 𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥), (𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥)) – заданные функции, причем 𝑔1(−1)=𝜙2(0), (𝑓2(1)=𝜙2(0)),

𝑔1(𝑥) ∈ 𝐶1

[︂
0,

1

2

]︂
∩ 𝐶3

(︂
0,

1

2

)︂
, 𝑔2(𝑥) ∈ 𝐶1

[︂
−1,−1

2

]︂
∩ 𝐶3

(︂
−1,−1

2

)︂
, (2.11)(︂

𝑓1(𝑥) ∈ 𝐶1

[︂
−1

2
, 0

]︂
∩ 𝐶3

(︂
−1

2
, 0

)︂
, 𝑓2(𝑥) ∈ 𝐶1

[︂
1

2
, 1

]︂
∩ 𝐶3

(︂
1

2
, 1

)︂)︂
. (2.12)
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3. Единственность решения задачи 1

Если выполнены условия 1) и 2) задачи 1, то любое регулярное решение уравнения (2.1)
можно представить в виде [22]:

𝑢 (𝑥, 𝑦) = 𝜐 (𝑥, 𝑦) + 𝜔 (𝑥) , (3.1)

где

𝜐 (𝑥, 𝑦) =

{︃
𝜐𝑗 (𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ Ω+

𝑗 ,

𝑤𝑗 (𝑥, 𝑦) , (𝑥, 𝑦) ∈ Ω−
𝑗 ,

(3.2)

𝜔 (𝑥) =

{︃
𝜔+
𝑗 (𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐼𝑗,

𝜔−
𝑗 (𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐼𝑗,

(3.3)

здесь 𝜐𝑗 (𝑥, 𝑦) и 𝑤𝑗 (𝑥, 𝑦) (𝑗 = 1, 2) регулярные решения уравнения

𝐿𝜐𝑗 ≡ 𝜐𝑗𝑥𝑥 − |𝑥|𝑝 𝜐𝑗𝑦 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω+
𝑗 , (3.4)

𝐿𝑤𝑗 ≡ 𝑤𝑗𝑥𝑥 − (−𝑦)𝑚𝑤𝑗𝑦𝑦 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω−
𝑗 (𝑗 = 1, 2) , (3.5)

а 𝜔+
𝑗 (𝑥) и 𝜔−

𝑗 (𝑥), 𝑗 = 1, 2 – произвольные дважды непрерывно дифференцируемые решения
уравнения

𝜔+
𝑗
′′

(𝑥) − 𝜌𝑗𝜔
+
𝑗 (𝑥) = 𝜌𝑗𝜐𝑗 (𝑥, 0) , (𝑥, 0) ∈ 𝐼𝑗, (3.6)

𝜔−
𝑗
′′

(𝑥) + 𝜇𝑗𝜔
−
𝑗 (𝑥) = −𝜇𝑗𝑤𝑗 (𝑥, 0) , (𝑥, 0) ∈ 𝐼𝑗. (3.7)

Учитывая, что функция 𝑎𝑥+𝑏 является решением уравнений (3.4) и (3.5), произвольные
функции 𝜔+

𝑗 (𝑥) и 𝜔−
𝑗 (𝑥) (𝑗 = 1, 2) можно подчинить условиям

𝜔+
𝑗 ((−1)𝑗+1) = 𝜔+

𝑗
′
((−1)𝑗+1) = 0, (3.8)

𝜔−
𝑗 (0) = 𝜔′

𝑗−(0) = 0 (𝑗 = 1, 2). (3.9)

Решение задачи Коши (3.6), (3.8) и (3.7), (3.9) соответственно имеет вид:

𝜔+
𝑗 (𝑥) =

√
𝜌𝑗

𝑥∫︁
(−1)𝑗+1

𝜏𝑗(𝑡) sh
√
𝜌𝑗(𝑥− 𝑡)𝑑𝑡, (𝑥, 0) ∈ 𝐼𝑗, (3.10)

𝜔−
𝑗 (𝑥) = −√

𝜇𝑗

𝑥∫︁
0

𝜏𝑗(𝑡) sh
√
𝜇𝑗(𝑥− 𝑡)𝑑𝑡, (𝑥, 0) ∈ 𝐼𝑗, (3.11)

где

𝜏𝑗 (𝑥) ≡ 𝜐𝑗 (𝑥, 0) = 𝑤𝑗 (𝑥, 0) , (𝑥, 0) ∈ 𝐼𝑗. (3.12)

В силу (2.1), (2.3), (2.4), (3.2), (3.3), (3.8), (3.9) задача 1 сведется к задаче 1* для урав-
нения

0 =

{︃
𝐿𝜐𝑗, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω+

𝑗 ,

𝐿𝑤𝑗, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω−
𝑗

(3.13)

с краевыми условиями

𝜐𝑗|𝑆𝑗
= 𝜙𝑗(𝑦), 0 6 𝑦 6 1, (3.14)

𝑤𝑗|Γ𝑗
= 𝜓𝑗 (𝑥) − 𝜔−

𝑗 (𝑥), 0 6 (−1)𝑗+1𝑥 6
1

2
, (3.15)

здесь 𝜔−
𝑗 (𝑥) – определяются из (3.11).
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Чтобы доказать единственность решения задачи 1, сначала докажем единственность
решения задачи 1* для уравнений (3.13).
Для доказательства единственности решения задачи 1* для уравнений (3.13) важную

роль играет следующая лемма.

Лемма 3.1. Если 𝜙1(𝑦) ≡ 𝜙2(𝑦) ≡ 0 при 𝑦 ∈ [0, 1], 𝜓1(𝑥) ≡ 0 при 𝑥 ∈
[︀
0, 1

2

]︀
и 𝜓2(𝑥) ≡ 0

при 𝑥 ∈
[︀
−1

2
, 0
]︀
, то

𝜏𝑗(𝑥) ≡ 0 при 𝑥 ∈ 𝐼𝑗, 𝑗 = 1, 2, (3.16)

здесь 𝜏𝑗(𝑥), 𝑗 = 1, 2, определяются из (3.12).

Доказательство. Докажем эту лемму с помощью метода интегралов энергии. Пусть
𝑤𝑗(𝑥, 𝑦) дважды непрерывно дифференцируемое решение однородной задачи 1* в обла-
сти Ω−

𝑗 и Ω−
𝑗𝜀, здесь Ω−

𝑗𝜀 – область с границей 𝜕Ω−
𝑗𝜀 = 𝐼𝑗𝜀 ∪ Γ̄𝑗𝜀 ∪ Γ̄(𝑗+2)𝜀, строго лежащей

в области Ω−
𝑗 (𝑗 = 1, 2), 𝜀 – достаточно малое положительное число.

Пусть 𝑗 = 1, тогда, интегрируя по области Ω−
1𝜀 тождество

0 =𝑥𝑝(−𝑦)−𝑚𝑤1(𝑤1𝑥𝑥 − (−𝑦)𝑚𝑤1𝑦𝑦)

=
𝜕

𝜕𝑥
(𝑥𝑝(−𝑦)−𝑚𝑤1𝑤1𝑥) − 𝜕

𝜕𝑦
(𝑥𝑝𝑤1𝑤1𝑦)

− 𝑥𝑝
[︀
(−𝑦)−𝑚𝑤2

1𝑥 − 𝑤2
1𝑦

]︀
− 𝑝𝑥𝑝−1(−𝑦)−𝑚𝑤1𝑤1𝑥

(3.17)

и применяя формулу Грина, имеем∫︁
Γ̄1𝜀∪Γ̄3𝜀∪𝐽1𝜀

𝑥𝑝(−𝑦)−𝑚𝑤1𝑤1𝑥𝑑𝑦 + 𝑥𝑝𝑤1𝑤1𝑦𝑑𝑥 =

∫︁∫︁
Ω−

1𝜀

𝑥𝑝
(︀
(−𝑦)−𝑚𝑤2

1𝑥 − 𝑤2
1𝑦

)︀
𝑑𝑥𝑑𝑦

+ 𝑝

∫︁∫︁
Ω−

1𝜀

𝑥𝑝−1(−𝑦)−𝑚𝑤1𝑤1𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦.

Отсюда, переходя к пределу при 𝜀 → 0 с учетом условия 1) задачи 1, как и в работе
([35], гл. 5), получим

1∫︁
0

𝑥𝑝𝜏1(𝑥)𝜈1(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
Γ̄3

𝑥𝑝(−𝑦)−
𝑚
2 𝑤1𝑑𝑤1 −

∫︁
Γ̄1

𝑥𝑝(−𝑦)−
𝑚
2 𝑤1𝑑𝑤1

−
∫︁∫︁
Ω−

1

𝑥𝑝
(︀
(−𝑦)−𝑚𝑤2

1𝑥 − 𝑤2
1𝑦

)︀
𝑑𝑥𝑑𝑦

− 𝑝

∫︁∫︁
Ω−

1

𝑥𝑝−1(−𝑦)−𝑚𝑤1𝑤1𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦,

(3.18)

где

𝜏1(𝑥) = 𝑤1(𝑥, 0), (𝑥, 0) ∈ 𝐼1, 𝜈1(𝑥) = 𝑤1𝑦(𝑥, 0), (𝑥, 0) ∈ 𝐼1. (3.19)

Для вычисления правой части равенства (3.18) перейдем к характеристическим коор-
динатам

𝜉 = 𝑥+
2

2 −𝑚
(−𝑦)

2−𝑚
2 , 𝜂 = 𝑥− 2

2 −𝑚
(−𝑦)

2−𝑚
2 . (3.20)

При этом область Ω−
1 перейдет в треугольник ∆−

1 со сторонами 𝑂1𝐶11, 𝐶11𝐴11 и 𝐴11𝑂1,
лежащими на прямых 𝜂 = 0, 𝜉 = 1 и 𝜂 = 𝜉.
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В силу (3.11), (3.15) при 𝜓1(𝑥) = 0 с учетом (3.20) и канонического вида уравнения (3.5)
при 𝑗 = 1, т.е. 𝜐𝜉𝜂 = 𝛽

𝜉−𝜂
(𝜐𝜉 − 𝜐𝜂) из правой части равенства (3.18), имеем

∫︁
Γ̄1

𝑥𝑝(−𝑦)−
𝑚
2 𝑤1𝑑𝑤1 =

(︂
1

2

)︂𝑝+1(︂
2 −𝑚

4

)︂−2𝛽 (︂
𝜔−
1

(︂
1

2

)︂)︂2

− 𝑝− 2𝛽

2

(︂
1

2

)︂𝑝(︂
2 −𝑚

4

)︂−2𝛽
1∫︁

0

𝜉𝑝−2𝛽−1𝑤2
1(𝜉, 0)𝑑𝜉,

(3.21)

∫︁
Γ̄3

𝑥𝑝(−𝑦)−
𝑚
2 𝑤1𝑑𝑤1 = −

(︂
1

2

)︂𝑝+1(︂
2 −𝑚

4

)︂−2𝛽 (︂
𝜔−
1

(︂
1

2

)︂)︂2

−
(︂

1

2

)︂𝑝+1(︂
2 −𝑚

4

)︂−2𝛽

𝑝

1∫︁
0

(1 + 𝜂)𝑝−1(1 − 𝜂)−2𝛽𝑤2
1(1, 𝜂)𝑑𝜂

+

(︂
1

2

)︂𝑝(︂
2 −𝑚

4

)︂−2𝛽

𝛽

1∫︁
0

(1 + 𝜂)𝑝(1 − 𝜂)−2𝛽−1𝑤2
1(1, 𝜂)𝑑𝜂,

(3.22)

∫︁∫︁
Ω−

1

𝑥𝑝
(︀
𝑤2

1𝑦 − (−𝑦)−𝑚𝑤2
1𝑥

)︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

(︂
1

2

)︂𝑝(︂
2 −𝑚

4

)︂−2𝛽
(︃(︂

𝜔−
1

(︂
1

2

)︂)︂2

− 𝑝− 𝛽

2

1∫︁
0

𝑤2
1(𝜉, 0)𝑑𝜉

𝜉1+2𝛽−𝑝
− 𝛽

1∫︁
0

(1 + 𝜂)𝑝𝑤2
1(1, 𝜂)𝑑𝜂

(1 − 𝜂)2𝛽+1

+ 𝑝

1∫︁
0

(1 + 𝜂)𝑝−1𝑤2
1(1, 𝜂)𝑑𝜂

(1 − 𝜂)2𝛽

− 𝑝(𝑝− 1)

∫︁∫︁
M1

(𝜉 + 𝜂)𝑝−2𝑤2
1(𝜉, 𝜂)

(𝜉 − 𝜂)2𝛽
𝑑𝜉𝑑𝜂

)︃
,

(3.23)

∫︁∫︁
Ω−

1

𝑥𝑝−1(−𝑦)−𝑚𝑤1𝑤1𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦 = −
(︂

1

2

)︂𝑝+1(︂
2 −𝑚

4

)︂−2𝛽
(︃ 1∫︁

0

𝜉𝑝−2𝛽−1𝑤2
1(𝜉, 0)𝑑𝜉

−
1∫︁

0

(1 + 𝜂)𝑝−1

(1 − 𝜂)−2𝛽
𝑤2

1(1, 𝜂)𝑑𝜂

)︃
−
(︂

1

2

)︂𝑝(︂
2 −𝑚

4

)︂−2𝛽

· (𝑝− 1)

∫︁∫︁
M1

(𝜉 + 𝜂)𝑝−2

(𝜉 − 𝜂)2𝛽
𝑤2

1(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂,

(3.24)

где 2𝛽 = − 𝑚
2−𝑚

, 0 < 𝑚 < 1, причем

0 < −𝛽 < 1

2
, 0 < 𝑝− 2𝛽 < 1. (3.25)
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Подставляя (3.22), (3.23) и (3.24) в (3.18) с учетом (2.2) и (3.25) получим

1∫︁
0

𝑥𝑝𝜏1(𝑥)𝜈1(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑝− 𝛽

2𝑝+1

(︂
2 −𝑚

4

)︂−2𝛽
1∫︁

0

𝜉𝑝−2𝛽−1𝑤2
1(𝜉, 0)𝑑𝜉 > 0. (3.26)

Пусть теперь 𝑗 = 2, тогда точно так же как выше, интегрируя по области Ω−
2 тождество

(3.17), получаем

0∫︁
−1

(−𝑥)𝑝𝜏2(𝑥)𝜈2(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑝− 𝛽

2𝑝+1

(︂
2 −𝑚

4

)︂−2𝛽
0∫︁

−1

(−𝜉)𝑝−2𝛽−1𝑤2
2(𝜉, 0)𝑑𝜉 > 0, (3.27)

где

𝜏2(𝑥) = 𝑤2(𝑥, 0), (𝑥, 0) ∈ 𝐼2, 𝜈2(𝑥) = 𝑤2𝑦(𝑥, 0), (𝑥, 0) ∈ 𝐼2. (3.28)

Из условия 1) задачи 1, а также из непрерывности 𝜔 (𝑥) и, учитывая (3.1), (3.2), (3.3),
(3.19), (3.28), имеем

𝑤𝑗(𝑥,−0) = 𝜐𝑗(𝑥,+0) = 𝜏𝑗(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐼𝑗, (3.29)

𝑤𝑗𝑦(𝑥,−0) = 𝜐𝑗𝑦(𝑥,+0) = 𝜈𝑗(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐼𝑗 (𝑗 = 1, 2). (3.30)

Согласно условиям задачи 1, переходя к пределу в уравнении (3.4) при 𝑦 → +0,
с учетом (3.29) и (3.30) получим

𝜏 ′′𝑗 (𝑥) − |𝑥|𝑝 𝜈𝑗(𝑥) = 0. (3.31)

Тогда, в силу условия леммы 1 из (3.31) с учетом 𝜏𝑗(0) = 𝜏𝑗((−1)𝑗+1) = 0, находим

(−1)𝑗+1∫︁
0

|𝑥|𝑝 𝜏𝑗(𝑥)𝜈𝑗(𝑥)𝑑𝑥+

(−1)𝑗+1∫︁
0

𝜏 ′
2
𝑗(𝑥)𝑑𝑥 = 0, 𝑗 = 1, 2. (3.32)

Сравнивая (3.26), (3.27) и (3.32), имеем

(−1)𝑗+1∫︁
0

|𝑥|𝑝𝜏𝑗(𝑥)𝜈𝑗(𝑥)𝑑𝑥 = 0

или

(−1)𝑗+1∫︁
0

𝜏 ′2𝑗 (𝑥)𝑑𝑥 = 0, 𝑗 = 1, 2.

Отсюда, и из условий 𝜏𝑗(0) = 𝜏𝑗((−1)𝑗+1) = 0 следует, что

𝜏𝑗(𝑥) ≡ 0 при 𝑥 ∈ 𝐼𝑗, 𝑗 = 1, 2. (3.33)

В силу (3.33) из (3.10) и (3.11) с учетом (3.3), получим

𝜔(𝑥) ≡ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐼1 ∪ 𝐼2. (3.34)

Теорема 3.1. Если выполнены условия леммы 3.1 и (3.34), то в области Ω решение
задачи 1* для уравнения (3.13) единственно.
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Доказательство. Согласно принципу максимума для параболических уравнений [6], [36],
[37] краевая задача 1* для уравнения (3.13) в области Ω̄3 с однородными условиями (3.12),
(3.14) с учетом (3.33) не имеет отличного от нуля решения, т.е. 𝜐𝑗(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в Ω̄+

𝑗 (𝑗 = 1, 2).
Тогда из условия (3.15) с учетом (3.3), (3.34) следует, что

𝜔−
𝑗 (𝑥) ≡ 0, (𝑥, 0) ∈ 𝐼𝑗, 𝑗 = 1, 2. (3.35)

В силу единственности решения задачи Коши с однородными условиями

𝑤𝑗(𝑥, 𝑦)|𝑦=0 = 0, (𝑥, 0) ∈ 𝐼𝑗, 𝑤𝑗𝑦(𝑥, 𝑦)|𝑦=0 = 0, (𝑥, 0) ∈ 𝐼𝑗

для уравнения (3.13) в области Ω−
𝑗 с учетом (3.34) и (3.35) получим 𝑤𝑗(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в Ω̄−

𝑗 .
Отсюда, и из (3.2) имеем

𝜐(𝑥, 𝑦) ≡ 0, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω̄. (3.36)

Из (3.36) следует единственность решения задачи 1* для уравнения (3.13).

Теорема 3.2. Если выполнены условия теоремы 3.1, то в области Ω решение задачи 1
для уравнения (2.1) единственно.

Доказательство. В силу (3.34), (3.36) из (3.1) следует, что

𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω̄. (3.37)

Тем самым доказана единственность решения задачи 1 для уравнения (2.1).

4. Существование решения задачи 1

Теорема 4.1. Если выполнены условия (2.2), (2.7), (2.8) и (3.25), то в области Ω ре-
шение задачи 1 существует.

Доказательство. Для доказательства теоремы 4.1 важную роль играют следующие зада-
чи, которые представляют самостоятельный интерес.
Задача 1𝑗. Найти решение 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω̄𝑗) ∩ 𝐶1(Ω𝑗) ∩ 𝐶2(Ω+

𝑗 ∪ Ω+
𝑗 ) (𝑗 = 1, 2) уравнения

(2.1), удовлетворяющее условиям (2.3), (2.4) и

𝑢(0, 𝑦) = 𝜏3(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐼3, (4.1)

где 𝜏3(𝑦) – заданная функция, причем

𝜏3(𝑦) ∈ 𝐶(𝐼3) ∩ 𝐶1(𝐼3). (4.2)

Задача 13. Найти решение 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω̄3)∩𝐶1(Ω3 ∪ 𝐼1 ∪ 𝐼2)∩𝐶2,1
𝑥, 𝑦(Ω

+
1 ∪Ω+

2 ) уравнения
(2.1), удовлетворяющее условиям (2.3) и

𝑢(𝑥, 𝑦)|𝑦=0 = 𝜏𝑗(𝑥) + 𝜔+
𝑗 (𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐼𝑗 (𝑗 = 1, 2),

где 𝜏𝑗(𝑥) и 𝜔+
𝑗 (𝑥) – определяются соответственно из (3.29) и (3.10).

4.1. Исследование задачи 1𝑗 (𝑗 = 1, 2).

Теорема 4.2. Если выполнены условия (2.2), (2.7), (2.8), (3.25) и (4.2), то в области
Ω𝑗 существует единственное решение задачи 1𝑗.



ЛОКАЛЬНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ НАГРУЖЕННОГО УРАВНЕНИЯ . . . 49

Доказательство. В силу леммы 3.1 и из принципа экстремума для вырождающих-
ся параболо-гиперболических уравнений [37] следует, что решение 𝑢(𝑥, 𝑦) задачи 1𝑗

при 𝜓𝑗(𝑥) ≡ 0 свой положительный максимум (ПМ) и отрицательный минимум (ОМ)
в замкнутой области Ω̄+

𝑗 достигает лишь на Γ𝑗 ∪ 𝐼3 (𝑗 = 1, 2).
Согласно принципу экстремума, однородная задача 1𝑗, т.е. задача с нулевыми гранич-

ными условиями, не имеет отличного от нуля решения. Отсюда следует единственность
решения задачи 1𝑗.
Переходим к доказательству существования решения задачи 1𝑗 и 1*

𝑗 с условиями (3.14),

(3.15) и 𝜐𝑗(0, 𝑦) = 𝜏3(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐼3.
В силу решения задачи Коши [33] для уравнения (3.13) в области Ω−

𝑗 (𝑗 = 1, 2) с учетом
(3.15) имеем

𝜓1

(︁𝑥
2

)︁
− 𝜔−

1

(︁𝑥
2

)︁
=𝛾1𝑥

1−2𝛽Γ (𝛽) 𝐷−𝛽
0𝑥 𝑥

𝛽−1𝜏1 (𝑥)

− 𝛾2Γ (1 − 𝛽) 𝐷𝛽−1
0𝑥 𝑥−𝛽𝜈1 (𝑥) , (𝑥, 0) ∈ 𝐼1,

(4.3)

𝜓2

(︁𝑥
2

)︁
− 𝜔−

2

(︁𝑥
2

)︁
=𝛾1 (−𝑥)1−2𝛽 Γ (𝛽)𝐷−𝛽

𝑥0 (−𝑥)𝛽−1 𝜏2 (𝑥)

− 𝛾2Γ (1 − 𝛽)𝐷𝛽−1
𝑥0 (−𝑥)−𝛽 𝜈2 (𝑥) , (𝑥, 0) ∈ 𝐼2,

(4.4)

где 𝜏𝑗 (𝑥) и 𝜈𝑗(𝑥) – определяются из (3.29) и (3.30) соответственно,

𝛾1 =
Γ (2𝛽)

Γ2 (𝛽)
, 𝛾2 =

1

2

(︂
4

2 −𝑚

)︂2𝛽
Γ (1 − 2𝛽)

Γ2 (1 − 𝛽)
,

а 𝐷−𝛼
0𝑥 (·) и 𝐷−𝛼

𝑥0 (·) – интегральные операторы дробного порядка 𝛼 (𝛼 > 0) [38]:

𝐷−𝛼
𝑎𝑥 𝜑𝑗(𝑡) =

1

Γ(𝛼)

(−1)𝑗+1𝑥∫︁
𝑎

𝜑𝑗(𝑡)𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)1−𝛼
, (−1)𝑗+1𝑥 > 𝑎, Re𝛼 > 0. (4.5)

Применяя дифференциальные операторы, 𝑑
𝑑𝑥
𝐷−𝛽

0𝑥 ... ≡ 𝐷1−𝛽
0𝑥 ... и − 𝑑

𝑑𝑥
𝐷−𝛽

𝑥0 ... ≡ 𝐷1−𝛽
𝑥0 ...

к обеим частям равенств (4.3), (4.4) и используя формулы [38]:

𝐷1−𝛽
0𝑥 𝐷𝛽−1

0𝑥 𝜈1 (𝑥) = 𝜈1 (𝑥) ,

𝐷1−𝛽
𝑥0 𝐷𝛽−1

𝑥0 𝜈2 (𝑥) = 𝜈2 (𝑥) ,

𝐷1−𝛽
0𝑥 𝑥1−2𝛽𝐷−𝛽

0𝑥 𝑥
𝛽−1𝜏1 (𝑥) = 𝑥−𝛽𝐷1−2𝛽

0𝑥 𝜏1 (𝑥) ,

𝐷1−𝛽
𝑥0 (−𝑥)1−2𝛽 𝐷−𝛽

𝑥0 (−𝑥)𝛽−1 𝜏2 (𝑥) = (−𝑥)−𝛽 𝐷1−2𝛽
𝑥0 𝜏2 (𝑥) ,

получим функциональные соотношения между 𝜏𝑗 (𝑥) и 𝜈𝑗 (𝑥), перенесенные из области Ω−
𝑗

на 𝐼𝑗 (𝑗 = 1, 2):

𝜈1 (𝑥) =
𝛾1Γ (𝛽)

𝛾2Γ (1 − 𝛽)
𝐷1−2𝛽

0𝑥 𝜏1 (𝑥)

+
𝑥𝛽

𝛾2Γ (1 − 𝛽)
𝐷1−𝛽

0𝑥 𝜔−
1

(︁𝑥
2

)︁
− 𝑥𝛽

𝛾2Γ (1 − 𝛽)
𝐷1−𝛽

0𝑥 𝜓1

(︁𝑥
2

)︁
, (𝑥, 0) ∈ 𝐼1,

(4.6)

𝜈2 (𝑥) =
𝛾1Γ (𝛽)

𝛾2Γ (1 − 𝛽)
𝐷1−2𝛽

𝑥0 𝜏2 (𝑥)

+
(−𝑥)𝛽

𝛾2Γ (1 − 𝛽)
𝐷1−𝛽

𝑥0 𝜔−
2

(︁𝑥
2

)︁
− (−𝑥)𝛽

𝛾2Γ (1 − 𝛽)
𝐷1−𝛽

𝑥0 𝜓2

(︁𝑥
2

)︁
, (𝑥, 0) ∈ 𝐼2.

(4.7)
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Согласно условиям задачи 1, переходя к пределу в уравнении (3.4) при 𝑦 → + 0, с учетом
(3.29) и (3.30) получим (3.31) с условиями

𝜏1 (0) = 𝜏3(0) = 𝜓1(0), 𝜏1 (1) = 𝜙1 (0) , (4.8)

𝜏2 (−1) = 𝜙2 (0) , 𝜏2 (0) = 𝜏3(0) = 𝜓2(0). (4.9)

Решая задачу (3.31) и (4.8), (4.9), получим функциональное соотношение между 𝜏𝑗 (𝑥)
и 𝜈𝑗 (𝑥), перенесенное из области Ω+

𝑗 на 𝐼𝑗:

𝜏𝑗(𝑥) = (−1)𝑗+1

(−1)𝑗+1∫︁
0

𝐺𝑗 (𝑥, 𝑡)
(︀
(−1)𝑗+1𝑡

)︀𝑝
𝜈𝑗(𝑡)𝑑𝑡+ 𝑓𝑗(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐼𝑗, (4.10)

где

𝐺1 (𝑥, 𝑡) =

{︃
(𝑡− 1)𝑥, 0 6 𝑥 6 𝑡,

(𝑥− 1) 𝑡, 𝑡 6 𝑥 6 1,
(4.11)

𝐺2 (𝑥, 𝑡) =

{︃
(𝑥+ 1) 𝑡, −1 6 𝑥 6 𝑡,

(𝑡+ 1)𝑥, 𝑡 6 𝑥 6 0,
(4.12)

𝑓𝑗 (𝑥) = 𝜓𝑗 (0) + (−1)𝑗+1𝑥 (𝜙𝑗 (0) − 𝜓𝑗 (0)) . (4.13)

Исключив 𝜏𝑗(𝑥) из (4.6), (4.7) и (4.10) с учетом (3.11), получим интегральное уравнение
относительно 𝜈𝑗(𝑥) (𝑗 = 1, 2):

𝜈1(𝑥) −
1∫︁

0

𝐾1(𝑥, 𝑡)𝑡
𝑝𝜈1(𝑡)𝑑𝑡 = Ψ1(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐼1, (4.14)

𝜈2(𝑥) +

0∫︁
−1

𝐾2(𝑥, 𝑡)(−𝑡)𝑝𝜈2(𝑡)𝑑𝑡 = Ψ2(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐼2, (4.15)

где

𝐾𝑗(𝑥, 𝑡) =
𝛾1Γ(𝛽)

𝛾2Γ(1 − 𝛽)
𝐴1−2𝛽

𝑗𝑥 𝐺𝑗(𝑥, 𝑡) −

(︁
(−1)𝑗+1𝑥

)︁𝛽
2𝛾2Γ (1 − 𝛽)

𝐴1−𝛽
𝑗𝑥

·
𝑥∫︁

0

sin

√
𝜇1(𝑥− 𝑧)

2
𝐺𝑗

(︁𝑧
2
, 𝑡
)︁
𝑑𝑧,

(4.16)

Ψ𝑗(𝑥) =
𝛾1Γ(𝛽)

𝛾2Γ(1 − 𝛽)
𝐴1−2𝛽

𝑗𝑥 𝑓𝑗(𝑥) − ((−1)𝑗+1𝑥)
𝛽

𝛾2Γ (1 − 𝛽)
𝐴1−𝛽

𝑗𝑥 𝜓𝑗

(︁𝑥
2

)︁

−

(︁
(−1)𝑗+1𝑥

)︁𝛽
2𝛾2Γ (1 − 𝛽)

𝐴1−𝛽
𝑗𝑥

𝑥∫︁
0

sin

√
𝜇1(𝑥− 𝑧)

2
𝑓𝑗

(︁𝑧
2

)︁
𝑑𝑧, (𝑥, 0) ∈ 𝐼𝑗,

(4.17)

𝐴𝛼
𝑗𝑥𝑔(𝑥) =

{︃
𝐷𝛼

0𝑥𝑔(𝑥), 𝑗 = 1,

𝐷𝛼
𝑥0𝑔(𝑥), 𝑗 = 2.

(4.18)

На основании (2.2), (2.7), (2.8) и (3.25) с учетом свойств оператора интегро-
дифференцирования, Бета, гипергеометрической функции ([38], гл. 1) и функции 𝐺𝑗(𝑥, 𝑡)
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(𝑗 = 1, 2) из (4.16) и (4.17) следует, что ядро и правой части уравнения (4.14) и (4.15)
допускают оценки

|𝐾𝑗(𝑥, 𝑡)| 6 𝑐1, (4.19)

|Ψ𝑗(𝑥)| 6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 |𝑥|2𝛽−1 , 𝑐𝑗 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. (4.20)

На основании (2.7), (2.8), с учетом (4.20) заключаем, что Ψ𝑗(𝑥) ∈ 𝐶2 (𝐼𝑗), причем функ-
ция Ψ𝑗(𝑥) может иметь особенность порядка меньше 1 − 2𝛽 при |𝑥| → 0, а при |𝑥| → 1
ограничена.
В силу (2.2), (4.19) и (4.20) уравнения (4.14) и (4.15) являются интегральным уравнением

Фредгольма второго рода. Согласно теории интегральных уравнений Фредгольма [39] и из
единственности решения задачи 1𝑗 заключаем, что интегральное уравнение (4.14) и (4.15)
однозначно разрешимо в классе 𝐶2 (𝐼𝑗), причем 𝜈𝑗(𝑥) может иметь особенность порядка
меньше 1 − 2𝛽 при |𝑥| → 0, а при |𝑥| → 1 ограничено и ее решение дается формулой:

𝜈𝑗(𝑥) = Ψ𝑗(𝑥) +

(−1)𝑗+1∫︁
0

𝐾*
𝑗 (𝑥, 𝑡)Ψ𝑗(𝑡)𝑑𝑡, (𝑥, 0) ∈ 𝐼𝑗 (𝑗 = 1, 2), (4.21)

здесь 𝐾*
𝑗 (𝑥, 𝑡) – резольвента ядра 𝐾𝑗(𝑥, 𝑡).

Подставляя (4.21) в (4.10), находим

𝜏𝑗(𝑥) ∈ 𝐶(𝐼𝑗) ∩ 𝐶2(𝐼𝑗) (𝑗 = 1, 2) . (4.22)

Следовательно, задача 1*
𝑗 однозначно разрешима в силу эквивалентности ее интеграль-

ному уравнению Фредгольма второго рода (4.14) и (4.15).
Таким образом, решение задачи 1*

𝑗 можно восстановить в области Ω+
𝑗 как решение пер-

вой краевой задачи для уравнения (3.4) [40], а в Ω−
𝑗 как решение задачи Коши для урав-

нения (3.5).
Этим завершается исследование существования решения задачи 1*

𝑗 для уравнения (3.13).

В силу (4.10), (4.21) из (3.10), (3.11) с учетом (3.1), (3.2), (3.3) определим функции 𝜔+
𝑗 (𝑥)

и 𝜔−
𝑗 (𝑥). Тогда решение задачи 1𝑗 в области Ω+

𝑗 находится в виде

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜐𝑗(𝑥, 𝑦) + 𝜔+
𝑗 (𝑥), (4.23)

где 𝜐𝑗(𝑥, 𝑦) – решение первой краевой задачи для уравнения (3.4) [37], [40], а в областях
Ω+

𝑗 в виде

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑤𝑗(𝑥, 𝑦) + 𝜔−
𝑗 (𝑥) (𝑗 = 1, 2) , (4.24)

здесь 𝑤𝑗(𝑥, 𝑦) – решение задачи Коши для уравнения (3.5) в области Ω−
𝑗 (𝑗 = 1, 2) [33].

Таким образом, в области Ω𝑗 решение задачи 1𝑗 существует и единственно.

4.2. Исследование задачи 13.

Теорема 4.3. Пусть выполнены условия (2.2, (2.7), (3.25) и (4.22), тогда в области
Ω3 существует единственное решение задачи 13.
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Доказательство. Решение первой краевой задачи с условиями (3.14), (4.1) для уравнения
(3.4) в области Ω+

𝑗 имеет вид [40]:

𝜐𝑗(𝑥, 𝑦) =(−1)𝑗+1

⎛⎜⎝ (−1)𝑗+1∫︁
0

𝑅 𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑦;𝛼)
(︁

(−1)𝑗+1𝑡
)︁𝑝
𝜏𝑗(𝑡)𝑑𝑡

+
𝜕

𝜕𝑦

𝑦∫︁
0

𝑅
(1)
𝑗 (𝑥, 𝑦 − 𝑡;𝛼) 𝜏3(𝑡)𝑑𝑡 +

𝜕

𝜕𝑦

𝑦∫︁
0

𝑅
(2)
𝑗 (𝑥, 𝑦 − 𝑡;𝛼)𝜙𝑗(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠
(4.25)

и принадлежит классу 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω̄𝑗) ∩ 𝐶1(Ω𝑗 ∪ 𝐼𝑗) ∩ 𝐶2,1
𝑥,𝑦(Ω

+
𝑗 ), если выполнены условия

(2.7), (4.2), (4.22), здесь 𝑅𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑦;𝛼) – функция Грина первой краевой задачи для уравне-
ния (3.13) в области Ω+

𝑗 (𝑗 = 1, 2):

𝑅𝑗(𝑥, 𝜉, 𝑦;𝛼) =
∞∑︁
𝑘=0

exp

(︂
−𝜆

2
𝑘𝑦

4

)︂
(1 − 𝛼)

√
𝑥𝜉

𝐽2
2−𝛼(𝜆𝑘)

𝐽1−𝛼

(︃
𝜆𝑘(1 − 𝛼)

(︀
(−1)𝑗+1𝑥

)︀ 1
2(1−𝛼)

)︃
· 𝐽1−𝛼

(︁
𝜆𝑘(1 − 𝛼)

(︀
(−1)𝑗+1𝜉

)︀ 1
2(1−𝛼)

)︁
,

(4.26)

𝑅
(1)
𝑗 (𝑥, 𝑦;𝛼) =1 + (−1)𝑗(1 − 𝛼)2(1−𝛼)𝑥

−
(−1)𝑗+1∫︁
0

(︀
1 + (−1)𝑗(1 − 𝛼)2(1−𝛼)𝜉

)︀
𝑅𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑦;𝛼)

(︀
(−1)𝑗+1𝜉

)︀𝑝
𝑑𝜉,

(4.27)

𝑅
(2)
𝑗 (𝑥, 𝑦;𝛼) =(−1)𝑗+1(1 − 𝛼)2(1−𝛼)𝑥

−
(−1)𝑗+1∫︁
0

𝑅𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑦;𝛼)
(︁

(−1)𝑗+1(1 − 𝛼)2(1−𝛼)𝜉
)︁ (︀

(−1)𝑗+1𝜉
)︀𝑝
𝑑𝜉,

(4.28)

здесь

𝐽𝜃(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑘!Γ(𝑘 + 𝜃 + 1)

(︁𝑧
2

)︁𝜃+2𝑘

– функция Бесселя первого рода, 𝜆𝑘 – положительные корни уравнения 𝐽2
1−𝛼(𝜆𝑘) = 0,

𝑘 ∈ 𝑁 ∪ {0} , 𝛼 = 𝑝+1
𝑝+2

, причем

1

2
< 𝛼 < 1. (4.29)

Дифференцируя (4.25) по 𝑥 и переходя к пределу при 𝑥→ 0, имеем

𝜈3(𝑦) =
𝜕

𝜕𝑦

𝑦∫︁
0

𝑁𝑗(𝑦 − 𝑡;𝛼)𝜏3(𝑡)𝑑𝑡+ Φ𝑗(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐼3, (4.30)

где 𝜐𝑗𝑥(0, 𝑦) = 𝜈3(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐼3,

Φ𝑗(𝑦) =lim
𝑥→0

(−1)𝑗+1 𝜕

𝜕𝑥

⎛⎝ 1∫︁
0

𝑅𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑦;𝛼)
(︁

(−1)𝑗+1𝑡
)︁𝑝
𝜏𝑗(𝑡)𝑑𝑡

+
𝜕

𝜕𝑦

𝑦∫︁
0

𝑅
(2)
𝑗 (𝑥, 𝑦 − 𝑡;𝛼)𝜙𝑗(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠ ,

(4.31)
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𝑁𝑗(𝑦 − 𝑡;𝛼) ≡(1 − 𝛼)2𝛼−1(−1)𝑗+1 lim
𝑥→0

𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝑅

(1)
𝑗 (𝑥, 𝑦 − 𝑡;𝛼)

)︁
=(−1)𝑗

(︃
(1 − 𝛼) +

∞∑︁
𝑘=0

exp

(︂
−𝜆

2
𝑘(𝑦 − 𝑡)

4

)︂
22𝛼𝜆−2𝛼

𝑘

Γ2(1 − 𝛼)𝐽2
2−𝛼(𝜆𝑘)

)︃
.

На основании свойств функции 𝐽𝜃(𝑧) функция 𝑁𝑗(𝑦 − 𝑡;𝛼) представима в виде [40]:

𝑁𝑗(𝑦 − 𝑡;𝛼) =
(−1)𝑗

Γ(1 − 𝛼)
(𝑦 − 𝑡)𝛼−1 +𝐵𝑗(𝑦 − 𝑡), (4.32)

здесь 𝐵𝑗(𝑦 − 𝑡), (𝑗 = 1, 2) – непрерывно–дифференцируемые функции при 𝑦 > 𝑡.
Подставляя (4.32) в (4.30), получим функциональное соотношение между 𝜏3(𝑦) и 𝜈3(𝑦),

перенесенное из области Ω+
𝑗 на 𝐼3 :

𝜈3(𝑦) =
(−1)𝑗

Γ(1 − 𝛼)

𝜕

𝜕𝑦

𝑦∫︁
0

(𝑦 − 𝑡)𝛼−1𝜏3(𝑡)𝑑𝑡+
𝜕

𝜕𝑦

𝑦∫︁
0

𝐵𝑗(𝑦 − 𝑡)𝜏3(𝑡)𝑑𝑡+ Φ𝑗(𝑦).

Отсюда в силу формулы (4.5) имеем

𝜈3(𝑦) =
(−1)𝑗Γ(𝛼)

(1 − 𝛼)
𝐷1−𝛼

0𝑦 𝜏3(𝑦) +𝐵𝑗(0)𝜏3(𝑦) +

𝑦∫︁
0

𝐵′
𝑗(𝑦 − 𝑡)𝜏3(𝑡)𝑑𝑡+ Φ𝑗(𝑦). (4.33)

Исключив 𝜈3(𝑦) из соотношений (4.33) при 𝑗 = 1 и (4.33) при 𝑗 = 2, а затем, применяя
интегральный оператор 𝐷𝛼−1

0𝑦 (�) с учетом 𝜏3(0) = 0 и 𝐷𝛼−1
0𝑦 𝐷1−𝛼

0𝑦 𝜏3(𝑦) = 𝜏3(𝑦), получим

𝜏3(𝑦) =

𝑦∫︁
0

𝑀(𝑦, 𝑡)𝜏3(𝑡)𝑑𝑡+ Φ(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐼3, (4.34)

где

𝑀(𝑦, 𝑡) =
1

2Γ(𝛼)

(︂
𝐵2(0) −𝐵1(0)

(𝑦 − 𝑡)𝛼
−

𝑦∫︁
𝑡

𝐵′
2(𝑧 − 𝑡) −𝐵′

1(𝑧 − 𝑡)

(𝑦 − 𝑧)𝛼
𝑑𝑧

⎞⎠ , (4.35)

Φ(𝑦) =
Γ(1 − 𝛼)

2(𝛼)
𝐷𝛼−1

0𝑦 (Φ2(𝑦) − Φ1(𝑦)) , (4.36)

здесь Φ𝑗(𝑦) (𝑗 = 1, 2) – определяется из (4.31).
В силу (2.2), (2.7), (3.25), (4.22), (4.29) и свойства функции 𝐵𝑗(𝑦 − 𝑡) с учетом (4.26),

(4.27), (4.28), (4.31) из (4.35) и (4.36) следует, что:
1) ядра 𝑀(𝑦, 𝑡) непрерывны в {(𝑦, 𝑡) : 0 6 𝑡 < 𝑦 6 1} и при 𝑦 → 𝑡 допускает оценку

|𝑀(𝑦, 𝑡)| 6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡(𝑦 − 𝑡)−𝛼; (4.37)

2) функция Φ(𝑦) принадлежит классу 𝐶
(︀
𝐼3
)︀
∩ 𝐶1 (𝐼3) и допускает оценку

|Φ(𝑦)| 6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑦1−𝛼. (4.38)

Из (4.37) и (4.38) следует, что интегральное уравнение (4.34) является интегральным
уравнением Вольтерра второго рода со слабой особенностью.
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Согласно теории интегральных уравнений Вольтерра второго рода [39] заключаем, что
интегральное уравнение (4.34) однозначно разрешимо в классе 𝐶

(︀
𝐽3
)︀
∩ 𝐶1 (𝐽3) и его ре-

шение дается формулой

𝜏3(𝑦) =

𝑦∫︁
0

𝑀*(𝑦, 𝑡)Φ(𝑡)𝑑𝑡+ Φ(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐼3, (4.39)

где 𝑀*(𝑦, 𝑡) – резольвента ядра 𝑀(𝑦, 𝑡).
Подставляя (4.39) в (4.33) с учетом (4.37), (4.38) определим функцию 𝜈3(𝑦) из класса

𝜈3(𝑦) ∈ 𝐶1 (𝐼3) , (4.40)

причем 𝜈3(𝑦) может иметь особенность порядка меньше 1 − 𝛼 при 𝑦 → 0, ограничена при
𝑦 → 1.
Следовательно, задача 1*

3 однозначно разрешима.
Таким образом, решение задачи 1*

3 можно восстановить в области Ω+
𝑗 (𝑗 = 1, 2) как

решение первой краевой задачи для уравнения (3.4) [40].
Этим завершается исследование существования решения задачи 1*

3 для уравнения (3.4)
в области Ω3.
В силу (4.10), (4.21) из (3.10) с учетом (3.1), (3.2), (3.3) определим функции 𝜔+

𝑗 (𝑥). Тогда
решение задачи 13 в области Ω3 находится в виде

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜐𝑗(𝑥, 𝑦) + 𝜔+
𝑗 (𝑥), (4.41)

где 𝜐𝑗(𝑥, 𝑦) – решение первой краевой задачи для уравнения (3.4) (см.(4.25)).
Следовательно, задача 13 однозначно разрешима.

Переходим к доказательству существования решения задачи 1.

Доказательство. Пусть 𝑢(𝑥, 𝑦) – решение задачи 1 в области Ω с условиями (2.3)–(2.6),
тогда пользуясь результатами задач 1𝑖 (𝑖 = 1, 3) (см. параграфы 4.1 и 4.2), задача 1 экви-
валентным образом редуцируется к исследованию задач 11 и 12 для уравнения (2.1), где
𝜏3(𝑦) – определяется из формулы (4.39).

Однозначная разрешимость задач 11 и 12 следует из теоремы 4.2. Следовательно, обла-
сти Ω решение задачи 1 существует.

Этим завершается исследование задачи 1 для уравнения (2.1).
Справедливы следующие утверждения.

Теорема 4.4. Если выполнены условия (2.2), (2.7), (2.11), (3.25) и (4.29), то в области
Ω существует единственное решение задачи 2.

Теорема 4.5. Если выполнены условия (2.2), (2.7), (2.12), (3.25) и (4.29), то в области
Ω существует единственное решение задачи 3.

Доказательство теоремы 4.4 и 4.5 проводится методом доказательства теорем 3.2 и 4.1.
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