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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТРЕХМЕРНЫХ ТУРБУЛЕНТНЫХ 

СТРУЙ РЕАГИРУЮЩИХ ГАЗОВ 

 
1Ходжиев С., 2Йулдошев Ш.С., 2Савриев Ш.Ш., 2Атоев Ф.С. 

 
1Бухарский государственный университет,  

2Бухарский инженерно-технологический нститут  
Аннотация. В данной работе приводится метод, и эффективный алгоритм расчета 

исследования истечения трехмерной турбулентной струи реагирующих газов из сопла 

прямоугольной формы и распространяющейся в спутном (затопленном) потоке воздуха. Для 

описания течения используются трехмерные параболизированные системы уравнений Навье-

Стокса для многокомпонентных химически реагирующих газовых смесей. Для вычисления 

турбулентной вязкости, предложена модифицированная модель первых моментов 

турбулентности, учитывающая молекулярный перенос, трехмерность и температурную 

неоднородность струи, а также используется двухпараметрическая модель турбулентности " k -

ε" . На основе разработанного метода, исследовано влияние соотношения температуры горючей 

струи и окислителя, а также градиента давления на конфигурацию диффузионного факела. 

Ключевые слова: численное, струи, спутном, турбулент, вязкость, разность. 

 
SEZUVCHAN GAZLARNING UCH O‘LCHOVLI TURBULENT OQIMINI 

RAQAMLI MODELLASHTIRISH  

 
1Xojiev S., 2Yuldoshev Sh.S., 2Savriev Sh.Sh., 2Atoev F.S. 

 
1Buxoro davlat universiteti, 2Buxoro muhandislik-texnologiya instituti 

Annotatsiya. Ushbu maqolada biz to‘rtburchaklar ko‘krakdan uchadigan va sun’iy yo‘ ldosh 

(suv bosgan) havo oqimida tarqaladigan uch o‘lchovli turbulent reaktiv gazning oqishini o‘rganish 

uchun samarali usul va hisoblash algoritmini taqdim etamiz. Oqimni tasvirlash uchun  ko‘p komponentli 

kimyoviy reaksiyali gaz aralashmalari uchun Navier-Stokes tenglamalarining uch o‘lchovli 

parabolizlangan tizimlaridan foydalaniladi. Turbulent viskozitani hisoblash u chun reaktivning 

molekulyar transporti, uch o‘lchovliligi va harorat bir-biriga bog‘liq emasligini hisobga olgan holda 

turbulentlikning birinchi lahzalarining modifikatsiyalangan modeli va tu rbulentlikning ikki parametrli 

“k-ε” modeli qo‘llaniladi. Ishlab chiqilgan usul asosida yonuvchan reaktiv va oksidlovchi modda 

harorati, shuningdek, bosim gradyanining diffuzion olov konfiguratsiyasiga ta’siri o‘rganildi. 

Тayanch iboralar: sonli, quvur, ochiq muhit, turbulent, qovushqoqlik, chekli ayirma.  

 
NUMERICAL SIMULATION OF THREE-DIMENSIONAL TURBULENT JETS OF 

REACTING GASES 

 
1Khodzhiev S., 2Yuldoshev Sh.S., 2Savriev Sh.Sh., 2Atoev F.S. 

 
1Bukhara State University, 2Bukhara Engineering Technological Institute 

 
Annotation. In this paper, a method and an effective algorithm for calculating the study of the 

outflow of a three-dimensional turbulent jet of reacting gases from a rectangular nozzle and propagating 

in a cocurrent (flooded) air flow are presented. To describe the flow, three-dimensional parabolized 

systems of Navier-Stokes equations for multicomponent chemically reacting gas mixtures are used. To 

calculate the turbulent viscosity, a modified model of the first moments of turbulence is proposed, taking 

into account molecular transfer, three-dimensionality and temperature inhomogeneity of the jet, and a 

two-parameter "k-ε" turbulence model is used. On the basis of the developed method, the influence of the 

ratio of the temperature of the combustible jet and the oxidizer, as well as the pressure gradient on the 

configuration of the diffusion flame was investigated. 

Key words: numerical, jet, satellite, turbulence, viscosity, difference.  
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Введение. Основным инструментом исследования газодинамики, 

тепломассообмена турбулентных струйных течений многокомпонентных газовых 

смесей является математическое моделирование, которое в отличие от 

физического эксперимента нередко экономически эффективнее и часто является 

единственно возможным методом исследований. В общем случае моделирование 

турбулентных струйных течений реагирующих газовых смесей основано на 

общепринятой системе связанных уравнений в частных производных, 

выражающих законы сохранения массы, импульса, энергии и вещества [1÷4].  

В работах [5÷12] приведены в основном результаты экспериментальных и 

теоретика - численных расчетов, посвященных исследованиям истечения воздуха, 

вытекающего из сопла прямоугольной формы. 

В тоже время, проблема математического моделирования трехмерных 

струйных течений реагирующих газовых смесей до настоящего времени остается в 

механике одной из самых сложных. Сложность рассматриваемой проблемы 

связана с одной стороны с незавершенностью теории турбулентности, а с другой - 

специфическими особенностями турбулентных течений при наличии химических 

реакций. 

В данной работе приводятся модифицированные модели для вычисления 

турбулентной эффективной вязкости, метод расчета и некоторые численные 

результаты исследования трехмерных турбулентных струй реагирующих газов, 

истекающих из сопла прямоугольной формы и распространяющихся в затопленном 

(спутном) потоке воздуха при диффузионном горении. 

Постановка задачи. Рассмотрим реагирующую струю, вытекающую из 

сопла прямоугольной формы и распространяющуюся в спутном (затопленном) 

потоке воздуха. В качестве начала координат декартовой системы выберем центр 

начального сечения струи: ось ОХ, направлен вдоль струи, а оси OY и OZ 

параллельны сторонам сопла, размером 2а и 2b соответственно. Предположим, что 

течение симметрично относительно оси ОХ и плоскостей YOX, ZOX, которые 

образуют границу области интегрирования и позволяют рассматривать только 

одну четверть прямоугольной струи. 

Такое течение описывается следующей параболизованной системой 

уравнений [1,3,4,11,12]:  
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𝑃 = 𝜌𝑇∑
𝑐𝑖

𝑀𝑖

𝑁
𝑖=1        (8) 

Для вычисления эффективной турбулентной вязкости используем 

модифицированную алгебраическую модель, учитывающую молекулярный 

перенос, трехмерность и температурную неоднородность струи в виде 

𝜇 = 𝜇𝜏 + 𝑎𝑒𝜌𝑙2√(
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∝

          (9) 

а также подключением уравнения кинетической и диссипации кинетической 

энергии турбулентности для вычисления турбулентной вязкости ("k-ε" модель), 

имеющий следующий вид: 
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где       G =𝜇𝑇 [(
𝜕𝑢

  𝐿𝜕𝑦
)2 + (

𝜕𝑢

  𝜕𝑧
)2] ,      𝜇𝑇 = 𝐶𝜇𝜌𝑘

2/𝜀             (12) 

В уравнениях (1÷12) и, v, w-составляющие скорости по осям x ,y , z ;  к, ε-  

кинетической энергии турбулентности и ее диссипации; р, Р, Т -плотность, 

давление и температура смеси, R -универсальная газовая постоянная; PrT,ScT- 

турбулентное число Прандтля и Шмидта; 𝜇-коэффициент динамической 

эффективной турбулентной вязкости; с р -теплоемкость смеси при постоянном 

давлении; сi, hi* -концентрация и теплота образования i -той компоненты; N - 

число компонентов смеси; ае-эмпирическая постоянная Кармана; 𝛼-показатель 

учитывающий температурную неоднородность струи; 𝜇𝜏=const•Т0.64 (const- 

определяется с учетом диаметра столкновения, характеристической температуры, 

параметра потенциальной функции межмолекулярного взаимодействия, а также 

интеграла соударений для переноса импульса [13]); l-длина пути перемешивания 

определяется как √b2(Ly)  + b2(z); С1,С2,С𝜇,  𝜎𝑘,  𝜎𝜀 -эмпирические константы " k -

ε"  модели турбулентности. Системы уравнений (1÷12) приведены в безразмерном 

виде, выбрав в качестве масштаба длин величину -b, для скоростей-𝑢2 (здесь и 

далее, индекс 2 относится к исходным значениям горючей струи), плотности- 𝑝2, 

давление- 𝑝2u2
2, полная энтальпия и теплота образования i-й компоненты-u2

2,  

эффективной турбулентной вязкости-b𝜌2𝑢2
2, теплоемкости при постоянном 

давлении-(R/М1), температуры-u2
2/(R/M 1 ) ,  молекулярных весов- М1 (М 1 -

молекулярный вес окислителя), кинетической энергии турбулентности и ее 

диссипации соответственно- u2
2

 и u2
3/b, а также обезразмеренное входное сечение 

сопла в квадратную область с помощью формулы у = y̅/L (L = а /b ,  y̅ -безразмерная 

координата). 

Уравнение концентрации (6) написано в форме консервативной функции 

Шваба- Зельдовича относительно массовой концентрации i -тых компонентов, 

позволяющее свести число уравнений с источниками членами до одного, для 

четырех компонентной смеси [14]. Предполагается, что реакция протекает в зоне 

соприкосновения горючего с окислителем, т.е. рассматривается диффузионное 

горение. 

Функция 𝑐̿̿  на срезе сопла горючего значения равна 1, а в зоне воздуха 0. 

Для данной постановки, системы уравнений (1÷9) или (1÷8, 10÷12) можно 

решать с помощью следующих безразмерных краевых условий: 

I. х  =  0: 

 1) 0 ≤ у ≤1, 0 ≤ z ≤ 1: u=l, v=0, w=0, H=H2, Р=Р2,𝑐̿ = 1, (k=k2, E=E2)   

 2) 1 < y < y+∞, 1 < z < z+∞: u=u1 v=0, w=0, H=H1 , P=P1 , 𝑐̿ = 0, (k=k1 E=E1) 

II: x > 0:  
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 l)  z=0, 0 ≤ y < y + ∞  : w=0,    
𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 0    (f=u,v,H,𝑐̿,k, E )  (13) 

 2)  y=0, 0≤ z < z+∞:  v=0,       
𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 0    (f=u,v,H,𝑐̿,k, E). 

 3) z → z+∞, у→y+∞ : u=u1 v=0, w=0, H=H1, P=P1  𝑐̿ = 0, k=k1, E=E1 

 

Здесь нижними индексами “1”, “2” и “+∞” отмечены соответственно 

безразмерные величины окислителя и горючей струи, а также их значения на 

бесконечности. 

Система уравнений (1÷9) частично параболизировано, поэтому их эллиптические 

эффекты проявляются через поле давления и их эллиптические свойства, 

связанные с полем движения сохраняются [2÷3]. При истечении дозвуковой 

свободной струи через сопло прямоугольного сечения в среду, градиентом 

давления в продольном направлении и малыми изменениями его в поперечной 

плоскости можно пренебречь, что иногда даёт возможность проведения расчетов 

заданным давлением [1÷3] 

Метод решения. Для численного интегрирования системы уравнений (1÷9) 

[или (1÷8, 10÷12)] с краевыми условиями (13) используем пространственную 

двухслойную десятиточечную конечно-разностную схему переменных 

направлений [8] с точностью до порядка 0(∆x, ∆y2, ∆z2).  

Большинство решений трехмерных параболизированных уравнений, 

получено согласно методу с сегрегированные, предложенной в процедуре SIMPLE 

[2] и несколько отличной формулировкой, которая также приводит к уравнению 

Пуассона для обновления давления [1]. 

В данной работе приводится эффективный метод, подобный SIMPLE, 

прямым методом решается уравнение Пуассона для определения поправки к 

скоростям. Якобы лишнее уравнение неразрывности используется для расчета 

дисбаланса массы. В отличие от работы [2,3] поправки приводятся по трем 

составляющим скоростям; найденные решения u ,v ,w  в новой итерации 

выражаются как расчетные (и р , v р, w p ) и плюс поправочные (и с , vc., w c ) в виде  

u=u p +u c , v = v p  + vc, w = w p +w c .  (14). 

Поправочные скорости определяются из уравнения неразрывности 

введением потенциала Q, 

𝜌𝑢𝑐 =
𝜕Q

𝜕x
, 𝜌𝑣𝑐 =

𝜕Q

𝐿𝜕y
, 𝜌𝑤𝑐 =

𝜕Q

𝜕𝑧
,        (15) 

который является решением уравнения Пуассона: 
𝜕2Q

𝜕𝑥2
 + 

𝜕2Q

𝐿𝜕𝑦2
 + 

𝜕2Q

𝜕𝑧2
 = Q𝑝           (16) 

 где Qp -источниковый член. 

Разностное уравнение (16) можно записать для потенциала Q в каждой точке 

сетки поперек потока в плоскости по i (нумерация i-сечений по оси Ох, j-по Оу, k-

по Oz) и использовать трехдиагональную систему уравнений при следующих 

обоснованных допущениях: 

1) Qi-1,j,k=0, Qi,j,k-1=0-означает, что поправки к скорости в плоскости (i-1) и в 

сечении (k-1), в котором сохранение массы уже обеспечено. 

2) Qi+1,j,k=0, Qi,j,k+1=0- означает, что поправки к скорости будут равны нулю, 

как и в плоскости (i+1) и в сечении (k+1) достигается их сходимость, в этой 

плоскости и в сечении соответственно. 

Коротко опишем алгоритм решения поставленной задачи: 

1. Задание первого приближения искомых неизвестных. 

2. Решение уравнения (2), для вычисления и р .  

3. Решение уравнения (3), для вычисления v p  с использованием значения и р .  
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4. Решение уравнения (4), для вычисления w p  с использованием значений и р  и 

v p  

5. Решение уравнения (16) для вычисления Q,  с учетом допущений 1) и 2) 

6. Вычисляются u c , v c ,w c  из уравнения (15). 

7. Расчет u,v,w по формулы (14). 

8. Скорректированными значениями скоростей решаются уравнения энергии 

(5) и уравнения концентрации относительно избыточных концентраций (6) для 

вычислений Н и 𝑐̿ соответственно и вычисляются из уравнений (10,11) 

кинетической энергии и диссипации кинетической энергии турбулентности 

(10÷11) если используется "к-ε" модель турбулентности, а далее вычисляются 

отдельные компоненты концентрации. 

9. Вычисляется температура из соотношения (7) и плотность из 8).  

10. Вычисляется вязкость по формуле (9), если используется "к-ε" модель то по 

формуле (12). 

Наращивание расчетной области (расширение границы струи) по оси Oz  и 

Оу проводилось по условию: 

 max
𝑖,𝑗,𝑘

|𝐹𝑖𝑗𝑘 − 𝐹𝐵𝐻| > 𝛿 , где F=  {u, H}, F B H  =  {u1, H1  }  а  -малое число. 

 Если это условие выполняется, то количество расчетный точки увеличивается 

на одну точку. 

При в неизобарическом случае, кроме соотношения (14) предположим, что 

истинное давление выражается как расчетное и плюс поправочное, т.е. в виде 

Р = Рp+𝛽РС (17) 
где 𝛽 -коэффициент релаксации. 

Далее предлагаемый метод имеет в своей основе, подобно как и в 

оригинальном подходе Патанкара и Сполдинга [2,3], что поправки к скорости 

определяются поправками к давлению в соответствии с очень приближенными 

уравнением движения, но мы используем по всем уравнениям движения, в которых 

продольные конвективные члены уравновешены членами с давлением. 

Дискретируя  левые части этих уравнений с учетом предположения, что в 

плоскости (i-1) поправки к скорости равны 0, получим 

𝑢𝑐 = −
∆𝑥𝜕Pc

𝜌𝑢𝜕x
,  𝑣𝑐 = −

∆𝑥𝜕Pc

𝐿𝜌𝑢𝜕x
,   𝑤𝑐 = −

∆𝑥𝜕Pc

𝜌𝑢𝜕z
,        (18) 

Учитывая, что поправленные скорости (18) должны удовлетворять 

уравнению неразрывности, получим уравнение Пуассона относительно Р с ,  и его 

можно легко решать в каждом сечении. Если ввести некоторые обоснованные 

предположения подобные как 1) и 2) и в этом случае алгоритм расчета подобен 

вышеописанном, лишь с той разницей что после нахождения Р с  вычисляются 

истинное значение давления и поправочные скорости по формулам (14).  

Численные результаты. Для проверки работоспособности и достоверности 

приведенного численного расчета, рассмотрим свободную воздушную струю, 

истекающую из сопла прямоугольной формы и экспериментально исследованную в 

работе [6]. 

Расчёты проводились с переменным шагом по продольной координате и при 

этом на начальном участке шаг не превышал значения 0,02. Сравнение результатов 

(Рис 1) с экспериментальными результатами [6] по распределению плотности 

потока в поперечных сечениях х=80 мм (эксперименты отмечены точками) и 

х=300 мм (— -по оси OZ ) показывают, что удовлетворительно согласуются. Далее, 

рассмотрено горение смеси пропано-бутана в воздухе с исходными значениями 

взаимствованные из работ [14] соответственно как: 
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Зона окислителя Зона горючего 

u1=0; T1=300K;(k=k1,𝜀 = 𝜀1)  

u2=61м/с; T2=1200 K;(k=k1,𝜀 = 𝜀1)  

(С1)1=0,232; (С2)1=0 (С1)2=0; (С2)2=0,12 

(С3)1=0; (С4)1=0,768 (С3)2=0; (С4)2=0,88 

P1=P2=1 атм; Pr=0.7; Sc=0.7; а:в=1:1 

 

Здесь внутренние индексы показывают компоненты смеси (1-окислитель, 2- 

горючее, 3-продукт реакции, 4-инертный газ). Данный процесс при одних и тех же 

исходных данных струи и окислителя, был численно исследован в разных 

модификациях алгебраической модели (9) для вычисления эффективной вязкости.  

На рис. 1 приводятся сравнения формы диффузионного факела при 𝜇𝜏 ≠ 0,
𝛼=0,65 (форма 1); 𝜇𝜏=0,   𝛼=0,65 (форма 2); 𝜇𝜏= 0 ,  𝛼= 0  (форма 3);   𝜇𝜏= 0 ,  𝛼= 0   с 

учетом давления (форма 4). Из сравнения формы факелов вытекает, что с учетом 

переменности и постоянства давления, показывает, что длина факела в первом 

варианте выше, но на конфигурацию факела существенным образом не влияет. В 

этих вариантах длина факела L Ф / 2b  находится в интервале (24, 25). Необходимо 

отметить, что длина факела, полученная в рамках эквивалентной задачи теории 

теплопроводности, приблизительно составляет L ф  /2b = 27. 

Рис.1. Формы диффузионного факела: 1− 𝝁𝝉= 0 ,  𝜶= 0 .65 ; 𝜷 = 𝟎. 
 𝟐 − 𝝁𝝉 = 𝟎,𝜶 = 𝟎. 𝟔𝟓; 𝜷 = 𝟎; 
𝟑 − 𝝁𝝉 = 𝟎,𝜶 = 𝟎, 𝜷 = 𝟎; 
 𝟒 − 𝝁𝝉 = 𝟎,𝜶 = 𝟎, 𝜷 = 𝟎. 𝟒 

На рис.2 изображены осевое изменение продольной скорости и потока 

импульса вдоль оси затопленного диффузионного факела при разных исходных 

значениях температуры горючей струи и окислителя. Судя по осевому изменению 

этих параметров можно сказать, что их поведение правильно отражает физику 

явления, т.е. увеличение исходного значения температуры приводит к медленному 

убыванию осевой скорости потока импульса. При небольших температурах 

горючей струи (Т 2  <  900 К) на фронте пламени температура не превышает 1750 К. 

Из профилей кинематического коэффициента турбулентной вязкости, 

приведенных в разных сечениях струи по осям OY  и OZ  (рис.3) видно, что 

максимальное его значение наблюдается во фронте пламени, где температура 

имеет максимум, и это в свою очередь, приводит к его возрастанию. В вариантах  

𝑦̅ 
 

𝑧  
 

1 
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𝑥  
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μτ=0 и а=0, где существует ядро струи, значение кинематического коэффициента 

вязкости равно нулю, а с удалением от среза сопла максимальное значение ее 

перемещается к оси струи и изменение вдоль осей OY  и OZ постепенно 

сглаживается. 

Рис.2. Осевое изменение продольной скорости и потока импульса. 

----- T2=700 K; --------T2=900 K; -------T2=1200 K; -------T2=500 K, T2=1200 K. 

Рис.3. Изменение кинематической вязкости при разных алгебраических 

моделях коэффициента турбулентности: a) -по оси у; b)-по оси z. 

X=2 

X=20 

X=20 

𝜇𝜏 = 0;  𝛼 = 0.65 

𝜇𝜏 = 0;  𝛼 = 0  
 𝜇𝜏 ≠ 0;  𝛼 = 0.65 
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На развитие турбулентного факела, не только скорости, плотности, 

концентрации топлива и окислителя, существенную роль играет и их температура. 

Возрастание температуры топлива от 700 К до 1200 К приводит кувеличению 

длины диффузионного факела от L Ф / 2b=24  да 26,5, при температуре окислителя 

300 К, и более нагретом окислителе (T1=500 К, Т 2 =1200 К) безразмерная длина 

факела доходит до 27,5. 

На рис.4 приведены сравнения профилей продольной скорости по оси OY в 

разных сечениях в продольной направлении; в рамках алгебраической и "k-𝜀" 

модели турбулентности. Незначительно отличающиеся результаты были получены 

при начальных значениях кинетической энергии турбулентности составляющей 1% 

от исходной скорости модифицированных эмпирических константах "k-𝜀" модели 

турбулентности С1 =1,3, С2=1,5 вместо С1=1,4, С2 = 1,92. 

 

Рис.4. Сравнение результатов в рамках алгебраической и "к-𝛆"  модели 

турбулентности  
 

Переменность давления заметно влияет на профили скорости и температуры 

в начальных участках струи, а при удалении от среза сопла влияние давления 

можно считать незначительным, так полученные результаты утверждают, что в 

свободных струях роль градиента давления на параметры струи и факела 

незначительна. Нарастание границы смещения в плоскостях XOY  и XOZ  в 

начальных участках во всех расчетах различны, а с удалением от среза на 4-5 

калибров форма струи и факела становится круглой для сопла с квадратным 

сечением. 
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