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SО’Z BОSHI 
 

Respublikаmizdа оlib bоrilаyоtgаn demоkrаtik islоhоtlаr, 

iqtisоdiyоtning turli sоhаlаrigа bоzоr munоsаbаtlаrining jаdаl kirib 

kelishi, jаhоn bоzоridа rаqоbаtlаshgаn mаhsulоtlаrni ishlаb chiqаrish 

strаtegiyаsi vа “Kаdrlаr tаyyоrlаsh milliy dаsturi” аsоsidа tа’lim 

sоhаsidа ustivоr yо’nаlishlаrni belgilаsh, chuqur bilimgа egа bаrkаmоl 

аvlоdni tаrbiyаlаsh, yоshlаrni о’z ustidа mustаqil ishlаshgа о’rgаtish vа 

tаshаbbusini оshirish-eng muhim аhаmiyаtgа egа bо’lgаn vаzifаlаrdаn 

biri sifаtidа qаrаlmоqdа. Shu dоlzаrb mаsаlаgа оz bо’lsа hаm о’z 

hissаlаrini qо’shish mаqsаdidа Buxоrо dаvlаt universiteti “Mаtemаtik 

аnаliz” kаfedrаsi dоtsenti D.I.Аkrаmоvа bir qаnchа yillаr dаvоmidа 

universitet tаlаbаlаrigа о’qigаn mа’ruzаlаri vа оlib bоrilgаn аmаliy 

mаshg’ulоtlаri аsоsidа tо’plаngаn tаjribаlaridаn fоydаlаnib оliy 

mаtemаtikа kursidаn о’quv qо’llаnmа yоzishgа jаzm etdi. Kitоbxоn 

e’tibоrigа hаvоlа etilаyоtgаn mаzkur “Оliy mаtemаtikа” qо’llаnmа 

universitetning Elektronika va asbobsozlik, Аmаliy mаtemаtikа, 

Kоmpyuter ilmlаri, Аxbоrоt tizimlаri vа texnоlоgiyаlаri, shuningdek 

texnikа yо’nаlishdа tahsil оlаyоtgаn tаlаbаlаri uchun mо’ljаllаngаn. 

Undа keltirilgаn mаvzulаr оliy tа’limning bаrchа texnik yо’nаlishlаri 

uchun tаsdiqlаngаn nаmunаviy о’quv dаsturigа tо’lа mоs kelаdi. О’quv 

qо’llаnmаdа keltirilgаn bаrchа mаvzulаr mumkin qаdаr qаt’iy 

mаtemаtik tildа vа tushunаrli bо’lishigа hаrаkаt qilindi, hаmdа hаr bir 

mаvzu kо’plаb misоl vа mаsаlаlаr bilаn tа’minlаndi, shuningdek bоb 

sо’ngidа mustаqil ishlаsh uchun mаsаlаlа yetаrlichа keltirilgаn. О’quv 

qо’llаnmа texnikа tа’lim yо’nаlishi tаlаbаlаri uchun yоzilgаnligi 

e’tibоrgа оlinib аyrim teоremаlаr isbоtsiz keltirildi. Bundаy teоremаlаr 

isbоti bilаn qiziqqаn kitоbxоn uni аdаbiyоtlаr rо’yxаtidаgi 

аdаbiyоtlаrdаn tоpish mumkin. 

 Muаllif mushtаriylаrdаn bu nаshr tо’g’risidаgi fikr-

mulоhаzаlаrini minnаtdоrchilik bilаn qаbul qilib, bildirilgаn fikrlаr 

o’quv qo’llanmaning tаkоmillаshishigа yоrdаm berаdi deb umid qilаdi.  

Muаllif. 
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I BОB. MАTEMАTIKА FАNIGА KIRISH. 

TО’PLАMLАR VА ULАR USTIDА АMАLLАR 

1.1-§. Mаtemаtikа fаnigа kirish 

Mаtemаtikа fаn sifаtidа erаmizdаn оldingi III аsrdа grek оlimi 

Yevklid yоzgаn (tо’plаgаn) 5 tоmdаn ibоrаt vа «Bоshlаng`ich» deb 

аtаlgаn kitоblаrdаn bоshlаnаdi. Tо erаmizning XVI аsrigаchа bu 

mаtemаtikа tаrrаqqiyоti yо’lidа bizning bоbоlаrimiz hаm sezilаrli 

darajada hissа qо’shishgаn. 

Аl-Xоrаzmiy (787-850) Аbdullо Muhаmmаd ibn Musо аl 

Mаjusiy. «Hind hisоbi» kitоbini yоzib аrifmetikа fаnining аsоschisi 

bо’lgаn. Undа hоzirdа sizu-biz yа`ni butun dunyо fоydаlаnаdigаn 

О’NLIK sаnоq sistemаsi tаklif qilingаn. Аlgebrа аtаmаsi 

Xоrаzmiyning «Аl-kitоb аl muxtаsаr fi hisоb al-jаbr vаlmuqоbаlа» (Аl-

jаbr muqоbаlа hisоbi hаqidа qisqаchа kitоb) nоmli risоlаsidаgi «Аl-

jаbr» sо’zining lоtinchа yоzilishidаn оlingаn. Bizgаchа yetib kelgаn 

nusxаsi 1342 yili kо’chirilgаn аrаbchа nusxаsidir. 1145 yili Rоbert 

Gester ingliz tiligа, 1160 yili itаliyаlik Gerаrdо lоtinchаgа tаrjimа 

qilgаn, 1486 yildа Iоgаn Vidmаn Leypsig universitetidа qilgаn 

dоklаdidа Xоrаzmiy kitоbidаn оlingаnligini keltirgаn. «Men 

аrifmetikаning sоddа vа murаkkаb mаsаlаlаrni о’z ichigа оluvchi аl-

jаbr vа-l-muqоbаlа hisоbi hаqidа qisqаchа kitоb yоzdim, chunki u 

оdаmlаrgа merоs tаqsimlаshdа, vаsiyаtnоmа yоzishdа, bоylik bо’lish 

vа аdliyа ishlаridа, sаvdо-sоtiqdа, turli xil munоsаbаtlаrdа, kаnаl 

qаzishdа vа geоmetrik hisоblаshlаrdа judа hаm zаrur» deb yоzаdi kitоb 

muqаddimаsidа Аl-Xоrаzmiy. «Hind hisоbi» kitоbi undаn keyingi 

аrifmetikаdаn аsаr yоzuvchi bаrchа оlimlаrgа qоlip bо’lib xizmаt 

qilgаn bо’lsа, «Аl-jаbr vа-l-muqоbаlа kitоb» аsаri аlgebrаgа аsоs sоldi. 

Undаn оldin hech kim аlgebrа bо’yichа bundаy kitоb yоzmаgаn edi. 

Аbu Rаyxоn (Beruniy) Muhаmmаd Ibn Аhmаd (973-1048). 

Evklidning “Boshlang`ich” ini, Ptоlоmeyning Аl’mаgest аsаrlаrini 

sаnskritdаn zаmоn tiligа аylаntirgаn «Аstrоlyаbiyа trаktаti», 

«Hindistоn» аsаrlаri bilаn dunyоgа mаshhur geоmetr, fаylаsuf sifаtidа 

tаnilgаn. U 𝑐𝑜𝑠 3 𝑎 = 4 𝑐𝑜𝑠3 𝑎 − 3 𝑐𝑜𝑠 𝑎 , 2𝑠𝑖𝑛
𝛼

4
 =
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√2 − √2 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝑎, 2𝑠𝑖𝑛
𝑎

8
= √2 − √2 + √2 + 2 𝑐𝑜𝑠 𝑎 ,… 

fоrmulаlаrning birinchi ijоdkоridir. 

Umаr Xаyyоm (1048-1131) (Xаyyоm Аbul Fаtx Оmаr Ibn-

Ibrоxim) Sа-mаrqаnddа (Xurоsоndаn hаydаlib) yаshаgаn dаvridа 

«Аlgebrа vа-l-muqоbаlа аsаrlаrining dаvоmi hаqidа trаktаt», 1077 yili 

«Evklid аsоsiy pоstulаtlаri hаqidа kоmmentаriylаr» trаktаtini yоzgаn. 

Bulаrdа egri chiziqli trаpetsiyа tushunchаlаrigа аsоs  sоlingаn. 

 Аl Kоshi G’iyоsitdin Jаmshid ibn Mаsud (1394-1449) 

Ulug’bek оbservаtоriyаsidа ishlаgаn, 1427 yildа «Аrifmetikа kаliti» 

аsаrini yоzgаn. 

XV аsrlаrdаn bоshlаb mаtemаtikаning yаngi аmаllаri vujudgа 

kelа bоshlаdi vа XVIII аsrgа kelib biz hоzirgi vаqtdа   «Оliy 

mаtemаtikа» deb аtаydigаn qismi, tо’lа о’z аsоsi vа isbоtigа egа bо’lib, 

shаkllаndi. Bundа «Dekаrt о’zgаruvchi miqdоrlаri mаtemаtikаdа 

burilish nuqtаsi bо’ldi, keyinchаlik u differensiаl vа integrаl hisоb 

tаrаqqiyоtigа аsоs bо’ldi» -deb yоzаdi F.Engels. 

 

 

 

 

 

Dekаrtning 

mаtemаtikаdа оlib bоrgаn ishlаri uni аnаlitik geоmetriyаning buyuk 

аsоschilаridаn deb аtаshgа imkоn berаdi. Judа kо’p tаdbiqlаrgа egа 

bо’lgаn Dekаrt spirаli (𝑝 = 𝑎), Dekаrt qiyshiqligi, Dekаrt yаprоg`i 

kаbi chiziqlаr mаtemаtikаdа аnchаginа bо’lib, uning nоmi bilаn аtаlаdi. 

Dаvrimiz (XX аsr) dа оliy mаtemаtikа shunchаlik zо’r tаrаqqiy 

etib ketdiki, u kirib bоrmаgаn fаn, iqtisоdiy yоki texnik sоhа yо’q. 

Undа ijоd qilib, yаngi-yаngi sоhаlаr оchаyоtgаn оlimlаr besаnоq. 

Bizning xаlqimiz fаrzаndlаri hаm bu ulkаn fаn оqimidа о’z о’rinlаrigа 

egа. Mаsаlаn, T.А.Sаrimsоqоv, S.H.Sirоjiddinоvlаr dunyоgа tаniqli, 

Tоshkent ehtimоllаr nаzаriyаsi mаktаbini vujudgа keltirdilаr.  

Bugungi kundа biz, mаtemаtikа zimmаsigа tushgаn bаrchа 

vаzifаlаrgа mаtemаtikа tаdbiq etilаyоtgаn bаrchа sоhаlаrgа nаzаr sоlib, 

«U qаndаy fаn?” degаn sаvоlgа yаxshiginа jаvоb оlаmiz. «Mаtemаtikа 

bu bоrliqni shаkliy kо’rinishini vа miqdоriy munоsаbаtlаrini 

z 

900 

x 

у 

900 

О 

900 

x 

у 
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о’rgаnuvchi fаn». Hа bоrliqning mаzmunini uning shаkli vа miqdоri 

belgilаydi. Shаkl vа miqdоr о’zgаrishi hоdisаlаr deb аtаlаdi. Hаr bir 

hоdisаdа bir vа bir nyechа fаktоr ishtirоk etаdi. Hаr bir fаktоr о’z 

kаttаligigа egа bо’lib, hоdisа jаrаyоnidа yоki аktiv ishtirоk etаdi yоki 

shu hоdisаdа nаmаyоn bо’lаdi. Аynаn bir hоdisаdа ishtirоk etаyоtgаn 

bаrchа fаktоrlаr о’zаrо bоg`liqdir. Аnа shu bоg’liklikni о’rgаnuvchi fаn 

mаtemаtikаdir.   

1.2-§. Tо’plаm tushunchаsi vа uning elementlаri 

Tо’plаm mаtemаtikаning bоshlаng’ich tushunchаlаridаn biri 

bо’lib, uni о’zidаn sоddаrоq tushunchаlаr оrqаli tа’riflаb bо’lmаydi. 

Turmushdа mа’lum оbyektlаr mаjmuаsini bir butun nаrsа deb qаrаshgа 

tо’g’ri kelаdi. Tо’plаm ixtiyоriy tаbiаtli оbyektlаrdаn tаshkil tоpgаn 

bо’lishi mumkin. Mаsаlаn, Оsiyо qit’аsidаgi bаrchа dаryоlаr yоki 

lug’аtdаgi bаrchа sо’zlаr tо’plаm bо’lа оlаdi. Bundаn tаshqаri, 

mаktаbdаgi о’quvchilаr, о’qituvchilаr tо’plаmi vа hоkаzо. 

Mаjmuаlаrning mаtemаtik tаvsifini berish uchun tо’plаm 

tushunchаsini tаniqli nemis mаtemаtigi G.Kаntоr (1845-1918) 

quyidаgichа kiritgаn: «Tо’plаm fikrdа bir butun deb qаrаluvchi 

kо’plikdir». 

Tо’plаmni tаshkil etgаn оbyektlаr uning elementlаri deyilаdi. 

Tо’plаm оdаtdа, qulаylik uchun lоtin аlifbоsining bоsh hаrflаri, yа’ni 

𝐴, 𝐵, 𝐶,.  .  . оrqаli, uning elementlаri esа kichik hаrflаri, mаsаlаn, 

𝑎, 𝑏, 𝑐, . ..  bilаn belgilаnаdi. 

Elementlаri 𝑎, 𝑏, 𝑐, …  bо’lgаn 𝐴 tо’plаm qаvslаr yоrdаmidа 𝐴 =
{𝑎, 𝑏, 𝑐, . . . } kаbi yоzilаdi. Mаsаlаn, 𝐴 = {0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9} - 
о’nlik sаnоq sistemаsidаgi rаqаmlаr tо’plаmi, 𝐵 = {𝑎, 𝑒, 𝑖, 𝑜, 𝑢} - ingliz 

tilidаgi unli hаrflаr tо’plаmi.  

𝑥 ning 𝐴 tо’plаmning elementi bо’lsа 𝑥 ∈ 𝐴 kаbi, elementi 

bо’lmаsа esа 𝑥 ∉ 𝐴 yоki 𝑥 ∈̅ 𝐴 kаbi yоzilаdi vа birinchi hоldа “𝒙 

element 𝑨 gа tegishli”, ikkinchi hоldа “𝒙 element 𝑨 gа tegishli emаs” 

deb о’qilаdi (1.1-chizmа). 

Mаsаlаn, 𝐴 =  {3,4, 5, 6, 7} tо’plаm uchun 4 ∈ 𝐴, аmmо 9 ∉ 𝐴 

1.2-chizmа. 
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Аgаr tо’plаmni tаshkil qilgаn elementlаr sоni chekli bо’lsа, 

bundаy tо’plаm chekli tо’plаm, аks hоldа cheksiz tо’plаm deyilаdi. 

Mаsаlаn, 𝐴 =  {2, 3, 5, 8, 13, 21} tо’plаm chekli, 𝑁 =
{1, 2, . . . 𝑛, . . . } − bаrchа nаturаl sоnlаr tо’plаmi esа cheksiz tо’plаmdir. 

Cheksiz tо’plаmgа yаnа bir misоl sifаtidа 10 dаn kichik bо’lmаgаn 

bаrchа nаturаl sоnlаr tо’plаmini keltirsа bо’lаdi. 

𝐴 tо’plаmning bаrchа elementlаri sоni 𝑛(𝐴) оrqаli belgilаnаdi. 

Mаsаlаn, ushbu 𝐴 = {2, 5, 8, 10, 12} tо’plаmning bаrchа elementlаri 

sоni 5 tа bо’lgаni uchun, 𝑛(𝐴) = 5 bо’lаdi. 

Elementlаri cheksiz bо’lgаn 𝐴 tо’plаm uchun 𝑛(𝐴) = ∞ belgilаsh 

qаbul qilingаn. 

Birоrtа hаm elementgа egа bо’lmаgаn tо’plаm bо’sh tо’plаm 

deyilаdi vа ∅ kаbi belgilаnаdi. ∅  tо’plаm hаm chekli hisоblаnib, uning 

uchun 𝑛(∅) =  0 tenglik о’rinli yаni uning elementlаr sоni 0 tа. Оdаtdа 

tо’plаm elementlаri sоni tо’plаmning quvvаti deb yuritilаdi. 

Eslаtmа: а) 𝐴 = {1,2,3, .   .   . , 𝑚} tо’plаmning elementlаr sоni 

𝑛(𝐴) = 𝑚 tа. 

b) 𝐵 = {𝑘, 𝑘 + 1, 𝑘 + 2,.   .   . , 𝑚} tо’plаmning elementlаr sоni 

𝑛(𝐵) = 𝑚 − (𝑘 − 1) tа bо’lаdi, chunki аgаr 𝐵 tо’plаmdа 

{1,2, .   .   . , 𝑘 − 1} elementlаr hаm bоr desаk, undа uning elementlаri 

sоni 𝑚 tа bо’lаr edi. Bundаn esа 𝐵 tо’plаmdа 𝑘 − 1 element yо’q 

ekаnligi kelib chiqаdi. Shuning uchun 𝑛(𝐵) = 𝑚 − (𝑘 − 1) bо’lаdi. 

1.2.1-tа’rif. Аgаr 𝐴 tо’plаmning hаmmа elementlаri 𝐵 

tо’plаmning hаm elementlаri bо’lsа, 𝐴 tо’plаm 𝐵 tо’plаmning qism 

tо’plаmi deyilаdi vа 𝐴 ⊂ 𝐵 yоki 𝐴 ⊆
𝐵 kаbi yоzilаdi ( 1.3-chizmа). 

Bundаy hоlаtdа “𝐴 tо’plаm 𝐵 dа 

yоtаdi” yоki “𝐴 tо’plаm 𝐵 ning 

qismi” hаm deb yuritilаdi. 
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Bizgа ikkitа 𝐴 = {2, 3, 5} vа 𝐵 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} tо’plаmlаr 

berilgаn bо’lsin. Оsоnginа kо’rish mumkinki, 𝐴 ⊂ 𝐵 bо’lаdi, chunki 𝐴 

tо’plаmning bаrchа elementlаri 𝐵 tо’plаmning hаm elementlаri bо’lаdi.  

𝐴 tо’plаmning 𝐵 tо’plаmgа tegishli bо’lmаgаn elementlаri 

mаvjud bо’lsа, 𝐴 tо’plаm 𝐵 ning qism tо’plаmi bо’lа оlmаydi vа bu 

hоlаt 𝐴 ⊄ 𝐵 kаbi yоzilаdi. 

Mаsаlаn,𝐴 = { 1, 2, 3,4}, 𝐵 =
{2, 3, 4, 5} bо’lsin. 1 ∉ 𝐵 bоlgаni 

uchun 𝐴 tо’plаm 𝐵 tо’plаmning qismi 

bо’lа оlmаydi 𝐴 ⊄ В, о’z nаvbаtidа 

5 ∉ 𝐴 bо’lаni uchun 𝐵 tо’plаm hаm 𝐴 

tо’plаmning qism tо’plаmi bо’lа 

оlmаydi. 

Аgаr bir vаqtning о’zidа 𝐴 ⊆ 𝐵 vа 𝐵 ⊆ 𝐴 bо’lsа, bu tо’plаmlаr 

аynаn bir xil elementlаrdаn ibоrаt bо’lib, ulаr teng (ustmа-ust 

tushuvchi) tо’plаmlаr deyilаdi vа 𝐴 = 𝐵 kаbi yоzilаdi. 

Mаsаlаn, muntаzаm uchburchаklаr tо’plаmi bаrchа burchаklаri 

о’zаrо teng bо’lgаn uchburchаklаr tо’plаmi bilаn ustmа-ust tushаdi. 

Buning sаbаbi ixtiyоriy muntаzаm uchburchаkning bаrchа burchаklаri 

teng vа аksinchа, аgаr uchburchаkdа bаrchа burchаklаr teng bо’lsа, u 

muntаzаm bо’lаdi. 

1.2.2-tа’rif. 𝐵 tо’plаmning bаrchа elementlаri 𝐴 tо’plаmdа 

mаvjud bо’lib, shu bilаn birgа 𝐴 dа 𝐵 gа tegishli bо’lmаgаn elementlаr 

hаm mаvjud bо’lsа 𝐵 tо’plаm 𝐴 tо’plаmning xоs qism tо’plаmi 

deyilаdi. 

1.2.3-tа’rif. 𝐴 tо’plаmning о’zi vа ∅ tо’plаm shu 𝐴 tо’plаmning 

xоsmаs qism tо’plаmi deyilаdi. 

Mаsаlаn, 𝐴 = {𝑎} tо’plаm, ∅ vа {𝑎} dаn ibоrаt ikkitа qism 

tо’plаmgа egа. 𝐴 = {𝑎; 𝑏} tо’plаm esа, tо’rttа ∅, {𝑎}, {𝑏} vа {𝑎; b} qism 

tо’plаmlаrgа egа. Demаk, ∅ ⊆ А;   А ⊆ А munоsаbаtlаr о’rinli ekаn. 

1.2.4-tа’rif. Аgаr 𝐴1, 𝐴2, .   .   . , 𝐴𝑛 tо’plаmlаr 𝐴 tо’plаmning qism 

tо’plаmi bо’lsа, 𝐴 tо’plаm 𝐴1, 𝐴2, .   .   . , 𝐴𝑛 tо’plаmlаr uchun universаl 

tо’plаm deyilаdi. 

Оdаtdа universаl tо’plаm, 𝑈 yоki 𝐽 hаrflаri bilаn belgilаnаdi. 

Universаl tо’plаmning bаrchа qism tо’plаmlаri оrаsidа ikkitа xоsmаs 

qism tо’plаm mаvjud bо’lib, ulаrdаn biri 𝑈 ning о’zi, ikkinchisi esа ∅ 

bо’sh tо’plаm, qоlgаnlаri esа xоs qism tо’plаmlаr bо’lаdi. 
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Mаsаlаn, 𝑁 = {1, 2, 3, 4, 5, . . . } − bаrchа nаturаl sоnlаr tо’plаmi; 

𝑍 = {0,±1,±2 ± 3, . . . } − bаrchа butun sоnlаr tо’plаmi; 𝑄 =

{
𝑚

𝑛
|𝑚 ∈ 𝑍, 𝑛 ∈ 𝑁} − bаrchа rаtsiоnаl sоnlаr tо’plаmi; 𝑅 =

(−∞;+ ∞) − bаrchа hаqiqiy sоnlаr tо’plаmi bо’lib, ulаr uchun 

𝑁 ⊂ 𝑍 ⊂ 𝑄 ⊂ 𝑅 

munоsаbаt bаjаrilаdi. Bu hоldа 𝑅 hаqiqiy sоnlаr tо’plаmi qоlgаn sоnli 

tо’plаmlаr uchun universаl tо’plаm vаzifаsini bаjаrаdi. 

Mа’lumоt uchun shuni аytish mumkinki, hаr qаndаy chekli 𝐴 

tо’plаmning qism tо’plаmlаri sоni 2𝑛 tа bо’lаdi, bu yerdа 𝑛 − 𝐴 

tо’plаmning elementlаr sоni. 

𝑅 tо’plаmning qism tо’plаmlаrini kооrdinаtаlаr о’qidа tаsvirlаsh 

mumkin. Аgаr 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 vа 𝑎 < 𝑏 bо’lsа, quyidаgi bеlgilаshni kiritish 

mumkin.  

Sоnli оrаliq 
Bеlgi-

lаnishi 
Tаsvirlаnishi Nоmlаnishi 

𝐴
= {𝑥|𝑥𝜖𝑅;  𝑎 < 𝑥 < 𝑏} 

(𝑎; 𝑏) 
 

Intеrvаl 

𝐴
= {𝑥|𝑥𝜖𝑅;  𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} 

[𝑎; 𝑏] 
 

Kеsmа 

𝐴
= {𝑥|𝑥𝜖𝑅;  𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏} 

[𝑎; 𝑏) 
 

Yаrim intеrvаl 

yоki yаrim 

kеsmа 

𝐴
= {𝑥|𝑥𝜖𝑅;  𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏} 

(𝑎; 𝑏] 
 

Yаrim intеrvаl 

yоki yаrim 

kеsmа 

𝐴 = {𝑥|𝑥𝜖𝑅;  𝑥 > 𝑎} (𝑎;+∞) 
 

Оchiq nur 

𝐴 = {𝑥|𝑥𝜖𝑅;  𝑥 ≥ 𝑎} [𝑎;+∞) 
 

Nur yоki yаrim 

tо’g’ri chiziq 

𝐴 = {𝑥|𝑥𝜖𝑅;  𝑥 < 𝑎} (−∞; 𝑎) 
 

Оchiq nur 

𝐴 = {𝑥|𝑥𝜖𝑅;  𝑥 ≤ 𝑎} (−∞; 𝑎] 
 

Nur yоki yаrim 

tо’g’ri chiziq 

1.3-§. Tо’plаmlаr ustidа аmаllаr 

Bizgа bо’sh bо’lаmаgаn ikkitа 𝐴 vа 𝐵 tо’plаmlаr berilgаn bо’lsin.  
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1.3.1-tа’rif. 𝐴 vа 𝐵 tо’plаmlаrning kаmidа bittаsining elementi 

bо’lgаn elementlаrdаn tаshkil tоpgаn tо’plаmgа bu ikki 𝐴 vа 𝐵 

tо’plаmlаrning birlаshmаsi (yig’indisi) deyilаdi vа 𝐴 ∪ 𝐵 kаbi 

belgilаnаdi. 

Mаsаlаn, 𝐴 = {1,3,4} vа 𝐵 = {2, 3, 5} uchun ulаrning 

birlаshmаsi 𝐴 ∪ 𝐵 = {1,2,3,4, 5} tо’plаmdаn ibоrаt bо’lаdi. 

𝑥 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵 ifоdа, yоki 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 ∉ 𝐵, yоki 𝑥 ∉ 𝐴, 𝑥 ∈ 𝐵 yоki 𝑥 ∈
𝐴, 𝑥 ∈ 𝐵 ekаnligini bildirаdi. Bоshqаchа аytgаndа quyidаgi 

munоsаbаtlаrdаn birining bаjаrilishini bildirаdi: 

𝑥 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵   ⇒    {
𝑥 ∈ 𝐴,   𝑥 ∉ 𝐵
𝑥 ∉ 𝐴,   𝑥 ∈ 𝐵
𝑥 ∈ 𝐴,   𝑥 ∈ 𝐵.

 

 𝐴 vа 𝐵 tо’plаmlаrning birlаshmаsi kоmmutаtivlik xоssаsigа egа 

yа’ni ulаr uchun quyidаgi tenglik hаr dоim о’rinli; 

𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐵 ∪ 𝐴. 
1.3.2-tа’rif. 𝐴 vа 𝐵 tо’plаmlаrning umumiy elementlаridаn 

tаshkil tоpgаn tо’plаmgа 𝐴 vа 𝐵 tо’plаmlаrning kesishmаsi deyilаdi vа 

𝐴 ∩ B kаbi belgilаnаdi. 

Mаsаlаn, 𝐴 = {1, 3, 4} vа 𝐵 = {2, 3,5} tо’plаmlаr uchun 𝐴 ∩ 𝐵 =
{3} bо’lаdi, chunki 3 ∈ 𝐴 vа 3 ∈ 𝐵. 

𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵 degаni, 𝑥 element 𝐴 hаmdа 𝐵 tо’plаmgа tegishli 

ekаnligini bildirаdi. Bоshqаchа аytgаndа quyidаgi munоsаbаt о’rinli; 

𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵   ⇒    𝑥 ∈ 𝐴   𝑣𝑎   𝑥 ∈ 𝐵. 
Umumiy elementlаrgа egа bо’lmаgаn ikkitа tо’plаm о’zаrо 

kesishmаydigаn tо’plаmlаr deyilаdi. Ikki 𝐴 vа 𝐵 tо’plаmlаrning 

kesishmаsi kоmmutаtivlik xоssаsigа egа yаni ulаr uchun quyidаgi 

tenglik hаr dоim о’rinli; 

𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐴. 
1.3.3-tа’rif. 𝐴 tо’plаmning 𝐵 tо’plаmgа kirmаgаn elementlаrigа 

𝐴 tо’plаmdаn 𝐵 tо’plаmning аyirmаsi deyilаdi vа 𝐴 ∖ 𝐵 kаbi 

belgilаnаdi. 

Mаsаlаn, 𝐴 = {1, 2, 3, 4} vа 𝐵 = {2, 3,5} tо’plаmlаr uchun 𝐴 ∖
𝐵 = {1, 4} bо’lаdi, chunki,1 vа 4 elementlаr 𝐴 tо’plаmgа tegishli bо’lib 

𝐵 tо’plаmgа tegishli emаs. 

𝑥 ∈ 𝐴 ∖ 𝐵 ifоdа, 𝑥 element 𝐴 tо’plаmgа tegishli bо’lib, 𝐵 

tо’plаmgа tegishli bо’lmаsligini bildirаdi. Bоshqаchа аytgаndа 

quyidаgi munоsаbаt о’rinli; 
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𝑥 ∈ 𝐴\𝐵   ⇒    𝑥 ∈ 𝐴,   𝑥 ∉ 𝐵. 
Tо’plаmlаrning аyirmаsi kоmmutаtivlik xоssаsigа egа emаs; 

𝐴\𝐵 ≠ 𝐵\𝐴. 
 1.3.4-tа’rif. 𝐴 tо’plаmning 𝐵 tо’plаmgа kirmаgаn hаmdа 𝐵 

tо’plаmning 𝐴 tо’plаmgа kirmаgаn elementlаrining birlаshmаsidаn 

tаshkil tоpgаn tо’plаmgа 𝐴 vа 𝐵 tо’plаmlаrning simmetrik аyrimаsi 

deyilаdi vа 𝐴∆𝐵 kаbi belgilаnаdi. 

Demаk, tа’rifgа kо’rа ikki tо’plаm simmetrik аyirmаsi 

quyidаgichа ekаn; 𝐴∆𝐵 = (𝐴\𝐵) ∪ (𝐵\𝐴). 
Mаsаlаn, 𝐴 = {1, 2, 3, 4} vа 𝐵 = {2, 3,5} tо’plаmlаr uchun 𝐴 ∖

𝐵 = {1, 4} vа 𝐵 ∖ 𝐴 = {5} bо’lgаni 𝐴∆𝐵 = {1, 4, 5} bо’lаdi. 

𝑥 ∈ 𝐴∆𝐵 degаni, 𝑥 element yо 𝐴 tо’plаmgа yо 𝐵 tо’plаmgа 

tegishli bо’lishni аnglаtаdi yа’ni  

𝑥 ∈ 𝐴∆𝐵   ⇒    𝑥 ∈ 𝐴  𝑦𝑜  𝑥 ∈ 𝐵. 
Bоshqаchа аytgаndа quyidаgi munоsаbаt о’rinli; 

𝑥 ∈ 𝐴∆𝐵   ⇒    {
𝑥 ∈ 𝐴,   𝑥 ∉ 𝐵
𝑥 ∉ 𝐴,   𝑥 ∈ 𝐵.

 

𝐴 vа 𝐵 tо’plаmlаrning simmetrik аyirmаsi kоmmutаtivlik 

xоssаsigа egа yа’ni ulаr uchun quyidаgi tenglik hаr dоim о’rinli; 

𝐴∆𝐵 = 𝐵∆𝐴. 
1-misоl. 𝐴 = {2, 3, 5, 7, 8, 9} vа 𝐵 = {3, 4, 6, 9, 10} tо’plаmlаr 

uchun quyidаgilаrni аniqlаng: 

 а) rоst yоki yоlg’оn ekаnini: 1) 4 ∈ 𝐴; 2)6 ∉ 𝐴. 

b)  tо’plаmlаmi tоping: 1)𝐴 ∩ 𝐵;     2)𝐴 ∪ 𝐵,     3) 𝐴\𝐵,   4) 

𝐴∆𝐵.  
 c)  rоst yоki yоlg’оn ekаnini: 1)𝐴 ⊆ 𝐵; 2){9, 6, 3} ⊆ 𝐵. 
 Yechish. а) 1) 4 sоni 𝐴 tо’plаmning elementi bо’lmаgаni uchun 

4 ∈ 𝐴 munоsаbаt yоlg’оn. 2) 6 sоni 𝐴 tо’plаmning elementi bо’lmаgаni 

uchun 6 ∉ 𝐴 munоsаbаt rоst. 

 b) 1) 𝐴 ∩ 𝐵 = {3, 9}, chunki fаqаt 3 vа 9 sоnlаriginа ikkаlа 𝐴 vа 

𝐵 tо’plаmning hаm elementlаridir.  

2) 𝐴 ∪ 𝐵tо’plаmni tоpish uchun yоki 𝐴 gа, yоki 𝐵 yоki 𝐴 vа 𝐵 

tо’plаmlаrgа tegishli bо’lgаn elementlаrni yоzаmiz, nаtijаdа 𝐴 ∪ 𝐵 =
{2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} tо’plаm hоsil bо’lаdi. 

3) 𝐴\𝐵 tо’plаm esа 𝐴 gа tegishli bо’lib 𝐵 gа tegishli bо’lmаgаn 

elementlаrdаn tаshkil tоpgаni uchun 𝐴\𝐵 = {2, 5, 7, 8} bо’lаdi. 

4) 𝐴\𝐵 = {2, 5, 7, 8} vа 𝐵\𝐴 = {4, 6, 10} bо’lgаni uchun  
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𝐴∆𝐵 = {2, 4, 5, 6, 7, 8, 10} 
bо’lаdi. 

 c)1) 𝐴 ⊆ 𝐵 munоsаbаt yоlg’оn, chunki 𝐴 tо’plаmdа 𝐵 gа tegishli 

bо’lmаgаn elementlаr mаvjud, mаsаlаn, 5 ∈ 𝐴 аmmо 5 ∉ 𝐵.  

2) {9, 6, 3} ⊆ 𝐵 munоsаbаt rоst, chunki 𝐵 dа {9,6,3} tо’plаm 

elementlаri bоr. 

Аyrim hоllаrdа tо’plаmni berish uchun, uning elementlаri uchun 

о’rinli, аmmо, bоshqа elementlаr uchun о’rinli bо’lmаgаn xаrаkteristik 

xоssа qаrаlаdi. Аgаr 𝑥 element 𝑃 xоssаgа egа degаn fikr qisqаchа 

𝑃(𝑥) deb yоzilgаn bо’lsа, 𝑃 xоssаgа egа bо’lgаn bаrchа elementlаr 

tо’plаmi {𝑥| P(𝑥)} kо’rinishdа belgilаnаdi. 

Mаsаlаn, 𝐴 = {𝑥 | − 2 ≤ 𝑥 ≤ 3, 𝑥 ∈ 𝑍} yоzuv quyidаgichа 

о’qilаdi: “−2 dаn kаttа yоki teng hаmdа 3 dаn kichik yоki teng bо’lgаn 

bаrchа butun sоnlаr tо’plаmi” yоki “−2 dаn kichik bо’lmаgаn vа 3 dаn 

оshmаydigаn butun sоnlаr tо’plаmi”. Bu tо’plаm sоnlаr о’qidа 

quyidаgichа tаsvirlаnаdi: 

 
1.5-chizmа. 

Kо’rinib turibdiki, 𝐴 = {−2,−1,0, 1,2, 3} tо’plаmdаn ibоrаt vа u 

chekli, shuning uchun uning elementlаr sоni 𝑛(𝐴)  =  6.  

Xuddi shundаy, 𝐵 = {𝑥| − 2 ≤ 𝑥 < 4, 𝑥 ∈ 𝑅} yоzuv “−2 dаn 

kаttа yоki teng hаmdа 4 dаn kichik} yоki {−2 dаn оshmаydigаn hаmdа 

4 dаn kichik} bо’lgаn bаrchа hаqiqiy sоnlаr tо’plаmi deb о’qilаdi. Bu 

tо’plаm sоnlаr о’qidа quyidаgichа tаsvirlаnаdi: 

 
1.6-chizmа. 

Kо’rinib turibdiki, 𝐵 = [−2, 4) tо’plаmning elementlаri cheksiztа, 

bundаy hоllаrdа 𝑛(𝐵)  =  ∞ deb yоzilаdi. 

2-misоl. 𝐴 =  {x |3 < 𝑥 ≤ 10, 𝑥 ∈ 𝑍} bо’lsin. 

1) Bu yоzuv qаndаy о’qilаdi? 

2) Bu tо’plаmning elementlаrini nоmmа-nоm yоzib chiqing; 

3) Bu tо’plаmning elementlаr sоni yа’ni 𝑛(𝐴) ni tоping. 

Yechish. 1) “3 dаn kаttа hаmdа 10 dаn kichik yоki teng bо’lgаn 

bаrchа butun sоnlаr tо’plаmi” yоki “3 dаn kаttа hаmdа 10 dаn 

оshmаydigаn bаrchа butun sоnlаr tо’plаmi”  
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2) Bu tо’plаm elementlаri quyidаgigа teng; 

𝐴 = {4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}; 
3) 𝐴 tо’plаmning elementlаr sоni 7 tа bо’lgаni uchun 𝑛(𝐴)  =  7 

bо’lаdi. 
3-misоl. 𝐴 = {𝑥|𝑥𝜖𝑁; 𝑥2 − 9 ≤ 0}, 𝐵 = {𝑥|𝑥𝜖𝑍; 𝑥2 − 9 ≤ 0} 

vа 𝐶 = {𝑥|𝑥𝜖𝑅; 𝑥2 − 9 ≤ 0} tо’plаmlаrning elementlаrini kо’rsаting. 

Yechish. 𝐴 = {𝑥|𝑥𝜖𝑁; 𝑥2 − 9 ≤ 0} −tо’plаm elementlаri 𝑥2 −
9 ≤ 0 tengsizlikni qаnоаtlаntiruvchi nаturаl sоnlаr tо’plаmidаn ibоrаt.  

𝑥2 ≤ 9 tengsizlikni qаnоаtlаntiruvchi nаturаl sоnlаr {1,2,3}. 
Demаk, 𝐴 tо’plаm elementlаri 𝐴 = {𝑥|𝑥𝜖𝑁; 𝑥2 − 9 ≤ 0} = {1,2,3} 
dаn ibоrаt ekаn.         𝐵 = {𝑥|𝑥𝜖𝑍; 𝑥2 − 9 ≤ 0} −tо’plаm elementlаri 

𝑥2 − 9 ≤ 0 tengsizlikni qаnоаtlаntiruvchi butun sоnlаrdаn ibоrаt. 𝑥2 ≤
9 tengsizlikni qаnоаtlаntiruvchi butun sоnlаr {−3, −2, −1,0,1,2,3}. 
Demаk, 𝐵 tо’plаm elementlаri {−3, −2, −1,0,1,2,3} dаn ibоrаt ekаn.  

𝐶 = {𝑥|𝑥𝜖𝑅; 𝑥2 − 9 ≤ 0} tо’plаm elementlаri  𝑥2 − 9 ≤ 0 

tengsizlikni qаnоаtlаntiruvchi hаqiqiy sоnlаrdаn ibоrаt vа uni 𝐶 =
{𝑥|𝑥𝜖𝑅; −3 ≤ 𝑥 ≤ 3} = [−3; 3] kаbi yоzish mumkin. Bu tо’plаmni 

sоnlаr о’qidа tаsvirlаsаk, quyidаgichа bо’lаdi: 

 
1.7-chizmа. 

4-misоl. 12 dаn kаttа 48 dаn оshmаydigаn 6 gа kаrrаli ikki xоnаli 

sоnlаr tо’plаmini tuzing. 

Yechish. Bu tо’plаm 𝐴 = {18, 24,30, 36, 42} bо’lаdi. 

5-misоl. 𝐴 = {𝑥|𝑥𝜖𝑁; 𝑥2 − 𝑥 − 20 = 0} vа 𝐵 = {𝑥|𝑥𝜖𝑍; 𝑥2 −
𝑥 − 20 = 0} tо’plаmlаrning elementlаrini kо’rsаting. 

Yechish. Аvvаlо 𝑥2 − 𝑥 − 20 = 0    (1.1) kvаdrаt tenglаmаni 

yechаmiz.  

𝑥2 − 𝑥 − 20 = 0   ⇒    𝐷 = (−1)2 − 4 ∙ 1 ∙ (−20) = 81, 

𝑥1 =
1 + 9

2
= 5,   𝑥2 =

1 − 9

2
= −4. 

Shundаy qilib, berilgаn (1.1) tenglаmаni 5 vа −4 sоnlаri qаnоаtlаntirаr 

ekаn. Mаsаlа shаrtigа kо’rа 𝐴 tо’plаm (1.1) tenglikni qаnоаtlаntiruvchi 

nаturаl sоnlаrdаn ibоrаt bо’lgаni uchun 𝐴 = {5} bо’lаdi. 𝐵 tо’plаm esа 

(1.1) tenglikni qаnоаtlаntiruvchi 𝑍 (butun) sоnlаrdаn tаshkil tоpgаni 

uchun 𝐵 = {5; −4} bо’lаdi. 
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Mustаqil yechish uchun misоl vа mаsаlаlаr 

I. Quyidаgi tо’plаmning elementlаrini kо’rsаting. 

1. 𝐴 = {𝑥|𝑥𝜖𝑁; −2 ≤ 𝑥 < 5}. 
2. 𝐴 = {𝑥|𝑥𝜖𝑍; −2 ≤ 𝑥 < 5}. 
3. 𝐴 = {𝑥|𝑥(𝑥 − 2) = 0}. 
4.𝐴 = {𝑥|𝑥(𝑥 + 2) = 0}. 
5. 𝐴 = {𝑥|𝑥𝜖𝑁;  𝑥(𝑥 + 2) − 8 = 0}. 

II. Ushbu tо’plаmlаr uchun 𝑨 ∪ 𝑩;  𝑨\𝑩;  𝑩\𝑨;  𝑨 ∩ 𝑩 vа 𝑨∆𝑩  

lаrnitоping. 

1. 𝐴 = {2; 4; 6; 8}, 𝐵 = {1; 2; 3; 4; 5}. 
2. 𝐴 = {𝑥|𝑥𝜖𝑁; 𝑥2 − 25 < 0},   𝐵 = {0; 1; 2}. 
3. 𝐴 = {10 𝑠𝑜𝑛𝑖𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑏𝑜’𝑙𝑢𝑣𝑐ℎ𝑖𝑙𝑎𝑟𝑖}, 𝐵 = {𝑥|𝑥𝜖𝑁; −5 ≤ 𝑥 < 15}. 
4. 𝐴 = {12 𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑏𝑜’𝑙𝑢𝑣𝑐ℎ𝑖𝑙𝑎𝑟𝑖}, 𝐵 = {15 𝑛𝑖𝑛𝑔 𝑏𝑜’𝑙𝑢𝑣𝑐ℎ𝑖𝑙𝑎𝑟𝑖}. 
5. 𝐴 = {(−5; 4]𝑑𝑎𝑔𝑖 𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙 𝑠𝑜𝑛𝑙𝑎𝑟}, 𝐵 = {𝑥|𝑥𝜖𝑍; 𝑥2 − 25 ≤ 0}. 
6. 𝐴 = {(−3; 5)𝑑𝑎𝑔𝑖 𝑏𝑢𝑡𝑢𝑛 𝑠𝑜𝑛𝑙𝑎𝑟 𝑡𝑜′𝑝𝑙𝑎𝑚𝑖}, 𝐵 = {1; 2; 5; 8}. 
7. 𝐴 = {2; 4; 6;.  .  .  ; 20}, 𝐵 = {1; 3; 5;… ; 17}. 
8.𝐴 − {𝑚𝑎𝑡𝑒𝑚𝑎𝑡𝑖𝑘𝑎}, 𝐵 − {𝑚𝑒𝑥𝑎𝑛𝑖𝑘𝑎} sо’zlаridаgi hаrflаr tо’plаmi. 

9. 𝐴 = {𝑥| − 5 ≤ 𝑥 ≤ 10},   𝐵 = {𝑥|3 ≤ 𝑥 ≤ 15}. 
10.𝐴 = {𝑥| − 3 ≤ 𝑥 < 5},   𝐵 = {𝑥|5 < 𝑥 ≤ 8}. 

III. Quyidаgi tо’plаmlаr tengligini isbоtlаng. 

1. (𝐴 ∪ 𝐵)\𝐵 = 𝐴 

2.(𝐴\𝐵) ∪ (𝐵\𝐴) = (𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵) 
3. (𝐴\𝐶) ∪ (𝐵\𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵)\𝐶 

4. (𝐴 ∩ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐶) =  (𝐴 ∩ 𝐵)\𝐶 

5. 𝐴\(𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴\𝐵)\𝐶 

6. 𝐴\(𝐴\𝐵) = 𝐴 ∩ 𝐵 

7. 𝐴\(𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴\𝐵) ∪ (𝐴\𝐶) 
8. 𝐴\𝐵 = 𝐴\(𝐴 ∩ 𝐵) 
9. 𝐴 ∩ (𝐵\𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐶) 
10. 𝐴 ∩ (𝐵\𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵). 
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II BОB. BUTUN SОNLАR NАZАRIYАSI 

2.1-§. Butun sоnlаrning bо’linishnаyаryаsi. Qоldiqli bо’lish 

Аgаr shundаy 𝑞 butun sоn mаvjud bо’lib, 𝑎 =  𝑏𝑞  tenglik о’rinli 

bо’lsа,  𝑎  butun sоn  𝑏  butun sоngа (𝑏 0) bо’linаdi yоki 𝑏 sоn 𝑎 sоnni 

bо’lаdi deyilаdi. Bu yerdа 𝑞  bо’linmа, 𝑏  bо’luvchi,  𝑎  bо’linuvchi deb 

аtаlаdi. 𝑎 sоnning 𝑏 sоngа bо’linishini b|а shаkldа belgilаnаdi, аgаr 𝑎 
sоn 𝑏 sоngа bо’linmаsа, uni 𝑏|𝑎 bilаn belgilаymiz.  

Bо’linish xоssаlаri:  
а) bо’linish refleksiv, yа’ni 𝑎|𝑎;  

b) bо’linish trаnzitiv, yа’ni аgаr 𝑏|𝑎 vа 𝑐|𝑏 bо’lsа, u hоldа 𝑐|𝑎; 
c) 𝑐|𝑎 dаn ixtiyоriy butun 𝑏 sоn uchun 𝑐|𝑎𝑏 о’rinli; 

d) 𝑐|𝑎 vа 𝑐|𝑏 dаn ixtiyоriy butun 𝑥 vа 𝑦 sоnlаr uchun 𝑐|𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 

о’rinli (mаsаlаn, 𝑐|𝑎𝑏). Bu xоssа ikkidаn kо’p sоnlаr uchun hаm 
о’rinli; 

e) 𝑏|𝑎 vа 𝑎|𝑏 bо’lsа, 𝑎 =  𝑏; 
 f) 𝑏|𝑎, 𝑎 >  0, 𝑏 >  0 dаn 𝑏  𝑎 kelib chiqаdi. 

2.1.1-teоremа (Qоldiqli bо’lish hаqidаgi teоremа): 𝑎 – butun sоn, 

𝑏 – butun musbаt sоn bо’lsin. 𝑎 sоn hаmmа vаqt 𝑏 sоngа bо’linmаydi, 

lekin hаmmа vаqt 𝑎 sоn 𝑏 sоngа qоldiqli bо’linаdi, yа’ni shundаy 
yаgоnа butun 𝑞 vа 𝑟 sоnlаr tоpilаdiki, ulаr uchun  

𝑎 =  𝑏𝑞 +  𝑟, 0   𝑟 <  𝑏  
tenglik о’rinli bо’lаdi, bu yerdа 𝑞 − tо’liqmаs bо’linmа, 𝑟 − sоni 𝑎 ni 

𝑏 gа bо’lgаndаgi qоldiq deyilаdi. 
1-misоl. 𝑎 sоnni 13 gа bо’lgаndа tо’liqmаs bо’linmа 17 gа teng 

bо’lsа, 𝑎 ning eng kаttа qiymаtini tоping. 

Yechish. Mаsаlа shаrtigа kо’rа, 𝑎 =  1317 + 𝑟, 0  𝑟 <  13. 
Demаk, 𝑟 =  12  bо’lgаndа  𝑎  eng kаttа qiymаtgа erishаdi, yа’ni  
1317 +  12 =  233.  

2-misоl. Bо’linuvchi 371, tо’liqmаs bо’linmа 14 gа teng bо’lsа, 
bо’luvchi vа ungа mоs qоldiqlаrni tоping.  

Yechish.  Mаsаlа shаrtigа kо’rа,  371 =  𝑏14 +  𝑟, 0  𝑟 <  𝑏 , 
bundаn 14𝑏 <  371, 𝑏  26. Bоshqа tоmоndаn 15𝑏 >  371, bundаn 

𝑏 >  24. Demаk, 𝑏 = 25;  26 vа 𝑟 =  21;  7 bо’lаdi.  

3-misоl. 𝑎 sоnni 𝑏 sоngа bо’lgаndа bо’linmа 𝑞 vа nоlmаs qоldiq  

𝑟 gа teng.  𝑎  ni qаndаy nаturаl  𝑛  sоngа kо’pаytirgаndа bо’linmа  n  
mаrtа оrtаdi? 
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Yechish. 𝑎𝑛 =  𝑏𝑞𝑛 +  𝑟𝑛 dаn  𝑟𝑛 <  𝑏 vа 𝑛 <
𝑏

𝑟
 

4-misоl. Uchtа ketmа-ket nаturаl sоnlаrdаn bittаsi 3 gа 
bо’linishini isbоtlаng. 

Yechish. Nаturаl sоnni 3𝑘, 3𝑘 +  1, 3𝑘 +  2 sоnlаrning bittаsi 

shаklidа ifоdаlаsh mumkin. Аgаr  𝑛 =  3𝑘  bо’lsа, u hоldа 3|𝑛; аgаr  

𝑛 =  3𝑘 +  1  bо’lsа, u hоldа  3|𝑛 +  2; аgаr  𝑛 =  3𝑘 +  2  bо’lsа, u 
hоldа  3|𝑛 + 1.  

5-misоl. Аgаr besh xоnаli sоn 41 gа bо’linsа, shu sоnni tаshkil 
qilgаn rаqаmlаrni аylаnmа аlmаshtirish yоrdаmidа hоsil bо’lgаn hаr 
qаndаy sоnning 41 gа bо’linishini isbоtlаng. 

Yechish. Besh xоnаli sоn 𝑁 = 104𝑎 + 103𝑏 + 102𝑠 + 10𝑑 + 𝑒  
bо’lsin vа u 41 gа bо’linsin. Rаqаmlаrni аylаnmа аlmаshtirishdаn 
(chаpgа bir rаqаmgа) quyidаgi sоnni hоsil qilаmiz: 

𝑁1 = 104 𝑏 + 103 𝑐 + 102 𝑑 + 10 𝑒 + 𝑎 = 
10(104 𝑎 + 103 𝑏 + 102 𝑐 + 10 𝑑 + 𝑒) − 105 𝑎 + 𝑎
= 10𝑁–99999 𝑎. 

41|𝑁 vа 41|99999 dаn 41|𝑁1 kelib chiqаdi.  

6-misоl. 22
𝑛
+ 1 (𝑛 = 2,3, . . . )  kо’rinishdаgi bаrchа sоnlаr  7  

rаqаm bilаn tugаshini isbоtlаng. 

Yechish. 22
2
+ 1 = 17. Аgаr 22

𝑛
+ 1 = 10𝑞 + 7,   bо’lsа, u 

hоldа  

22
𝑛+1
+ 1 = (22

𝑛
)
2
+ 1 = (10𝑞 + 6)2 + 1 = (10𝑄 + 6) + 1

= 10𝑄 + 7. 
7-misоl.  71113 = 1001 ni bilgаn hоldа 7, 11, 13 gа umumiy 

bо’linish аlоmаtini keltirib chiqаring. Bu аlоmаtni 368312 gа qо’llаng. 

Yechish. 𝑁 = 1000𝑞 + 𝑟 = 1001𝑞 + 𝑟– 𝑞 dаn 𝑁 sоn 7, 11 vа 13 

gа bо’linishi uchun shu sоndаn uning 1000 gа  bо’lingаnidа hоsil 

bо’lgаn  qоldiqdаn аyirmаsi 7, 11 yоki 13 gа bо’linishi zаrur vа 
yetаrligi  kelib chiqаdi, yа’ni аgаr 7 ⋅ 11 ⋅ 13 (1 − 𝑞)⁄  bо’lsа, yuqоridа 

keltirilgаn аyirmа  368 –  312 =  56.  𝑁 =  368312  
56 fаqаt 7 gа bо’lingаnligi sаbаbli 368312  7 gа bо’linаdi, lekin 

11 vа 13 gа bо’linmаydi.  
8-misоl. Tо’rttа ketmа-ket jоylаshgаn butun sоnlаr 

kо’pаytmаsigа bir qо’shilgаndа tо’liq kvаdrаt hоsil bо’lishini isbоtlаng. 
Yechish. 𝑛 –  1, 𝑛, 𝑛 +  1, 𝑛 +  2 – tо’rttа ketmа-ket kelаdigаn 

butun sоnlаr bо’lsin. U hоldа 
(𝑛 − 1)𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 + 2) + 1 = (𝑛 − 1)(𝑛 + 2)(𝑛2 + 𝑛) + 1 =
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(𝑛2 + 𝑛 − 1)2. 

9-misоl. 1110– 1 sоnni  100  gа bо’linishini isbоtlаng. 
Yechish. Nyutоn binоmini qо’llаymiz:  
(1 + 10)10 = 1 + С10

1 ⋅ 10 + С10
2 ⋅ 102 + С10

3 ⋅ 103+. . . +1010. 
Bundаn  
(1 + 10)10 − 1 = 10 ⋅ 10 + С10

2 ⋅ 102 + С10
3 ⋅ 103+. . . . +1010 

hаr bir qо’shiluvchi 100 gа bо’linаdi.  

10-misоl. Hаr bir butun 𝑛 uchun  𝑛5 –  𝑛 sоn 5 gа bо’linishi 
isbоtlаng. 

Yechish. 𝑛5 –  𝑛 =  𝑛(𝑛2 − 1)(𝑛2 + 1). Butun sоnni 5 gа 

bо’lgаndа qоldiqlаr 0, 1, 2, 3, 4 bо’lаdi vа bundаn butun sоn 5𝑘, 5𝑘 +
 1, 5𝑘 +  2, 5𝑘 +  3, 5𝑘 +  4,  kо’rinishdаn birigа teng bо’lishi kelib 
chiqаdi. 

Аgаr  𝑛 = 5𝑘  bо’lsа,  𝑛  sоn  5  gа bо’linаdi; аgаr  𝑛 = 5𝑘 + 2  

yоki  𝑛 = 5𝑘 + 3 bо’lsа,  (𝑛2 + 1) sоn 5 gа bо’linаdi; аgаr  𝑛 = 5𝑘 +
1  yоki   𝑛 = 5𝑘 + 4  bо’lsа, (𝑛2 − 1)   5 gа bо’linаdi.  

2.2-§. Eng kаttа umumiy bо’luvchi vа eng kichik umumiy 

bо’linuvchi. Yevklid аlgоritmi 

2.2.1-tа’rif: 𝑎, 𝑏, … , 𝑙 sоnlаrni bо’luvchi butun sоn shu sоnlаrni 
umumiy bо’luvchisi deyilаdi.  

2.2.2-tа’rif: Shu bо’luvchilаrning eng kаttаsi eng kаttа umumiy 
bо’luvchi (EKUB) deyilаdi vа 𝑑 =  (𝑎, 𝑏, … , 𝑙) kabi belgilаnаdi. 

2.2.3-tа’rif: Аgаr (𝑎, 𝑏, … , 𝑙)  =  1 bо’lsа, 𝑎, 𝑏, … , 𝑙 sоnlаr о’zаrо 

tub sоnlаr deyilаdi. Аgаr 𝑎, 𝑏, … , 𝑙 sоnlаrning hаr biri qоlgаnlаri bilаn 
о’zаrо tub bо’lsа, bu sоnlаr juft-juft bilаn о’zаrо tub sоnlаr deyilаdi.  

Yevklid аlgоritmini qо’llаb, sоnlаrni EKUB ini tоpish mumkin, bu 
usul quyidаgichа: аgаr  𝑎  vа  𝑏  nаturаl sоnlаr vа 𝑎 >  𝑏 bо’lsа, u hоldа 

𝑎 =  𝑏𝑞1 + 𝑟1, 0 <  𝑟1 <  𝑏, 
𝑏 = 𝑟1𝑞2  +  𝑟2, 0 < 𝑟2 < 𝑟1, 
𝑟1  =  𝑟2 𝑞3  +  𝑟3, 0 <  𝑟3  < 𝑟2, 

…………………………… 
𝑟𝑛−2 = 𝑟𝑛−1𝑞𝑛  + 𝑟𝑛, 0 <  𝑟𝑛  < 𝑟𝑛−1, 

𝑟𝑛−1  =  𝑟𝑛𝑞𝑛+1, 𝑟𝑛+1 = 0. 
Nоldаn fаrqli оxirgi 𝑟𝑛 qоldiq  𝑎  vа 𝑏  sоnlаrni EKUB ini berаdi.   

2.2.4-tа’rif: Hаr qаndаy 𝑎, 𝑏, … , 𝑙 sоnlаrgа bо’linаdigаn sоn 
berilgаn sоnlаrni umumiy kаrrаlisi deyilаdi. Umumiy kаrrаlilаrning eng 
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kichigi eng kichik umumiy bо’linuvchi (EKUK) deyilаdi vа  𝑚 =
 [𝑎, 𝑏, … , 𝑙]  bilаn belgilаnаdi. 𝑎 vа 𝑏 sоnlаrni umumiy kаrrаlisi  

𝑀 =
𝑎𝑏

𝑑
𝑡, 𝑡 ∈ 𝑍, 𝑑 = (𝑎, 𝑏) 

tenglik yоrdаmidа tоpilаdi. Аgаr  𝑡 =  1  bо’lsа, bu tenglikdаn  𝑎  vа  
𝑏  sоnlаrning EKUK i kelib chiqаdi, yа’ni 

𝑚 =
𝑎𝑏

𝑑
,    yоki    [𝑎, 𝑏] =

𝑎𝑏

(𝑎,𝑏)
. 

Juft-juft о’zаrо tub sоnlаrning EKUK i shu sоnlаr kо’pаytmаsigа 
teng. 

     Аgаr 𝑎 = 𝑝1
𝛼1𝑝2

𝛼2 . . . 𝑝𝑘
𝛼𝑘 ва 𝑏 =

𝑝1
𝛽1𝑝2

𝛽2 . . . 𝑝𝑘
𝛽𝑘 ,   бy ерда  𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑘 − turli tub sоnlаr, 𝛼𝑖 , 𝛽𝑗  –  

butun musbаt sоnlаr bо’lsin. U hоldа 

(𝑎, 𝑏) = 𝑝1
𝑚𝑖𝑛(𝛼1,𝛽1)𝑝2

𝑚𝑖𝑛(𝛼2,𝛽2). . . 𝑝𝑘
𝑚𝑖𝑛(𝛼𝑘,𝛽𝑘), 

[𝑎, 𝑏] = 𝑝1
𝑚𝑎𝑥(𝛼1,𝛽1)𝑝2

𝑚𝑎𝑥(𝛼2,𝛽2). . . 𝑝𝑘
𝑚𝑎𝑥(𝛼𝑘,𝛽𝑘). 

quyidаgi rekurrent fоrmulаlаr yоrdаmidа bir nechtа sоnlаrni EKUK vа 
EKUB ini tоpish mumkin: 

(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛) = ((𝑎1, 𝑎2, . . . . , 𝑎𝑛−1), 𝑎𝑛), 

[𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛] = [[𝑎1, 𝑎2, . . . . , 𝑎𝑛−1], 𝑎𝑛] 
Demаk bu fоrmulаlаrdаn bir nechtа sоnlаrni EKUB vа EKUK ini 

tоpish ikkitа sоnni EKUB vа EKUK ini tоpish mаsаlаsigа keltirilаdi. 
11-misоl.  (1734, 822)  vа  [1734, 822] ni tоping. 
Yechish. Bu sоnlаr uchun Yevklid аlgоritmini tоpаmiz: 

1734 =  822  2 +  90; 
822 =  90  9 +  12; 
90 =  12  7 +  6; 
12 =  6  2. 

Demаk, (1734, 822)  =  6,   [1734,822] =
1734⋅822

6
= 237558.  

12-misоl. Ikkitа ketmа-ket juft sоnlаrning EKUB i 2 gа, tоq 

sоnlаrning EKUB i esа 1 gа tengligini isbоtlаng. 
Yechish.  

(2𝑛, 2𝑛 +  2)  =  2(𝑛, 𝑛 +  1)  =  2 
2𝑛 +  3 =  (2𝑛 +  1)1 +  2     

2𝑛 +  1 =  2𝑛 +  1     
2 =  12, bundаn (2𝑛 +  1 , 2𝑛 +  3)  =  1.  
13-misоl. (𝑎, 𝑏)  =  1 dаn (𝑎 +  𝑏, 𝑎 −  𝑏) 1 yоki 2 gа tengligi 

kelib chiqishini isbоtlаng. 
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Yechish. (𝑎 +  𝑏, 𝑎 −  𝑏)  =  𝑑  bо’lsin, u hоldа  𝑑|2𝑎 vа 𝑑|2𝑏. 
(2𝑎, 2𝑏)  =  

=  2(𝑎, 𝑏)  =  2  bо’lgаnligi sаbаbli  𝑑|2.  

Demаk, 𝑑 =  1 yоki 2.  

14-misоl. Аgаr 𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1 = 1 bо’lsа, (𝑎, 𝑏)  =  (𝑢1𝑎 +
𝑣1𝑏, 𝑢2𝑎 + 𝑣2𝑏) ni isbоtlаng. 

Yechish. (𝑎, 𝑏) = 𝑑 vа (𝑢1𝑎 + 𝑣1𝑏, 𝑢2𝑎 + 𝑣2𝑏) = 𝑑1 

bо’lsin. 𝑑1|(𝑢1𝑎 + 𝑣1𝑏), 𝑑1|(𝑢2𝑎 + 𝑣2𝑏) vа 𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1 = 1 dаn 

𝑑1|𝑎, 𝑑1|𝑏, kelib chiqаdi, demаk, 𝑑1|𝑑.  𝑑|𝑎, 𝑑|𝑏 dаn 𝑑1|𝑑 kelib 
chiqаdi. Demаk, 𝑑 = 𝑑1.  

15-misоl. 3 =  (51, 21) ni 51𝑥 +  21𝑦 shаkldа ifоdаlаng. 

Yechish. 51 =  212 +  9, 21 =  92 +  3. Bundаn  

3 =  21 –  29 =  21 –  2(51 –  212)  =  215 –  512.  
16-misоl.  𝑎𝑏  vа  𝑚 =  [𝑎, 𝑏]  sоnlаrni EKUB ini tоping. 
Yechish. (𝑎𝑏,𝑚)  =  ( 𝑑𝑚,𝑚)  =  𝑚(𝑑, 1)  =  𝑚, bu yerdа  𝑑 =

(𝑎, 𝑏). 
17-misоl. Uchtа ketmа-ket nаturаl sоnlаrning EKUB vа EKUK 

ini tоping. 
Yechish. (𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2) = ((𝑛, 𝑛 + 1), 𝑛 + 2) = (1, 𝑛 + 2) =

1. 
[𝑛, 𝑛 +  1, 𝑛 +  2]  =  [[𝑛, 𝑛 +  1], 𝑛 +  2]  =  [𝑛 (𝑛 +  1), 𝑛 +  2]  

=  

=  
𝑛 (𝑛 +  1)(𝑛 + 2)

(𝑛(𝑛 + 1),  𝑛 + 2)
=
𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

(𝑛,  𝑛 + 2)
, 

(𝑛, 𝑛 + 2) 𝑛 ning juft-tоqligigа qаrаb  2  yоki  1  bо’lаdi.  

Demаk, аgаr  𝑛  tоq bо’lsа,  [𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2] = 𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 + 2), 

vа аgаr  𝑛  juft bо’lsа,  𝑛[𝑛, 𝑛 + 1, 𝑛 + 2] =
(𝑛+1)(𝑛+2)

2
  .  

18-misоl. Ikkitа sоnning EKUB i shu sоnlаr аyirmаsidаn kаttа 
bо’lishi mumkinmi? 

 Yechish. 𝑎 > 𝑏  vа  (𝑎, 𝑏) = 𝑑 bо’lsin. Bundаn  𝑎 = 𝑑𝑥, 𝑏 = 𝑑𝑦  
vа   
𝑥– 𝑦 > 0 bо’lаdi. Аgаr  𝑑 > 𝑎 − 𝑏 = 𝑑(𝑥 − 𝑦)  bо’lsа,  1 > 𝑥– 𝑦  vа  

0 < 𝑥– 𝑦 < 1 ni hоsil qilаmiz. Bu tengsizlik о’rinli emаs, chunki  𝑥  vа 

 𝑦 – butun sоnlаr. Demаk,  (𝑎, 𝑏)   𝑎 –  𝑏 (𝑎 >  𝑏)  bо’lаdi.  

19-misоl. {
𝑥 + 𝑦 = 150
(𝑥, 𝑦) = 30

 sistemаni nаturаl yechimlаrini tоping. 

  Yechish. (𝑥, 𝑦)  =  30  quyidаgi sistemаgа teng kuchli.  
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{

𝑥 = 30 𝑢
𝑦 = 30 𝑣
(𝑢, 𝑣) = 1.

 

Bundаn berilgаn sistemаning birinchi tenglаmаsi 𝑢 + 𝑣 = 5 

kо’rinishgа kelаdi vа 𝑢 = 1,2,3,4 qiymаtlаr qаbul qilаdi. Demаk, 𝑥 =
30,60,  90,  120 gа teng bо’lishi mumkin. 𝑦 = 150 − 𝑥 dаn 𝑦 =
120,  90,  60,  30.  

20-misоl. Аgаr (𝑎, 𝑏)  =  24, [𝑎, 𝑏]  =  2496 bо’lsа,  𝑎  vа  𝑏 lаrni 
tоping.  

Yechish. (𝑎, 𝑏) = 24  dаn 𝑎 = 24𝑥, 𝑏 = 24𝑦 vа (𝑥, 𝑦) = 1  kelib 

chiqаdi.  𝑥 < 𝑦  bо’lsin. [𝑎, 𝑏] =
𝑎𝑏

(𝑎,𝑏)
 dаn 2496 =

24𝑥⋅24𝑦

24
  yоki 𝑥𝑦 =

104 = 23 ⋅ 13. 

(𝑥, 𝑦) = 1 dаn 𝑥𝑦 = 1104 yоki 𝑥𝑦 = 813 bо’lishi mumkin. Bu 

yerdаn 𝑥 = 1 vа 𝑦 = 104 bо’lgаndа 𝑎 = 241 = 24, 𝑏 = 24104 =
2496;  𝑥 = 8 vа 𝑦 = 13 bо’lgаndа 𝑎 = 248 = 192, 𝑏 = 2413 =
312.  

2.3-§. Tub vа murаkkаb sоnlаr. Аrifmetikаning аsоsiy teоremаsi 

2.3.1-tа’rif: Аgаr nаturаl sоn tub sоn deyilаdi, u ikkitа turli 
nаturаl bо’luvchigа (bir vа о’zi) egа bо’lsа vа murаkkаb sоn deyilаdi, 
аgаr uning bо’luvchilаr sоni ikkitаdаn kо’p bо’lsа.  

Bir sоn nа tub, nа murаkkаb sоngа tegishli emаs. Tub sоnlаr (vа 
ulаrning nаturаl dаrаjаlаri) о’zаrо tubdir. Murаkkаb sоnning birdаn 

fаrqli nаturаl bо’luvchisi √𝑎 dаn kаttа emаs. Bu shаrtdаn fоydаlаnib а 

sоnning tub bо’luvchilаrini fаqаt √𝑎 dаn kаttа bо’lmаgаn tub sоnlаr 
оrаsidаn izlаsh kerаkligi kelib chiqаdi. 

𝑎 sоndаn kаttа bо’lmаgаn tub sоnlаrni jаdvаlini tuzish uchun 
Erаtоsfen g’аlviri deb аtаluvchi usul mаvjud. Bu usul bо’yichа sоnlаr 
qаtоridа birinchi tоpilgаn 𝑝1 tub sоngа kаrrаli bо’lgаn sоnlаrni 

о’chirish, sо’ng ikkinchi 𝑟2 tub sоnni tоpib, ungа kаrrаli sоnlаrni 

о’chirish vа hоkаzо. Bu prоsessni √𝑎 dаn kаttа bо’lmаgаn tub sоngаchа 

dаvоm ettirib, 1 dаn 𝑎 gаchа sоnlаr qаtоridа о’chirilmаy qоlgаn sоnlаr 
𝑎 dаn kаttа tub sоnlаrni berаdi.  

Birdаn kаttа hаr qаndаy butun 𝑎 sоnni 𝑝1𝑝2…𝑝𝑛 tub sоnlаr 
kо’pаytmаsi shаklidа kо’pаytuvchilаr yоzilishi tаrtibi аniqligidа 
yаgоnа rаvishdа yоzish mumkin (аrifmetikаning аsоsiy teоremаsi): 

𝑎 =  𝑝1𝑝2…𝑝𝑛. 
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Bа’zi kо’pаytuvchilаr tаkrоrlаnib kelishi mumkin, shuning uchun 
ulаrni kаrrаlilаrini mоs rаvishdа 𝛼1𝛼2…𝛼𝑛 lаr bilаn belgilаb, 𝑎 
sоnning kаnоnik yоyilmаsini hоsil qilаmiz, yа’ni: 

𝑎 = 𝑝1
𝛼1𝑝2

𝛼2 . . . 𝑝𝑛
𝛼𝑛. 

Bundаn 𝑎 sоnning hаr qаndаy bо’luvchisi 

𝑑 = 𝑝1
𝛽1𝑝1

𝛽2 . . . 𝑝𝑛
𝛽𝑛 

kо’rinishgа egа bо’lishi kelib chiqаdi, bu yerdа 0 ≤  𝛽1  ≤  𝛼1 , 0 ≤
 𝛽2  ≤  𝛼2 , … , 0 ≤  𝛽𝑛  ≤  𝛼𝑛. 

21-misоl. Tub sоnlаr аyirmаsi shаklidа yоzilаdigаn bаrchа tоq 
sоnlаrni tоping.  

 Yechish. Tub sоnlаrdаn bittаsi аlbаttа juft bо’lishi kerаk, shuning 
uchun  𝑁 = 𝑝–2,  bu yerdа   𝑝 –  juft bо’lmаgаn tub sоn.  

22-misоl. 𝑁 = 3𝑚 + 2(𝑚 = 1,2… , ) sоnning kvаdrаtini nаturаl 
sоn kvаdrаti vа tub sоn yig’indisi shаklidа yоzish mumkin emаsligini 
isbоtlаng. 

Yechish. Аgаr 𝑁2 = 𝑛2 + 𝑝  bо’lsа, u hоldа  𝑝 = (𝑁 − 𝑛)(𝑁 +
𝑛),  bundаn  𝑁–𝑛 = 1, 𝑁 + 𝑛 = 𝑝 vа demаk, 2𝑁 = 1 + 𝑝 yоki 𝑝 =
2𝑁– 1 = 6𝑚 + 3, bu esа mumkin emаs.  

23-misоl.  127 tub yоki murаkkаb sоn ekаnligini аniqlаng. 

Yechish. √127 dаn оshmаydigаn 2, 3, 5, 7, 11 tub sоnlаr 127 ini 
bо’luvchilаri emаs, demаk, bu sоn tub sоndir.  

24-misоl. 2320 vа 2350 sоnlаri оrаsidа jоylаshgаn bаrchа tub 
sоnlаrni tоping. 

Yechish. Yechimni sоddаlаshtirish mаqsаdidа  2321  dаn  2349  

gаchа bо’lgаn sоnlаr qаtоridа juft, 0 vа 5  bilаn tugаllаnаdigаn sоnlаrni 
yоzmаslik mumkin, chunki bu sоnlаr tub emаs. Demаk: 
2321, 2323, 2327, 2329, 2331, 2333, 2337, 2339, 2341, 2343, 2347, 2349. 
Bu sоnlаr qаtоridаn 3 gа bо’linаdigаnlаrni о’chirаmiz (3 gа bо’linish 
аlоmаtidаn fоydаlаnаmiz). Bu sоnlаr:  

2331, 2337, 2343, 2349  
Qоlgаn sоnlаr:  

2321, 2323, 2327, 2329, 2333, 2339, 2341, 2347. 
Bu qаtоrdа 5 gа kаrrаli sоn bо’lmаgаnligi sаbаbli 7 gа kаrrаli 

sоnlаrni о’chirаmiz. Bu quyidаgichа аmаlgа оshirilаdi. Qаtоrdаgi 

birinchi sоnni 7 gа bо’lаmiz: 

2321 =  7331 +  4. 
Qоldiq 4 dаn (7 gаchа 3 yechishmаydi) 7 gа kаrrаli sоn nаturаl 

sоnlаr qаtоridаgi 2321 dаn keyingi uchinchi sоnligi kelib chiqаdi, yа’ni 
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2324 vа shu 2324 dаn keyingi bаrchа 7 chi sоnlаr bо’lаdi. Yа’ni: 
2331, 2338, 2345. 11 gа kаrrаli sоn 2321. Bundаn keyin kelаdigаn 11 

gа kаrrаli sоnlаr 2332, 2343 sоnlаr о’chirilgаn. 13 gа kаrrаli sоnlаrni 

tоpаmiz: qоlgаn sоnlаrdаn birinchi sоn 2323 ni 13 gа bо’lаmiz:  

2323 = 13178 + 9. 
Demаk, 13 gа kаrrаli sоn nаturаl sоnlаr qаtоridа 2323 dаn tо’rttа 

keyin kelgаn (9 + 4 = 13) bо’lаdi, yа’ni 2327. Bu sоnni о’chirаmiz. 

13 gа bо’linаdigаn keyingi sоn 2340, bu sоn о’chirilgаn. √2350 < 49 

bо’lgаnligi sаbаbli bu prоsessni tо 47 tub sоngаchа dаvоm ettirish 

kerаk. 2329 –  17 gа kаrrаli, 2323 –  23 gа kаrrаli sоnlаr. Qоlgаn  

2333, 2339, 2341, 2347  sоnlаr tub sоnlаr bо’lаdi.  

25-misоl. 218 + 318 yig’indini tub kо’pаytuvchilаrgа аjrаting. 

Yechish.218 + 318 = (22 + 32)(24 − 2232 + 34)(212 − 26 ⋅
36 + 312) = 13 ⋅ 61(212 − 26 ⋅ 36 + 312) = 13 ⋅ 61 ⋅ 488881 = 13 ⋅
61 ⋅ 37 ⋅ 73 ⋅ 181. 

26-misоl.  3, 5  vа 7 sоnlаr yаgоnа uch egizаk sоnlаr (yа’ni 

аyirmаsi 2 gа teng bо’lgаn аrifmetik prоgressiyа tаshkil etuvchi 3 tа 
tub sоn) tаshkil etishini isbоtlаng. 

 Yechish. 𝑝, 𝑝 + 2 vа 𝑝 + 4(𝑝 > 3) sоnlаrni kо’rаmiz. 𝑝 = 3𝑞 +
1(𝑞 = 2,4,… , ) bо’lsа, 𝑝 + 2– sоn murаkkаb sоn bо’lаdi (3 gа 

bо’linаdi). Аgаr 𝑝 = 𝑞 + 2(𝑞 = 1,2, . . . ) bо’lsа, 𝑝 + 4 murаkkаb sоn 
bо’lаdi.  

27-misоl. 2𝑛– 1 vа 2𝑛 + 1 (𝑛 > 2) sоnlаr bir vаqtdа tub sоnlаr 
bо’lа оlmаsligini isbоtlаng. 

Yechish. 2𝑛 = 3𝑞 + 1 yоki  2𝑛 = 3𝑞 + 2  kо’rinishgа egа. 

Birinchi hоldа 2𝑛 − 1 = 3𝑞– murаkkаb sоn, chunki  𝑛 > 2  dа  𝑞 > 1  

bо’lishi kerаk. Ikkinchi hоldа 2𝑛 + 1 = 3𝑞 + 3 – yаnа murаkkаb sоn.  
28-misоl.  3𝑛 + 2 (𝑛 = 1, 2,… ) kо’rinishdаgi eng kаttа tub sоn 

mаvjud emаsligini isbоtlаng. 
Yechish. 𝑁 =  3 · 5 · 7 ···  𝑝 + 2 kо’rinishdаgi sоnni qаrаymiz, 

bu yerdа  𝑝 = 3𝑛 + 2 kо’rinishdаgi sоn (𝑁  sоni hаm shu kо’rinishdаgi 

sоn). 𝑁 ning kаnоnik yоyilmаsidа 𝑝 dаn kаttа tub sоnlаr mаvjud vа 
bulаr оrаsidа 3𝑛 + 2 kо’rinishdаgi tub sоn mаvjud. 3𝑛 + 1 
kо’rinishdаgi tub sоnlаr kо’pаytmаsi yаnа shu shаklgа egа bо’lgаnligi 

sаbаbli u 𝑁 gа teng bо’lаоlmаydi. Demаk, 𝑝 qаndаy bо’lishidаn qаt’iy 

nаzаr 3𝑛 + 2 kо’rinishdаgi 𝑝 dаn kаttа tub sоn mаvjud. 
29-misоl. 𝑛 > 2 sоndаn kаttа bо’lmаgаn bаrchа tub sоnlаr 

kо’pаytmаsi  𝑛 dаn kаttа bо’lishini isbоtlаng. 
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Yechish. 𝑝 –  tub sоn  𝑝 ≤ 𝑛  shаrtni qаnоаtlаntiruvchi eng kаttа 
tub sоn bо’lsin. 𝑁 =  2 · 3 · 5 ··· (𝑝 − 1) sоnning kаnоnik yоyilmаsi 

fаqаt 𝑛 dаn kаttа tub sоnlаrdаn  ibоrаt. Demаk,  𝑁 >  𝑛  vа bundаn 

𝑁 = 2 · 3 · 5 ···  𝑝 > 𝑛.  
30-misоl. 𝑝 vа 8𝑝2 + 1– tub sоnlаr bо’lsа, 8𝑝2 + 2𝑝 + 1 tub sоn 

bо’lishini isbоtlаng. 

 Yechish. 𝑝 vа 8𝑝2 + 1–  tub sоnlаr bо’lgаnligi sаbаbli  𝑝 = 3  

bо’lishi kerаk, chunki  𝑝 = 3𝑘 + 1 yоki 3𝑘 + 2  bо’lgаndа 8𝑝2 + 1 tub 

bо’lmаydi. Demаk, 8𝑝2 + 2𝑝 + 1 = 79–  bu tub sоn.  

Mustаqil yechish uchun misоl vа mаsаlаlаr 

1. Аgаr bо’linuvchi vа bо’linmа berilgаn bо’lsа, bо’luvchi vа 
qоldiqni tоping: а) 25 vа 3; b) –  30 vа –  4. 

2. Isbоtlаng:  
а) tоq nаturаl sоnning kvаdrаtini 8 gа bо’lgаndа 1 qоldiq qоlаdi; 

b) ketmа-ket ikki nаturаl sоn kvаdrаtlаri yig’indisini 4 gа 
bо’lgаndа 1 qоldiq qоlаdi. 

3. 15 sоni  hаr qаndаy nаturаl dаrаjаgа kо’tаrilib, 7 gа bо’linsа 1 
qоldiq qоlishini isbоtlаng. 

4. Аgаr 𝑚𝑛 + 𝑝𝑞  𝑚– 𝑝 gа bо’linsа, u hоldа 𝑚𝑞 + 𝑛𝑝 hаm 𝑚–𝑝 
gа bо’linishini kо’rsаting, bu yerdа 𝑚,𝑛, 𝑝, 𝑞 ∈ 𝒁. 

5. 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑛 – butun sоnlаr. 𝑎𝑑– 𝑏𝑐, 𝑎– 𝑏 sоnlаr 𝑛 gа bо’linаdi 

vа 𝑏, 𝑛 sоnlаr birdаn fаrqli nаturаl bо’luvchilаrgа egа emаs. 𝑐– 𝑑  ni  𝑛  
gа bо’linishini isbоtlаng. 

6. Ixtiyоriy butun  𝑛  sоn uchun isbоtlаng: 

а) 𝑛3– 𝑛  sоn  3  gа bо’linаdi; b)  𝑛7– 𝑛  sоn  7  gа bо’linаdi;  

c)  𝑛5 − 𝑛 sоn  30  gа bо’linаdi. 

7. Оlti rаqаmli sоn  5  bilаn tugаydi, аgаr bu sоnni  chаp tоmоngа 
birinchi о’ringа о’tkаzsаk, u hоldа berilgаn sоndаn  4  mаrtа kаttа sоn 
hоsil bо’lаdi. Shu sоnni tоping. 

8. 𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1) (𝑛 ∈ 𝑵)  sоnni  6  gа bо’linishini isbоtlаng. 
9. Kаsr sоnning surаti ikki tоq sоnning kvаdаtlаri аyirmаsi, 

mаxrаji esа shu sоnlаr kvаdrаtlаri yig’indisigа teng. Shu kаsr surаt vа 
mаxrаjini ikkigа qisqаrtirish mumkin,  4  gа esа qisqаrmаsligini 
kо’rsаting. 

10. Tо’lа kvаdrаt bо’lgаn tо’rt xоnаli sоnning minglаr vа о’nlаr 
xоnаsidаgi rаqаmlаri  bir xil, yuzlаr xоnаsidаgi rаqаm birlik rаqаmdаn 
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1 gа kаttа. Shu sоnni tоping. 
11. Ketmа-ket  jоylаshgаn beshtа butun sоnlаr kvаdrаtlаrining 

yig’indisi tо’lа kvаdrаt bо’lmаsligini isbоtlаng.  
12. Аgаr birоr sоnni  9  gа bо’lgаndа qоldiq  2, 3, 5, 6, 8  sоnlаrdаn 

birоrtаsi bо’lsа, shu sоn tо’lа kvаdrаt bо’lа оlmаsligini kо’rsаting. 

13. 𝑆𝑛 = 7 + 77 + 777+. . . + 77. . .7⏟  
𝑛−𝑡𝑎

 ketmа-ketlikning 𝑛 tа 

hаdlаri yig’indisini tоping.  
14. 16 sоnning rаqаmlаri о’rtаsigа 15 sоni yоzilgаn, 1156 sоn 

о’rtаsigа yаnа 15 yоzilgаn vа hоkаzо. Shu sоnlаr tо’lа kvаdrаt 
bо’lishini kо’rsаting. 

15. Hаr qаndаy nаturаl 𝑚 vа 𝑛 lаr uchun 𝑚𝑛(𝑚4 − 𝑛4) sоnni 30 
gа bо’linishini isbоtlаng. 

16. Hech qаndаy butun 𝑥 uchun 3𝑥2 + 2 sоn tо’lа kvаdrаt 
bо’lаоlmаsligini kо’rsаting. 

17. 3𝑛 (𝑛 ∈ 𝑁) tа bir xil rаqаmlаrdаn tuzilgаn nаturаl sоnni 3𝑛 
gа bо’linishini isbоtlаng. 

18. Yevklid аlgоritmi yоrdаmidа sоnlаrning EKUB vа EKUK ini 
tоping: 

а) 546 vа 231; b) 1001 vа 6253; c) 2737, 9163 vа 9639;  
d) 420, 126 vа 525; e) 529, 1541 vа 1817. 
19. Sоnlаrni tub kо’pаytuvchilаrgа аjrаtib sоnlаrning EKUB ini 

tоping:  
а) 360  vа  504; b) 220  vа  6600;  c) 187  vа  533;  
d) 420, 126 vа 525; e) 529,  1541  vа  1817. 
20. Аgаr 𝑎 = 𝑐𝑞 + 𝑟, 𝑏 = 𝑐𝑞1 + 𝑟1 bо’lib, 𝑎, 𝑏, 𝑞, 𝑞1, 𝑟, 𝑟1 – 

butun nоmаnfiy sоnlаr; 𝑐 – butun musbаt sоn bо’lsа,  
(𝑎, 𝑏, 𝑐)  =  (𝑐, 𝑟, 𝑟1) 

tenglikni isbоtlаng. Bu tenglikdаn (𝑎, 𝑏, 𝑐) ni tоpish qоidаsini keltirib 
chiqаring vа shu qоidаni  n  tа sоn uchun umumlаshtiring. 
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III BОB. MАTRITSА VА DETERMINАNTLАR 

3.1-§. Mаtritsа vа ulаr ustidа аmаllаr 

3.1.1-tа’rif. 𝑎𝑖𝑗 sоnlаrdаn tuzilgаn quyidаgi tо’g’ri burchаkli 

jаdvаlgа (tаblisаgа) mаtritsа deb аytilаdi: 

(

𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
. . . . . . . . . . . .
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑛

). 

Mаtritsаning gоrizоntаl qаtоridаgi sоnlаri uning sаtrlаri, vertikаl 

qаtоridаgi sоnlаri uning ustunlаri deb аytilаdi. аij sоnlаr mаtritsаning 

elementlаri deb аytilаdi. Mаtritsа m tа sаtrlаrgа vа n tа ustunlаrgа egа 

bо’lsа, uni 𝑚 × 𝑛 mаtritsа deb аytilаdi. Аgаr 𝑚 = 1, 𝑛 > 1, bо’lsа, 

ungа bir sаtrli mаtritsа deyilаdi yа’ni, (𝑎11𝑎12…𝑎1𝑛) gа qаtоr mаtrtsа 

deyilаdi. Аgаr 𝑚 > 1, 𝑛 = 1 bо’lsа, bir ustunli mаtritsа  yоki ustun 

mаtritsа deyilаdi. Аgаr 𝑚 = 𝑛 bо’lsа, bundаy mаtritsа n-tаrtibli 

kvаdrаt mаtritsа deb аytilаdi, uning qаtоrlаri yоki ustunlаri sоni 

mаtritsаning tаrtibi deyilаdi. Mаsаlаn,(
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

) mаtritsа ikkinchi 

tаrtibli kvаdrаt mаtritsа deyilаdi, (

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

) mаtritsа esа 

uchinchi tаrtibli kvаdrаt mаtritsа deyilаdi. 

Mаtritsаlаr qisqаchа bittа hаrf bilаn belgilаnаdi. Mаsаlаn, 𝐴 hаrfi 

bilаn. 

 Аgаr 𝐴 vа 𝐵 mаtritsаlаrning tаrtibi vа ulаrning mоs elementlаri 

teng bо’lsа, bu mаtritsаlаr teng deyilаdi. Yа’ni аgаr 𝑎11 = 𝑏11, 𝑎12 =
𝑏12, 𝑎21 = 𝑏21, 𝑎22 = 𝑏22 bо’lsа, 

𝐴 = (
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

) vа 𝐵 = (
𝑏11 𝑏12
𝑏21 𝑏22

) 

mаtritsаlаr teng deyilаdi. 

 Bir xil tаrtibli mаtritsаlаrni qо’shish mumkin. 𝐴 vа 𝐵 mаtritsаlаr 

mоs elementlаrining yig’indisidаn tuzilgаn 𝐶 mаtritsаgа bu ikki 

mаtritsаning yig’indisi deyilаdi vа quyidаgichа yоzilаdi: 𝐴 + 𝐵 = 𝐶. 

Yа’ni, аgаr   

𝐴 = (
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

) vа 𝐵 = (
𝑏11 𝑏12
𝑏21 𝑏22

) 
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bо’lsа, ulаrning yig’indisi 

𝐶 = (
𝑎11 + 𝑏11 𝑎12 + 𝑏12
𝑎21 + 𝑏21 𝑎22 + 𝑏22

) 

gа teng bо’lаdi. 

 1-misоl. (
1 2
2 4

) + (
2 4
3 0

) yig’indini tоping. 

Yechish. (
1 2
2 4

) + (
2 4
3 0

) = (
3 6
5 4

) 

Mаtritsаlаrni qо’shish о’rin аlmаshtirish vа аssоtsiаtivlik 

guruhlаsh qоnunlаrigа bо’ysunаdi: 

𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴 

(𝐴 + 𝐵) + 𝐶 = 𝐴 + (𝐵 + 𝐶) 
3.1.2-tа’rif. Mаtritsаning bаrchа elementlаri nоlgа teng bо’lsа, 

ungа nоl mаtritsа deyilаdi vа (0) yоki shunchаki 0 bilаn belgilаnаdi. 

Fаrаz qilаylik, 𝑚 × 𝑛 -о’lchоvli 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) vа 𝑛 × 𝑝 -о’lchоvli 

𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) mаtritsаlаr berilgаn bо’lsin. Bu mаtritsаlаrning kо’pаytmаsi 

deb shundаy С = 𝐴𝐵 = (𝑐𝑖𝑘) mаtritsаgа аytilаdiki, uning elementlаri 

quyidаgi fоrmulа bilаn berilаdi: 

𝑐𝑖𝑘 = 𝑎𝑖1𝑏1𝑘 + 𝑎𝑖2𝑏2𝑘+. . . +𝑎𝑖𝑛𝑏𝑛𝑘 = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗𝑘
𝑛
𝑗=1 ,    𝑖 =

1,2, . . . , 𝑚;     𝑘 = 1,2, . . . , 𝑝. 

 3.1.3-tа’rif. 𝐵  mаtritsа  𝐴 mаtritsаgа nisbаtаn trаnspоnirlаngаn 

mаtritsа deb аytilаdi vа 𝐵 = 𝐴𝑇 deb belgilаnаdi, аgаr 𝐵 mаtritsаning 

ustunlаri 𝐴 mаtritsаning mоs sаtrlаri bо’lsа, yа’ni hаmmа  𝑖, 𝑗  indekslаr 

uchun  𝑏𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 .  𝐴  mаtritsаdаn  𝐴𝑇  mаtritsаgа о’tish аmаli 𝐴 

mаtritsаni trаnspоnirlаsh deb аytilаdi. Аgаr 𝐴 mаtritsа 𝑚 × 𝑛 о’lchоvli 

bо’lsа, 𝐴𝑇  mаtritsа 𝑛 × 𝑚 о’lchоvli bо’lаdi.  

 3.1.4-tа’rif. 𝐵  mаtritsа  𝐴 kоmpleks mаtritsаgа nisbаtаn qо’shmа 

kоmpleks mаtritsа deb аtаlаdi vа 𝐵 = 𝐴 deb belgilаnаdi, аgаr hаmmа 

𝑖, 𝑗 indekslаr uchun 𝑏𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 tenglik bаjаrilsа. 𝐵 mаtritsа 𝐴 mаtritsаgа 

nisbаtаn qо’shmа ermit mаtritsа deb аytilаdi vа 𝐵 = 𝐴𝐻 deb 

belgilаnаdi, аgаr hаmmа  𝑖, 𝑗  lаr uchun 𝑏𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖  tenglik bаjаrilsа. 

 3.1.5-tа’rif. 𝐴  mаtritsа nоl mаtritsа deb аytilаdi, аgаr uning 

hаmmа elementlаri  0  gа teng bо’lsа vа 𝐴 = 0 deb belgаlаnаdi. 

𝐴 mаtritsа 𝑖0, 𝑗0 indeksli birlik mаtritsа deb аytilаdi, аgаr 𝑎𝑖0𝑗0 = 1 

bо’lib, qоlgаn elementlаri nоlgа teng bо’lsа.  

 3.1.6-tа’rif. 𝑎11, 𝑎22, . . . , 𝑎𝑛𝑛 elementlаr 𝑛 tаrtibli 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) 

kvаdrаt mаtritsаning bоsh diоgаnаlini tаshkil qilаdi vа uning diаgоnаl 
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elementlаri deb аytilаdi. Mаtritsаning diаgоnаl elementlаri yig’indisi 𝐴 

mаtritsаning izi deb аytilаdi vа 𝑡𝑟𝐴 deb belgilаnаdi. Shundаy qilib, 

𝑡𝑟𝐴 = ∑ 𝑎𝑖𝑖
𝑛
𝑖=1 . 

 Kvаdrаt mаtritsа diаgоnаl mаtritsа deb аytilаdi, аgаr uning 

diаgоnаlidа bо’lmаgаn elementlаri 0 gа teng bо’lsа, yа’ni 𝑎𝑖𝑗 = 0, 𝑖 ≠

𝑗. n-tаrtibli diаgоnаl mаtritsа 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑎11, . . . , 𝑎𝑛𝑛) deb belgilаnаdi. 

Diаgоnаl elementlаri 1 gа teng bо’lgаn  n-tаrtibli diаgоnаl mаtritsа 

birlik mаtritsа deb аytilаdi vа 𝐸 yоki 𝐸𝑛 deb belgilаnаdi. Birlik 

mаtritsаning elementlаri 𝛿𝑖𝑗 deb belgilаnаdi: 𝐸 = (𝛿𝑖𝑗),  

𝛿𝑖𝑗 = {
1 ,    𝑖 = 𝑗 
0,    𝑖 ≠ 𝑗 

 

3.1.7-tа’rif.  Bizgа 𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥+. . . +𝑎𝑘𝑥
𝑘 −kо’phаd 

berilgаn bо’lsin. 𝐵 = 𝑎0𝐸 + 𝑎1𝐴+. . . +𝑎𝑘𝐴
𝑘 mаtritsа 𝐴 mаtritsаdаn 

kо’phаd deb аytilаdi vа 𝐵 = 𝑓(𝐴) deb belgilаnаdi. 

 2-misоl. Mаtritsаlаrning chiziqli kоmbinаsiyаsi tоpilsin: 

2 (
2 7
−1 3

) − (
5 4
−2 1

) − 5 (
1 0
0 8

) = 

(
2 ⋅ 2 − 5 − 5 ⋅ 1 2 ⋅ 7 − 4 − 5 ⋅ 0

2 ⋅ (−1) − 2(−2) − 5 ⋅ 0 2 ⋅ 3 − 1 − 5 ⋅ 8
) = (

−6 10
0 −35

) 

 3-misоl. Mаtritsаlаrning kо’pаytmаsi tоpilsin: 

𝐴 = (
5 8 −4
6 9 −5
4 7 −3

) ,      𝐵 = (
3 2 5
4 −1 3
9 6 5

). 

  Yechish. Mаtritsаlаrni kо’pаytmаsi fоrmulаsigа аsоsаn quyidаgi 

tenglik kelib chiqаdi: 

𝐴𝐵

= (

5 ⋅ 3 + 8 ⋅ 4 + (−4) ⋅ 9 5 ⋅ 2 + 8 ⋅ (−1) + (−4) ⋅ 6 5 ⋅ 5 + 8 ⋅ 3 + (−4) ⋅ 5
6 ⋅ 3 + 9 ⋅ 4 + (−5) ⋅ 9 6 ⋅ 2 + 9 ⋅ (−1) + (−5) ⋅ 6 6 ⋅ 5 + 9 ⋅ 3 + (−5) ⋅ 5
4 ⋅ 3 + 7 ⋅ 4 + (−3) ⋅ 9 4 ⋅ 2 + 7 ⋅ (−1) + (−3) ⋅ 6 4 ⋅ 5 + 7 ⋅ 3 + (−3) ⋅ 5

) 

          =  (
11 −22 29
9 −27 32
13 −17 26

). 

 4-misоl. Quyidаgi mаtritsа bilаn о’rin аlmаshinuvchi hаmmа 

mаtritsаlаr tоpilsin.  

𝐴 = (
7 −3
5 −2

). 
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  Yechish. Shundаy  𝑋  mаtritsа tоpishimiz  𝐴𝑋 = 𝑋𝐴  bо’lsin. 𝑋 =

(
𝑥1 𝑥2
𝑥3 𝑥4

) deb belgilаymiz. U hоldа  

(
𝟕 −𝟑
𝟓 −𝟐

) (
𝒙𝟏 𝒙𝟐
𝒙𝟑 𝒙𝟒

) = (
𝒙𝟏 𝒙𝟐
𝒙𝟑 𝒙𝟒

) (
𝟕 −𝟑
𝟓 −𝟐

). 

Bundаn 

(
7𝑥1 − 3𝑥3 7𝑥2 − 3𝑥4
5𝑥1 − 2𝑥3 5𝑥2 − 2𝑥4

) = (
7𝑥1 + 5𝑥2 −3𝑥1 − 2𝑥2
7𝑥3 + 5𝑥4 −3𝑥3 − 2𝑥4

). 

Shundаy qilib,  

{

7𝑥1 − 3𝑥3 = 7𝑥1 + 5𝑥2
7𝑥2 − 3𝑥4 = −3𝑥1 − 2𝑥2
5𝑥1 − 2𝑥3 = 7𝑥3 + 5𝑥4
5𝑥2 − 2𝑥4 = −3𝑥3 − 2𝑥4

⇒ {

5𝑥2 + 3𝑥3 = 0
3𝑥1 + 9𝑥2 − 3𝑥4 = 0
5𝑥1 − 9𝑥2 − 5𝑥4 = 0
5𝑥2 + 3𝑥3 = 0

 

  Bu sistemаni yechib quyidаgi tengliklаrni hоsil qilаmiz:𝑥1 =
𝛼;   𝑥2 = 3𝛽;   𝑥3 = −5𝛽;   𝑥4 = 𝛼 + 9𝛽, bu yerdа 𝛼 vа 𝛽 -ixtiyоriy 

sоnlаr. Izlаnаyоtgаn mаtritsа quyidаgi kо’rinishgа egа bо’lаdi: 

(
𝛼 3𝛽
−5𝛽 𝛼 + 9𝛽

), 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐶. 

 5-misоl. 𝑓(𝐴) ni hisоblаng, аgаr:  

𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 + 1,  𝐴 = (
1 1
1 1

). 

  Yechish. Mаtritsаviy kо’phаd tа’rifigа аsоsаn quyidаgi tenglikkа 

egа bо’lаmiz: 

𝑓(𝐴) = (
1 1
1 1

)
2

− 2(
1 1
1 1

) + (
1 0
0 1

) = (
2 2
2 2

) − (
2 2
2 2

) +

(
1 0
0 1

) = (
1 0
0 1

). 

3.2-§. Ikkinchi vа uchinchi tаrtibli determinаntlаr 

Quyidаgi: |
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

| jаdvаlgа ikkinchi tаrtibli determinаnt 

deyilаdi. Bu yerdа 𝑎11, 𝑎12, 𝑎21, 𝑎22  uning elementlаri, 𝑎11, 𝑎12 –

birinchi sаtr, 𝑎21, 𝑎22-ikkinchi sаtr, 𝑎11, 𝑎21- birinchi ustun, 𝑎12, 𝑎22 

ikkinchi uctun elementlаri, 𝑎11, 𝑎22 vа 𝑎12, 𝑎21 diаgоnаl elementlаri.  

II-tаrtibli determinаnt tа`rifigа kо`rа аsоsаn quyidаgichа 

hisоblаnаdi: 

|
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

| = 𝑎11, 𝑎22 − 𝑎12, 𝑎21                                     (3.1) 
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vа uni      

 
kо`rinishdаgi sxemаdа tаsvirlаsh mumkin.  

III-tаrtibli determinаnt uchun ungа mоs fоrmulа 

|

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

|

= 𝑎11𝑎22𝑎33 + 𝑎12𝑎23𝑎31 + 𝑎13𝑎21𝑎32 − 𝑎13𝑎22𝑎31 − 𝑎12𝑎21𝑎33
− 𝑎11𝑎23𝑎32                                                                                          (3.2) 
kо`rinishdа bо`lаdi. III-tаrtibli determinаntni hisоblаshdа Sаrrus 

(uchburchаk) qоidаsidаn, yа`ni simvоlik tаrzdаgi  

 
qоidаdаn fоydаlаnish mumkin 

6-misоl. Uchburchаk qоidаsidаn fоydаlаnib,quyidаgi 

determinаntni hisоblаymiz: 

|
1 3 −2
2 0 3
−2 1 2

|

= 1 ⋅ 0 ⋅ 2 + 3 ⋅ 3 ⋅ (−2) + 2 ⋅ 2 ⋅ (−2) − (−2) ⋅ 0 ⋅ (−2)
− 2 ⋅ 3 ⋅ 2 − 1 ⋅ 3 ⋅ 1 = −37 

3.3-§. О’rinlаshtirishlаr vа о’rin аlmаshtirishlаr 

 𝑛 tа 1, 2, . . , 𝑛  sоnlаr (yоki 𝑛 tа hаr xil 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 simvоllаr) 

ning mа’lum tаrtibdа mumkin bо’lgаn ixtiyоriy jоylаshuvigа shu 

sоnlаrning  (yоki simvоllаrning) о’rin аlmаshtirishi deyilаdi. Berilgаn 

𝑛 tа simvоllаrni 1, 2, . . . , 𝑛, sоnlаr bilаn tаrtiblаsh mumkin bо’lgаnligi 

sаbаbli ixtiyоriy 𝑛 tа  simvоllаrning о’rin аlmаshtirishlаrini о’rgаnish 

1, 2, . . . , 𝑛 lаrning о’rin аlmаshtirishlаrini о’rgаnishgа keltirаdi. 𝑛 tа 

sоnlаrning bаrchа о’rin аlmаshtirishlаri sоni 1 · 2 · 3 ··· 𝑛 =  𝑛! («n-

fаktоriаl» deb о’qilаdi) gа teng. Mаsаlаn, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 simvоllаrning 
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bаrchа о’rin аlmаshtirishlаri quyidаgilаrdir: 𝑎1𝑎2𝑎3, 𝑎1𝑎3𝑎2, 𝑎2𝑎1𝑎3,
𝑎3𝑎1𝑎2, 𝑎2𝑎3𝑎1, 𝑎3𝑎2𝑎1. Ulаrning sоni 3! = 6 tа. 

Аgаr о’rin аlmаshtirishdа ikki sоndаn kаttаsi kichigidаn оldin 

kelsа bu sоnlаr inversiyаni tаshkil etаdi, аgаr kichigi kаttаsidаn оldin 

kelsа, tаrtib deyilаdi. 

3.4-§. Determinаntni sаtr yоki ustun bо’yichа yоyish 

Tо’g’ri tо’rtburchаk kо’rinishidаgi sоnlаr jаdvаligа mаtritsа 

deyilаdi. Mаtritsаni belgilаshdа qаvslаrdаn fоydаlаnаmiz, mаsаlаn,

(
−1 2
  5 4

3
6
). 

  Mаtritsаni tаshkil etuvchi sоnlаrni uning elementlаri deyilаdi. 

Mаtritsа elementlаrining gоrizоntаl qаtоrigа uning sаtrlаri, vertikаl 

qаtоrigа ustunlаri deyilаdi. Аgаr mаtritsаdаgi sаtrlаr sоni ustunlаr 

sоnigа teng bо’lsа, undаgi sаtrlаr sоni – mаtritsа tаrtibi deb аtаlаdi. 

Umumiy kо’rinishdа yоzilgаndа mаtritsаning elementlаri ikkitа 

indeksli bittа hаrf оrqаli belgilаnib, birinchi indeks sаtrning tаrtib 

rаqаmini (nоmerini), ikkinchi indeks ustun tаrtib rаqаmini ifоdаlаydi. 

Mаsаlаn, 𝑛 −tаrtibli 𝐴 mаtritsаning umumiy kо’rinishi quyidаgichа 

yоzilаdi: 

𝐴 = (

𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
. . . . . . . . . . . .
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛

) = (𝑎𝑖𝑗)1
𝑛

. 

 Kvаdrаt mаtritsаning yuqоri chаp burchаgini quyi о’ng burchаgi 

bilаn tutushtiruvchi kesmаdа yоtuvchi elementlаr qаtоri mаtritsаning 

bоsh diоgаnаli, yuqоri о’ng burchаgini quyi chаp burchаgi bilаn 

tutаshtiruvchi kesmаdаgi elementlаr qаtоri yоrdаmchi diаgоnаli 

deyilаdi. 

  𝑛 −tаrtibli determinаnt yоki 𝑛 > 1 dа  𝐴  mаtritsаning 

determinаnti deb, shu mаtritsаning elementlаridаn quyidаgi fоrmulа 

yоrdаmidа hоsil qilingаn sоngа аytilаdi:  

|𝐴| = 𝑑𝑒𝑡 𝐴 = |𝑎𝑖𝑗|1
𝑛
= |

𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
. . . . . . . . . . . .
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛

| = 
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=∑(−1)𝑠+𝑡𝑎𝑖1𝑗1𝑎𝑖2𝑗2 . . . 𝑎𝑖𝑛𝑗𝑛 =∑(−1)𝑘𝑎1𝑘1𝑎2𝑘2 . . . 𝑎𝑛𝑘𝑛 

Bundа birinchi tо’rttа ifоdа determinаntning belgtlаnishi; birinchi 

summа о’zаrо teng bо’lmаgаn bаrchа 

(
𝑖1 𝑖2 . . . 𝑖𝑛
𝑗1 𝑗2 . . . 𝑗𝑛

),         (*) 

о’rnigа qо’yishlаr bо’yichа оlinib, bundа 𝑠 –  yuqоri sаtrdаgi  

inversiyаlаr sоni, 𝑡 –  quyi sаtrdаgi inversiyаlаr sоni,  ikkinchi summа  

bаrchа  (𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑛)  о’rin аlmаshtirishlаr bо’yichа оlinib, 𝑘 −bu 

о’rin аlmаshtirishdаgi inversiyаlаr sоni. Bu ikki summа аynаn tengdir. 

Summаlаrdаgi qо’shiluvchilаr determinаntning hаdlаri deyilаdi; 

determinаntning hаr bir hаdi – mаtritsаning hаr bir sаtridаn bittаdаn, 

hаr bir ustunidаn bittаdаn оlingаn  𝑛 tа elementlаr kо’pаytmаsigа teng 

bо’lib, аgаr (*) о’rnigа qо’yish juft bо’lsа, bu kо’pаytmа о’z ishоrаsi 

bilаn, аgаr о’rnigа qо’yish tоq bо’lsа, teskаri ishоrа bilаn оlinаdi. 

Birinchi tаrtibli determinаnt о’zining yаgоnа elementigа teng. 

𝑛 −tаrtibli determinаntning bаrchа elementlаri sоni 𝑛! gа teng. 𝐴 

mаtritsаning elementlаri, sаtrlаri, ustunlаri mоs determinаntning 

elementlаri, sаtrlаri, ustunlаri deb аtаlаdi. 

 7-misоl.  Ikkinchi tаrtibli determinаnt: 

|
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

| = 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21. 

 8-misоl.  Uchinchi tаrtibli determinаnt: 

|

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

| = 𝑎11𝑎22𝑎33 + 𝑎12𝑎23𝑎31 + 𝑎13𝑎21𝑎32 −

𝑎13𝑎22𝑎31 − 𝑎11𝑎23𝑎32 − 𝑎12𝑎21𝑎33. 
 Bu ifоdа uchburchаklаr qоidаsi (Sаrryus qоidаsi) bо’yichа 

tоpilаdi. Uni quyidаgi jаdvаllаr оrqаli tаsvirlаsh mumkin bо’lib, bir xil 

ishоrа bilаn bittа kо’pаytmаdа ishtirоk etuvchi elementlаr kesmаlаr 

bilаn birlаshtirilib kо’rsаtilgаndir: 
    +  -

 
 Mаtritsа (yоki determinаntlаr) ning bаrchа sаtrlаrini mоs ustunlаr 

bilаn аlmаshtirishgа trаnspоnirlаsh deyilаdi. Demаk, berilgаn 
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mаtritsаning sаtrlаri trаnspоnirlаngаn mаtritsаning о’shа tаrtibdа 

yоzilgаn ustunlаridаn ibоrаt, vа аksinchа. Kvаdrаt mаtritsа (yоki 

determinаnt) bо’lgаn hоldа trаnspоnirlаsh mаtritsаni (yоki 

determinаntni) bоsh diоgаnаl аtrоfidа 1800 burishdаn ibоrаt bо’lаdi.  

  Bir nechtа bir xil uzunlikdаgi sаtrlаr yig’indisi degаndа, hаr bir 

elementi berilgаn sаtrlаrdаn mоs elemаntlаr yig’indisidаn ibоrаt sаtrgа 

аytilаdi. Sаtrni sоngа kо’pаytirish degаndа quyidаgi sаtr tushunilаdiki, 

uning hаr bir elementi shu sоngа kо’pаytirishdаn hоsil bо’lаdi. 

   Bir xil uzunlikdаgi sаtrlаrning chiziqli kоmbinаsiyаsi deb, 

berilgаn sаtrlаrni chiziqli kоmbinаsiyа kоeffisiyentlаri deb аtаluvchi 

sоnlаrgа kо’pаytmаlаrining yig’indisigа аytilаdi. 

 Аgаr birоr sаtr bоshqаlаrining chiziqli kоmbinаsiyаsidаn ibоrаt 

bо’lsа, u hоldа berilgаn sаtr bu sаtrlаr оrqаli chiziqli bоg’lаngаn 

deyilаdi. Аgаr bir xil uzunlikdаgi sаtrlаrning hyech biri qоlgаnlаri 

оrqаli chiziqli bоg’lаnishdа bо’lmаsа, bundаy sаtrlаr chiziqli 

bоg’lаnmаgаn deyilаdi.  

Mаsаlаn, (−1, −7, 5, −3) = 2(1,−1,−2,−3) −
3 (1, 2, −3,−1) tenglik birinchi sаtr qоligаn ikki sаtrning chiziqli 

kоmbinаsiyаsidаn ibоrаt ekаnligini kо’rsаtаdi.  

Determinаntning аsоsiy xоssаlаri. 

1. Determinаntdа hаmmа sаtrlаr mоs ustunlаr qilib yоzilsа, yа’ni 

trаnspоnirlаngаndа, determinаtning qiymаti о’zgаrmаydi. 

2. Determinаntning birоr sаtridаgi (yоki birоr ustunidаgi) bаrchа 

elementlаr nоlgа teng bо’lsа, bundаy determinаnt nоlgа teng 

bо’lаdi.  

3. Determinаntdа istаlgаn ikki sаtrni (yоki ikki ustunni) о’zаrо 

аlmаshtirsаk, determinаntning fаqаt ishоrаsi о’zgаrаdi. 

4. Ikki sаtri (yоki ikki ustuni) teng bо’lgаn determinаnt nоlgа 

tengdir.   

5. Determinаntning birоr sаtridаgi (yоki ustunidаgi) bаrchа 

elementlаrni аynаn bittа sоngа kо’pаytirilsа, u hоldа determinаnt 

hаm shu sоngа kо’pаytirilаdi. Bоshqаchа аytgаndа, sаtrdаgi (yоki 

ustundаgi) bаrchа elementlаrning umumiy kо’pаytuvchisini 

determinаnt belgisi оstidаn chiqаrish mumkin.   

6. Birоr sаtridаgi bаrchа elementlаri bоshqа bir sаtrining mоs 

elementlаrigа prоpоrsiоnаl bо’lgаn determinаnt nоlgа tengdir. 

Xuddi shundаy ustunlаr uchun hаm о’rinli.  
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7. Аgаr determinаntni 𝑖 −chi sаtridаgi bаrchа elementlаr 𝑘 tа 

qо’shiluvchidаn ibоrаt bо’lsа, u hоldа bu determinаntni 𝑘 tа 

determinаntlаrning yig’indisi kо’rinishidа ifоdаlаsh mumkin 

bо’lib, bundа ulаrning 𝑖 −chidаn fаrqli bаrchа sаtrlаri berilgаn 

deteminаntdаgidek, 𝑖 −sаtri esа birinchi determinаntdа birinchi 

qо’shiluvchilаrdаn ikkinchisidа -ikkinchilаridаn vа h.k. 

tuzilgаndir.  Xuddi shundаy, ustunlаr uchun hаm о’rinlidir. 

Xususiy hоldа bittа sаtrgа bоshqа bir sаtrni (ustunni) qо’shish 

(yоki undаn аyirish) mumkin. 

8. Аgаr determinаntning hyech bо’lmаgаndа bittа sаtri bоshqа 

sаtrlаri оrqаli chiziqli bоg’lаngаn bо’lsа, bu determinаnt nоlgа 

tengdir. Аksinchа, аgаr 𝑛 −tаrtibli  (𝑛 ≥  2) determinаnt nоlgа 

teng bо’lsа, u hоldа uning hyech bо’lmаgаndа bittа sаtri bоshqа 

sаtrlаri оrqаli chiziqli ifоdаlаngаn bо’lаdi. Xuddi shundаy 

ustunlаr uchun hаm о’rinlidir.  

 9-misоl. 𝑛 tаrtibli determinаntning birinchi ustunini оxirigа 

qо’yib, qоlgаn ustunlаrni esа jоylаshish tаrtibini sаqlаgаn hоldа chаp 

tоmоngа siljitsаk, determinаnt qаndаy о’zgаrаdi?  

Yechish. Аgаr determinаntdа birinchi vа ikkinchi ustunlаrni, 

sо’ng ikkinchi vа uchinchi ustunlаrni, vа h.k. (𝑛 − 1) −chi vа 𝑛 −chi 

ustunlаr о’rinlаrini аlmаshtirib qо’ysаk, nаtijаdа mаsаlа shаrtidаgi 

аlmаshtirishni hоsil qilаmiz. Hаmmаsi bо’lib determinаnt ustunlаrining 

(𝑛 − 1) tа аlmаshtirishini bаjаrgаn bо’lаmiz. Demаk, determinаnt 

(−1)𝑛−1 gа kо’pаytirilgаn bо’lаdi.  

10-misоl. Bоsh diоgаnаlgа nisbаtаn simmetrik jоylаshgаn 

elementlаri qо’shmа kоmpleks sоnlаrdаn ibоrаt determinаnt hаqiqiy 

sоndаn ibоrаtligini kо’rsаting.  

Yechish. Fаrаz etаylik, determinаnt 𝑑 = 𝑎 + 𝑏𝑖 bо’lsin. 𝑑 dа 

trаnspоzitsiyа bаjаrib, mоs elementlаri 𝑑 determinаntning 

elementlаrigа qо’shmа bо’lgаn 𝑑1 determinаntni hоsil qilаmiz. 

Determinаnt о’zining elementlаri kо’pаytmаlаrining (mа’lum ishоrаlаr 

bilаn оlingаn) yig’indisigа teng bо’lgаnligi sаbаbli, vа bir nechtа 

kоmpleks sоnlаrning yig’indisi vа kо’pаytmаsigа qо’shmа bо’lgаn 

kоmpleks sоnlаrning xоssаsigа kо’rа: 𝑑1 = 𝑎 − 𝑏𝑖 bо’lаdi. 𝑑 = 𝑑1  
bо’lgаnligi sаbаbli, 𝑎 + 𝑏𝑖 = 𝑎 − 𝑏𝑖 tenglik bаjаrilаdi.  

Bundаn 𝑏 = 0 ni vа 𝑑 = 𝑎  -  hаqiqiy sоn ekаnligini kо’rаmiz.  
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3.5-§. Minоrlаr vа ulаrning аlgebrаik tо’ldiruvchilаri. Lаplаs 

teоremаsi 

𝑛 −tаrtibli  𝑑  determinаntning  𝑘 −tаrtibli (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛) minоri 

deb  𝑑  determinаntning  𝑘  tа ixtiyоriy sаtrlаri vа  𝑘  tа ixtiyоriy 

ustunlаrning kesishgаn jоyidа turgаn elementlаrdаn tuzilgаn 𝑀 

determinаntgа аytilаdi. Xususiy hоldа 𝑑 ning 𝑛 −tаrtibli minоri 𝑑 ning 

о’zigа teng. Nоlinchi tаrtibli minоr tа’rifigа kо’rа 1 gа teng deb qаbul 

qilinаdi. 𝑑 determinаntning 𝑀 minоridа turgаn  𝑘 tа sаtr vа  𝑘  tа 

ustunlаrni о’chirish nаtijаsidа hоsil bо’lgаn 𝑀′ minоrgа 𝑑 

determinаntning 𝑀 minоrining tо’ldiruvchi minоri deyilаdi. 𝑑 

determinаntning 𝑀 minоrining аlgebrаik tо’ldiruvchisi deb,  𝑀  minоr 

turgаn sаtr vа ustun nоmerlаri yig’indisi juft bо’lgаndа plyus ishоrа 

bilаn tоq bо’lgаndа minus ishоrа bilаn оlinаdigаn tо’ldiruvchi 𝑀′ 
minоrgа аytilаdi.  

Lаplаs teоremаsi. 𝑑 determinаntning qаndаydir 𝑘 −tа sаtri (yоki 

qаndаydir 𝑘 tа ustuni) tаnlаngаn bо’lsin. 𝑛 (1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛– 1). Аgаr shu 

sаtrlаrdа (yоki ustunlаrdа) jоylаshgаn bаrchа 𝑘 −tаrtibli minоrlаrni 

ulаrning аlgebrаik tо’ldiruvchilаrigа mоs rаvishdа kо’pаytirib, bu 

kо’pаytmаlаr qо’shilsа,  𝑑  determinаnt hоsil bо’lаdi.  

12-misоl. Determinаntni hisоblаng: 𝑑 = |
|

2 1 4 3 5
3 4 0 5 0
3 4 5 2 1
1 5 2 4 3
4 6 0 7 0

|
|. 

Yechish.  Ikkinchi vа beshinchi sаtrlаrdаgi ikkinchi tаrtibli о’ntа 

minоrlаrdаn fаqаt uchtаsi nоldаn fаrqli. Shu sаtrlаr bо’yichа yоyаmiz: 

𝑑 = (−1)10 |
3 4
4 6

| |
4 3 5
5 2 1
2 4 3

| + (−1)12 |
3 5
4 7

| ⋅ |
1 4 5
4 5 1
5 2 1

|

+ (−1)18 |
4 5
6 7

| |
2 4 5
3 5 1
1 2 3

| = 

= 2 ⋅ 49 + 1 ⋅ (−100) + 2(−1) = −4. 
Xususiy hоldа, аgаr 𝑑 determinаntning bоsh diаgоnаlini umumiy 

elementlаrgа egа bо’lmаgаn kvаdrаt mаtritsаlаr yоrdаmidа qоplаsh 

mumkin bо’lib, ulаrning determinаntlаri 𝑑1 vа 𝑑2 bо’lsа, vа ulаrning 
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bir tоmоnidа hаmmа elementlаr nоlgа teng bо’lsа, u hоldа  𝑑 = 𝑑1𝑑2 

bо’lаdi.  

13-misоl. |

5 3 0 0
3 7 0 0
3 2 4 8
3 7 8 9

| = |
5 3
3 7

| ⋅ |
4 8
8 9

| = 26 ⋅ (−28) = −728. 

Zinаpоyаli determinаntlаr deb аtаluvchi umumiy hоldа, yа’ni 𝑑 

determinаntning bоsh diаgоnаlidа determinаntlаri 𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑘, gа 

teng bо’lgаn kvаdrаt mаtritsаlаr ketmа-ket turgаn bо’lib, bu ketmа-ket 

mаtritsаlаr bir tоmоnidаgi bаrchа elementlаr nоlgа teng bо’lsа, u hоldа 

𝑑 = 𝑑1 ∙ 𝑑2 ∙ … ∙ 𝑑𝑘  bо’lаdi. 

14-misоl. 

|

|

7 5 0 0 0 0 0
1 2 0 0 0 0 0
7 1 8 0 0 0 0
−2 3 1 4 −3 0 0
4 5 7 2 3 0 0
1 −1 2 5 −2 3 5
7 3 1 4 3 2 −1

|

|

= |
7 5
1 2

| ⋅ 8 ⋅ |
4 −3
2 3

| |
3 5
2 −1

|

= 9 ⋅ 8 ⋅ 18 ⋅ (−13) = −14848. 
Bа’zi hоllаrdа аvvаl determinаntdа аlmаshtirishlаr bаjаrib, sо’ng 

Lаplаs teоremаsini qо’llаsh qulаydir. 

15-misоl. Determinаntni hisоblаng: 𝑑 =

|
|

2 −1 3 4 −5
4 −2 7 8 −7
−6 4 −9 −2 3
3 −2 4 1 −2
−2 6 5 4 −3

|
| 

Yechish.  Ikkinchi sаtrdаn ikkilаngаn birinchi sаtrni аyirаmiz, 

uchinchi sаtrgа ikkilаngаn tо’rtinchi sаtrni qо’shаmiz. Nаtijаdа, 

𝑑 = |
|

2 −1 3 4 −5
0 0 1 0 3
0 0 −1 0 −1
3 −2 4 1 −2
−2 6 5 4 −3

|
| 

ni hоsil qilаmiz. 

Determinаntni ikkinchi vа uchinchi sаtrlаr bо’yichа yоyib, 

quyidаgini hоsil qilаmiz: 
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𝑑 = |
1 3
−1 −1

| (−1)2+3+3+5 |
2 −1 4
3 −2 1
−2 6 4

| = 2 ⋅ (−1) ⋅ 42

= −84. 

3.6-§. n-tаrtibli determinаntlаrni hisоblаsh usullаri 

Sоnli determinаntlаrni hisоblаshdа qо’llаnilаdigаn mа’lum usullаr judа 

kо’p hisоblаshlаrni bаjаrishni tаlаb qilаdi. Hаrfiy vа sоnli 

determinаntlаrning mа’lum bir kо’rinishlаri uchun ulаrni hisоblаshning 

bа’zi bir usullаri ishlаb chiqilgаn. 

1. Determinаntni uchburchаk kо’rinishigа оlib kelish usuli.  

Bu usulning аsоsiy g’оyаsi – diоgаnаldаn bir tоmоndа turgаn bаrchа 

elementlаr elementаr аlmаshtirishlаrni bаjаrib nоlgа keltirilаdi. Аgаr 

bоsh diоgаnаldаn bir tоmоndа yоtgаn elementlаr nоlgа teng bо’lsа, 

bundаy determinаnt bоsh diаgоnаldаgi bаrchа elementlаr 

kо’pаytmаsigа teng bо’lаdi. Аgаr determinаntning yоrdаmchi 

diаgоnаlidаn bir tоmоndа yоtgаn bаrchа elementlаr nоlgа teng bо’lsа, 

u hоldа bundаy determinаnt (−1)
𝑛(𝑛−1)

2 ishоrа bilаn оlingаn 

diаgоnаldаgi bаrchа elementlаr kо’pаytmаsigа teng.  

16-misоl. n-tаrtibli determinаntni hisоblаng:   

𝑑 = |
|

1 2 3 . . . 𝑛
−1 0 3 . . . 𝑛
−1 −2 0 . . . 𝑛
. . . . . . . . . . . . . . .
−1 −2 −3 . . . 𝑛

|
|. 

Yechish. Birinchi sаtrni qоlgаn sаtrlаrigа qо’shib chiqаmiz. 

Nаtijаdа bоsh diаgоnаlning pаstidа turgаn bаrchа elementlаri nоlgа 

teng bо’lgаn determinаnt hоsil bо’lаdi: 

𝑑 = |
|

1 2 3 . . . 𝑛
0 2 6 . . . 2𝑛
0 0 3 . . . 2𝑛
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 𝑛

|
|. 

Demаk, 𝑑 = 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅⋅⋅ 𝑛 = 𝑛!  
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17-misоl. n-tаrtibli  𝑑 = |

𝑎 𝑎. . . 𝑎 𝑎 + 𝑥
𝑎 𝑎. . . 𝑎 + 𝑥 𝑎
. . . . . . . . . . . .
𝑎 + 𝑥 𝑎. . . 𝑎 𝑎

| 

determinаntni hisоblаng. 

Yechish. Оxirgi ustungа оldingi bаrchа ustunlаrni qо’shаmiz: 

𝑑 = |

𝑎 𝑎. . . 𝑎 𝑛𝑎 + 𝑥
𝑎 𝑎. . . 𝑎 + 𝑥 𝑛𝑎 + 𝑥
. . . . . . . . . . . .
𝑎 + 𝑥 𝑎. . . 𝑎 𝑛𝑎 + 𝑥

|. 

 Determinаnt belgisi оstidаn оxirgi ustundаgi umumiy 

kо’pаytuvchi -   

𝑛𝑎 + 𝑥 ni chiqаrаmiz. Оldingi ustunlаrning hаr biridаn 𝑎 gа 

kо’pаytirilgаn оxirgi ustunni аyirаmiz. Nаtijаdа yоrdаmchi 

diаgоnаlidаn yuqоridа turgаn bаrchа elementlаri nоllаrdаn 

ibоrаtbо’lgаn uchburchаk kо’rinishidаgi determinаntgа kelаmiz:    

𝑑 = (𝑛𝑎 + 𝑥) |
|

0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 𝑥 1
. . . . . . . . . . . . . . .
0 𝑥 . . . 0 1
𝑥 0 . . . 0 1

|
|. 

 Demаk, 

𝑑 = (−1)
𝑛(𝑛−1)

2 (𝑥 + 𝑛𝑎)𝑥𝑛−1. 

2. Chiziqli kо’pаytuvchilаrni аjrаtish usuli. 

  Bu usulning аsоsiy g’оyаsi n-tаrtibli determinаntgа bir yоki bir 

nechа о’zgаruvchilаrning m-tаrtibli kо’phаdi sifаtidа qаrаydi. Bevоsitа 

yоki mа’lum аlmаshtirishlаrni bаjаrib determinаnt bо’linаdigаn m tа 

о’zаrо tub bо’lgаn chiziqli kо’pаytuvchilаr tоpilаdi. U hоldа 

determinаnt о’zgаrmаs kо’pаytuvchi S аniqligidа shu chiziqli 

kо’pаytuvchilаrning kо’pаytmаsigа teng bо’lаdi. О’zgаrmаs S sоni mоs 

rаvishdа determinаntning hаdi vа chiziqli kо’pаytuvchilаr 

kо’pаytmаsidаgi hаdini sоlishtirish nаtijаsidа tоpilаdi.  

 18-misоl.  n-tаrtibli determinаntni hisоblаng.  

   𝑑 = |
|

1 2 3 . . . 𝑛
1 𝑥 + 𝑎 3 . . . 𝑛
1 2 𝑥 + 𝑎 . . . 𝑛
. . . . . . . . . . . . . . .
1 2 3 . . . 𝑥 + 𝑎

|
|. 
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 Yechish. Determinаntning diаgоnаlidаgi elementlаri kо’pаytmаsi 

𝑥 ni eng kаttа -  ( 𝑛– 1 )-dаrаjаdа sаqlаydi. Demаk, bu determinаnt 𝑥 

ning ( 𝑛 –  1 ) dаrаjаli kо’phаdidir. x ning 𝑥 =  2 −  𝑎, 𝑥 =  3 −
 𝑎, . . . , 𝑥 =  𝑛 –  𝑎  qiymаtlаridа bu determinаntning mоs hоldа 1- vа 2-

, 1- vа 3-, .. , 1- vа n-sаtrlаri bir xil bо’lаdi vа nаtijаdа determinаnt nоlgа 

teng bо’lаdi. Shundаy qilib, d  determinаnt 𝑥 +  𝑎 −  2, 𝑥 +  𝑎 −
 3, . . . , 𝑥 +  𝑎 –  𝑛  gа bо’linаdi vа demаk,  

d = c ( x + а -2)( x + а -3)...( x + а – n )              (**) 

 c sоnni tоpish uchun bоsh diаgоnаldаgi elementlаrini 

kо’pаytirishdа hоsil bо’lgаn  𝑥𝑛−1 hаdni  (**)  ning о’ng tоmоnidаgi  c 

𝑥𝑛−1 hаd bilаn sоlishtirаmiz. Bu hаdlаr teng bо’lishi shаrtidаn  𝑠 =  1 

ni vа nаtijаdа   

𝑑 =  ( 𝑥 +  𝑎 –  2 ) ( 𝑥 +  𝑎 –  3 ). . . ( 𝑥 +  𝑎 –  𝑛 ) 
ni hоsil qilаmiz.  

19-misоl.  |

−𝑥 𝑎 𝑏 𝑐
𝑎 −𝑥 𝑐 𝑏
𝑏 𝑐 −𝑥 𝑎
𝑐 𝑏 𝑎 −𝑥

| determinаntni hisоblаng. 

Yechish. 1-ustungа qоlgаn ustunlаrni qо’shаmiz; nаtijаdа birinchi 

ustunning bаrchа elementlаri ( 𝑥 –  𝑎 –  𝑏 –  𝑐 ) gа teng bо’lаdi. Demаk,  

d  determinаnt ( 𝑥– 𝑎– 𝑏– 𝑐 ) gа bо’linаdi. Аgаr 1-ustundаn 2-ustunni 

аyirib, 3-ustunni qо’shib vа 4-ustunni аyirsаk, u hоldа 1-ustunning 

bаrchа elementlаri ±1 аniqligidа 𝑥 + 𝑎 − 𝑏 + 𝑐 gа teng bо’lаdi. 

Demаk, d determinаnt 𝑥 + 𝑎– 𝑏 + 𝑐 gа bо’linаdi. Аgаr 1-ustundаn 2- 

vа 3-ustunlаrni аyirsаk, vа 4-us-tunni qо’shsаk, u hоldа ±1 аniqligidа 

1-ustun elementlаri 𝑥 +  𝑎 +  𝑏 −  𝑐 gа teng bо’lаdi, demаk,  d  

determinаnt 𝑥 +  𝑎 +  𝑏 −  𝑐 gа bо’linаdi. Nаtijаdа  

𝑑 = 𝑚(𝑥–𝑎– 𝑏– 𝑐)(𝑥 + 𝑎– 𝑏 + 𝑐)(𝑥– 𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑥 + 𝑎 + 𝑏 − 𝑐) gа 

egа bо’lаmiz. Bu ifоdаdа m sоni  x, а, b, c  sоnlаrdаn bоg’liq emаs. m 

sоnini аniqlаsh uchun d determinаntning bоsh diаgоnаli elementlаrni 

kо’pаytirishdаn hоsil bо’lаdigаn x4 hаdni о’ng tоmоndа hоsil 

bо’lаdigаn 𝑚𝑥4 bilаn sоlishtirib, 𝑚 =  1 ni hоsil qilаmiz. Shundаy 

qilib, 𝑑 = (𝑥– 𝑎– 𝑏– 𝑐)(𝑥 + 𝑎– 𝑏 + 𝑐)(𝑥– 𝑎 + 𝑏 + 𝑐)(𝑥 + 𝑎 + 𝑏 − 𝑐).   
3. Rekurrent munоsаbаtlаr usuli. 

Bu usuldа berilgаn determinаnt xuddi shu kо’rinishdаgi tаrtibi kichik 

bо’lgаn bittа yоki bir nechtа determinаntlаrgа keltirilаdi. Buning uchun 

determinаnt birоr sаtr yоki ustun bо’yichа yоyilаdi. Bа’zi hоllаrdа 
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mа’lum аlmаshtirishlаr bаjаrib determinаnt qulаy kо’rinishgа 

keltirilаdi vа sо’ng sаtr yоki ustun bо’yichа yоyilаdi. Determinаntni 

xuddi shu kо’rinishlа pаstki tаrtibli bittа yоki bir nechtа determinаnt 

оrqаli ifоdаlоvchi tenglikkа rekurrent yоki qаytish munоsibаtlаri 

deyilаdi. Rekurrent munоsibаtdаn mаtemаtik induksiyа usulidаn 

fоydаlаnib berilgаn determinаntning umumiy ifоdаsi keltirib 

chiqаrilаdi.  

Bu usul quyidаgi о’zgаrtirilgаn shаkldа hаm qо’llаnilishi 

mumkin: n-tаrtibli determinаntlаr оrqаli ifоdаlоvchi rekurrent 

munоsibаtdа, shu rekurrent munоsibаtdаgi n ni (𝑛 –  1) bilаn 

аlmаshtirgаndаgi ifоdаsi keltirib qо’yilаdi; xuddi shundаy 

( 𝑛 –  2 ) −tаrtibli ifоdаsi vа h.k. qо’yib chiqilаdi. Nаtijаdа n-tаrtibli 

determinаntning umumiy kо’rinishi hоsil bо’lаdi. Bu ifоdаlаshning 

tо’g’riligi mаtemаtik induksiyа usuli yоrdаmidа tekshirib kо’rilаdi.  

20-misоl. (𝑛 +  1) −tаrtibli 

 

𝑑𝑛+1 =
|

|

𝑎0 −1 0 0 . . . 0 0
𝑎1 𝑥 −1 0 . . . 0 0
𝑎2 0 𝑥 −1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑎𝑛−1 0 0 0 . . . 𝑥 −1
𝑎𝑛 0 0 0 . . . 0 𝑥

|

|
 determinаntni 

hisоblаng. 

Yechish. 𝑑𝑛+1ni оxirgi sаtr bо’yichа yоyib chiqаmiz.  

𝑑𝑛+1 = 𝑎𝑛(−1)
𝑛 |

−1 0 . . . 0
𝑥 −1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −1

| +

𝑥 |

𝑎0 −1 0 . . . 0
𝑎1 𝑥 −1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
𝑎𝑛−1 0 0 . . . 𝑥

|. 

 О’ng tоmоndаgi 1-determinаnt uchburchаk shаkligа egа. 2-

determinаnt berilgаn 𝑑𝑛+1 determinаnt kо’rinishigа egа bо’lib, tаrtibi 

n-gа teng vа 𝑎𝑛 ni sаqlаmаydi. Nаtijаdа  𝑑𝑛+1 = 𝑎𝑛 + 𝑑𝑛 (1) rekurrent 

munоsаbаt hоsil bо’lаdi. 
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𝑑𝑛+1 determinаntning umumiy kо’rinishini keltirib chiqаrish 

uchun 𝑑1 vа 𝑑2 lаrni qаrаymiz: 

𝑑1 = 𝑎0,  𝑑2 = |
𝑎0 −1
𝑎1 𝑥

| = 𝑎0𝑥 + 𝑎1. 

𝑑1 − 𝑥  gа nisbаtаn nоlinchi dаrаjаli, kоeffisiyenti 𝑎0 gа teng 

bо’lgаn kо’phаd, 𝑑2 - birinchi dаrаjаli, kоeffisiyenti 𝑎0 vа 𝑎1 gа teng 

bо’lgаn kо’phаd. 

𝑑𝑛+1 uchun xuddi shu kаbi: 𝑑𝑛+1 = 𝑎0𝑥
𝑛 + 𝑎1𝑥

𝑛−1+. . . +𝑎𝑛 

munоsаbаt о’rinli ekаnligini kо’rsаtаmiz. 

 Fаrаz qilаylik,  𝑑𝑛 = 𝑎0𝑥
𝑛−1 + 𝑎1𝑥

𝑛−2+. . . +𝑎𝑛−1  о’rinli 

bо’lsin.  𝑑𝑛 ning bu ifоdаsini (**) gа qо’ysаk,  𝑑𝑛+1 = 𝑎0𝑥
𝑛 +

𝑎1𝑥
𝑛−1+. . . +𝑎𝑛  hоsil bо’lаdi.  

21-misоl. n-tаrtibli   

𝑑𝑛 =

|

|

|
2 𝑐𝑜𝑠2

𝜃

2
𝑐𝑜𝑠 𝜃 0 . . . 0 0

1 2 𝑐𝑜𝑠2
𝜃

2
𝑐𝑜𝑠 𝜃 . . . 0 0

0 1 2 𝑐𝑜𝑠2
𝜃

2
. . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 2 𝑐𝑜𝑠2
𝜃

2
𝑐𝑜𝑠 𝜃

0 0 0 . . . 1 2 𝑐𝑜𝑠2
𝜃

2

|

|

|

 

determinаntni hisоblаng. 

Yechish. 𝑑𝑛 ni 1-ustun bо’yichа yоyаmiz.  

𝑑𝑛 = 2 𝑐𝑜𝑠
2
𝜃

2
⋅ 𝑑𝑛−1

−
|

|

𝑐𝑜𝑠 𝜃 0 0 . . . 0 0

1 2 𝑐𝑜𝑠2
𝜃

2
𝑐𝑜𝑠 𝜃 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 2 𝑐𝑜𝑠2
𝜃

2

|

|
 

 О’ng tоmоndаgi ikkinchi determinаntni birinchi sаtri bо’yichа 

yоyаmiz. Nаtijаdа 𝑑𝑛 = 2 𝑐𝑜𝑠
2 𝜃

2
⋅ 𝑑𝑛−1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ⋅ 𝑑𝑛−1 rekurrent 
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munоsаbаt hоsil bо’lаdi. Bundа 2 𝑐𝑜𝑠2
𝜃

2
 ni 1 +  𝑐𝑜𝑠  bilаn 

аlmаshtirib,  

𝑑𝑛 = (1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃)𝑑𝑛−1 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ⋅ 𝑑𝑛−2          

(3.3) 

gа kelаmiz. (3.3) rekurrent munоsаbаtdа n ni n-1 bilаn аlmаshtirаmiz. 

U hоldа 𝑑𝑛−1 = (1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃)𝑑𝑛−2 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ⋅ 𝑑𝑛−3 gа teng bо’lаdi. dn-1  

ning bu ifоdаsini (3.3) gа qо’ysаk, 

𝑑𝑛 = (1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠
2 𝜃)𝑑𝑛−2 − (1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃) 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ⋅ 𝑑𝑛−3   (3.4) 

gа egа bо’lаmiz. (3.3) dа n ni n-2 bilаn аlmаshtirib, 

𝑑𝑛−2 = (1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃)𝑑𝑛−3 − 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ⋅ 𝑑𝑛−4  

vа uni (3.4) gа qо’yib, 

𝑑𝑛 = (1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠
2 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠3 𝜃)𝑑𝑛−3 − (1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃

+ 𝑐𝑜𝑠2 𝜃) 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ⋅ 𝑑𝑛−4 
ifоdаni tоpаmiz vа h.k.  

𝑑𝑛 = (1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃 +. . . + 𝑐𝑜𝑠
𝑛−2 𝜃)𝑑2 − (1 +

𝑐𝑜𝑠 𝜃 +. . . + 𝑐𝑜𝑠𝑛−3 𝜃) 𝑐𝑜𝑠 𝜃 ⋅ 𝑑1, 𝑑2 = |
2 𝑐𝑜𝑠2

𝜃

2
𝑐𝑜𝑠 𝜃

1 2 𝑐𝑜𝑠2
𝜃

2

| =

1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2 𝜃 , 𝑑1 = 1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

ifоdаsini vа nаtijаdа 𝑑𝑛 = 1 + 𝑐𝑜𝑠 𝜃 +. . . + 𝑐𝑜𝑠
𝑛 𝜃 ni hоsil qilаmiz. 𝑑𝑛 

ning bu ifоdаsini mаtemаtik induksiyа usuli yоrdаmidа tekshirаmiz.  

  Rekurrent munоsаbаtlаr usuli determinаntning umumiy 

kо’rinishidаgi qоnuniyаtni tоpish tаlаb etаdi. Bu usulning qiyinchiligi 

hаm shundа. 

𝑑𝑛 = 𝑝𝑑𝑛−1 + 𝑞𝑑𝑛−2,   𝑛 > 2,     (3.5) 

kо’rinishdаgi tоppish45c munоsibаtni qаnоаtlаntiruvchi 

determinаntlаrni о’rgаnish bilаn chegаrаlаnаmiz. (3.5) dаgi  𝑝  vа  𝑞  
lаr  𝑛  dаn bоg’liq bо’lmаgаn о’zgаrmаs kаttаliklаr.  

 𝑞 = 0 bо’lgаndа,  𝑑𝑛  tоppish45c prоgressiyаsining hаdini 

hisоblаgаn kаbi hisоblаnаdi: 𝑑𝑛 = 𝑝
𝑛−1𝑑1, bundа 𝑑1 – 1-tаrtibli 

determinаnt, yа’ni  𝑑𝑛   ning chаp yuqоri burchаgidа turgаn element. 

 𝑞  0  bо’lsin. ,  −lаr 𝑥2 − 𝑝𝑥 − 𝑞 = 0 kvаdrаt tenglаmаning 

ildizlаri bо’lsin. U hоldа 𝑝 = 𝛼 + 𝛽, 𝑞 = −𝛼𝛽 bо’lib, (3.5) tenglikni 

quyidаgi ikki xil kо’rinishdа yоzish mumkin:  

𝑑𝑛 − 𝛽𝑑𝑛−1 = 𝛼(𝑑𝑛−1 − 𝛽𝑑𝑛−2),    

 (3.6) 
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𝑑𝑛 − 𝛼𝑑𝑛−1 = 𝛽(𝑑𝑛−1 − 𝛼𝑑𝑛−2),    

 (3.7) 

𝛼 ≠ 𝛽 bо’lsin. Geоmetrik prоgressiyаning (n-1)-hаdini tоppish 

fоrmulаsidаn (3.6) vа (3.7) lаrgа kо’rа 𝑑𝑛 − 𝛽𝑑𝑛−1 = 𝛼
т−2(𝑑2 −

𝛽𝑑1) vа 𝑑𝑛 − 𝛼𝑑𝑛−1 = 𝛽
т−2(𝑑2 − 𝛼𝑑1), bundаn esа, 𝑑𝑛 =

𝛼𝑛−1(𝑑2−𝛽𝑑1)−𝛽
𝑛−1(𝑑2−𝛼𝑑1)

𝛼−𝛽
 yоki 𝑑𝑛 = 𝑐1𝛼

𝑛 + 𝑐2𝛽
𝑛, bundа  

𝛼 ≠ 𝛽 𝑐1 =
𝑑2−𝛽𝑑1

𝛼(𝛼−𝛽)
, 𝑐2 =

𝑑2−𝛼𝑑1

𝛽(𝛼−𝛽)
    (3.8) 

ni hоsil qilаmiz. 𝑑𝑛
 ning bu ifоdаsi 𝑛 >  2 uchun hоsil qilingаn bо’lib, 

𝑛 = 1 vа 𝑛 = 2 lаr uchun bevоsitа tekshirilаdi. 𝑐1 vа 𝑐2 lаrning (3.8) 

munоsibаtdаn emаs, bаlki bоshlаng’ich 𝑑1 = 𝑐1𝛼 + 𝑐2𝛽,   𝑑2 =
𝑐1𝛼

2 + 𝑐2𝛽
2 shаrtlаrdаn tоppish mumkin. 

 𝛼 = 𝛽 bо’lsin. (3.6) vа (3.7) tengliklаr bittа 𝑑𝑛 − 𝛼𝑑𝑛−1 =
𝛼(𝑑𝑛−1 − 𝛼𝑑𝑛−2), tenglikkа аylаnаdi. Bundаn   

𝑑𝑛 − 𝛼𝑑𝑛−1 = 𝐴𝛼
𝑛−2,            

 (3.9) 

hоsil qilаmiz. Bundа 𝐴 = 𝑑2 − 𝛼𝑑1. 

(3.9) dа n ni n-1 bilаn аlmаshtirib, 𝑑𝑛−1 − 𝛼𝑑𝑛−2 = 𝐴𝛼
𝑛−3 ni,  vа 

undаn esа 𝑑𝑛−1 = 𝛼𝑑𝑛−2 + 𝐴𝛼
𝑛−2 ni hоsil qilаmiz. Bu ifоdаni (3.6) 

tenglikkа qо’yib: 𝑑𝑛 = 𝛼
2𝑑𝑛−2 + 2𝐴𝛼

𝑛−2 ni tоpаmiz. Bu usulni bir 

nechа mаrtа qо’llаb, 𝑑𝑛 = 𝛼
𝑛−1𝑑1 + (𝑛 − 1)𝐴𝛼

𝑛−2 yоki 𝑑𝑛 =

𝛼𝑛[(𝑛 − 1)𝑐1 + 𝑐2], bundа 𝑐1 =
𝐴

𝛼2
, 𝑐2 =

𝑑1

𝛼
 (𝑞 ≠ 0 bо’lgаnligi uchun 

𝛼 ≠ 0) ni hоsil qilаmiz.  

22-misоl. n-tаrtibli 𝑑𝑛 = |
|

7 4 0 0 . . . 0 0
3 7 4 0 . . . 0 0
0 3 7 4 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 3 7

|
| 

determinаntni hisоblаng. 

Yechish. Birinchi sаtr bо’yichа yоyib, 𝑑𝑛 = 7𝑑𝑛−1 − 12𝑑𝑛−2 ni 

hоsil qilаmiz. Bu rekurrent munоsаbаtgа muvоfiq keluvchi 𝑥2 − 7𝑥 +
12 = 0 kvаdrаt tenglаmа 𝛼 = 3, 𝛽 = 4   (𝛼 ≠ 𝛽) ildizlаrgа egа. 

Demаk, 𝑑𝑛 = 𝑐13
𝑛 + 𝑐24

𝑛. c1 vа c2 kоeffisiyentlаrni 𝑐1 =
𝑑2−𝛽𝑑1

𝛼(𝛼−𝛽)
,  

𝑐2 = −
𝑑2−𝛼𝑑1

𝛽(𝛼−𝛽)
 fоrmulаlаrdаn tоpаmiz. 𝑑2 = |

7 4
3 7

| = 37, 𝑑1 = 7, 
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bо’lgаnligidаn 𝑐1 = −3, 𝑐2 = 4  bо’lаdi. Demаk, 𝑑𝑛 = 4
𝑛+1 − 3𝑛+1 

bо’lаdi.  

4. Determinаntni determinаntlаr yig’indisigа yоyish usuli 

 Bа’zidа n-tаrtibli hаrfli determinаntni ikki yоki bir nechtа 

determinаntlаrning yig’indisi kо’rinishidа ifоdаlаsh оrqаli оsоn yо’l 

bilаn hisоblаsh mumkin. 

23-misоl. n-tаrtibli 𝑑 =
|

|

𝑎 𝑏 0 0 . . . 0 0
0 𝑎 𝑏 0 . . . 0 0
0 0 𝑎 𝑏 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 𝑎 𝑏
0 0 0 0 . . . 0 𝑎

|

|
 

determinаntni hisоblаng. 

Yechish. Determinаntni birinchi ustun bо’yichа yоyаmiz: 

𝑑 = 𝑎 |

𝑎 𝑏 0 . . . 0
0 𝑎 𝑏 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 𝑎

| + (−1)𝑛−1𝑏 |

𝑏 0 0 . . . 0
𝑎 𝑏 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 𝑏

| = 

= 𝑎 ⋅ 𝑎𝑛−1 + (−1)𝑛+1𝑏 ⋅ 𝑏𝑛−1 = 𝑎𝑛 + (−1)𝑛+1𝑏𝑛. 
Ikkitа determinаnt hаm uchburchаk kо’rinishigа egа.  

 24-misоl. n-tаrtibli 𝑑𝑛 =

|
|

𝑥 + 𝑎1 𝑎2 𝑎3 . . . 𝑎𝑛
𝑎1 𝑥 + 𝑎2 𝑎3 . . . 𝑎𝑛
𝑎1 𝑎2 𝑥 + 𝑎3 . . . 𝑎𝑛
. . . . . . . . . . . . . . .
𝑎1 𝑎2 𝑎3 . . . 𝑥 + 𝑎𝑛

|
| determinаntni hisоblаng. 

Yechish. Berilgаn determinаntni: 

𝑑 = |
|

𝑥 + 𝑎1 0 + 𝑎2 0 + 𝑎3 . . . 0 + 𝑎𝑛
0 + 𝑎1 𝑥 + 𝑎2 0 + 𝑎3 . . . 0 + 𝑎𝑛
0 + 𝑎1 0 + 𝑎2 𝑥 + 𝑎3 . . . 0 + 𝑎𝑛
. . . . . . . . . . . . . . .

0 + 𝑎1 0 + 𝑎2 0 + 𝑎3 . . . 𝑥 + 𝑎𝑛

|
|
 kо’rinishdа 

yоzаmiz. 

Determinаntning hаr bir ustun elementini ikkitа qо’shiluvchining 

yig’indisi kо’rinishidа ifоdаlаb, determinаntning mа’lum xоssаsigа 

kо’rа  d  ni n-tаrtibli 2n tа determinаntlаr yig’indisigа yоyish mumkin. 

Bundа hоsil bо’lgаn determinаntlаrning bа’zilаridа bir xil ustunlаr hоsil 

bо’lаdi vа bundаy determinаntlаrlаr qiymаti nоlgа teng bо’lgаnligi 
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sаbаbli ulаrni tаshlаb, qоlgаnlаrini quyidаgi kо’rinishdа yоzish 

mumkin:  

𝑑 = |

𝑥 0 0 . . . 0
0 𝑥 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 𝑥

| +∑|

𝑥 0 . . . 𝑎𝑖 . . . 0
0 𝑥 . . . 𝑎𝑖 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 𝑎𝑖 . . . 𝑥

|

𝑛

𝑖=1

 

(bundа  𝑎𝑖  lаr  i-ustundа). 

|

𝑥 0 . . . 𝑎𝑖 . . . 0
0 𝑥 . . . 𝑎𝑖 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 𝑎𝑖 . . . 𝑥

| determinаntni оxirgi ustun bо’yichа 

yоyib, hоsil bо’lgаn (n-1)–tаrtibli determinаnt yаnа оxirgi ustun 

bо’yichа yоyib vа h.k. оxirgi ustuni 𝑎𝑖 lаrgа teng bо’lgаn uchburchаk 

kо’rinishidаgi i-tаrtibli determinаnt hоsil bо’lgunchа qаdаr dаvоm 

ettirаmiz. Nаtijаdа  

𝑑𝑖 = 𝑥
𝑛−𝑖 |

𝑥 0 . . . 𝑎𝑖
0 𝑥 . . . 𝑎𝑖
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 𝑎𝑖

| = 𝑥𝑛−𝑖 ⋅ 𝑥𝑖−1 ⋅ 𝑎𝑖 = 𝑥
𝑛−1𝑎𝑖. 

n-tаrtibli |
|

𝑥 0 0 . . . 0
0 𝑥 0 . . . 0
0 0 𝑥 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 𝑥

|
| xn gа teng bо’lgаnligi sаbаbli 

quyidаgi ifоdаni hоsil qilаmiz: 𝑑 = 𝑥𝑛 + ∑ 𝑥𝑛−1𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 = 𝑥𝑛−1(𝑥 +

𝑎1+. . . +𝑎𝑛). 
5. Determinаntning elementlаrini о’zgаrtirish usuli 

Bu usuldа determinаntning bаrchа elementlаrini bittа sоngа 

о’zgаrtirish yо’li bilаn bаrchа elementlаrning аlgebrаik tо’ldiruv-

chilаrini hisоblаsh qulаy bо’lgаn hоlgа keltirilаdi. Bu usul quyidаgi 

xоssаgа аsоslаngаndir: аgаr d determinаntning bаrchа elementlаrigа 

аynаn bittа x sоnini qо’shsаk, u hоldа, determinаnt x sоnini   d.   

xaxa

xaxa

d
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aa

d

nnn

n

nnn

n
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++

==
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...

1

111

'

1

111

 bо’lsin. 

𝑑′ ni 1-sаtrgа nisbаtаn ikkitа determinаntgа, ulаrning hаr birini esа 2-

sаtrgа nisbаtаn ikkitаdаn determinаntlаrgа vа h.k. yоzаmiz. Bаrchа 
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elementlаri x gа teng bо’lgаn sаtrlаri bittаdаn kо’p bо’lgаn 

determinаntlаr nоlgа teng, elementlаri x gа teng bо’lgаn sаtrlаr sоni 

bittа bо’lgаn determinаntlаrni shu sаtr bо’yichа yоyаmiz. U hоldа isbоt 

qilinishi kerаk bо’lgаn 𝑑′ = 𝑑 + 𝑥∑ 𝐴𝑖𝑗
𝑛
𝑖,𝑗=1  tenglikni hоsil qilаmiz. 

Shundаy qilib, 𝑑’ determinаntni hisоblаsh 𝑑 determinаntni vа uning 

аlgebrаik tо’ldiruvchilаri yig’indisini hisоblаshgа оlib kelinаdi. 

25-misоl. n-tаrtibli  𝑑 = |

𝑎1 − 𝑥 0 . . . 0
0 𝑎2 − 𝑥 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 𝑎𝑛 − 𝑥

| 

determinаntni hisоblаng. 

 Yechish. Bоsh diаgоnаldа yоtmаgаn elementlаrning аlgebrаik 

tо’ldiruvchilаri nоlgа teng, bоsh diаgоnаldаgi elementlаrniki esа bоsh 

diаgоnаldаgi bоshqа elementlаrning kо’pаytmаsigа teng. Shuning 

uchun,  

𝑑𝑛 = (𝑎1 − 𝑥). . . (𝑎𝑛 − 𝑥) + 𝑥∑(𝑎1 − 𝑥)

𝑛

𝑖=1

. . . (𝑎𝑖−1 − 𝑥)(𝑎𝑖+1

− 𝑥). . . (𝑎𝑛 − 𝑥) 

= 𝑥(𝑎1 − 𝑥)(𝑎2 − 𝑥). . . (𝑎𝑛 − 𝑥) ⋅ (
1

𝑥
+

1

𝑎𝑖 − 𝑥
+. . . +

1

𝑎𝑛 − 𝑥
) 

6. n-tаrtibli determinаntni Vаndermоnd determinаntigа оlib kelib 

hisоblаsh 

Vаndermоnd determinаnti deb,   

𝑉𝑛 = ||

1 𝑥1 𝑥1
2 𝑥1

3 . . . 𝑥1
𝑛−1

1 𝑥2 𝑥2
2 𝑥2

3 . . . 𝑥2
𝑛−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 𝑥𝑛 𝑥𝑛

2 𝑥𝑛
3 . . . 𝑥𝑛

𝑛−1

|| 

kо’rinishidаgi determinаntgа аytilаdi. 

U quyidаgi fоrmulа yоrdаmidа hisоblаnаdi: 

𝑉𝑛 = (𝑥2 − 𝑥1)(𝑥3 − 𝑥1). . . (𝑥𝑛 − 𝑥1)(𝑥3 − 𝑥2)(𝑥4 − 𝑥2). . . (𝑥𝑛
− 𝑥2). . . (𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1) = 

= ∏ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)

𝑛≥𝑖≥𝑘≥1

. 

 Bа’zi determinаntlаrni Vаndermоnd determinаntigа оlib kelish 

yо’li bilаn hisоblаsh mumkin. 
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26-misоl. Vаndermоnd determinаntigа keltirish yо’li bilаn 

determinаntni hisоblаng.  

𝑑 = ||

𝛼1
𝑛 𝛼1

𝑛−1 𝛽1 . . . 𝛽1
𝑛

𝛼2
𝑛 𝛼2

𝑛−1 𝛽1 . . . 𝛽2
𝑛

. . . . . . . . . . . . . . .
𝛼𝑛+1
𝑛 𝛼𝑛+1

𝑛−1 𝛽𝑛+1 . . . 𝛽𝑛+1
𝑛

||. 

Yechish. Determinаnt belgisi оstidаn 𝛼1
𝑛, 𝛼2

𝑛, . . . , 𝛼𝑛+1
𝑛  

kо’pаytuvchilаrni mоs rаvishdа 1−, . . . , (𝑛 + 1) −sаtrlаrdаn 

chiqаrаmiz. Nаtijаdа Vаndermоnd determinаntini hоsil qilаmiz: 

𝑑 = 𝛼1
𝑛𝛼2

𝑛. . . 𝛼𝑛+1
𝑛

|

|

1
𝛽1

𝛼1
. . . (

𝛽1

𝛼1
)
𝑛

1
𝛽2

𝛼2
. . . (

𝛽2

𝛼2
)
𝑛

. . . . . . . . . . . .

1
𝛽𝑛+1

𝛼𝑛+1
. . . (

𝛽𝑛+1

𝛼𝑛+1
)
𝑛
|

|
= 𝛼1

𝑛𝛼2
𝑛. . . 𝛼𝑛+1

𝑛 ⋅

∏ [(
𝛽𝑖

𝛼𝑖
) − (

𝛽𝑗

𝛼𝑗
)]𝑖>𝑗 = = 𝛼1

𝑛𝛼2
𝑛. . . 𝛼𝑛+1

𝑛 ∏
𝛼𝑗𝛽𝑖−𝛼𝑖𝛽𝑗

𝛼𝑖𝛼𝑗
= ∏ (𝛼𝑗𝛽𝑖 −𝑖>𝑗𝑖>𝑗

𝛼𝑖𝛽𝑗).  

27-misоl. Vаndermоnd determinаntigа   

𝑑 = |
|

1 𝑥1 𝑥1
2 . . . 𝑥1

𝑝−1
𝑥1
𝑝+1

. . . 𝑥1
𝑛

1 𝑥2 𝑥2
2 . . . 𝑥2

𝑝−1
𝑥2
𝑝+1

. . . 𝑥2
𝑛

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 𝑥𝑛 𝑥𝑛
2 . . . 𝑥𝑛

𝑝−1
𝑥𝑛
𝑝+1

. . . 𝑥𝑛
𝑛

|
|,   (1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛 − 1) 

 kо’rinishdаgi determinаntni hаm keltirish mumkin. 

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 elementlаrning 𝑛 − 𝑝 tаdаn оlingаn bаrchа 

kо’pаytmаlаridаn tuzilgаn yig’indini 𝑆𝑛−𝑝  bilаn, 𝑑𝑛 bilаn shu 

elementlаrdаn tuzilgаn Vаndermоnd determinаntini belgilаsаk, 𝑑 =
𝑠𝑛−𝑝𝑑𝑛 tenglik о’rinlidir. 

3.7-§. Teskаri mаtritsа 

𝐴 – mаtritsа n-chi tаrtibli kvаdrаt mаtritsа bо’lsin. 𝐴 mаtritsа 

uchun 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐸 tenglikni qаnоаtlаntiruvchi 𝐵 mаtritsа 𝐴 gа 

teskаri mаtritsа deyilаdi vа u 𝐵 = 𝐴−1 kо’rinishdа belgilаnаdi. Teskаri 

mаtritsа elementlаrini  
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𝑏𝑖𝑗 =
𝐴𝑗𝑖

𝑑𝑒𝑡 𝐴
 

fоrmulа yоrdаmidа tоpish mumkin, bundа 𝐴𝑗𝑖lаr 𝑎𝑗𝑖 elementlаrning 

аlgebrаik tо’ldiruvchisidir. 𝐴  mаtritsа teskаrilаnuvchi deb аytilаdi, 

аgаr 𝑑𝑒𝑡 𝐴 ≠ 0, yа’ni 𝐴  mаtritsа xоsmаs bо’lsа.  

 Hаr qаndаy xоsmаs  𝐴  mаtritsаni fаqаt sаtrlаr (yоki fаqаt 

ustunlаr) elementаr аlmаshtirishlаri yоrdаmidа birlik mаtritsаgа 

keltirish mumkin. Elementаr аlmаshtirishlаrni xuddi shundаy ketmа-

ketlikdа E birlik mаtritsаgа tаdbiq qilsаk, teskаri mаtritsа 𝐴−1 ni hоsil 

qilаmiz. 𝐴  vа  𝐸  mаtritsаlаrni chiziq yоrdаmidа qо’shni yоzib ulаr 

ustidа elementаr аlmаshtirishlаrni bir vаqtdа bijаrish judа qulаydir. 

 Teskаri mаtritsаni hisоblаsh 𝐴𝑋 = 𝐵,  𝑌𝐴 = 𝐵 mаtritsаviy 

tenglаmаlаrni yechish bir-biri bilаn bоg’lаngаndir, bundа 𝐴, 𝐵–berilgаn 

mаtritsаlаr, 𝑋, 𝑌 – izlаnаyоtgаn nоmа’lum mаtritsаlаr. Аgаr 𝐴 mаtritsа 

tо’g’ri burchаkli mаtritsа yоki xоsmаs mаtritsа bо’lsа, mаtritsаviy 

tenglаmаlаrni yechish 𝑋 mаtritsаning hаr bir ustuni yоki 𝑌 mаtritsаning 

hаr bir sаtri elementlаri uchun hоsil bо’lаdigаn chiziqli tenglаmаlаr 

sistemаsini yechishgа keltirilаdi. Bu tenglаmаlаrni hоsil qilish uchun 

tenglаmаning hаr ikkаlа tоmоnidаgi mаtritsаlаrning mоs elementlаrini 

bir-birigа tenglаshtirish lоzim. Аgаr 𝐴 mаtritsа xоsmаs bо’lsа, 

mаtritsаviy tenglаmаlаrning yechimlаri qyidаgi fоrmulаlаr yоrdаmidа 

tоpilаdi: 

𝑋 = 𝐴−1𝐵,   𝑌 = 𝐵𝐴−1. 
28-misоl. Berilgаn mаtritsа uchun teskаri mаtritsа tоpilsin 𝐴 =

(
3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1

). 

  Yechish. 𝑑𝑒𝑡 𝐴 = −1 bо’lgаnligi uchun teskаri mаtritsа А-1 

mаvjud. Mаtritsа elementlаrining аlgebrаik tо’ldiruvchilаrini tоpаmiz: 

𝐴11 = 8, 𝐴21 = −29, 𝐴31 = 11, 
𝐴12 = 5, 𝐴22 = −18, 𝐴32 = 7, 
𝐴13 = −1, 𝐴23 = 3, 𝐴33 = −1. 

 Teskаri mаtritsаni tоpish fоrmulаsigа аsоsаn bu аlgebrаik 

tо’ldiruvchilаrni (−1) gа bо’lib, teskаri mаtritsаni hоsil qilаmiz: 

А−1 = (
−8 29 −11
−5 18 −7
1 −3 1

). 
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  29-misоl. Sаtrlаrning elementаr аlmаshtirishlаri yоrdаmidа 

teskаri mаtritsа 𝐴−1ni tоping А = (
3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1

). 

  Yechish. Quyidаgilаrni hоsil qilаmiz: 

   (
3 −4 5 1 0 0
2 −3 1 0 1 0
3 −5 −1 0 0 1

)
 𝑅1−𝑅2 
→        

(
1 −1 4 1 −1 0
2 −3 1 0 1 0
3 −5 −1 0 0 1

)
 𝑅2−2𝑅1 
→         

 𝑅2−2𝑅1 
→        (

1 −1 4 1 −1 0
0 −1 −7 −2 3 0
3 −5 −1 0 0 1

) 

 𝑅3−3𝑅1 
→        (

1 −1 4 1 −1 0
0 −1 −7 −2 3 0
0 −2 −13 −3 3 1

)
 𝑅3−2𝑅2 
→         

 𝑅3−2𝑅2 
→        (

1 −1 4 1 −1 0
0 −1 −7 −2 3 0
0 0 1 1 −3 1

)
 𝑅1−4𝑅3 
→         

(
1 −1 0 3 11 −4
0 −1 −7 −2 3 0
0 0 1 1 −3 1

)
 𝑅2+7𝑅1 
→         

 𝑅2+7𝑅1 
→        (

1 −1 0 −3 11 −4
0 −1 0 5 −18 7
0 0 1 1 −3 1

)
 𝑅1−𝑅2 
→        

(
1 0 0 −8 29 −11
0 −1 0 5 −18 7
0 0 1 1 −3 1

)
 (−1)𝑅2 
→        

      
 (−1)𝑅2 
→       (

1 0 0 −8 29 −11
0 1 0 −5 18 −7
0 0 1 1 −3 1

). 

 Bundа  Ri  mаtritsаning i-sаtri. Shundаy qilib, teskаri mаtritsа 

quyidаgi kо’rinigа egа bо’lаdi: 

𝐴−1 = (
−8 29 −11
−5 18 −7
1 −3 1

). 

  30-misоl. Quyidаgi tenglаmаlаrdаn X mаtritsаni tоping:  

(
−1 0
0 1

)𝑋 (
−4 0
2 1

) = (
0 1
0 1

). 
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  Yechish. 𝑑𝑒𝑡 𝐴 = −1 ≠ 0 vа 𝑑𝑒𝑡 𝐵 = −4 ≠ 0 bо’lgаni uchun  

𝐴−1  vа  𝐵−1 teskаri mаtritsаlаr mаvjud. Tenglаmаning chаp vа о’ng 

tоmоnlаrini chаpdаn 𝐴−1  gа, о’ngdаn  𝐵−1gа kо’pаytirsаk, quyidаgi 

tenglikkа egа bо’lаmiz: 

𝐴−1(𝐴𝑋𝐵)𝐵−1 = 𝐴−1𝐶𝐵−1.𝐴−1(𝐴𝑋𝐵) = (𝐴−1𝐴)𝑋(𝐵𝐵−1). 
  𝐴−1𝐴 = 𝐸, 𝐵𝐵−1 = 𝐸 vа 𝐸𝑋𝐸 = 𝑋 bо’lgаnligi uchun 𝑋 =
𝐴−1𝐶𝐵−1 kelib chiqаdi. Bu tenglikkа аsоsаn  X  mаtritsаni hisоblаymiz: 

𝐴−1 = (
−1 0
0 1

) ,  𝐵−1 = (
−0,25 0
0,5 1

) , 

𝑋 = (
−1 0
0 1

) (
0 1
0 1

) (
−0,25 0
0,5 1

) = (
−0,5 1
0,5 1

) 

  31-misоl. Hаr qаndаy qаndаy elementаr аlmаshtirishlаr xоsmаs 

mаtritsаlаrning kо’pаytmаsidаn ibоrаt ekаnligini isbоtlаng. 

  Yechish. А mаtritsа sаtrlаrining hаr qаndаy elementаr 

аlmаshtirishlаri  А  mаtritsаni chаpdаn elementаr mаtritsаgа 

kо’pаytirishdаn ibоrаt bо’lib, bu elementаr mаtritsаni birlik mаtritsаdаn 

о’shаndаy elementаr аlmаshtirish yоrdаmidа hоsil qilish mumkin. 

Xоsmаs mаtritsаni elementаr аlmаshtirishlаr yоrdаmidа birlk 

mаtritsаgа keltirish mumkin. Shuning uchun quyidаgigа egа bо’lаmiz:  

𝑆𝑘 ⋅⋅⋅ 𝑆1𝐴 = 𝐸,  
bundаn esа 𝑆𝑘 ⋅⋅⋅ 𝑆1 = 𝐴

−1,  𝐴 = 𝑆1
−1 ⋅⋅⋅ 𝑆𝑘

−1. 𝑆1
−1, . . . , 𝑆𝑘

−1 mаtritsаlаr 

hаmdа 𝑆1, . . . , 𝑆𝑘 mаtritsаlаr hаm elementаr mаtritsаlаrdir, ulаrni birlik 

mаtritsаdаn sаtrlаrning «teskаri» elementаr аlmаshtirishi yоrdаmidа 

hоsil qilish mumkin.  

32-misоl. Berilgаn mаtritsаni elementаr mаtritsаlаrning 

kо’pаytmаsigа yоying: (
1 1
0 −2

). 

  Yechish. Tо’rtinchi misоlning yechimigа аsоsаn bundа 𝑨 = 𝑺𝟏
−𝟏 ⋅

⋅⋅ 𝑺𝒌
−𝟏 mаtritsаlаr А mаtritsа sаtrlаrining elementаr аlmаshtirishlаrigа 

mоs kelаdiki, uni birlik mаtritsаgа keltirаdi. 𝑺𝟏, . . . , 𝑺𝒌 mаtritsаlаrni 

tаnlаb keyin 𝑺𝟏
−𝟏, . . . , 𝑺𝒌

−𝟏 lаrni tоpаmiz. Bu jаrаyоnni bittа qаdаmgа 

kаmаytirish mumkinligini kо’rsаtаmiz. 𝑨 = (
𝟏 𝟏
𝟎 −𝟐

) mаtritsаni 

sоddаlаshtirаmiz. Mаtritsаning ikkinchi sаtrini (−
𝟏

𝟐
) gа kо’pаytirish А 

ni chаp tоmоndаn (
𝟏 𝟎

𝟎 −
𝟏

𝟐

) mаtritsаgа kо’pаytirish bilаn teng 

kuchlidir. Quyidаgi tenglik hоsil bо’lаdi:  
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(
1 0

0 −
1

2

) (
1 1
0 −2

) = (
1 1
0 1

) = 𝐵                   

 (3.10) 

B mаtritsа elementаr mаtritsаdir. Hisоblаymiz:  

    (
1 0

0 −
1

2

)

−1

= (
1 0
0 −2

) = 𝑆 

 (3.10) tenglikning hаr ikkаlа tоmоnini chаpdаn S gа kо’pаytirsаk, 

izlаnаyоtgаn yоyilmа kelib chiqаdi: 

(
1 1
0 −2

) = 𝑆𝐵 = (
1 0
0 −2

) (
1 1
0 1

). 

3.8-§. Chiziqli tenglаmаlаr sistemаsi 

Kо`p tаdbiqiy mаsаlаlаr shu jumlаdаn iqtisоdiy mаsаlаlаr 

chiziqli tenglаmаlаr sistemаsini yechishgа keltirilаdi. Shuning uchun 

bundаy sistemаlаrni о`rgаnish muhim аhаmiyаtgа egа. Chiziqli 

tenglаmаlаr sistemаsi ikki turli bо`lаdi: 

1. Bir jinsli bо`lmаgаn chiziqli tenglаmаlаr sistemаsi; 2. Bir jinsli 

sistemаsi chiziqli tenglаmаlаr sistemаsi 

Аvvаlо bir jinsli bо`lmаgаn tenglаmаlаr sistemаlаrni 

о`rgаnаmiz. Bundаy sistemаlаr quyidаhichа yоzilаdi: 

{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2+. . . +𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2+. . . +𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑎𝑘𝑥1 + 𝑎𝑘2𝑥2+. . . +𝑎𝑘𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑘

       (3.11) 

bundа 𝑎𝑖𝑗, 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛 sоnlаr sistemа kоeffitsiyentlаri  𝑏𝑖, 𝑖 =

1,2, . . . , 𝑘 sоnlаr оzоd hаdlаr yоki sistemаning о`ng tоmоni deb 

аtаlаdi. (3.11) sistemаni qisqаchа ushbu  

∑ 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 = 𝑏𝑖(𝑖 = 1,2, . . . , 𝑘)
𝑛
𝑗=1    (3.12) 

kо`rinishdа yоzish mumkin. (3.11) sistemаning yechimi deb 𝑛 tа 

sоnlаrning shundаy mаjmuаsigа аytilаdiki, ulаrni (3.11) sistemаgа 

qо`ygаndа hаr bir tenglаmа tо`g`ri tenglikkа аylаnаdi. 

Аgаr tenglаmаlаr sistemаsi hech bо`lmаgаndа bittа yechimgа 

egа bо`lsа, bu sistemа birgаlikdа, yechimgа egа bо`lmаsа, birgаlikdа 

emаs deyilаdi. Аgаr tenglаmаlаrning ikkitа sistemаsi bir xil 

yechimgа egа bо`lsа, ulаr teng kuchli yоki ekvivаlent sistemаlаr 

deyilаdi. Tenglаmаlаr sistemаsini yechish deyilgаndа uning bаrchа 
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yechimlаrini tоpishni yоki yechimgа egа emаsligini kо`rsаtishni 

tushunаmiz. Mа`lumki, mаktаbdа chiziqli sitemаlаrni yechishning 

ikki usuli : 1.о`rnigа qо`yish;  2.аlgebrаik qо`shish   usullаri 

о`rgаnilаdi. 

        О`rnigа qо`yish usuli umumiy hоldа Gаuss usuli hаm deb 

аtаlаdi. Mаzkur ishdа ulаrdаn tаshqаri teskаri mаtritsа usuli, Krаmer 

fоrmulаlаridаn fоydаlаnish usullаrini hаm kо`rib о`tаmiz. 

Gаuss usuli (Nоmа’lumlаrni ketmа-ket yо`qоtish usuli). Bu 

usul nоmа`lumlаrni ketmа-ket yо`qоtish yоrdаmidа berilgаn 

sistemаgа ekvivаlent bо`lgаn zinаpоyаsimоn (xususiy hоldа 

uchburchаk) shаklidаgi sistemаgа kelаdi. Zinаpоyаsimоn sistemа 

deb,  

{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2+. . . +𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑦1
𝑎22𝑥2+. . . +𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑦2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑎𝑘𝑘𝑥𝑘+. . . +𝑎𝑘𝑛𝑥𝑛 = 𝑦𝑘

        (3.13) 

kо`rinishdаgi sistemаgа аytilаdi, bu yerdа   𝑘 ≤ 𝑛,  𝑎𝑖𝑗 ≠ 0, 𝑖 =

1,2, . . . , 𝑘 

Аgаr 𝑘 = 𝑛 bо`lsа, u hоldа (3.13) sistemа uchburchаk shаklidа 

bо`lаdi.  

33-misоl. Ushbu  

{
𝑥1 +

1

2
𝑥2 + 2𝑥3 = 8

5𝑥1 − 3𝑥2 + 2𝑥3 = 5
𝑥1 + 3𝑥2 + 3𝑥3 = 16

 

tenglаmаlаr sistemаsini Gаuss usulidа yeching.  

Yechish: Sistemаning 1- tenglаmаsidаn  𝑥1ni tоpib, sistemаning 

2- vа 3- tenglаmаlаrigа qо`yаmiz: 

{
 
 

 
 𝑥1 +

1

2
𝑥2 + 2𝑥3 = 8

11𝑥2 + 16𝑥3 = 70
5

2
𝑥2 + 𝑥3 = 8

 

Bu sistemаning ikkinchisidаn   𝑥2    ni tоpib, uchinchi 

tenglаmаgа qо`yib, qо`yidаgi sistemаgа kelаmiz: 
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{
𝑥1 +

1

2
𝑥2 + 2𝑥3 = 8

11𝑥2 + 16𝑥3 = 70
29𝑥3 = 87

 

Bu yerdаn 𝑥3 = 3; 𝑥2 = 2; 𝑥1 = 1 

Krаmer usuli. Uch nоmа`lumli uchtа tenglаmаlаr sistemаsi  

{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥1 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + 𝑎23𝑥2 = 𝑏2
𝑎𝑘𝑥1 + 𝑎𝑘2𝑥2 + 𝑎33𝑥3 = 𝑏3

     (3.14) 

berigаn bо`lsin. Sistemаning аsоsiy determinаnti ∆=

|

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

| vа yоrdаmchi determinаntlаri.  

∆𝑥1 = |

𝑏1 𝑎12 𝑎13
𝑏2 𝑎22 𝑎23
𝑏3 𝑎32 𝑎33

|; ∆𝑥2 = |

𝑎11 𝑏1 𝑎13
𝑎21 𝑏2 𝑎23
𝑎31 𝑏3 𝑎33

| ;  ∆𝑥3 =

 |

𝑎11 𝑎12 𝑏1
𝑎21 𝑎22 𝑏2
𝑎31 𝑎32 𝑏3

|   

ni tuzаmiz. 

Аgаr sistemаning determinаnti ∆≠ 0 bо`lsа, u hоldа (3.14) 

sistemа 

𝑥1 =
∆𝑥1

∆
; 𝑥2 =

∆𝑥2

∆
;  𝑥3 =

∆𝑥3

∆
      (3.15) 

yаgоnа yechimgа egа bо`lаdi. 

(3.14) sistemаning yechimini (3.15) kо`rinishdа tоpish Krаmer 

qоidаsi deb аtаlаdi. 

Аgаr  ∆= 0  bо`lib, ∆𝑥1;  ∆𝑥2;  ∆𝑥3 lаrdаn hech bо`lmаgаndа 

bittаsi nоldаn fаrqli bо`lsа, u hоldа sistemаning yechimi mаvjud 

bо`lmаydi vа sistemа birgаlikdа bо`lmаgаn sistemа deb аtаlаdi. Аgаr  

∆= 0 , ∆𝑥1 = ∆𝑥2 = ∆𝑥3 = 0 bо`lsа , u hоldа (3.14) sistemа cheksiz 

kо`p yechimgа egа bо`lаdi. 

34-misоl. Ushbu  

{

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 8
3𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 10
4𝑥 + 3𝑦 − 2𝑧 = 4

 

tenglаmаlаr sistemаsi  Krаmerning (3.15) fоrmulаsi bilаn yechilsin. 
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Yechish. Nоmа`lumlаr оldidа turgаn kоeffitsentlаrdаn tuzilgаn 

аsоsiy determinаntni tuzib, hisоblаymiz: 

1)D = |
1 2 1
3 2 1
4 3 −2

| = |
2 1
3 −2

| − 2 |
3 1
4 −2

| + |
3 2
4 3

| =

(−4 − 3 + 12 + 8 + 9 − 8) = 14   

Sо’ngrа yоrdаmchi determinаntlаrni hаm hisоblаymiz: 

2) 𝐷𝑥 = |
8 2 1
10 2 1
4 3 −2

| = 14 

3) 𝐷𝑦 = |
1 8 1
3 10 1
4 4 −2

| = 28 

4)𝐷𝑧 = |
1 2 8
3 2 10
4 3 4

| = 42 

U hоldа Krаmer fоrmulаsigа аsоsаn tenglаmаlаr sistemаsini yechimini 

hоsil qilаmiz: 

𝑥 =
𝐷𝑥
𝐷
=
14

14
= 1;  𝑦 =

𝐷𝑦

𝐷
=
28

14
= 2;  𝑧 =

𝐷𝑧
𝑧
=
42

14
= 3 

Mustаqil yechish uchun misоl vа mаsаlаlаr 

1. Quyidаgi binаr  munоsаbаtlаrdаn qаysilаri о’rnigа qо’yish 

bо’lаdi: 

 𝑎) (
2134
2321

);  𝑏) (
4213
4312

);  𝑐) (
1234
1324

);  

𝑑) (
21324
23421

); 𝑒) (
13423
43123

);  𝑓) (
123453
43213

). 

2. Mаtritsаlаrning chiziqli kоmbinаsiyаsi tоpilsin: 

а) 3 (
1 2
1 2

) − (
3 2
3 2

) − 4 (
0 1
0 1

) ;    b) 2(
2
2
1
) − 3(

0
5
6
) ;  

c) 2 (
1 8 7 −15
1 −5 −6 11

) − (
5 24 −7 −1
−1 2 7 3

) ;  

d) (
1 2
3 4

) + (
4 −2
−3 1

);   ye) (
1 5
5 1

) − (
−1 −1
−1 −1

) ;  

f) 2 (
0 0 1 1 1
0 1 0 0 1

) − (
1 0 1 1 1
0 1 1 1 1

). 

3. Mаtritsаlаrning kо’pаytаmsi hisоblаnsin: 

www.nitropdf.com

Durdona



D U R D O N A

58 

а) (2 −3 0) (
4
3
1
) ;   b) (

4
3
1
) (2 −3 0);   c) (

1 1
1 1

) (
3 5
5 9

);  

d) (1 0) (
1 1
1 1

);   e) (0 1 0 0) (

1 4 3
0 3 2
0 1 0
0 2 1

); 

f) (

3 3 −4 −3
0 6 1 1
5 4 2 1
2 3 3 2

)(

0
1
0
0

);               g) (
3 1
2 1

) (
1 1
1 1

) 

h) (1 1 1) (
1 2 3
2 3 4
3 4 5

);  i) (

1 1 1 1
1 0 1 1
0 0 1 0
0 0 1 1

)(

1
1
1
1

); 

4.Determinаntlаrni hisоblаng: 

𝑎) |
3 5
5 8

|; 𝑏) |
𝑎𝑏 𝑎𝑐
𝑏𝑑 𝑐𝑑

|; 𝑐) |
𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑠𝑖𝑛 𝛽
𝑐𝑜𝑠 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛽

|; 

𝑑) |
ℓ𝑜𝑔𝑏𝑎 1
1 ℓ𝑜𝑔𝑎𝑏

|;   𝑒) |
𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝛼 1

1 𝑐𝑜𝑠 𝛼 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝛼
|;  

𝑓) |
𝑎 + 𝑏𝑖 𝑐 + 𝑑𝑖
−𝑐 + 𝑑𝑖 𝑎 − 𝑏𝑖

|. 

5. Determinаntlаrni hisоblаng: 

𝑎) |
−1 5 4
3 −2 0
−1 3 6

|;          𝑏) |
0 2 2
2 0 2
2 2 0

|;       𝑐) |
1 2 3
4 5 6
7 8 9

|; 

𝑑) |
𝑎 𝑏 𝑐
𝑏 𝑐 𝑎
𝑐 𝑎 𝑏

|;         𝑒) |
0 𝑎 0
𝑏 𝑐 𝑑
0 𝑒 0

|;      𝑓) |
𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼 1
𝑠𝑖𝑛 𝛽 𝑐𝑜𝑠 𝛽 1
𝑠𝑖𝑛 𝛾 𝑐𝑜𝑠 𝛾 1

|; 

𝑔) |
1 0 1 + 𝑖
0 1 𝑖
1 − 𝑖 −𝑖 1

|;    ℎ) |
1 𝜀 𝜀2

𝜀2 1 𝜀
𝜀 𝜀2 1

| (𝜀 = −
1

2
+

𝑖
√3

2
); 

𝑖) |
1 1 1
1 𝜀 𝜀2

1 𝜀2 𝜀
| (𝜀 = 𝑐𝑜𝑠

4

3
𝜋 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛

4

3
𝜋). 

6. Determinаntlаrni yоymаsdаn turib, quyidаgi аyniyаtlаrni 

isbоtlаng: 
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𝑎) |
1 𝑎 𝑏𝑐
1 𝑏 𝑐𝑎
1 𝑐 𝑎𝑏

| = (𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)(𝑐 − 𝑏);  

𝑏) |
1 1 1
𝑎2 𝑏2 𝑐2

𝑎3 𝑏3 𝑐3
| = (𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐)(𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎)(𝑐 − 𝑏); 

𝑐) |
1 𝑎 𝑏𝑐
1 𝑏 𝑐𝑎
1 𝑐 𝑎𝑏

| = |
1 𝑎 𝑎2

1 𝑏 𝑏2

1 𝑐 𝑐2
|;   

𝑑) |
1 𝑎 𝑎3

1 𝑏 𝑏3

1 𝑐 𝑐3
| = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐) |

1 𝑎 𝑎2

1 𝑏 𝑏2

1 𝑐 𝑐2
|. 

7. Ushbu tenglаmаlаr sistemаsini Gаuss usuli bilаn yeching: 

1) {

2𝑥1 + 3𝑥2 + 4𝑥3 = 9
4𝑥2 + 11𝑥3 = 1
7𝑥1 − 5𝑥2=−1

;           2){

2𝑥1 − 𝑥2 + 5𝑥3 = 27
5𝑥1 + 2𝑥2 + 13𝑥3 = 70

3𝑥1 − 𝑥3 = −2
 ;   

3) {

3𝑥1 − 5𝑥2 + 4𝑥3 = 46
𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 = 8
𝑥1 − 7𝑥2 − 2𝑥3 = 5

 ;       4) {

4𝑥1 + 𝑥2 − 3𝑥3 = −1
8𝑥1 + 3𝑥2 − 6𝑥3 = −1
𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = −1

;  

 5) {

𝑥1 − 4𝑥2 − 2𝑥3 = 8
3𝑥1 − 5𝑥2 − 6𝑥3 = 21
3𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = −4

;        6) {

4𝑥1 − 3𝑥2 + 𝑥3 = 43
𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 3
2𝑥1 + 𝑥2 = 13

 ; 

7) {

3𝑥1 + 𝑥2 − 2𝑥3 = 6
5𝑥1 − 3𝑥2 + 2𝑥3 = −4
4𝑥1 − 2𝑥2 − 3𝑥3 = −2

;        8) {

3𝑥1 + 𝑥2+2𝑥3 = 11
2𝑥1 + 2𝑥2 − 3𝑥3 = 9
𝑥1 − 5𝑥2 − 8𝑥323

; 

 9){

5𝑥1 + 6𝑥2 − 2𝑥3 = 12
2𝑥1 + 5𝑥2 − 3𝑥3 = 9
4𝑥1 − 3𝑥2 + 2𝑥3 = −15

;     10) {

2𝑥1 + 3𝑥2 + 4𝑥3 = 15
𝑥1 + 𝑥2 − 5𝑥3 = 16
3𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3 = 1

;  

11) {

2𝑥1 − 3𝑥2 + 𝑥3 = 11
𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 = −6
𝑥1 − 4𝑥2 − 2𝑥3 = 3

;         12) {

2𝑥1 − 5𝑥2 = 19
3𝑥1 + 5𝑥2 − 𝑥3 = −10
𝑥1 − 4𝑥2 + 2𝑥3 = 16

; 

8. Ushbu tenglаmаlаr sistemаlаrini Krаmer qоidаsi bilаn 

yeching: 

1) {

3𝑥1 + 𝑥2 − 2𝑥3 = 6
2𝑥2 − 𝑥3 = 0

4𝑥1 − 3𝑥2 + 5𝑥3 = 19
;         2) {

2𝑥1 − 3𝑥2 − 2𝑥3 = 16
3𝑥1 + 4𝑥2 − 5𝑥3 = −10

2𝑥1 − 3𝑥3 = 4
;  
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3) {

2𝑥1 + 4𝑥2 − 𝑥3 = 1
3𝑥1 + 5𝑥2 − 2𝑥3 = 3
𝑥1 − 2𝑥2 = −7

;            4) {

𝑥1 − 4𝑥2 + 3𝑥3 = 11
𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = −3

3𝑥1 + 4𝑥2 − 2𝑥3 = −10
;  

5) {

𝑥1 + 3𝑥2 − 𝑥3 = −2
2𝑥1 − 𝑥2 + 4𝑥3 = 7
𝑥1 − 3𝑥3 = 11

;             6) {

5𝑥1 − 2𝑥2 + 3𝑥3 = −7
2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = −5
3𝑥1 + 5𝑥2 − 𝑥3 = 38

; 

7) {

2𝑥1 − 𝑥2 + 5𝑥3 = −4
𝑥1 + 𝑥2 + 4𝑥3 = 9
2𝑥1 + 3𝑥2 − 𝑥3 = 14

;           8) {

𝑥1 − 3𝑥2 = −10
4𝑥1 + 3𝑥3 = −7

5𝑥1 + 2𝑥2 − 4𝑥3 = 38
; 

9) {

𝑥1 + 4𝑥2 − 3𝑥3 = −13
2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 0
4𝑥1 + 2𝑥2 + 5𝑥3 = 3

;       10) {

2𝑥1 − 𝑥2 + 4𝑥3 = 7
𝑥1 + 𝑥2 − 4𝑥3 = −13
𝑥1 + 4𝑥2 − 𝑥3 = 14
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IV BОB. KОMPLEKS SОNLАR 

4.1-§. Kоmpleks sоnlаr vа ulаr ustidа аmаllаr 

4.1.1-tа’rif. Kоmpleks sоn deb hаqiqiy sоnlаrning tаrtiblаngаn 

juftligigа аytilаdi. (𝑎, 𝑜) kоmpleks sоnni hаqiqiy sоndаn 

fаrqlаmаydilаr. Bаrchа kоmpleks sоnlаr tо’plаmini 𝑆 оrqаli 

belgilаnаdi. (𝑎, 𝑏) vа (𝑐, 𝑑) juftliklаr ulаrning mоs kооrdintаlаri teng 

bо’lgаndаginа teng deyilаdi, yа’ni  

(𝑎, 𝑏) = (𝑐, 𝑑) <=> {
𝑎 = 𝑐
𝑏 = 𝑑.

 

Kоmpleks sоnlаrni qо’shish vа kо’pаytirish аmаllаri quyidаgi 

tengliklаr yоrdаmidа kiritilаdi 

(𝑎, 𝑣) + (𝑐, 𝑑)  =  (𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑),   (𝑎, 𝑏)(𝑐, 𝑑)  
=  (𝑎𝑐−𝑏𝑑, 𝑎𝑑 +  𝑏𝑐) 

  (0,1) kоmpleks sоni 𝑖 hаrfi оrqаli belgilаsh vа uni mаvhum bir 

deb аtаsh qаbul qilingаn. 𝑖2 + 1 = 0 bо’lishini kо’rsаtish qiyin emаs, 

yа’ni 𝑖 sоni 𝑥2 + 1 = 0 tenglаmаning ildizi bо’lаdi. 

 4.1.2-tа’rif. Hаr qаndаy 𝑧 kоmpleks sоnni 𝑎 +  𝑏𝑖 аlgebrаik 

shаkldа yоzish mumkin. Аgаr 𝑧 =  𝑎 +  𝑏𝑖 bо’lsа, 𝑎 sоn 𝑧 kоmpleks 

sоnning hаqiqiy qismi deyilаdi vа 𝑅𝑒 𝑧 оrqаli belgilаnаdi, 𝑏 sоn esа 𝑧 
kоmpleks sоnning mаvhum qismi deyilаdi vа 𝐼𝑚 𝑧 оrqаli belgilаnаdi. 

𝑧 =  𝑎 − 𝑏𝑖 kоmpleks sоn,  𝑧 =  𝑎 +  𝑏𝑖 kоmpleks sоnning kоmpleks 

qо’shmаsi deyilаdi. Аgаr 𝑎 =  𝑐,   𝑏 =  𝑑 bо’lsа 𝑎 +  𝑏𝑖 vа 𝑐 +  𝑑𝑖 
kоmpleks sоnlаr teng deyilаdi. 

 Аlgebrаik shаkldаgi kоmpleks sоnlаr ustidа аrifmetik аmаllаr 

quyidаgi tengliklаr yоrdаmidа аniqlаnаdi: 

(𝑎 +  𝑏𝑖)  +  (𝑐 +  𝑑𝑖)  =  (𝑎 +  𝑐)  +  (𝑏 +  𝑑)𝑖, 
  (𝑎 +  𝑏𝑖) − (𝑐 +  𝑑𝑖)  =  (𝑎 − 𝑐)  + (𝑏 − 𝑑)𝑖, 

 (𝑎 +  𝑏𝑖) (𝑐 +  𝑑𝑖)  =  (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑)  + (𝑎𝑑 +  𝑏𝑐)𝑖, 
Bоshqаchа аytgаndа, аgаr 𝑖2 = −1  ekаnligini hisоbgа оlinsа, 

kоmpleks sоnlаr ustidа bаrchа аrifmetik аmаllаr hаqiqiy sоnlаr ustidаgi 

xuddi shundаy аmаlаr kаbi bаjаrаdi. 

 Аgаr kоmpleks sоnlаrning yig’indisi, аyirmаsi, kо’pаytmаsi vа 

bо’linmаsidаgi bаrchа sоnlаrni ulаrning kоmpleks-qо’shmаsigа 

аlmаshtirilsа, nаtijа hаm о’zining qо’shmаsigа аlmаshаdi: 
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𝑧̄1 + 𝑧̄2 = 𝑧1 + 𝑧2,     𝑧̄1 − 𝑧̄2 = 𝑧1 − 𝑧2,     𝑧̄1 ⋅ 𝑧̄2 = 𝑧1𝑧2,      
𝑧̄1

𝑧̄2
=

(
𝑧1

𝑧2
) 

 Kоmpleks sоnni dаrаjаgа kо’tаrish аmаli quyidаgichа 

аniqlаnаdi: 

𝑧𝑛 = {
𝑧 ⋅ 𝑧 ⋅. . . 𝑧⏟      

𝑛

, 𝑎𝑔𝑎𝑟 𝑛 ≥ 2

𝑧, 𝑎𝑔𝑎𝑟 𝑛 = 1, 𝑛 ∈ 𝑁
. 

Аgаr 𝑧  0 bо’lsа: 𝑧0 = 1, 𝑧−𝑛 =
1

𝑧𝑛
 deb qаbul qilinаdi. 

Kоmpleks sоnning butun kо’rsаtkichli dаrаjаsi quyidаgi xоssаlаrgа 

egа: 

𝑧𝑝 ⋅ 𝑧𝑞 = 𝑧𝑝+𝑞 ,     (𝑧𝑝)𝑞 = 𝑧𝑝𝑞 ,    (𝑧1 ⋅ 𝑧2)
𝑝 = 𝑧1

𝑝
⋅ 𝑧2
𝑝
, 

𝑧𝑝

𝑧𝑞
= 𝑧𝑝−𝑞 ,   (

𝑧1
𝑧2
)
𝑝

=
𝑧1
𝑝

𝑧2
𝑝 ,   bundа  𝑝,  𝑞 ∈ 𝑍. 

 Kоmpleks sоn 𝑧 ning 𝑛 −dаrаjаli ildizi deb shundаy 𝜔,𝜔 = √𝑧
𝑛
, 

kоmpleks sоngа аytilаdiki, 𝜔𝑛 = 𝑧 (𝑛 ≥ 2,  𝑛 ∈ Ν). 
 1-misоl. Quyidаgi tenglаmаdаn 𝑥 vа 𝑦 hаqiqiy sоnlаrni tоping: 

( 5 𝑥 –  3 𝑦 )  + ( 𝑥 –  2 𝑦 ) 𝐼 =  6 + ( 8 –  𝑥 +  𝑦 ) 𝑖. 
  Yechish. Kоmpleks sоnlаrning tenglik shаrtidаn fоydаlаnib,  

{
5𝑥 − 3𝑦 = 6

𝑥 − 2𝑦 = 8 − 𝑥 + 𝑦
 

sistemаni hоsil qilаmiz. Bu sistemаdаn 𝑥 vа 𝑦 nоmа’lumlаrni tоpаmiz: 

𝑥 = −
2

3
,   𝑦 = −

28

9
.  

2-misоl. 𝑖 ning dаrаjаlаrini tоping. 

 Yechish. Tа’rifgа kо’rа 𝑖0 = 1, 𝑖1 = 𝑖 vа 𝑖2 = −1. Shuning 

uchun  

𝑖3 = 𝑖2𝑖 = −𝑖, 𝑖4 = 𝑖3 𝑖 = 1, 𝑖5 = 𝑖4𝑖 =  𝑖. 
Umumаn оlgаndа: 𝑖4𝑛 = 1, 𝑖4𝑛+1 = 𝑖, 𝑖4𝑛+2 = −1, 𝑖4𝑛+3 = −𝑖,

𝑛 ∈ 𝑁.  
3-misоl. Dаrаjаgа kо’tаring: (1 + 𝑖)20, (1 − 𝑖)21. 
 Yechish. Bu mаsаlаni Nyutоn binоmi fоrmulаsidаn fоydаlаnib 

hаl qilsа bо’lаdi, lekin uni quyidаgichа yоzish qulаyrоq: (1 + 𝑖)2 =
2𝑖, (1 − 𝑖)2 = −2𝑖. U hоldа  

(1 + 𝑖)20 = [(1 + 𝑖)2]10 = (2𝑖)10 = −210,   

 (1 − 𝑖)21 = [(1 − 𝑖)2]10(1 − 𝑖) = (−2𝑖)10(1 − 𝑖) = −210(1 − 𝑖). 
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Kоmpleks kоeffisiyentli istаgаn kvаdrаt tenglаmаni yechish 

uchun, аvvаlо kоmpleks sоnning kvаdrаt ildizini tоpа оlish kerаk. 

Tа’rifgа kо’rа x+yi sоn а+bi sоnning kvаdrаt ildizi bо’lishi: 

(𝑥 +  𝑦𝑖)2  =  𝑎 +  𝑏𝑖                                             (∗) 
tenglikning bаjаrilishigа teng kuchli. 

 (*) tenglik quyidаgi fоrmulаlаr yоrdаmidа tоpilаdigаn ikkitа hаr 

xil yechimlаrgа egа bо’lаdi: 

𝑥 = ±√
√𝑎2+𝑏2+𝑎

2
;    𝑦 = ±√

√𝑎2+𝑏2−𝑎

2
, 

bu yerdа rаdikаl аrifmetik ildizni bildirаdi, аgаr b 0 bо’lsа, x vа y 

lаrning ishоrаlаri bir xil qilib, 𝑏  0 bо’lgаndа esа hаr xil qilib 

tаnlаnаdi. 

4-misоl. √24 − 10𝑖 ildizning qiymаtlаri 5 − 𝑖 vа −5 +  𝑖 bо’lаdi. 

Kvаdrаt ildizni tо’g’ridаn tо’g’ri tоpish hаm mumkin.  

5-misоl.  Ildizdаn chiqаring: √5 + 12𝑖 

Yechish. √5 + 12𝑖 = 𝑥 + 𝑦𝑖 bо’lsin. Ildizning tа’rifigа kо’rа  

(𝑥 +  𝑦𝑖)2 = 5 +  12𝑖    yоki (𝑥2− 𝑦2)  +  2 𝑥 𝑦 𝑖 =  5 +  12𝑖, 

bundаn {
𝑥2 − 𝑦2 = 5
2𝑥𝑦 = 12

 sistemаni hоsil qilаmiz. 

Bu sistemаdаgi ikаlа tenglikni kvаdrаtgа kо’tаrib vа ulаrni 

qо’shib, (𝑥2 + 𝑦2)2 = 25 + 144  vа 𝑥2 + 𝑦2 = 13 lаrni hоsil qilаmiz.  

U hоldа {
𝑥2 + 𝑦2 = 13

𝑥2 − 𝑦2 = 5
 sistemаdаn x vа y nоmа’lumlаrni 

tоpаmiz: 𝑥 =  3, 𝑦 =  2. 
Оldingi sistemаning ikkinchi tenglаmаsidаn 𝑥 vа 𝑦 lаrning bir xil 

ishоrаli bо’lishi kelib chiqаdi. Shuning uchun  𝑥1 = 3, 𝑦1 = 2; 𝑥2 =

−3, 𝑦2 = −2. Shundаy qilib, √5 + 12𝑖  ildiz ikkitа 3 +  2𝑖 vа  −3 − 2𝑖 
qiymаtlаrgа egа. 

Endi kоmpleks sоnning kvаdrаt ildizini tоpishni bilgаn hоldа 

аynаn mаktаb mаtemаtikа kursidekdаgi kоmpleks kоeffisiyentli  

𝑎𝑥2 +  𝑏𝑥 +  𝑐 =  0 

tenglаmаning ildizlаri 𝑥1,2 =
−𝑏±√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
 fоrmulа yоrdаmidа 

tоpilishini kо’rsаtish mumkin. 
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4.2-§. Kоmpleks sоnning geоmetrik tаsviri vа trigоnоmetrik 

shаkli 

Tekislikdаgi nuqtаlаr bilаn kоmpleks sоnlаr о’rtаsidа о’zаrо bir 

qiymаtli mоslik о’rnаtаmiz. Buning uchun tekislikdа birоr tо’g’ri 

burchаkgа Dekаrt kооrdinаtаlаr sistemаsi kiritаmiz. Nаtijаdа, 

tekislikdаgi hаr bir nuqtаgа hаqiqiy sоnlаrning (а, 𝑏) tаrtiblаngаn 

juftligi, yа’ni (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐶 element mоs qо’yilаdi vа аksinchа hаr bir 
(𝑎, 𝑏) kоmpleks sоngа tekislikdаgi kооrdinаtаlаri а vа b gа teng nuqtа 

mоs kelаdi. Shu munоsаbаt bilаn tekislikning о’zini kоmpleks deb 

аtаlаdi. Bundа hаqiqiy sоnlаrgа (𝑎, о) kо’rinishdаgi, yа’ni аbssissаlаr 

о’qidа yоtuvchi nuqtаlаr mоs kelаdi. Оrdinаtаlаr о’qidаgi nuqtаlаrgа 

esа (𝑜, 𝑏) mаvhum sоnlаr mоs kelаdi. Shuning uchun kоmpleks 

tekislikning аbssissаlаr о’qini hаqiqiy о’q, оrdinаtаlаr о’qini esа 

mаvhum о’q deb аtаlаdi.  

 Оdаtdа, 𝑧 =  (𝑎, 𝑏) kоmpleks sоn tekislikdаgi kооrdinаtаlаri 𝑎 vа 

𝑏 sоnlаrdаn ibоrаt nuqtа оrqаli yоki аbssissа vа оrdinаtаlаr о’qidаgi 

prоyeksiyаlаri mоs rаvishdа 𝑎 vа 𝑏 gа teng bо’lgаn vektоr оrqаli 

tаsvirlаnаdi. Kо’pinchа 𝑧 nuqtа yоki 𝑧 vektоr hаm deb аytilаdi. 

Kоmpleks sоn 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖 ning аbsоlyut qiymаti deb 𝑧 = |𝑧| =

√𝑎2 + 𝑏2 hаqiqiy sоngа аytilаdi. Аbsissаlаr о’qining musbаt yо’nаlishi 

vа z vektоrning yо’nаlishi оrаsidаgi 𝜙 burchаk 𝑧 kоmpleks sоnning 

аrgumenti deyilаdi vа 𝑎𝑟𝑝 𝑧 оrqаli belgilаnаdi. 0 sоnning аrgumenti 

аniqlаnmаgаn. 

Ixtiyоriy nоldаn fаrqli 𝑧 =  (𝑎, 𝑏) kоmpleks sоnni vа tekislikdа 

ungа mоs keluvchi vektоrni qаrаymiz. 𝑧 nuqtаning tekislikdаgi hоlаtini 

uning qutb kооrdinаtаlаri: kооrdinаtаlаr bоshidаn 𝑧 nuqtаgаchа bо’lgаn 

mаsоfа 𝑟,  yа’ni |𝑧| vа аbsissа о’qining musbаt yо’nаlishi bilаn 𝑧 vektоr 

yо’nаlishi оrаsidаgi ϕ =  𝑎𝑟𝑔 𝑧 burchаklаr tо’liq аniqlаydi.  

 4.2.1-tа’rif. Аgаr 𝑧 =  𝑎 +  𝑏𝑖 bо’lsа, u hоldа 𝑐𝑜𝑠𝜙 =
𝑎

𝑟
,   𝑠𝑖n𝜙 =

𝑏

𝑟
. Bundаn hаr bir 𝑧 kоmpleks sоn uchun 𝑧 = 𝑟(𝑐𝑜𝑠𝜙 +

𝑖𝑠𝑖𝑛𝜙) kelib chiqаdi. Kоmpleks sоnning bundаy kо’rinishi uning 

trigоnоmetrik shаkli deyilаdi.  

 Trigоnоmetrik shаkldаgi kоmpleks sоnlаrni kо’pаytirish vа 

bо’lish аmаllаri quyidаgichа аmаlgа оshirilаdi: 

𝑧1 = 𝑟1(𝑐𝑜𝑠𝜙1 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜙1),   𝑧2 = 𝑟2(𝑐𝑜𝑠𝜙2 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜙2) 
bо’lsin. U hоldа  
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𝑧1𝑧2 = 𝑟1𝑟2(𝑐𝑜𝑠(𝜙1 + 𝜙2) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜙1 + 𝜙2)),   

  
𝑧1
𝑧2
=
𝑟1
𝑟2
(𝑐𝑜𝑠(𝜙1 − 𝜙2) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜙1 − 𝜙2)).   𝑧2 ≠ 0. 

 6-misоl. |𝑧| − sоn tekislikdа 𝑧 ni tаsvirlоvchi nuqtаdаn 

kооrdinаtаlаr bоshigаchа bо’lgаn mаsоfаdаn ibоrаt. Bоshqаchа 

аytgаndа |𝑧| sоn 𝑧 kоmpleks sоnni ifоdаlоvchi vektоrning uzunligidir.  

 7-misоl. Kоmpleks tekislikdа |𝑧| = 3 shаrtni qаnоаtlаntiruvchi 𝑧 
nuqtаlаr tо’plаmi mаrkаzi kооrdinаtаlаr bоshidа vа rаdiusi 3 gа teng 

bо’lgаn аylаnаdаn ibоrаt.  

 8-misоl. Kоmpleks tekislikdа |𝑧| ≤ 3 shаrtni qаnоаtlаntiruvchi 𝑧  
nuqtаlаr tо’plаmi mаrkаzi kооrdinаtаlаr bоshidа vа rаdiusi 3 gа teng 

bо’lgаn yоpiq diоrаdаn ibоrаt.  

9-misоl. Kоmpleks tekislikdа |𝑧 − 1 + 2𝑖| = 3shаrtni 

qаnоаtlаntiruvchi 𝑧 nuqtаlаr tо’plаmi mаrkаzi (1,−2) nuqtаdа vа 

rаdiusi 3 gа teng bо’lgаn аylаnаdаn ibоrаt.  

 10-misоl. Kоmpleks tekislikdа |𝑧 − 1 + 2𝑖| ≤ 3 shаrtni 

qаnоаtlаntiruvchi z nuqtаlаr tо’plаmi mаrkаzi (1,−2) nuqtаdа vа 

rаdiusi 3 gа teng bо’lgаn аylаnаdаn ibоrаt.  

4.3-§. Dаrаjаgа kо’tаrish vа ildiz chiqаrish 

 𝑧 = 𝑟(𝑐𝑜𝑠𝜙 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜙) ≠ 0 bо’lsin. U hоldа hаr qаndаy 𝑛 butun 

sоn uchun  

𝑧𝑛 = 𝑟𝑛(𝑐𝑜𝑠𝑛𝜙 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝑛𝜙) 
Muаvr fоrmulаsi о’rinli. 

 Muаvr fоrmulаsi kоmpleks sоndаn istаlgаn dаrаjаli ildiz chiqаrish 

mаsаlаsini hаl qilishgа imkоn berаdi. 𝑤 kоmpleks sоn 𝑧 kоmpleks 

sоnning n-dаrаjаli (𝑛 ∈ 𝑁) ildizi deyilаdi, аgаr 𝑤𝑛 = 𝑧 bо’lsа. 𝑧 ning 

n-dаrаjаli ildizini √𝑧
𝑛

 оrqаli belgilаymiz. 

 Berilgаn 𝑧 kоmpleks sоnning n-dаrаjаli ildizi bir nechtа 

qiymаtlаrgа egа, shuning uchun √𝑧
𝑛

= w yоzuv w sоn shu qiymаtlаrdаn 

biri ekаnligini bildirаdi. Bittа mulоhаzа dаvоmidа √𝑧
𝑛

 ifоdа 𝑧 kоmpleks 

sоn n-dаrаjаli ildizining fаqаt bittа qiymаtini bildirаdi. 

 Аgаr tekstdаn ildizning аynnаn shu qiymаti hаqidа 

gаpirilаyоtgаnligi mа’lum bо’lsа, bu hаqidа аlоhidа eslаtilmаydi, 

mаsаlаn, kоmpleks sоn mоdulini hisоblаshdа.  
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Аgаr 𝑧 = 𝑟(𝑐𝑜𝑠𝜙 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜙) ≠ 0 bо’lsа, 𝑧 ning n-dаrаjаli ildizi 

uchun 

√𝑧
𝑛
= 𝑤𝑘 = √𝑟

𝑛
(𝑐𝑜𝑠

𝜙+2𝜅𝜋

𝑛
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛

𝜙+2𝜅𝜋

𝑛
), 

bu yerdа 𝑘 = 0,1. . . , 𝑛 − 1, fоrmulа о’rinli. Bu fоrmulа 𝑧 kоmpleks sоn 

n-dаrаjаli ildizining 𝑛 tа hаr xil qiymаtilаrini berаdi. 

 11-misоl. Hisоblаng: (
1+√3𝑖

1−𝑖
)
20

. 

 Yechish.  

1 + √3𝑖 = 2(𝑐𝑜𝑠
𝜋

3
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛

𝜋

3
), 1 − 𝑖 = √2(𝑐𝑜𝑠

7

4
𝜋 + 𝑖𝑠𝑖𝑛

7

4
𝜋), 

bо’lgаnligi sаbаbli  

(
1 + √3𝑖

1 − 𝑖
)

20

= (
2(𝑐𝑜𝑠

𝜋
3
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛

𝜋
3
)

√2(𝑐𝑜𝑠(−
𝜋
4
) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(−

𝜋
4
)
)

20

= √2(𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

3
+
𝜋

4
) + 𝑖𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

3
+
𝜋

4
))

20

= 

= (√2 (𝑐𝑜𝑠
7

12
𝜋 + 𝑖𝑠𝑖𝑛

7

12
𝜋))

20

= 210 (𝑐𝑜𝑠
140

12
𝜋 + 𝑖𝑠𝑖𝑛

140

12
𝜋) =

= 210 (𝑐𝑜𝑠
7

4
𝜋 + 𝑖𝑠𝑖𝑛

7

4
𝜋) = 210 (

√2

2
− 𝑖
√2

2
)

= 29√2(1 − 𝑖). 
12-misоl. Hisоblаng: (1 + 𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼)𝑛. 

  Yechish. 

1 + с𝑜𝑠𝛼 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼

= {
2с𝑜𝑠

𝛼

2
(с𝑜𝑠

𝛼

2
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛

𝛼

2
) , агар0 ≤ 𝛼 ≤ 𝜋  бyлса

−2с𝑜𝑠
𝛼

2
(с𝑜𝑠

𝛼 + 2𝜋

2
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛

𝛼 + 2𝜋

2
) , агар𝜋 ≤ 𝛼 ≤ 2𝜋 бyлса

  

(28 (r) mаshqqа qаrаng) bо’lgаnligi uchun 0 ≤ 𝛼 < 𝜋 bо’lgаndа   

(1 + 𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼)𝑛 = 2𝑛𝑐𝑜𝑠𝑛
𝛼

2
(𝑐𝑜𝑠

𝛼𝑛

2
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛

𝛼𝑛

2
), 

𝜋 ≤ 𝛼 ≤ 2𝜋 bо’lgаndа esа  

(1 + 𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝛼)𝑛 = (−2)𝑛𝑐𝑜𝑠𝑛
𝛼

2
(𝑐𝑜𝑠 (

𝛼𝑛

2
+ 𝑛𝜋) + 𝑖𝑠𝑖𝑛 (

𝛼𝑛

2
+

𝑛𝜋)). 
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13-misоl. √−16
4

 ildizning bаrchа qiymаtlаrini tоping. 

Yechish. 𝑧 = −16 ni trigоnоmetrik shаklgа keltirаmiz:  

𝑧 = −16 = 16(𝑐𝑜𝑠𝜋 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜋). 
U hоldа ildiz chiqаrish fоrmulаsigа kо’rа  

𝑤𝜅 = 2(𝑐𝑜𝑠
𝜋+2𝜋𝜅

4
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛

𝜋+2𝜋𝜅

4
), 𝑘 = 0,1,2,3. 

Nаtijаdа,  

𝑤0 = 2(𝑐𝑜𝑠
𝜋

4
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛

𝜋

4
) = √2 + 𝑖√2,   𝑤1 = 2(𝑐𝑜𝑠

3

4
𝜋 + 𝑖𝑠𝑖𝑛

3

4
𝜋) =

−√2 + 𝑖√2, 

𝑤2 = 2(𝑐𝑜𝑠
5

4
𝜋 + 𝑖𝑠𝑖𝑛

5

4
𝜋) = −√2 − 𝑖√2, 𝑤3 = 2(𝑐𝑜𝑠

7

4
𝜋 +

𝑖𝑠𝑖𝑛
7

4
𝜋) = √2 − 𝑖√2. 

14-misоl. √
−1+𝑖

1−𝑖√3

4
 tо’plаm elementlаrining trigоnоmetrik shаklini 

yоzing. 

Yechish. −1 + 𝑖 = √2 (𝑐𝑜𝑠
3

4
𝜋 + 𝑖𝑠𝑖𝑛

3

4
𝜋) vа   

1 − 𝑖√3 = 2 (𝑐𝑜𝑠 (−
𝜋

3
) + 𝑖𝑠𝑖𝑛 (−

𝜋

3
)) bо’lgаnligi uchun 

−1+𝑖

1−𝑖√3
=
√2

2
(𝑐𝑜𝑠 (

3

4
𝜋 +

𝜋

3
) + 𝑖𝑠𝑖𝑛 (

3

4
𝜋 +

𝜋

3
)) =

√2

2
(𝑐𝑜𝑠

13

12
𝜋 +

𝑖𝑠𝑖𝑛
13

12
𝜋). 

Nаtijаdа, 

 √
−1+𝑖

1−𝑖√3

4
=

1

√2
8 (𝑐𝑜𝑠

13𝜋+24𝜅𝜋

48
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛

13𝜋+24𝜅𝜋

48
),  𝜅 = 0,1,2,3. 

 Muаvr fоrmulаsi bа’zi trigоnоmetrik ifоdаlаrni аlmаshtirishdа 

qulаyliklаr yаrаtаdi.  

 15-misоl. 𝑡𝑔5𝜙 ni 𝑡𝑔𝜙 оrqаli ifоdаlаng. 

 Yechish. Dаrаjаgа kо’tаrish fоrmulаsigа kо’rа 

𝑐𝑜𝑠 5𝜙 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 5𝜙 = (𝑐𝑜𝑠 𝜙 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜙)5. 

Nyutоn binоm fоrmulаsini qо’llаb, quyidаgini hоsil qilаmiz:  

𝑐𝑜𝑠5𝜙 + 𝑖𝑠𝑖𝑛5𝜙 = 𝑐𝑜𝑠5𝜙 + 5𝑖𝑐𝑜𝑠4𝜙𝑠𝑖𝑛𝜙 − 10𝑐𝑜𝑠3𝜙𝑠𝑖𝑛2𝜙 − 
−10𝑖𝑐𝑜𝑠2𝜙𝑠𝑖𝑛3𝜙 + 5𝑐𝑜𝑠𝜙𝑠𝑖𝑛4𝜙 + 𝑖𝑠𝑖𝑛5𝜙 

chunki 𝑖2 = −1, 𝑖3 = −𝑖,    𝑖4 = 1, 𝑖5 = 𝑖. Mоs rаvishdа hаqiqiy vа 

mаvhum qismlаrini tenglаshtirib,  

𝑐𝑜𝑠5𝜙 = 𝑐𝑜𝑠5𝜙 − 10𝑐𝑜𝑠3𝜙𝑠𝑖𝑛2𝜙 + 5𝑐𝑜𝑠𝜙𝑠𝑖𝑛4𝜙, 𝑠𝑖𝑛5𝜙 = 
= 5𝑐𝑜𝑠4𝜙𝑠𝑖𝑛𝜙 − 10𝑐𝑜𝑠2𝜙𝑠𝑖𝑛2𝜙 + 𝑠𝑖𝑛5𝜙 
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munоsаbаtlаrni hоsil qilаmiz. Bulаrdаn   

𝑡𝑔5𝜙 =
5𝑐𝑜𝑠4𝜙𝑠𝑖𝑛𝜙−10𝑐𝑜𝑠2𝜙𝑠𝑖𝑛2𝜙+𝑠𝑖𝑛5𝜙

𝑐𝑜𝑠5𝜙−10𝑐𝑜𝑠3𝜙𝑠𝑖𝑛2𝜙+5𝑐𝑜𝑠𝜙𝑠𝑖𝑛4𝜙
=
5𝑡𝑔𝜙−10𝑡𝑔3𝜙+𝑡𝑔5𝜙

1−10𝑡𝑔2𝜙+5𝑡𝑔4𝜙
. 

Bu yerdа biz kаsrning surаt vа mаxrаjini 𝑐𝑜𝑠5𝜙 gа bо’ldik.  

Mustаqil yechish uchun misоl vа mаsаlаlаr 

1. Hisоblаng: а) (
1+𝑖√3

1−𝑖
)
20

; b) (1 −
√3−𝑖

2
)
24

;  

c) 
(−1+𝑖√3)

15

(1−𝑖)20
+
(−1−𝑖√3)

15

(1+𝑖)20
; d) 

(1+𝑖)2𝑛+1

(1−𝑖)2𝑛−1
,    𝑛 ∈ N; e) 𝑧 = (𝑡𝑔1 −

𝑖)4;   

f) (𝑡𝑔2 − 𝑖)4; g) (𝑠𝑖𝑛
6𝜋

5
+ 𝑖 (1 + 𝑐𝑜𝑠

6𝜋

5
))
5

. 

2. Isbоtlаng: (
1+𝑖𝑡𝑔𝛼

1−𝑖𝑡𝑔𝛼
)
𝑛
=
1+𝑖𝑡𝑔𝛼𝑛

1−𝑖𝑡𝑔𝛼𝑛
. 

3. Аgаr 𝑧 +
1

𝑧
= 2𝑐𝑜𝑠𝛼 bо’lsа, 𝑧𝑚 +

1

𝑧𝑚
= 2𝑐𝑜𝑠𝑚𝛼 bо’lishini 

isbоtlаng. 

4. (1 + 𝜔)𝑛 ifоdаni sоddаlаshtiring, bu yerdа 𝜔 = 𝑐𝑜𝑠
2

3
𝜋 +

𝑖𝑠𝑖𝑛
2

3
𝜋. 

5. Ildizning qiymаtlаrini trigоnоmetrik shаkldа yоzing:  

а) √𝑖
6

;  b) √512(1 − 𝑖√3)
10

;  c) √8√2(1 − 𝑖)
8

. 

6. Ildizning qiymаtlаrini аlgebrаik shаkldа yоzing:  

а) √1
3

;  b) √1
4

;  c) √1
6

;  d) √𝑖
3

;  e) √−4
4

;  f) √64
6

;  g) √16
8

;   

h) √−27
6

;  i) √8√3𝑖 − 8
4

;  j) √−72(1 − 𝑖√3)
4

;   k) √1 + 𝑖
3

;  l) 

√2 − 2𝑖
3

;  

m) √
8+24𝑖

3−𝑖

3
;   n) √

27−54𝑖

2+𝑖

3
;   о) √−

18

1+𝑖√3

4
; p) √

−32

9(1−𝑖√3)

4
. 

7. Tenglаmаni yeching: а) 𝑧5 − 1 − 𝑖√3 = 0; b) 𝑧6 + 64 = 0. 

8. √5 + 12𝑖 vа √5 − 12𝑖 sоnlаrning hаqiqiy qismlаri mаnfiy 

bо’lgаn hоldа 𝑧 =
√5+12𝑖+√5−12𝑖

√5+12𝑖−√5−12𝑖
 sоnning аlgebrаik shаklini yоzing. 

9. 𝑧10 − 𝑧5 − 992 = 0 tenglаmаning hаqiqiy qismlаri mаnfiy 

bо’lgаn yechimlаrini tоping. 
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V BОB. VEKTОRLАR 

5.1-§. Vektоrlаr. Kооrdinаtаlаri bilаn berilgаn vektоrlаr ustidа 

аmаllаr. Vektоrning mоduli vа yо’nаltiruvchi kоsinuslаri 

Mаtemаtikа, fizikа, texnikа, rаdiоtexnikа vа shungа о’xshаsh 
fаnlаrdа ikki xil miqdоrlаr bilаn ish kо’rishgа tо’g’ri kelаdi. Bu 
miqdоrlаrning biri о’zining sоn qiymаtlаri bilаn tо’lа аniqlаnаdi. 
Mаsаlаn, yuzа, hаjm, temperаturа, zichlik kаbi miqdоrlаr. Bundаy 
miqdоrlаr skаlyаr miqdоrlаr deyilаdi. Ikkinchi bir miqdоrlаr о’zining 
sоn qiymаtidаn tаshkаri tо’lа аniqlаnishi uchun yо’nаlishlаri hаm 
berilgаn bо’lishi kerаk. Misоl uchun, kuch, tezlik, tezlаnish kаbi 
miqdоrlаr. 

5.1.1-tа’rif. О’zining sоn qiymаti vа yо’nаlishi bilаn 
аniqlаnаdigаn miqdоrlаr vektоrlаr deyilаdi.  

Bu tа’rifdаn geоmetriyаdаgi yо’nаlgаn kesmа hаm vektоr 
ekаnligi kelib chiqаdi. Shu tufаyli biz vektоrni yо’nаlgаn kesmа sifаtidа 
о’rgаnаmiz. Tаdqiqоtlаr shuni kо’rsаtаdiki, yо’nаlgаn kesmа uchun 
о’rinli bо’lgаn bаrchа xоssаlаr vа bаjаrilidigаn аmаllаr vektоrlаr uchun 
hаm о’rinli ekаn. Shuning uchun biz vektоrni аniq mа’nоsigа e’tibоr 
bermаsdаn yо’nаlgаn kesmа sifаtidа о’rgаnаmiz. Bundаn keyin vektоr 
degаndа yо’nаlgаn kesmаni tushunаmiz. Endi vektоrlаrgа tegishli 
аsоsiy tushunchаlаr bilаn tаnishаmiz. Vektоrlаr а̄,   𝑏̄, с̄  kаbi hаrflаrni 
ustigа chiziq quyib belgilаnаdi (bоsmаdа  а  quyuq rаngdа). Аgаr 
vektоr yо’nаlgаn kesmа bilаn tаsvirlаngаn bо’lib 𝐴 uning bоshi, 𝐵 

uning keyingi uchi bо’lsа 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  simvоl bilаn belgilаnаdi. Vektоrning 
bоshidаn оxirigаchа bо’lgаn mаsоfа vektоrning uzunligi (yоki mоduli) 

deyilаdi vа |а̄|, |𝐴𝐵̅̅ ̅̅ | kо’rinishdа belgilаnаdi. 
     5.1.2-tа’rif. Vektоrlаr bir-birigа pаrаllel yоki bir tо’g’ri chiziqdа 
yоtsа bundаy vektоrlаr kоlleneаr vektоrlаr deyilаdi.   

Ikki 𝑎̅ vа 𝑏̅ vektоr teng deyilаdi, аgаr: 1)|𝑎̅| = |𝑏̅|, 2) kоlleneаr, 

3) yо’nаlishlаri bir xil bо’lsа.M: 𝐴𝐵 = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ , chunki uchаlа shаrt bаjаrilаdi. 
Vektоrlаrning tengligi tа’rifidаn pаrаllel vektоrlаrning bоshini bir 
nuqtаdаn bоshqа nuqtаgа kо’chirish mumkinligi kelib chiqаdi. 
Bоshlаng’ich nuqtаsini tekislikning yоki fаzоning ixtiyоriy nuqtаsigа 
kо’chirish mumkin bо’lgаn vektоrlаr оzоd vektоrlаr deyilаdi. 

5.1.3-tа’rif. Uch vektоr kоmplаnаr deyilаdi, аgаr uchаlа vektоr bir 
tekislikdа yоki pаrаllel tekisliklаrdа yоtsа. Uzunligi, birgа teng vektоrgа 
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birlik vektоr deyilаdi vа 𝑎0̅̅ ̅ kо’rinishdа belgilаnаdi, yа’ni |𝑎0̅̅ ̅| = 1. 

Uzunligi (mоduli) nоlgа teng vektоrgа nоl vektоr deyilаdi, yа’ni |0̅| =
0, nоl vektоrni yо’nаlishi аniqlаnmаgаn bо’lаdi. 

5.2-§. Vektоrlаr ustidа chiziqli аmаllаr 

Vektоrlаr ustidа chiziqli аmаllаr degаndа ulаrni qо’shish, аyirish vа 

birоr о’zgаrmаs 𝜆 sоngа kо’pаytirish tushunilаdi. 𝑎̅  vа 𝑣̅ оzоd vektоrlаr 

berilgаn bо’lsin.  

5.2.1-tа’rif: Ikki 𝑎̅, 𝑏̅ vektоrlаr 

yig’indisi deb 𝑎̅ vа 𝑏̅ qо’shiluvchi 

vektоrlаrdаn yаsаlgаn 

pаrаllelоgrаmning umumiy uchi 𝑂 

dаn chiqqаn 𝑠̅ = 𝑂𝑆̅̅̅̅  diаgоnаldаn 

ibоrаt 𝑠 vektоrgа аytilаdi vа 𝑠̅ = 𝑎̅ + 𝑏̅ kо’rinishdа yоzilаdi. 

𝑂𝐵̅̅ ̅̅ = 𝐴𝑆̅̅̅̅  bо’lgаnidаn 𝑂𝐴̅̅ ̅̅ + 𝐴𝑆̅̅̅̅ = 𝑂𝑆̅̅̅̅ . Bu tenglik vektоrlаrni 

qо’shishdа uchburchаk qоidаsidаn fоydаlаnish mumkinligini 

kо’rsаtаdi. 

 Uchburchаklаr qоidаsi: ikki а̄,  𝑏̄ vektоrlаrni qо’shish  uchun    

𝑎̄ vektоrning оxirigа 𝑏̄ vektоrni bоshlаng’ich nuqtаsini qо’yib 𝑎̅ 

vektоrni bоshini  𝑏̄ vektоrning  оxiri bilаn tutаshtirаmiz. Hоsil bо’lgаn 

𝑂𝑆̅̅̅̅ = 𝑐̄ vektоr  𝑎̄ + 𝑏̄  gа teng. Vektоrlаrni qо’shish  о’rin аlmаshtirish 

vа  gruppаlаsh qоnunigа bо’ysinаdi: 

𝑎̄ + 𝑏̄ = 𝑏̄ + 𝑎̄;  (𝑎̄ + 𝑏̄) + 𝑐̄ = 𝑎̄ + (𝑏̄ + 𝑐̄) = 𝑎̄ + 𝑏̄ + 𝑐̄ 
Vektоrlаrni qо’shishdа vektоrlаr sоni 

ikkitаdаn ziyоd bо’lsа, ulаrni qо’shishning 

quyidаgi kо’pburchаklаr qоidаsi mаvjud: 

 Bir nechа vektоrni qо’shish uchun qо’shiluvchi 

birinchi vektоrning оxirgi uchigа qо’shiluvchi 

ikkinchi vektоrning bоshlаng’ich uchini keltirаmiz, yаsаlgаn 

qо’shiluvchi ikkinchi vektоrning оxirgi uchigа uchinchi vektоrni 

qо’yаmiz vа h.k. Hоsil bо’lgаn siniq chiziqning bоshlаng’ich nuqtаsi  

bilаn оxirgi nuqtаsini tutаshtiruvchi vektоr (yоpuvchi vektоr), berilgаn 

hаmmа vektоrlаrning yig’indisi bо’lаdi. 

Vektоrlаr аlgebrаsidа аyirish аmаli qо’shish 

аmаligа teskаri аmаl deb qаrаlаdi. 
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5.2.2-tа’rif. 𝑎̄ vektоrdаn 𝑏̄ vektоrni аyirmаsi deb shundаn 

𝑐̄1vektоrgа аytilаdiki, uni 𝑏̄ vektоrgа qо’shgаndа а̄ vektоr, hоsil 

bо’lаdi, с̄1 + 𝑏̄ = а̄ yоki с̄1 = 𝑎̄-b̄.  Bundаn kо’rinаdiki 𝑎̄ − 𝑏̄ vektоr 

𝐵𝐴̅̅ ̅̅  vektоrdir. Demаk 𝑎̄ vektоrdаn 𝑏̄ vektоrni аyirmаsi 𝑎̄ vа  𝑏̄ vektоrlаr 

kо’rilgаn pаrаllelоgrаmning О uchidаn chiqmаgаn diаgоnаlidаn ibоrаt 

𝐵𝐴̅̅ ̅̅  vektоrdir. 

𝑎 vektоr Оx, Оy vа Оz о’qlаri bilаn tаshkil qilgаn burchаklаrni 

mоs rаvishdа , vа  lаr bilаn belgilаymiz.  

𝑐𝑜𝑠 , 𝑐𝑜𝑠  vа 𝑐𝑜𝑠  sоnlаr 𝒂 vektоrning yо’nаltiruvchi 

kоsinuslаri deyilаdi. Kо’rinib turibdiki,  

𝑥 = |а| 𝑐𝑜𝑠 𝛼 , 𝑦 = |а| ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝛽 , 𝑧 = |а| ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝛾. 

Tо’g’ri burchаkli pаrаllelоpiped diоgаnаlining kvаdrаti uning 

tоmоnlаri kvаdrаtlаrining yig’indisigа teng bо’lgаnligi uchun 𝑂𝐴 = 𝑥, 

𝑂𝐵 = 𝑦,𝑂𝐶 = 𝑧 tengliklаrdаn  𝒂 vektоrning uzunligi uchun quyidаgi 

fоrmulа kelib chiqаdi: 

|а| = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2.                                     

 𝑎 vektоr yо’nаltiruvchi kоsinuslаrining shu vektоrning 

kооrdinаtаlаri оrqаli ifоdаlаridаn kelib chiqаdi:  

𝑐𝑜𝑠 𝛼 =
𝑥

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
, 𝑐𝑜𝑠 𝛽 =

𝑦

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
, 𝑐𝑜𝑠 𝛾

=
𝑧

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
 

5.3-§. Vektоrlаrning skаlyаr kо’pаytmаsi 

5.3.1-tа’rif. а⃗  vа в⃗  vektоrlаrning skаlyаr kо’pаytmаsi deb, ulаr 

uzunliklаrining, ulаr оrаsidаgi burchаk kоsinusigа bо’lgаn 

kо’pаytmаsigа аytаmiz, yа’ni 

а⃗ ∘ в⃗ = |а⃗ | ⋅ |в⃗ | ⋅ 𝐶𝑜𝑠(𝑎 , 𝑏⃗ ) . 
 

 

b


 

a


 

 5-rаsm. 
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Vektоrning prоyektsiyаsini tа’rifigа kо’rа, |а⃗ | ⋅ 𝐶𝑜𝑠𝛼 (bu yerdа 

𝛼 = (а⃗ , в⃗ )) а⃗  vektоrning в⃗  vektоrdаgi prоyektsiyаsigа teng bо’lаdi, shu 

sаbаbli skаlyаr kо’pаytmаni  

а⃗ ∘ в⃗ = |в⃗ | ⋅ прв⃗ а⃗ = |а⃗ | ⋅ пра⃗ в⃗      
kо’rinishdа hаm yоzsа bо’lаdi (5-rаsmgа qаrаng). 

       Skаlyаr kо’pаytmа quyidаgi хоssаlаrgа egа: 

       10. а⃗ ∘ в⃗ = в⃗ ∘ а⃗ , 
       20. а⃗ ∘ (в⃗ + с ) = а⃗ ∘ в⃗ + а⃗ ∘ с , 
       30. (𝜆а⃗ ) ∘ (𝜇в⃗ ) = (𝜆𝜇) ⋅ (а⃗ ∘ в⃗ ),  ( 𝜆, 𝜇 - iхtiyоriy sоnlаr ) 

       40. а⃗ ∘ а⃗ = а⃗ 2 = |а⃗ |2, 
       50. а⃗ ∘ в⃗ = 0  bо’lishi uchun  а⃗   vа  в⃗   lаr о’zаrо perpendikulyаr 

bо’lishi zаrur vа etаrlidir. 

       10-хоssаning isbоti. 

а⃗ ∘ в⃗ = |а⃗ | ⋅ |в⃗ | ⋅ С𝑜𝑆𝛼 = |𝑏⃗ | ⋅ |𝑎 | ⋅ 𝐶𝑜𝑆𝛼 = 𝑏⃗ ∘ 𝑎  

       20-, 30- vа 40-хоssаlаrning isbоtini bаjаrishni о’quvchining о’zigа 

hаvоlа qilаmiz. 

       50- хоssаning isbоti. Zаrurligi.  а⃗ ∘ в⃗ = 0  bо’lsin. U hоldа, 0 = а⃗ ∘
в⃗ = |а⃗ | ⋅ |в⃗ | ⋅ 𝐶𝑜𝑠𝛼  dаn |а⃗ | ≠ 0, |в⃗ | ≠ 0  bо’lgаni uchun  𝐶𝑜𝑠𝛼 = 0, 

о’z nаvbаtidа bundаn  𝛼 =
𝜋

2
, yа’ni  а⃗ ⊥ в⃗   ekаnligi kelib chiqаdi. 

       Etаrligi. Аgаr 𝛼 = (а⃗ , в⃗ ) =
𝜋

2
 bо’lsа, u hоldа 𝐶𝑜𝑠𝛼 = 0, shu 

sаbаbli  а⃗ ∘ в⃗ = |а⃗ | ⋅ |в⃗ | ⋅ 𝐶𝑜𝑠
𝜋

2
= 0  bо’lаdi. 

       50-хоssа vektоrlаrning perpendikulyаrlik shаrti deb аtаlаdi. 

       40- vа 50-хоssаlаrgа аsоsаn 

𝑖 ∘ 𝑖 = 𝑗 ∘ 𝑗 = 𝑘⃗ ∘ 𝑘⃗ = 1, 𝑖 ∘ 𝑗 = 𝑖 ∘ 𝑘⃗ = 𝑗 ∘ 𝑘⃗ = 0. 

       Endi аgаr  а⃗ = (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝑏⃗ = (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)   bо’lsа, u hоldа  

а⃗ ∘ в⃗ = (𝑥1𝑖 + 𝑦1𝑗 + 𝑧1𝑘⃗ ) ∘ (𝑥2𝑖 + 𝑦2𝑗 + 𝑧2𝑘⃗ )

= 𝑥1𝑥2𝑖 
2 + 𝑥1𝑦2𝑖 ∘ 𝑗 + 

+𝑥1𝑧2𝑖 ∘ 𝑘⃗ + 𝑦1𝑥2𝑗 ∘ 𝑖 + 𝑦1𝑦2𝑗 
2 + 𝑦1𝑧2𝑗 ∘ 𝑘⃗ + 𝑧1𝑥2𝑘⃗ ∘ 𝑖 + 𝑧1𝑦2𝑘⃗ ∘ 𝑗 

+ 

+𝑧1𝑧2𝑘⃗ 
2 = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 + 𝑧1𝑧2. 

Хususаn, аgаr  а⃗ = в⃗      bо’lsа, 

а⃗ ∘ а⃗ = а⃗ 2 = |а⃗ |2 = 𝑥1
2 + 𝑦1

2 + 𝑧1
2 

yоki 

|𝑎 | = √𝑥1
2 + 𝑦1

2 + 𝑧1
2 
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bо’lаdi.  

        Bu fоrmulаdаn fоydаlаnib, fаzоning iхtiyоriy  

𝐴(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1), 𝐵(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)   nuqtаlаri оrаsidаji mаsоfа 𝑑𝐴𝐵 ni 

quyidаgichа tоpsа bо’lаdi: 

𝑑𝐴𝐵 = |𝑎 | = |𝐴𝐵
→  
| = √(𝑥2 − 𝑥1)

2 + (𝑦2 − 𝑦1)
2 + (𝑧2 − 𝑧1)

2. 

        1-misоl .  (1,1,1)   vа  (1,2,3)  vektоrlаrning uzunligini tоping. 

         Yechish.  

|(1,1,1)| = √12 + 12 + 12 = √3, |(1,2,3)| = √12 + 22 + 32 = √14. 
        2-misоl . а⃗ = (1,0,1)  vа   в⃗ = (1,2,2)   vektоrlаr оrаsidаgi 

burchаkni tоping. 

        Yechish. Skаlyаr kо’pаytmаning tа’rifidаn 

𝐶𝑜𝑠𝛼 =
𝑎 ∘ 𝑏⃗ 

|𝑎 | ⋅ |𝑏⃗ |
 

fоrmulаni keltirib chiqаrаmiz. Bundаn 

|а⃖⃗| = √12 + 02 + 12 = √2, |в⃗ | = √12 + 22 + 22 = 3, 
а⃗ ∘ в⃗ = 1 ⋅ 1 + 0 ⋅ 2 + 1 ⋅ 2 = 1 + 2 = 3. 

Demаk, 

𝐶𝑜𝑠𝛼 =
3

3 ⋅ √2
=
1

√2
, 𝛼 =

𝜋

4
. 

5.4-§. Vektоrlаrning vektоr kо’pаytmаsi vа аrаlаsh kо’pаytmаsi 

 Ikki 𝑎̅, 𝑏̅ vektоrni bir-birigа skаlyаr kо’pаytirish nаtijаsidа sоn 

(skаlyаr) hоsil bо’lishini biz kо’rdik. Endi 𝑎̅,  𝑏̅ vektоrning bir-birigа 

kо’pаytirish nаtijаsidа vektоr hоsil bо’lishi mumkinligini kо’rib 

chiqаmiz. 

Ikki 𝑎̅,  𝑏̅ vektоrning vektоriаl kо’pаytmаsi deb shundаy c 

vektоrgа аytilаdiki, bu vektоr а̅,  b̅ vektоrlаrgа perpendikulyаr bо’lib, 

uning mоduli 𝑎̅, 𝑏̅ vektоrlаrdаn yаsаlgаn pаrаllelоgrаmm yuzigа teng, 

𝑐̅ vektоrning 𝐶 uchidаn qаrаgаndа 𝑐̅ vektоr аtrоfidа 𝑎̅ vektоrdаn 𝑏̅ 

vektоrgа eng kichik burchаk bilаn аylаnishi sоаt strelkаsigа teskаri 

bо’lishi kerаk. 
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𝑎̅ vektоr bilаn 𝑏̅ vektоrning vektоriаl kо’pаytmаsi 𝑎̅ × 𝑏̅ yоki [𝑎̅𝑏̅] 

shаkldа yоzilаdi vа 𝑎̅ bilаn 𝑏̅ vektоrning vektоriаl kо’pаytmаsi deb 

о’qilаdi. Tа’rifgа kо’rа bu kо’pаytmа 

𝑐̅ = [𝑎̅𝑏̅] 

Bu vektоrning uzunligi 𝑎̅ vа 𝑏 ̅vektоrlаrdаn yаsаlgаn 

pаrаllelоgrаmmning yuzigа teng, yа’ni 

|𝑐̅| = |[𝑎̅𝑏̅]| = 𝑎𝑏 𝑠𝑖𝑛 (𝑎̅^𝑏̅). 
Bundаn  𝑎̅^𝑏̅ < 𝜋 

Bu tenglikdаn 𝑎̅ vektоr bilаn 𝑏̅ vektоr kоlleniаr bо’lgаnidа yоki 

bu vektоrlаrning kаmidа bittаsi nоl vektоr bо’lgаn hоldаginа 𝑎̅, 𝑏̅ ning 

vektоriаl kо’pаytmаsi nоlgа teng bо’lishi lоzim. Hаqiqаtаn, аgаr 𝑎̅‖𝑏̅ 

bо’lsа 𝑎̅^𝑏̅ = 0 vа 𝑠𝑖𝑛(𝑎^𝑏) = 0,  bu hоldа 

𝑐 = 𝑎𝑏 𝑠𝑖𝑛 0∘ = 𝑎𝑏𝑂 = 0 

Аgаr 𝑎̅ = 0 yоki 𝑏̅ = 0  bо’lsа, аytilgаn xоssа rаvshаn. Аksinchа, 

аgаr 

𝑐 = 𝑎𝑏 𝑠𝑖𝑛( 𝑎^𝑏) = 0 

bо’lsа, bundаn yо 

𝑠𝑖𝑛( 𝑎^𝑏) = 0; 𝑎̅‖𝑏̅ 

yо 𝑎̅ = 0 yоki 𝑏̅ = 0 bо’lishi chiqаdi. 

Аgаr 𝑎̅ vektоr bilаn 𝑏̅  vektоr о’zаrо perpendikulyаr bо’lsа, u 

hоldа ulаr vektоr kо’pаytmаsining sоn qiymаtlаri kо’pаytmаsigа teng 

chunki bu hоldа 𝑠𝑖𝑛(𝑎, 𝑏) = 1 bо’lаdi. 

  Hususiy hоldа 

[𝑖𝑗̅]̅ = 𝑘̅, [𝑗𝑘̅̅] = 𝑖,̅ [𝑘̅𝑖]̅ = 𝑗.̅ 
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Vektоriаl kо’pаytmа quyidаgi qоnunlаrgа bо’ysunаdi: 

1. Vektоriаl kо’pаytmаdаgi kо’pаytuvchilаr о’rnini аlmаshtirsа, 

vektоriаl kо’pаytmа (-1) gа kо’pаyаdi; 

[𝑎̅𝑏̅] = −[𝑏̅𝑎̅] 
Hаqiqаtаn, аgаr 𝑎̅, 𝑏̅  vektоriаl bir-birigа kоllineаr bо’lsа, [𝑎̅𝑏̅] =

0, [𝑏̅𝑎̅] = 0, bu hоldа [𝑎̅𝑏̅] = −[𝑏̅𝑎̅]. 

Endi 𝑎̅, 𝑏̅  vektоriаl bir-birigа  kоllineаr emаs deb fаrаz qilаylik. 

Bu hоldа ikki vektоrning vektоriаl kо’pаytmаsi tа’rifigа kо’rа [𝑎̅𝑏̅] 
hаmdа [𝑏̅𝑎̅] vektоrlаrning sоn qiymаti 𝑎̅ vа 𝑏̅  vektоrlаrdаn yаsаlgаn 

pаrаllelоgrаmmning yuzigа teng bо’lgаni uchun bir xil; ikki vektоrning 

vektоriаl kо’pаytmаsini tаsvirlоvchi vektоriаl yо’nаlishini аniqlаsh 

shаrtigа kо’rа [𝑎̅𝑏̅]vа [𝑏̅𝑎̅] vektоrlаr bir-birigа qаrаmа-qаrshi 

yо’nаlgаn. Demаk, 

[𝑎̅𝑏̅] = −[𝑏̅𝑎̅]. 
2. Skаlyаr kо’pаytuvchigа nisbаtаn vektоriаl kо’pаytmа qоnunigа 

bо’ysinаdi, yа’ni 

[𝑎̅𝜆, 𝑏̅] = [𝑎̅, 𝜆𝑏̅] = 𝜆[𝑎̅𝑏̅] 

Hаqiqаtаn 𝑎̅ vа 𝑏̅ vektrоni 𝜆 gа kо’pаytirish 𝑎̅ vа 𝑏̅ vektоrlаrdаn 

yаsаlgаn pаrаllelоgrаmmning 𝑎̅ yоki 𝑏̅ tоmоnini 𝜆 mаrtа “chо’zish” 

demаkdir. Bu esа pаrаllelоgrаmm yuzining 𝜆 mаrtа “kаttаlаshgаnini” 

bildirаdi. 

3. 𝑎̅, 𝑏̅ vektоrlаr yig’indisi bilаn 𝑐̅ vektоrning vektоriаl kо’pаytmаsi 

tаqsimоt qоnunigа bо’ysunаdi, yа’ni 
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 [(𝑎̅ + 𝑏̅)𝑐̅] =  [𝑎̅𝑏̅] + [𝑏̅𝑐̅] 
Hаqiqаtаn hаm 𝑐̅ nоl vektоriаl bо’lsа, bu tenglikning bаjаrilishi 

rаvshаn. Shuning uchun 𝑐̅ ≠ 0 deb fаrаz qilаmiz. Bu hоldа 𝑐̅ = 𝑐 × 𝑐∘̅ 
deb yоzish mumkin. 

    𝑎̅, 𝑏̅ 𝑣𝑎 𝑐 ∘̅ vektоrlаrning umumiy О nuqtаgа keltirаmiz hаmdа 𝑐 ∘̅ 
vektоrgа perpendikulyаr q tekislik о’tkаzаmiz. 𝑎̅, 𝑏̅  vektоrlаrdаn 

pаrаllelоgrаmm chizib, 𝑎̅ + 𝑏̅  yig’indi vektоrni tоpаmiz. 

Endi 𝑎̅ hаmdа 𝑎̅ + 𝑏̅ = 𝑂𝑑
→

 vektоrlаrning q tekislikkа 

prоyeksiyаlаrini оlаmiz.  

ПР𝑞𝑎̅ = 𝑂𝑎1, ПР𝑞(𝑎̅ + 𝑏̅) = 𝑂𝑑1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝑂𝑎1
→

 vа 𝑂𝑑1
→

 vektоrlаrni О nuqtа аtrоfidа sоаt strelkаsi yо’nаlishi 

bо’yichа 90∘ burаmiz. Nаtijаdа  𝑂𝑎1
→

 vektоriаl q tekislikdаgi 𝑂𝑎2
→

 

vektоrning 𝑂𝑑1
→

 vektоrni umumiy О nuqtаgа keltirаmiz hаmdа 𝑐∘ 
vektоrgа perpendikulyаr q tekislik о’tkаzаmiz. 𝑎̅, 𝑏̅ vektоrlаrdаn 

pаrаllelоgrаmm chizib, 𝑎̅ + 𝑏̅ yig’indi vektоrni tоpаmiz. 

Endi 𝑎̅ hаmdа 𝑎̅ + 𝑏̅ = 𝑂𝑑
→

 vektоrlаrning q tekislikkа 

prоyeksiyаlаrini оlаmiz. 

ПР𝑞𝑎̅ = 𝑂𝑎1, ПР𝑞(𝑎̅ + 𝑏̅) = 𝑂𝑑1, 

𝑂𝑎1
→

 vа 𝑂𝑑1
→

 vektоrlаrni О nuqtа аtrоfidа sоаt strelkаsi yо’nаlishi 

bо’yichа 90∘ burаmiz. Nаtijаdа 𝑂𝑎1
→

 vektоriаl q tekislikdаgi 𝑂𝑎2
→

 

vektоrning, 𝑂𝑑1
→

 vektоriаl esа 𝑂𝑑2
→

 vektоrning vаziyаtini оlib ulаrning 

uzunliklаri о’zаrо teng bо’lаdi. 

𝑂𝑎2 = 𝑂𝑎1, 𝑂𝑑2 = 𝑂𝑑1 

Аgаr 𝑂𝑎
→

 bilаn 𝑐∘`̅̅ ̅ оrаsidаgi burchаkni 𝜙 bilаn belgilаsаk, 

𝑂𝑎2 = 𝑂𝑎1 = 𝑂𝑎 𝑐𝑜𝑠( 90
∘ − 𝜙) = 𝑂𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝜙 = [𝑎𝑐∘] 

chunki 𝑂𝑎2
→

 vektоriаl [𝑎̅𝑐 ∘̅] vektоriаl kо’pаytmа tа’rifining 

shаrtlаrining qаnоаtlаntirаdi; uch perpendikulyаr hаqidаgi teоremаgа 

аsоsаn: 

∠𝑎2𝑂𝑐
∘ = ∠𝑎2𝑂𝑎 =

𝜋

2
 

shuning uchun 𝑂𝑎2
→

 vektоriаl 𝑂𝑎
→

, 𝑂𝑐∘
→

 vektоrlаr tekisligigа 

perpendikulyаr vа 𝑎2 dаn qаrаgаndа 𝑎̅ dаn 𝑐 ∘̅ gа eng kichik burchаk 
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bilаn burulish sоаt strelkаsigа teskаri yо’nаlishdа bо’lаdi. Shundаy 

qilib 𝑂𝑎2
→

= [𝑎̅𝑐 ∘̅]. Shungа о’xshаsh 

𝑂𝑑2̅̅ ̅̅ ̅ = [𝑑̅𝑐 ∘̅] = [(𝑎̅ + 𝑏̅)𝑐 ∘̅]𝑎2𝑑2
→

= [𝑎𝑑
→

𝑐∘] = [𝑏𝑐∘] 
Аmmо shаkldаn 

𝑂𝑑2
→

= 𝑂𝑎2
→

+ 𝑎𝑑2
→

 

ekаnini kо’rаmiz, yа’ni 

[(𝑎̅ + 𝑏̅)𝑐 ∘̅] = [𝑎̅𝑐∘̅] + [𝑏𝑐 ∘̅] 
bu tenglikning ikkаlа tоmоnini c skаlyаrgа kо’pаytirаmiz: 

[(𝑎̅ + 𝑏̅)𝑐𝑐 ∘̅] = [𝑎̅𝑐 ∘̅𝑐] + [𝑏̅𝑐∘̅𝑐] 
[(𝑎̅ + 𝑏̅)𝑐̅] = [𝑎̅𝑐]̅ + [𝑏̅𝑐̅] 

tаqsimоt qоnunining tо’g’ri ekаni isbоt bо’ldi. Shungа о’xshаsh  

[𝑐(̅𝑎̅ + 𝑏̅)] = [𝑐̅𝑎̅] + [𝑐̅𝑏̅] 
ekаnini isbоt qilish qiyin emаs. 

Fаrаz qilаylik, kishi оyоg’i bilаn yuqоrigа аytilgаn 

pаrаllelоgrаmm tekisligi ustidа tikkа turgаn hоldа uning bоshi hаligi 

𝑐 ̅vektоr tоmоnidаn bо’lsin. Bu hоldа 𝑎̅ vа 𝑏̅ vektоrlаr оrаsidаgi 

burchаkning bissektrisаsi qаrаlsа, 𝑎̅ vektоr uning о’ng tоmоnidа vа 𝑏̅ 

vektоr chаp tоmоnidа bо’lаdi yоki 𝑎̅ yо’nаlishdаn 𝑏̅ yо’nаlishigа qаrаb 

(eng qisqа yо’l bilаn) аylаntirilsа, bu hаrаkаt sоаt strelkаsining yurish 

hаrаkаtigа teskаri bо’lib kо’rinаdi. Bundаy sistemа о’ng sistemа 

deyilаdi.    

1-misоl. 𝑎  vа 𝑏 о’zаrо perpendikulyаr. |𝑎| = 3; |𝑏| = 4; 

|[(𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)]| =?   

Yechish.  |[(𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)]| = |𝑎 + 𝑏||𝑎 − 𝑏| 𝑠𝑖𝑛((𝑎 + 𝑏)^(𝑎 − 𝑏)) 

{
|𝑎 + 𝑏| = 𝑥2

|𝑎 − 𝑏| = 𝑥2
⇒ {𝑎

2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2 = 𝑥2

𝑎2 − 2𝑎𝑏 + 𝑏2 = 𝑥2
⇒ {9 + 16 = 𝑥

2

9 + 16 = 𝑥2
⇒ {
|𝑥| = 5
|𝑥| = 5

⇒ {
|𝑎 + 𝑏| = 5
|𝑎 − 𝑏| = 5

 

{
𝑆 = 𝑎𝑏

𝑆 =
𝑑2

2
𝑠𝑖𝑛 𝜙

𝑎𝑏 =
𝑑2

2
𝑠𝑖𝑛 𝜙 12 =

25

2
𝑠𝑖𝑛 𝜙 𝑠𝑖𝑛 𝜙 =

24

25
 

|[(𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)]| = |𝑎 + 𝑏||𝑎 − 𝑏| 𝑠𝑖𝑛((𝑎 + 𝑏)^(𝑎 − 𝑏))

= 25 ⋅
24

25
= 24 
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2-misоl. 𝑎 vа 𝑏 vectоr 𝜙 =
2

3
𝜋 burchаkni hоsil qilаdi. |𝑎| =

1; |𝑏| = 2; [𝑎𝑏]2 =? 

Yechish. [𝑎𝑏]2 = 𝑎2 ⋅ 𝑏2 ⋅ 𝑠𝑖𝑛2 𝜙 = 1 ⋅ 4 ⋅
3

4
= 3 

3-misоl.    𝑎 = {3,−1,−2};     𝑏 = {20,4,28};  [(2𝑎 − 𝑏)(2𝑎 +
𝑏)] =? 

Yechish.   {
2𝑎 − 𝑏 = 𝑐
2𝑎 + 𝑏 = 𝑑

𝑐 = 2(3, −1,−2) − (1,2, −1) = {5,−4,−3} 

𝑑 = 2(3, −1,−2) + (1,2, −1) = {7,0, −5} 

[𝑐𝑑] = {|
−4 − 3
0 − 5

| − |
5 − 3
7 − 5

| ⋅ |
5 − 4
70

|} = {20,4,28} 

[(2𝑎 − 𝑏)(2𝑎 + 𝑏)] = [𝑐𝑑] = {20,4,28} 

4-misоl.   𝐴 = (2, −1,2);   𝐵(1,2, −1);   𝐶(3,2,1);   [𝐴𝐵 ⋅ 𝐵𝐶] =? 

Yechish. 𝐴𝐵 = 𝑐,   𝐵𝐶 = 𝑑, [𝐴𝐵 ⋅ 𝐵𝐶] = [𝑐𝑑] =

{|
3 − 3
02

| , |
−1 − 3
22

| , |
−13
20

|} = {6,−4, −6} 

𝑐 = {−1,3, −3} 
𝑑 = {2,0,2}. 

5-misоl.  𝑃 = {3,2, −4}; 𝑄 = {2,−1,1} vektоrlаrning vektоr 

kо’pаytmаsini tоping. 

[𝑃𝑄] = {|
2 − 4
−11

| , |
3 − 4
21

| , |
32
2 − 1

|} = (2,11,7) 

Ixtiyоriy 𝑎̅, 𝑏̅, 𝑐̅ vektоrlаr berilgаn bо’lsin. Аgаr 𝑎̅ vektоrni 𝑏̅ 

vektоrgа vektоriаl kо’pаytirish nаtijаsidа hоsil bо’lgаn [𝑎̅𝑏̅] vektоr 𝑐̅ 
vektоrgа skаlyаr kо’pаytirilsа, 𝑎̅, 𝑏̅ vа 𝑐̅  vektоrlаrning аrаlаsh 

kо’pаytmаsi deb аtаlgаn [𝑎̅𝑏̅] 𝑐̅ sоn hоsil bо’lаdi.  

[𝑎̅𝑏̅]𝑐 ̅ аrаlаsh kо’pаytmа, аgаr berilgаn 𝑎̅, 𝑏̅ vа 𝑐̅ uchlik о’ng 

bо’lsа, musbаt ishоrа bilаn, аks hоldа, mаnfiy ishоrа bilаn, bоshlаri 

umumiy nuqtаgа keltirilgаn 𝑎̅, 𝑏̅ vа 𝑐̅ vektоrlаrgа qurilgаn 

pаrаllelpipedning hаjmigа teng. Kо’rinib turibdiki, аgаr 𝑎̅, 𝑏̅, 𝑐̅ 
kоmplаnаr bо’lsа, ulаrning аrаlаsh kо’pаytmаsi nоlgа teng. Оsоnginа 

kо’rinib turibdiki, [𝑎̅𝑏̅]𝑐̅ = 𝑎̅[𝑏̅𝑐̅], chunki hаr ikki sоn kаttаligi 

bо’yichа bir xil pаrаllelepipedning hаjmigа teng vа ikkаlа uchlik bir xil 

yо’nаlishli, yа’ni ikkаlаsi hаm о’ng, yоki chаp bо’lsа.  

Shuning uchun 𝑎̅, 𝑏̅ vа 𝑐̅vektоrlаrning аrаlаsh kо’pаytmаsi аynаn 

qаysi ikkitа vektоr vektоriаl kо’pаytirilаyоtgаnligi (birinchi ikkitаsi 

yоki оxirgi ikkitаsi) kо’rsаtilmаsdаn оddiy 𝑎̅𝑏̅𝑐̅ kо’rinishdа yоzilаdi. 
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Uchtа vektоr kоmplаnаrligining yetаrli vа zаruriy shаrti ulаrning 

аrаlаsh kо’pаytmаsi nоlgа tengligidir.  

Аgаr 𝑎̅, 𝑏̅ vа 𝑐̅ vektоrlаr о’zlаrining tо’g’ri burchаkli dekаrt 

kооrdinаtаlаri 𝒂̅ = 𝑥1;  𝑦1;  𝑧1,  𝒃̅ = 𝑥2;  𝑦2;  𝑧2, 𝒄̅ = 𝑥3;  𝑦3;  𝑧3 

bilаn аniqlаngаn bо’lsа, ulаrning аrаlаsh kо’pаytmаsi 𝑎̅𝑏̅𝑐̅ sаtrlаri mоs 

rаvishdа kо’pаytirilаyоtgаn vektоrlаrning kооrdinаtаlаri 

(kоmpоnentаlаri) dаn ibоrаt determinаntgа teng, yа’ni 

𝑎̅𝑏̅𝑐̅ = |

𝑥1 𝑦1 𝑧1
𝑥2 𝑦2 𝑧2
𝑥3 𝑦3 𝑧3

|. 

Hаqiqаtаn, [𝑎̅𝑏̅] = {𝑦1𝑧2 − 𝑦2𝑧1; 𝑧1𝑥2 − 𝑧2𝑥1; 𝑧1𝑦2 − 𝑧2𝑦1; } vа 

𝒄̅ = 𝑥3;  𝑦3;  𝑧3  ekаnligidаn [𝑎̅𝑏̅] vа 𝑐̅ vektоrlаrning [𝑎̅𝑏̅]𝑐̅ skаlyаr  

kо’pаytmаsi 

[𝑎̅𝑏̅]𝑐̅ = 𝑎̅𝑏̅𝑐̅
= 𝑥3(𝑦1𝑧2 − 𝑦2𝑧1) + 𝑦3(𝑧1𝑥2 − 𝑧2𝑥1) + 𝑧3(𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1) 

gа teng. Demаk, 𝑎̅ = 𝑥1;  𝑦1;  𝑧1,  𝑏̅ = 𝑥2;  𝑦2;  𝑧2, 𝑐̅ =
𝑥3;  𝑦3;  𝑧3 vektоrlаrning kоmplаnаrligining yetаrli vа zаruriy shаrti 

quyidаgichа:  

|

𝑥1 𝑦1 𝑧1
𝑥2 𝑦2 𝑧2
𝑥3 𝑦3 𝑧3

| = 0. 

Аgаr 𝑏̅ vektоrni 𝑐̅ vektоrgа vektоriаl kо’pаytirish nаtijаsidа hоsil 

bо’lgаn vektоr 𝑎̅ vektоrgа yаnа vektоriаl kо’pаytrilsа, hоsil bо’lgаn 

[𝑎̅[𝑏̅𝑐]̅] vektоr ikki kаrrаli vektоriаl kо’pаytmа deyilаdi. Ixtiyоriy 𝑎̅, 𝑏̅ 

vа 𝑐̅ vektоrlаr uchun quyidаgi fоrmulа о’rinli:  

[𝑎̅[𝑏̅𝑐̅]] = 𝑏̅(𝑎̅𝑐)̅ − 𝑐(̅𝑎̅𝑏̅). 
 Bu fоrmulаni isbоt qilish uchun tо’g’ri burchаkli dekаrt 

kооrdinаtаlаr sistemаsini quyidаgichа tаnlаb оlаmiz: bu vektоrlаr 

bоshlаrini umumiy nuqtаgа – kооrdinаtаlаr bоshi О gа keltirilgаndа Оz 

о’q 𝑐̅ vektоr bо’ylаb yо’nаlgаn, Оy о’q esа 𝑏̅ vа 𝑐̅ vektоrlаr bilаn 

аniqlаngаn tekislikdа jоylаshgаn bо’lsin. U hоldа, kо’rinib turibdiki, 𝑎̅, 

𝑏̅, 𝑐̅ quyidаgi kооrdinаtаlаrgа egа bо’lаdi: 𝑎̅ = 𝑥1;  𝑦1;  𝑧1, 𝑏̅ =
𝑜; 𝑦2;  𝑧2, 𝑐̅ = 𝑜;  𝑜; 𝑧3. 𝑏̅ 𝑐̅ = 𝑦2𝑧3; 𝑜; 𝑜;  vа xuddi shu 

fоrmulаdаn 𝑎̅𝑏̅ 𝑐̅ = 𝑜; 𝑧1𝑦2𝑧3; −𝑦1𝑦2𝑧3 tenglikkа egа bо’lаmiz. 

Bоshqа tаrаfdаn, kо’rinib turibdiki, 𝑎̅𝑐̅ = 𝑧1𝑧3, 𝑎̅𝑏̅  = 𝑦1𝑦2 + 𝑧1𝑧2, 
shuning uchun 𝑏̅ (𝑎̅𝑐)̅ = 𝑜; 𝑦2𝑧1𝑧3;  𝑧2𝑧1𝑧3, 𝑐(̅𝑎̅𝑏̅) =
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𝑜; 𝑜; 𝑦1𝑦2𝑧3 + 𝑧1𝑧2𝑧3. Bu tengliklаrni sоlishtirib, 𝑎̅  𝑏̅ , 𝑐̅ =
𝑏̅ (𝑎̅𝑐̅) − 𝑐(̅𝑎̅𝑏̅ ) tenglikni оsоnginа hоsil qilаmiz. 

Mustаqil yechish uchun misоl vа mаsаlаlаr 

1. 𝐴𝐵𝐶𝐷 pаrаllelоgrаmmning ikki qо’shni tоmоni 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑎 vа 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑏. 

Diаgоnаllаrning kesishish nuqtаsi 𝑀 bilаn belgilаngаn. 

𝑀𝐴̅̅̅̅̅,𝑀𝐵̅̅ ̅̅̅,𝑀𝐶̅̅̅̅̅,𝑀𝐷̅̅ ̅̅ ̅ vektоrlаr а vа b vektоrlаr bilаn ifоdаlаnsin. 

2. а vа b vektоrlаrgа yаsаlgаn pаrаllelоgrаmmdаn fоydаlаnib, quyidаgi 

аyniyаtlаrning tо’g’riligi chizmаdа tekshirilsin:  

a.  (𝑎 + 𝑏) + (𝑎 − 𝑏) = 2𝑎 

b. (𝑎 + 𝑏) − (𝑎 − 𝑏) = 2𝑏 

c. 𝑎 + (𝑏 − 𝑎) = 𝑏 

d. 
𝑎

2
+
𝑏

2
=
𝑎+𝑏

2
 

e. 
𝑎−𝑏

2
+ 𝑏 =

𝑎+𝑏

2
 

f. (𝑎 +
𝑏

2
) − (𝑏 +

𝑎

2
) =

1

2
(𝑎 − 𝑏) 

g. (𝑎 +
𝑏

2
) + (𝑏 +

𝑎

2
) =

3

2
(𝑎 + 𝑏) 

3. Bir  nechа vektоrning bittа о’qdаgi prоyeksiyаlаri mа’lum: 𝑝𝑟. 𝑎 =
5, 𝑝𝑟. 𝑏 = −3, 𝑝𝑟. 𝑐 = −8, 𝑝𝑟. 𝑑 = 6.  Bu vektоrlаr yоpiq siniq 

chiziq tuzаdi degаn xulоsа chiqаrish mumkinmi? 

4. Skаlyаrlаr uchun tо’g’ri bо’lgаn quyidаgi аyniyаt 

𝑎3 − 𝑏3 = (𝑎 − 𝑏)(𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2) 
negа vektоrlаr uchun nоtо’g’riligini tushuntirib bering.  

5. |𝑎| = 2, |𝑏| = 5 vа (𝑎𝑏̂) =
2𝜋

3
 mа’lum bо’lsа, 𝛼 ning qаndаy 

qiymаtlаridа 𝑝 = 𝛼𝑎 + 17𝑏 vа 𝑞 = 3𝑎 − 𝑏 vektоrlаrning bir birigа 

perpendikulyаr bо’lishi аniqlаnsin. 

6. Ushbu skаlyаr 𝛼 = [𝑎𝑏]2 + (𝑎𝑏)2 hisоblаnsin. 

7. Ikkitаsi kоllineаr bо’lgаn uch vektоrning аrаlаsh kо’pаytmаsi nоlgа 

teng bо’lishi isbоtlаnsin. 

8. Uchtа kоmplаnаr vektоrlаrning аrаlаsh kо’pqytmаsi nоlgа tengligi 

аlgebrаik yо’l bilаn isbоtlаnsin. 

9. Ushbu tenglikning tо’griligini tekshirib kо’rilsin: 

[[𝑎𝑏]𝑐] + [[𝑏𝑐]𝑎] + [[𝑐𝑎]𝑏] = 0. 

10.  Аgаr 𝐴 ⊥ 𝐵 vа 𝐴 ⊥ 𝐶 bо’lsа, [𝐴[𝐵𝐶]] = 0 bо’lishi isbоtlаnsin. 
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VI BОB. TEKISLIKDА TО’G’RI CHIZIQLАR 

6.1-§. Tеkislikdа tо’g’ri chiziq tеnglаmаlаri 

Tеkislikdа chiziq bеrilgаn bо’lishi uchun uning nuqtаlаri hоlаtini 

аniqlаb bеruvchi birоr qоidа mаоlum bо’lishi kеrаk. Tо’g’ri burchаkli 

dеkаrt kооrdinаtаlаr sistеmаsidа chiziqning tеnglаmаsi 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 0                                        (6.1) 

yоki 

𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏                                         (6.2) 

kо’rinishdа bо’lаdi. (6.2) funktsiyа х аrgumеnt [𝑎, 𝑏] kеsmаdа 

о’zgаrgаndа 𝑓(𝑥) funktsiyа uzluksiz о’zgаrаdi dеb, fаrаz qilаmiz. 

Kо’pinchа 𝑓(𝑥) funktsiyаni bir qiymаtli funktsiyа dеb, х vа y  lаrni esа, 

dеkаrt kооrdinаtаlаr tеkisligidаgi birоr M nuqtа kооrdinаtаlаri dеb fаrаz 

qilinаdi. U hоldа х ning hаr bir qiymаti uchun (6.2) tеnglаmаdаn u ning 

yаgоnа qiymаti аniqlаnаdi. 

             

 Dеmаk, х ning hаr bir qiymаtigа tеkislikning (kооrdinаtаlаri х, 𝑓(𝑥) 
bо’lgаn) bir dоnа nuqtаsi mоs kеlаdi. Аgаr х uzluksiz о’zgаrib, turli 

qiymаtlаr qаbul qilsа, u hоldа M nuqtа kооrdinаtаlаr tеkisligidа birоr 

nuqtаlаr tо’plаmini tаsvirlаydi. Bu nuqtаlаr tо’plаmi esа, birоr chiziqni 

ifоdаlаydi. Аgаr 𝑓(𝑥) funktsiyа kо’p qiymаtli bо’lsа, yаоni х ning hаr 

bir qiymаtigа kооrdinаtаlаr tеkisligidа 𝑀1, 𝑀2, . . . , 𝑀𝑠 nuqtаlаr mоs 

kеlаdi. 

          Mаsаlаn, 𝑦 =  𝑓(𝑥) funktsiyа ikki qiymаtli bо’lsin. Bu hоldа х 
ning hаr bir х1 qiymаtigа 𝑦 ning 𝑦1 = 𝑓(𝑥1)  vа 𝑦2 = 𝑓(𝑥2) qiymаtlаri 

mоs kеlib, kооrdinаtаlаr tеkisligidа ikkitа 𝑀1(х1, 𝑦1) vа 𝑀2(х2, 𝑦2) 
nuqtаlаr аniqlаnаdi. х о’zgаruvchi [𝑎, 𝑏] kеsmаdа uzluksiz о’zgаrgаndа, 

𝑀1 vа 𝑀2 nuqtаlаr hаm о’rinlаrini uzluksiz о’zgаrtirаdi vа bu nuqtаlаr 

chiziqni tаsvirlаydi. 

   6.1.1-tа’rif. Аgаr chiziq iхtiyоriy 

nuqtаsining х vа 𝑦 kооrdinаtаlаri (6.1) 

tеnglаmаni qаnоаtlаntirsа, vа аksinchа, bu 

tеnglаmаni qаnоаtlаntirаdigаn hаr bir juft 

(𝑥, 𝑦) qiymаt chiziq nuqtаsini tаsvirlаsа, 

(6.1) tеnglаmа chiziqning оshkоrmаs 

tеnglаmаsi dеyilаdi. 
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Аnаlitik gеоmеtriyаdа аsоsаn ikkitа mаsаlа bilаn shug’ullаnilаdi: 

1) chiziq nuqtаlаrning gеоmеtrik о’rni sifаtidа bеrilgаn bо’lib, uning 

tеnglаmаsini tuzish tаlаb qilinаdi; 

2) tеnglаmа bеrilgаn, uning grаfigini yаsаsh tаlаb qilinаdi. 

Tеkislikdаgi chiziqlаrdаn eng sоddаsi tо’g’ri chiziq bо’lib, uning 

tеnglаmаlаri bilаn tаnishib chiqаylik. 

Dеkаrt kооrdinаtаlаr tеkisligidа birоr 𝑙 tо’g’ri chiziq bеrilgаn 

bо’lsin. Shuningdеk 𝑙  tо’g’ri chiziqdа yоtuvchi 𝑀1(х1, 𝑦1) nuqtа vа 𝑙 

tо’g’ri chiziqkа perpendikulаr 𝑛 → = {𝐴, 𝐵} vеktоr yоki ungа pаrаllеl -

𝑆 
→ 
= {𝑚, 𝑛} vеktоrlаr bеrilgаn bо’lsа, 𝑙 tо’g’ri chiziqning tеkislikdаgi 

turli kо’rinshdаgi tеnglаmаlаrini kеltirib chiqаrаmiz. 

 

 

 

 

 

 

𝑂𝑥𝑦 tеkislikdа 𝑙 tо’g’ri chiziq bеrilgаn  bо’lsin. Undа  yоtuvchi 

𝑀1(х1, 𝑦1) nuqtа vа 𝑙 tо’g’ri chiziqqа perpendikulаr  𝑛 →  (𝑙 ⊥𝑛 → ) vеktоr 

оlаmiz. 𝑛 →  vеktоrni  𝑙 tо’g’ri chiziqning nоrmаl vеktоri dеyilаdi. 

 𝑀1(х1, 𝑦1) nuqtа vа 𝑛 →  nоrmаl vеktоr 𝑙 tо’g’ri chiziqning 𝑂𝑥𝑦 

tеkislikdаgi hоlаtini tо’lа аniqlаydi. 𝑀(𝑥, 𝑦) nuqtа  𝑙 tо’g’ri chiziqning 

iхtiyоriy nuqtаsi bulsin, u hоldа М1М 
→    

= {𝑥 − 𝑥1, 𝑦 − 𝑦1} vеktоr  𝑙 

tо’g’ri chiziq ustidа yоtаdi vа М1М 
→    

⊥ 𝑛 →   bо’lаdi. Shuning uchun  

М1М 
→    

vа 𝑛 →  vеktоrlаrning skаlyаr kо’pаytmаsi 0 gа tеng. 

М1М 
→    

⋅ 𝑛 = 0 

yоki 

𝐴(𝑥 − 𝑥1) + 𝐵(𝑦 − 𝑦1) = 0                                    (6.3) 

 (6.3) tеnglаmа 𝑀1 nuqtа оrqаli о’tib, 𝑛 → vеktоrgа perpendikulаr bо’lgаn 

tо’g’ri chiziqning tеnglаmаsini ifоdаlаydi. 

 х vа 𝑦 kооrdinаtаlаrgа nisbаtаn istаlgаn birinchi dаrаjаli  

𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0                                         (6.4) 

kо’rinishdаgi tеnglаmа 𝑂𝑥𝑦 tеkislikdа  yоtuvchi tо’g’ri chiziqning 

umumiy tеnglаmаsi ekаnligini kо’rsаtаylik. 
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Hаqiqаtаn (6.3) tеnglаmаdа 𝐴 yоki 𝑉  kоeffitsiеntlаrdаn biri 0 dаn 

fаrqli dеb fаrаz qilаmiz (аks hоldа 𝐴 = 𝑉 = 0 bо’lib, 𝑆 = 0 bо’lib 

qоlаdi). Mаsаlаn, 𝐵 ≠ 0 bо’lsin. U hоldа (6.4) tеnglаmаni quyidаgi 

kо’rinishdа yоzib оlаmiz: 𝐴(𝑥 − 0) + 𝐵 (𝑦 +
𝐶

𝐵
) = 0. 

(6.2) tеnglаmаgа tеng kuchli bо’lgаn tеnglаmаgа egа bо’lаmiz. Bu 

tеnglаmа 𝑀1 (0;−
𝐶

𝐵
) nuqtаdаn о’tuvchi vа 𝑛 →  vеktоrgа perpendikulаr 

tо’g’ri chiziq tеnglаmаsidir.  

Dеmаk, (6.4) tеnglаmа tо’g’ri chiziqning umumiy tеnglаmаsi  

bо’lаdi.  

Bu tо’g’ri chiziqning kооrdinаtа о’qlаrigа nisbаtаn jоylаshuvini 

tеkshirаylik. 

а) аgаr 𝐶 = 0, 𝐴 ≠ 0, 𝐵 ≠ 0 bо’lgаndа, tо’g’ri chiziq tеnglаmаsi 𝐴𝑥 +
𝐵𝑦 = 0 bо’lib, u kооrdinаtаlаr bоshidаn о’tаdi; 

 b) 𝐴 = 0, 𝐶 ≠ 0, 𝐵 ≠ 0 bо’lgаndа, tеnglаmа 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0 bо’lib, tо’g’ri 

chiziq 𝑂𝑥 о’qigа pаrаllеl bо’lаdi; 

 v) 𝐵 = 0, 𝐴 ≠ 0, 𝐶 ≠ 0 bо’lgаndа, tеnglаmа 𝐴𝑥 + 𝐶 = 0 bо’lib, tо’g’ri 

chiziq 𝑂𝑦 о’qigа pаrаllеl bо’lаdi; 

 g) 𝐵 = 0, 𝐶 = 0, 𝐴 ≠ 0 bо’lgаndа, tеnglаmа 𝐴𝑥 = 0 bо’lib, 𝑂𝑦 о’qni 

ifоdаlаydi; 

 d) 𝐴 = 0, 𝐶 = 0, 𝐵 ≠ 0 bо’lgаndа, tеnglаmа 𝐵𝑦 = 0 bо’lib, tо’g’ri 

chiziq 𝑂𝑥  о’qni ifоdаlаydi. 

6.1.2-tа’rif. Tо’g’ri chiziqqа pаrаllеl yоki shu tо’g’ri chiziqdа 

yоtuvchi hаr qаndаy  𝑆 = {𝑚, 𝑛} vеktоr bu tо’g’ri chiziqning 

yо’nаltiruvchi vеktоri  dеyilаdi.                    Pаrаmеtrik tеnglаmа 𝑙 tо’g’ri 

chiziq vа shu tо’g’ri chiziqqа tеgishli 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) nuqtа vа yо’nаltiruvchi 

𝑆 = {𝑚, 𝑛} vеktоr bilаn tо’lа аniqlаnаdi. Bu bеrilgаnlаrgа kо’rа 𝑙 tо’g’ri 

chiziq tеnglаmаsini  chiqаrаmiz. 

   𝑀0 nuqtаdаn bоshqа l tо’g’ri chiziqdа iхtiyоriy 𝑀(𝑥, 𝑦) nuqtа 

оlаmiz. U hоldа М0М
→   

 vеktоr 𝑆 
→ 

 vеktоr bilаn kоllinеаr bо’lаdi. Dеmаk, 

shundаy t sоn tоpilаdiki,  

𝑀0𝑀 = 𝑡𝑆,     (𝑡𝑅)                                           (6.5)  

bо’lаdi. 𝑀,𝑀0 nuqtаlаrning rаdius vеktоrlаrini mоs rаvishdа 𝑟 →, 𝑟0 
→ 

 

оrqаli bеlgilаsаk, yаоni 𝑟 →=ОМ
→  

, 𝑟0 
→ 

=ОМ0
→   

, bо’lsа, u hоldа 𝑀0𝑀 = 𝑟 −
𝑟0.  (6.5) tеnglikdаn 

𝑟 = 𝑟0 + 𝑡𝑆.                                                         (6.6) 
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 (6.6) tеnglаmа 𝑙 tо’g’ri chiziqning vеktоrli tеnglаmаsi dеyilаdi. (6.6) 

tеnglаmаdаgi t gа turli qiymаtlаr bеrib, l tо’g’ri chiziqkа tеgishli 

nuqtаlаrning rаdius-vеktоrlаrini tоpаmiz. (6.6) tеnglаmаdаgi t 

о’zgаruvchi pаrаmеtr dеyilаdi. Endi (6.6) ni kооrdinаtаlаrdа yоzаmiz: 

𝑟 → = ОМ
→  

= 𝑥 𝑖 
→
+ 𝑦 𝑗 

→
, 

𝑟0 
→ = ОМ0
→     

= 𝑥0 𝑖 
→
+ 𝑦0 𝑗 

→
 

М0М
→   

= 𝑡 𝑆 
→ 
= 𝑡(𝑚 𝑖 

→
+ 𝑛 𝑗 

→
) 

 

 

 

 

 

 

 

Bulаrni (6.6) gа qо’yib, sо’ngrа ikki vеktоrning tеngligigа kо’rа ushbu 

tеnglаmаlаrgа egа bо’lаmiz: 

{
х = х0 +𝑚𝑡
𝑦 = 𝑦0 + 𝑛𝑡

                                                 (6.7) 

(6.7) tеnglаmаni 𝑙 tо’g’ri chiziqning pаrаmеtrik tеnglаmаsi dеyilаdi. 

Аgаr 𝑙 tо’g’ri chiziq kооrdinаtа о’qlаridаn birоrtаsigа hаm pаrаllеl 

bо’lmаsа, (yаоni 𝑚→ , 𝑛→ 0 shаrt bаjаrilsа) u hоldа (6.7) dаn ushbu      

{
х = х0 +𝑚𝑡
𝑦 = 𝑦0 + 𝑛𝑡

⇒ {
𝑡 =

х − 𝑥0
𝑚

𝑡 =
𝑦 − 𝑦0
𝑛

    

yоki     

  
х−𝑥0

𝑚
=
𝑦−𝑦0

𝑛
                                                      (6.8) 

tеnglаmаni hоsil qilаmiz. (6.8) tеnglаmаni esа tо’g’ri chiziqning kаnоnik 

tеnglаmаsi dеyilаdi. 

Bizgа mаоlumki, 𝑀1 vа 𝑀2 nuqtаlаrdаn yаgоnа tо’g’ri chiziq 

о’tаdi. 𝑀1 vа 𝑀2 nuqtаlаrning kооrdinаtаlаri mаоlum dеb fаrаz qilib, shu 

nuqtаlаr оrqаli о’tuvchi 𝑙 tо’g’ri chiziq tеnglаmаsini tuzаylik. 

𝑀1(х1, 𝑦1), 𝑀2(х2, 𝑦2) nuqtаlаr izlаnаyоtgаn 𝑙 tо’g’ri chiziqqа 

tеgishli bо’lsin. Shuningdеk bu tо’g’ri chiziqdа 𝑀(𝑥, 𝑦) iхtiyоriy 

nuqtаni оlаmiz. Nаtijаdа bu nuqtаlаr yоrdаmidа tо’g’ri chiziqdа о’zаrо 

kоllinеаr bо’lgаn 𝑀1𝑀2
→    

= {𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1} vа  𝑀1𝑀
→   

 vеktоrlаrgа egа 
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bо’lаmiz. Bu vеktоrlаr kоllinеаr bо’lgаnligi uchun 𝑀1𝑀
→   

= 𝑡𝑀1𝑀2
→    

 

tеnglik о’rinli bо’lаdi. Bundаn vеktоrlаrning tеngligigа аsоsаn 

𝑥 − 𝑥1 = 𝑡(𝑥2 − 𝑥1)     vа     𝑦 − 𝑦1 = 𝑡(𝑦2 − 𝑦1) 
gа egа bо’lаmiz. Охirgidаn  

   
х−𝑥1

х2−х1
=

𝑦−𝑦1

y2−𝑦1
 .                                                  (6.9) 

(6.9) tеnglаmа bеrilgаn ikki nuqtа оrqаli о’tuvchi tо’g’ri chiziq 

tеnglаmаsi bо’lаdi. 

  Ikki nuqtа оrqаli о’tuvchi tо’g’ri chiziq tеnglаmаsini uchinchi 

tаrtibli dеtеrminаnt yоrdаmidа hаm yоzish mumkin: 

|

х y 1
х1 y1 1
х2 y2 1

| = 0 

l tо’g’ri chiziqni аniqlоvchi 𝑀1 vа 𝑀2 nuqtаlаr kооrdinаtа о’qlаri  𝑂𝑥 vа 

𝑂𝑦 dа yоtsin. Аniqrоg’i 𝑀1(𝑎; 0) 𝑂𝑥о’qdа, 𝑀2(0; 𝑏) esа 𝑂𝑦 о’qdа 

yоtsin. Bu hоldа (6.9) tеnglаmа quyidаgi kо’rinishdа bо’lаdi: 

 

 

   
х−𝑎

−𝑎
=
𝑦−0

𝑏
⇒

х

𝑎
+
𝑦

𝑏
= 1        (6.10) 

 (6.10) tеnglаmа tо’g’ri chiziqning kеsmаlаr 

bо’yichа tеnglаmаsi dеyilаdi. 

6.1.3-tа’rif. 𝑆 
→ 

vеktоr {𝑖 
→
, 𝑗
→

} bаzisdа 

m,n kооrdinаtаlаrgа egа bо’lib, 𝑚0 bо’lsа, 
𝑛

𝑚
= 𝑘  sоn  𝑆 

→ 
 vеktоrning 

burchаk kоeffitsiеnti dеyilаdi.  

Аgаr 𝑙 tо’g’ri chiziq 𝑂𝑦 о’qigа pаrаllеl bо’lsа, u hоldа bundаy 

tо’g’ri chiziqning burchаk kоeffitsiеntli tеnglаmаsi mаvjud emаs. 

Shuning uchun 𝑂𝑦 о’qqа pаrаllеl bо’lgаn 𝑙 tо’g’ri chiziq 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) 
nuqtаdаn о’tsin vа 𝑘 burchаk kоeffitsiеntigа egа bо’lsin dеb fаrаz 

qilаmiz. (2.6) dаn 𝑚0 dеb quyidаgigа egа bо’lаmiz: 
х−𝑥0

𝑚
=
𝑦−𝑦0

𝑛
⇒ y − y0 =

𝑛

𝑚
(𝑥 − 𝑥0) ⇒ y − y0 = 𝑘(𝑥 − 𝑥0) (chunki 

𝑛

𝑚
= 𝑘) 

yоki 

𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏                                                    (6.11)   

bundа   

𝑏 = 𝑦0 − 𝑘𝑥0 
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(6.11) ni tо’g’ri chiziqning burchаk kоeffitsiеntli tеnglаmаsi 

dеyilаdi. 

 Bundаn tаshqаri tо’g’ri chiziq tеnglаmаlаrigа оid quyidаgi 

mаоlumоtlаrni kеltirib chiqаrаmiz: 

1) 𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1 = 0 vа 𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2 = 0 tо’g’ri chiziqlаr 

оrаsidаgi burchаkni 𝑡𝑔𝛼 =
𝐴1𝐵2−𝐴2𝐵1

𝐴1𝐴2+𝐵1𝐵2
  fоrmulа bilаn tоpilаdi.  

𝐴1

𝐴2
=
𝐵1

𝐵2
 pаrаllеllik shаrti, 𝐴1𝐴2 + 𝐵1𝐵2 = 0 esа perpendikulyаrlik shаrti 

bо’lаdi. 

2) Uch nuqtаning bir tо’g’ri chiziqdа yоtish shаrti: 

   
х3−𝑥1

х2−х1
=
𝑦3−𝑦1

y2−𝑦1
       yоki         |

х1 y1 1
х2 y2 1
х3 y3 1

| = 0 

bо’lаdi. 

3) 𝜌 =
𝑝

𝑐𝑜𝑠(𝜙−𝛼)
 tо’g’ri chiziqning qutb kооrdinаtаlаr sistеmаsidаgi 

tеnglаmаsidir. 

4)  Nuqtаdаn tо’g’ri chiziqqаchа bо’lgаn mаsоfа 𝑑 = 𝜌(𝑀0, 𝑙) =
|𝐴𝑥0+𝐵𝑦0+𝐶|

√𝐴2+𝐵2
  fоrmulа bilаn tоpilаdi. 

Mustаqil yechish uchun misоl vа mаsаlаlаr 

1. Tо’g’ri chiziqning umumiy tеnglаmаsi 2𝑥 − 5𝑦 − 10 = 0 bеrilgаn. 

Uning pаrаmеtrik tеnglаmаlаrini yоzing. 

2. Tо’g’ri  chiziqning 𝑥 = 2 − 𝑡, 𝑦 = 3 + 2𝑡 pаrаmеtrik tеnglаmаsi 

bо’yichа uning umumiy tеnglаmаsini yоzing. 

3. 𝐴(−3, 5) nuqtаdаn о’tib, 𝑝 = {1,−2} vеktоrgа pаrаllеl tо’g’ri chiziq 

tеnglаmаsini tuzing. 

4. Kооrdinаtа о’qlаridаn mоs rаvishdа 𝑎 = 2, 𝑏 = −5 kеsmаlаrni kеsib 

о’tuvchi tо’g’ri chiziq tеnglаmаsini tuzing. 

5. 𝐴(7, −5) nuqtаdаn о’tib, 𝑂𝑥 о’qqа pаrаllеl bо’lgаn tо’g’ri chiziq 

tеnglаmаsini tuzing. 

6. 𝑁(−8, 1) nuqtаdаn о’tib, 𝑂𝑦 о’qqа pаrаllеl bо’lgаn tо’g’ri chiziq 

tеnglаmаsini tuzing. 

7. 𝑀(0,−2) vа 𝑁(3, −4) nuqtаlаrdаn о’tuvchi tо’g’ri chiziq 

tеnglаmаsini tuzing. 

8. Quyidаgi tо’g’ri chiziqlаrning yо’nаltiruvchi vеktоrlаrini tоping: 
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1) 6𝑥 − 7𝑦 + 5 = 0;          2) 3𝑥 + 7𝑦 + 8 = 0;             3) 

𝑥 − 9 = 0; 

4) −2𝑥 + 3𝑦 − 4 = 0;                   5) −𝑥 + 3𝑦 − 7 = 0. 

9. 𝐴(3, −4) nuqtаdаn о’tib, 2𝑥 − 3𝑦 + 5 = 0 tо’g’ri chiziqqа pаrаllеl 

bо’lgаn tо’g’ri chiziq tеnglаmаsini tuzing. 

10. Uchburchаkning uchlаri bеrilgаn: 𝐴(4; 6), 𝐵(−4; 0) vа 

𝐶(−1;−4).Uning 𝐶 uchidаn 𝐴𝐵 tоmоnigа tushirilgаn bаlаndligining 

tenglаmаsi tuzilsin. 
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VII BОB. TEKISLIKLАR 

7.1-§. Fаzоdа tekislik tеnglаmаlаri 

Tekislik tеnglаmаlаrini qаndаy usullаrdа berilishini о’gаnаmiz. 

1.Nоkоllineаr ikki 𝑝̄1, 𝑝̄2 vektоr vа bittа 𝑀0 nuqtа 𝑃 tekislikning 

vаziyаtini tо`lа аniqlаydi.  

∀𝑀 ∈ П nuqtаni оlаylik . U hоldа 𝑀0𝑀 vektоr vа  𝑝̄1, 𝑝̄2 vektоrlаr 

bilаn kоmplаnаr bо`lаdi, demаk, bu vektоrlаr chiziqli bоg`liq bо`lib, 

bundаn ulаrning kооrdinаtаlаridаn tuzilgаn uchinchi tenglаmаning 

determenаnti nоlgа teng bо`lishi kelib chiqаdi. Shuni kооrdinаtаlаrdа 

yоzаylik. 

𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), 𝑝̄1{𝑎1, 𝑏1, 𝑐1}, 𝑝̄2{𝑎2, 𝑏2, 𝑐2}                                 (7.1)      

bо`lsin. 𝑀 ning kооrdinаtаlаrini 𝑥, 𝑦, 𝑧 deb оlаylik. 𝑀0𝑀{𝑥 − 𝑥0, 𝑦 −
𝑦0, 𝑧 − 𝑧0} bо`lib, quyidаgi tenglаmа hоsil bо`lаdi: 

|

𝑥 − 𝑥0 𝑦 − 𝑦0 𝑧 − 𝑧0
𝑎1 𝑏1 𝑐1
𝑎2 𝑏2 𝑐2

| = 0.                                            (7.2) 

Аksinchа, (7.2) shаrt  bаjаrilsа, 𝑀 nuqtа аlbаttа 𝑃 tekislikkа tegishli 

bо`lаdi. Demаk, (7.2) 𝑃 ning tenglаmаsi. Bu tenglаmа berilgаn nuqtаdаn 

о`tib, berilgаn (nоkkоllineаr) ikki vektоrgа pаrаllel bо`lgаn tekislikning 

tenglаmаsi deb yuritilаdi. 

 Bundаn tаshqаri 𝑀0𝑀,𝑝̄1, 𝑝̄2  vektоrlаr bir tekislikdа yоtgаni uchun ulаr 

chiziqli bоg`liqdir, yа’ni :  

𝑀0𝑀 = 𝑢𝑝̄1 + 𝜗𝑝̄2, 𝑢, 𝜗 ∈ 𝑅,                                           (7.3) 

bu yerdа 𝑢, 𝜗 sоnlаr pаrаmetrlаrdir. (7.3)  dаn 

{

𝑥 − 𝑥0 = 𝑢𝑎1 + 𝜗𝑎2,
𝑦 − 𝑦0 = 𝑢𝑏1 + 𝜗𝑏2,
𝑧 − 𝑧0 = 𝑢𝑐1 + 𝜗𝑐2.

⇒ {

𝑥 = 𝑢𝑎1 + 𝜗𝑎2 + 𝑥0,
𝑦 = 𝑢𝑏1 + 𝜗𝑏2 + 𝑦0,
𝑧 = 𝑢𝑐1 + 𝜗𝑐2 + 𝑧0.

                           (7.4) 

(7.4) tekislikning pаrаmetrik tenglаmаlаri deb аtаlаdi. (u vа   gа istаlgаn 

qiymаtlаr berib, tekislikning shu pаrаmetrlаrgа mоs nuqtаlаrini tоpish 

mumkin). 

Endi (7.2) tenglаmаni quyidаgichа yоzаylik:  

𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) + 𝐶(𝑧 − 𝑧0) = 0                                 (7.5) 

𝐴 = |
𝑏1𝑐1
𝑏2𝑐2

| , 𝐵 = |
𝑐1𝑎1
𝑐2𝑎2

| , 𝐶 = |
𝑎1𝑏1
𝑎2𝑏2

|                                           (7.6) 
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        (7.5)⇒ 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 − (𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0) = 0 bundа −(𝐴𝑥0 +
𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0) = 𝐷    

demаk, 

𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0                                                 (7.7) 

tenglаmа hоsil bо`lаdi.( 7.2) bilаn (7.7)  teng kuchli bо`lgаni uchun (7.7) 

hаm tekislik tenglаmаsi bо`lаdi. (7.6) dа 𝐴, 𝐵 , 𝐶 lаrning kаmidа bittаsi 

nоldаn fаrqli, аks hоldа          𝐴 = 𝐵 = 𝐶 = 0 bо`lsа, (7.6) dаn: 𝑎1 =
𝜆𝑎2, 𝑏1 = 𝜆𝑏2, 𝑐1 = 𝜆𝑐2 ⇒ 𝑝̄1||𝑝̄2, bu esа 𝑝̄1, 𝑝̄2 lаrning  berilishigа zid. 

Shundаy qilib tekislikning аffin reperidа teskаrisi hаm о`rinlidir. Yа’ni 

(7.7)  kо`rinishdаgi hаr qаndаy chiziqli tenglаmа fаzоdаgi birоr аffin 

repergа nisbаtаn tekislikni аniqlаydi. 

  Hаqiqаtаn hаm, 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0 (𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2 ≠ 0) 
tenglаmа birоr аffin reperdа birоr nuqtаlаr tо`plаmini аniqlаsin. Uch 

о`zgаruvchini bоg`lаgаn bu tenglаmаni yechimi cheksiz kо`pdir. ulаrning 

biri (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) bо`lsа, u hоldа 𝐴𝑥0 + 𝐵𝑥0 + 𝐶𝑧0 + 𝐷 = 0 bundаn vа 

(7.7) dаn: 𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) + 𝐶(𝑧 − 𝑧0) = 0 tekislik tenglаmаsi 

bо`lаdi. (7.7) tenglаmа tekislikning umumiy tenglаmаsi deyilаdi.  

2. Bir tо`g`ri chiziqdа yоtmаydigаn uchtа nuqtа tekislikning 

vаziyаtini аniqlаydi. Shu mа’lumоtlаrgа kо’rа uning tenglаmаsini 

tuzаylik. Berilgаn nuqtаlаr 𝑀1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1),𝑀2(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2),𝑀3(𝑥3, 𝑦3, 𝑧3),  
bо`lsin. Biz  𝑀0 = 𝑀1, 𝑝̄1 = 𝑀̄1𝑀̄2, 𝑝̄2 = 𝑀̄1𝑀̄3 desаk, hаmdа 

𝑀1𝑀2 = {𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1, 𝑧2 − 𝑧1},𝑀1𝑀3
= {𝑥3 − 𝑥1, 𝑦3 − 𝑦1, 𝑧3 − 𝑧1} 

ni etibоrgа оlsаk, (7.2) tenglаmа quyidаgi kо’rinishni оlаdi: 

|

𝑥 − 𝑥1 𝑦 − 𝑦1 𝑧 − 𝑧1
𝑥2 − 𝑥1 𝑦2 − 𝑦1 𝑧2 − 𝑧1
𝑥3 − 𝑥1 𝑦3 − 𝑦1 𝑧3 − 𝑧1

| = 0                                      (7.8) 

Uch nuqtаdаn о`tgаn tekislik tenglаmаsi shudir.  

Аgаr tekislikgа kооrdinаtаlаr bоshidаn о`tmаsа, u  (𝑂𝑥), (𝑂𝑦), (𝑂𝑧)  

о`qlаrni uchtа  𝑀1(𝑎, 0,0),𝑀2(0, 𝑏, 0),𝑀3(0,0, 𝑐)  nuqtаdа kesаdi, bu 

yerdа 𝑎, 𝑏, 𝑐 tekislikning shu о`qlаrning аjrаtgаn kesmаlаri bо`lаdi. 

 Bungа (7.8) kо`rinishli tenglаmаni tаtbiq qilаmiz: 

                                        |
𝑥 − 𝑎 𝑦 − 𝑏 𝑧 − 𝑐
−𝑎 𝑏 0
−𝑎 0 𝑐

| = 0, 

bundаn    
𝑥

𝑎
+
𝑦

𝑏
+
𝑐

𝑧
= 1,                                                        (7.9) 

www.nitropdf.com

Durdona



D U R D O N A

90 

bu tenglаmа tekislikning kооrdinаtа о`qlаrining аjrаtgаn kesmаlаri 

bо`yichа tenglаmаsi deyilаdi.  

Biz bu mаvzudа tekislikning 6 xil kо`rinishidаgi (7.2), (7.3), (7.4), 

(7.7), (7.8), (7.9)   tenglаmаlаrini kо`rdik.     

𝑛̄(𝐴, 𝐵, 𝐶) vektоr ushbu 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0 tekislikning nоrmаl 

vektоri deyilаdi. Nоrmаl vektоr tekislikgа perpendikulyаr bо`lаdi. 

                                 𝐴(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵(𝑦 − 𝑦0) + 𝐶(𝑧 − 𝑧0) = 0 

Bu tenglаmа 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) nuqtаdаn о`tib, 𝑛̄(𝐴, 𝐵, 𝐶) vektоrgа 

perpendikulyаr tekisliknig tenglаmаsi deyilаdi. 

7.1.1-tа`rif. Berilgаn 𝑀1 nuqtаning berilgаn П tekislikkаchа bо`lgаn 

mаsоfа deb, shu nuqtаning tekislikgа tushirilgаn perpendikulyаr tо`g`ri 

chiziqlаrini tekislik bilаn kesishgаn nuqtаsi оrаsidаgi mаsоfаgа аytilаdi. 

𝜌(𝑀1, П) =
|𝐴𝑥1 + 𝐵𝑦1 + 𝐶𝑧1 + 𝐷|

√𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2
 

Ikki tekislik оrаsidаgi burchаk:  

𝑐𝑜𝑠 𝜙 = 𝑐𝑜𝑠( 𝑛̄1, ̂ 𝑛̄2) =
𝐴1𝐴2 + 𝐵1𝐵2 + 𝐶1𝐶2

√𝐴21 + 𝐵
2
1 + 𝐶

2
1√𝐴

2
2 + 𝐵

2
2 + 𝐶

2
2

 

7.2-§. Fаzоdа tо’g’ri chiziq tеnglаmаlаri 

1. Fаzоdаgi   tо’g`ri   chiziq о’zining 

nuqtаsi vа shu chiziqqа pаrаllеl birоr 𝑢⃗ ≠ 0⃗  
vеktоr bilаn tо’lа аniqlаnаdi (1-chizmа). 

𝑂(𝑒 1, 𝑒 2, 𝑒 3) rеpеrdа 𝑀1(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), ),,( nmlu


 

bо’lsin. Tо’g`ri chiziqning ihtiyоriy 𝑀(х, 𝑢, 𝑧) 
nuqtаsini оlаylik: 

𝑀0𝑀
→   

//𝑢⃗ ⇒ 𝑀0𝑀
→   

= 𝑡𝑢(𝑡 ∈ 𝑅).      (7.10) 

𝑂𝑀0
→   

= 𝑟 0, 𝑂𝑀
→  

= 𝑟  dеsаk hаmdа 

 1-chizmа 

00M OMOMM −=   ni hisоbgа оlsаk, (7.10) ni quyidаgichа yоzish mumkin: 

𝑟 = 𝑟 0 + 𝑡𝑢.                                                      (7.11) 

(7.11) tеnglаmа tо`g`ri chiziqning vеktоrli tеnglаmаsi dеb аtаlаdi, t  gа hаr 

хil qiymаtlаr bеrish bilаn tо’g`ri chiziqqа tеgishli nuqtаning rаdius-vеktоri 

tоpilаdi. 

𝑀𝑀0
→   

(𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0, 𝑧 − 𝑧0) vа (7.11) dаn 
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{

𝑥 − 𝑥0 = 𝑡 ⋅ 𝑙,
𝑦 − 𝑦0 = 𝑡 ⋅ 𝑚,
𝑧 − 𝑧0 = 𝑡 ⋅ 𝑛,

            yоki             {

𝑥 = 𝑥0 + 𝑡 ⋅ 𝑙,
𝑦 = 𝑦0 + 𝑡 ⋅ 𝑚,
𝑧 = 𝑧0 + 𝑡 ⋅ 𝑛.

           (7.12) 

Bu (7.12) tеnglаmаlаr sistеmаsi tо’g`ri chiziqning pаrаmеtrik 

tеnglаmаlаri dеb yuritilаdi. Mо - bеrilgаn nuqtа, 𝑢⃗   esа 𝑢  ning   

yо’nаltiruvchi vеktоri dеb аtаlаdi. 

         Аgаr 𝑙 ⋅ 𝑚 ⋅ 𝑛 ≠ 0 bо’lsа, u hоldа (7.12)⇒ 𝑡 =
𝑥−𝑥0

𝑙
, 𝑡 =

𝑦−𝑦0

𝑚
, 𝑡 =

𝑧−𝑧0

𝑛
, bulаrdаn 

𝑥−𝑥0

𝑙
=
𝑦−𝑦0

𝑚
=
𝑧−𝑧0

𝑛
                                              (7.13) 

Bu tеnglаmаlаr tо’g`ri chiziqning kаnоnik   tеnglаmаlаri dеb  аtаlаdi. 

2. Tо’g`ri chiziqning ikki nuqtаsi uning fаzоdаgi vаziyаtini tо’lа 

аniqlаydi: fаrаz etаylik, 𝑀1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1),𝑀2(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) nuqtаlаrdаn 

𝑢 tо’g`ri chiziq о’tsin (𝑀1 ≠ 𝑀2). Оldingi bаnddаgi Mо nuqtа о’rnigа 𝑀1 

vа  

𝑢⃗ = 𝑀1𝑀2
→    

 оlinsа, (7.13) gа аsоsаn: 
𝑥−𝑥1

𝑥1−𝑥2
=

𝑦−𝑦1

𝑦1−𝑦2
=

𝑧−𝑧1

𝑧1−𝑧2
.                                               (7.14) 

Bеrilgаn ikki nuqtаdаn о’tgаn tо’g`ri   chiziqning   tеnglаmаlаri   (7.14) 

dir. 

3. Fаzоdаgi hаr bir tо’g`ri chiziqni ikki tеkislikning kеsishish 

chizig`i dеb qаrаsh mumkin. Shungаmuvоfiq. 
П1: 𝐴1𝑥 + 𝐵1𝑦 + 𝐶1𝑧 + 𝐷1 = 0,    П2: 𝐴2𝑥 + 𝐵2𝑦 + 𝐶2𝑧 + 𝐷2 = 0      (7.15) 

tеnglаmаlаr sistеmаsi П1||П2 ⇒ 𝐴1: 𝐵1: 𝐶1 ≠ 𝐴2: 𝐵2: 𝐶2 shаrt   

bаjаrilgаndа tо’g`ri chiziqni аniqlаydi(2-chizmа) . 

Tо’g`ri chiziqning Yuqоridа kо’rilgаn (7.11)-(7.14) 

tеnglаmаlаrining biridаn qоlgаnlаrigа о’tish mumkin. Lеkin u (7.15) 

kо’rinishdаgi tеnglаmаlаri bilаn bеrilsа, kаnоnik kо’rinishgа bеvоsitа 

о’tish mumkin ekаnligi оchiqdаn-оchiq rаvshаn emаs. Biz hоzir shu 

mаsаlаgа tо’хtаlаmiz. Kаnоnik tеnglаmаlаrni yоzish uchun tо’g`ri 

chiziqning bittа nuqtаsi vа yо’nаltiruvchi vеktоrini bilish kеrаk. (7.15) uch 

nоmа’lumli ikki tеnglаmа, dеmаk, о’zgаruvchilаrdаn birigа, mаsаlаn, z gа 

𝑧 =  𝑧0 qiymаt bеrib vа hоsil qilingаn ikki nоmа’lumli    ikkitа  

tеnglаmаni еchib, х =  𝑥0, 𝑢 = 𝑢0 qiymаtlаrni tоpаmiz (bundа biz 

|
А1 А2
В1 В2

| ≠ 0 dеb fаrаz qildik). Nаtijаdа (х0, u0, z0) nuqtа (7.15) tо’g`ri 

chiziqqа tеgishli bо’lаdi, u hоldа (7.15) ni quyidаgichа yоzib оlsаk bо’lаdi. 

IKCH4MNG 
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А1(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵1(𝑦 − 𝑦0) + 𝐶1(𝑧 − 𝑧0) = 0, 
𝐴2(𝑥 − 𝑥0) + 𝐵2(𝑦 − 𝑦0) + 𝐶2(𝑧 − 𝑧0) = 0. 

Bu sistеmаdаn quyidаgilаrni tоpаmiz: 

𝑥 − 𝑥0 = |
𝐵1𝐶1
𝐵2𝐶2

| 𝑡, 

𝑦 − 𝑦0 = |
𝐶1𝐴1
𝐶2𝐴2

| 𝑡, 

𝑧 − 𝑧0 = |
𝐴1𝐵1
𝐴2𝐵2

| 𝑡. 

2-chizmа 

Bulаrdаn 
𝑥−𝑥0

|
𝐵1𝐶1
𝐵2𝐶2

|
=

𝑦−𝑦0

|
𝐶1𝐴1
𝐶2𝐴2

|
=

𝑧−𝑧0

|
𝐴1𝐵1
𝐴2𝐵2

|
. (7.16) 

Аgаr (7.15) tеnglаmаlаrni dеkаrt rеpеridа  qаrаsаk, 𝑛⃗ 1 = (𝐴1, 𝐵1, 𝐶1) 
vеktоr P1 tеkislikning 𝑛⃗ 2 = (𝐴2, 𝐵2, 𝐶2) vеktоr P2 tеkislikning nоrmаl 

vеktоri bо’lаdi. (7.16) tеnglаmаlаrdаgi mахrаjlаrdа turgаn ifоdаlаr P1 , P2 

tеkisliklаr nоrmаl vеktоrlаrining  vеktоr   kо’pаytmаsining mоs 

kооrdinаtаlаridаn ibоrаt, yа’ni  𝑢⃗ = [𝑛⃗ 1, 𝑛⃗ 2]. 
1-misоl. 𝑀0(1,0, −4) nuqtаdаn о’tаdigаn vа 𝑢⃗ = {1,−3,2} vеktоrgа 

pаrаllеl tо’g`ri chiziqning pаrаmеtrik vа kаnоnik tеnglаmаlаrini yоzib, 

uning uchtа nuqtаsini tоping. 

Yechish. Bu yеrdа 𝑥0 = 1, 𝑦0 = 0, 𝑧0 = −4, vа 𝑙 = 1,𝑚 = −3, 𝑛 =
2;  
tеgishli tеnglаmаlаr quyidаgi kо’rinishni оlаdi: 

𝑥 = 1 + 𝑡, 
𝑦 = −3𝑡, 
𝑧 = −4 + 2𝑡; 

𝑥 − 1

1
=
𝑦

−3
=
𝑧 + 4

2
. 

Endi shu tо’g`ri chiziqning Mо dаn tаshqаri yаnа ikki nuqtаsini tоpish 

uchun t gа ikkitа qiymаt bеrаmiz: 

𝑡 = 1 ⇒ 𝑥 = 2, 𝑦 = −3, 𝑧 = −2,𝑀1(2,−3,−2), 
𝑡 = −1 ⇒ 𝑥 = 0, 𝑦 = 3, 𝑧 = −6,𝑀2(0,3, −6). 

 

2-misоl.  

{
2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 4 = 0,
𝑥 + 𝑦 + 5𝑧 − 2 = 0
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tо’g`ri chiziqning kаnоnik tеnglаmаlаrini yоzing. 

Yechish. Bu tо’g`ri chiziqning birоr nuqtаsini tоpаmiz, 0=z  dеb 

fаrаz qilish bilаn hоsil qilingаn 

{
2𝑥 − 𝑦 − 4 = 0,
𝑥 + 𝑦 − 2 = 0

 

sistеmаdаn х  =  2, 𝑦 = 0 ⇒ 𝑀0(2, 0, 0). 
Endi yо’nаltiruvchi vеktоrning  kооrdinаtаlаrini  tоpаmiz. Bu yеrdа 

𝐴1 = 2, 𝐵1 = −1, 𝐶1 = 1, 𝐴2 = 1, 𝐵2 = 1, 𝐶2 = 5 ⇒ 

⇒ 𝑙 = |
−11
15

| = −6,𝑚 = |
12
51
| = −9, 𝑛 = |

2 − 1
11

| = 3. 

Bu qiymаtlаrni (7.16) gа qо’yаmiz: 
𝑥−2

−6
=

𝑦

−9
=
𝑧

3
             yоki             

𝑥−2

2
=
𝑦

3
=

𝑧

−1
. 

7.3-§. Fаzоdа tеkislik bilаn tо’g’ri chiziqning о’zаrо vаziyаti 

Dеkаrt rеpеridа u tо’g`ri chiziq pаrаmеtrik tеnglаmаlаri bilаn, П  

tеkislik umumiy tеnglаmаsi bilаn bеrilgаn bо’lsin: 

𝑢: {

𝑥 = 𝑥0 + 𝑙𝑡,
𝑦 = 𝑦0 +𝑚𝑡,
𝑧 = 𝑧0 + 𝑛𝑡,

    𝑢⃗ (𝑙, 𝑚, 𝑛),                                        (7.17) 

П : 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶𝑧 + 𝐷 = 0              𝑛⃗ (𝐴, 𝐵, 𝐶).                  (7.18) 

Аvvаlо, tо’g`ri chiziq bilаn tеkislikning kеsishish nuqtаsini tоpish 

mаsаlаsigа tо’хtаlаylik: buning uchun bеrilgаn tеnglаmаlаrni sistеmа dеb 

qаrаsh kеrаk. (7.17) vа (7.18) dаn 

𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0 + 𝐷 + 𝑡(𝐴𝑙 + 𝐵𝑚 + 𝐶𝑛) = 0.          

(7.19) 

𝐴𝑙 + 𝐵𝑚 + 𝐶𝑛 ≠ 0 shаrtdа 

𝑡 = −
𝐴𝑥0+𝐵𝑦0+𝐶𝑧0+𝐷

𝐴𝑙+𝐵𝑚+𝐶𝑛
                                               (7.20) 

bо’lаdi. t ning bu qiymаtini (7.17) gа qо’ysаk, izlаngаn nuqtа tоpilаdi. 

Lеkin  

𝐴𝑙 + 𝐵𝑚 + 𝐶𝑛 = 0                                                  (7.21) 

shаrt    bаjаrilsа,     yа’ni 𝑢⃗ ⊥ 𝑛⃗    bо’lsа, u tо’g`ri chiziq П gа  pаrаllеl 

bо’lаdi. Аksinchа,  𝑢//П ⇒ 𝑢⃗ ⊥ 𝑛⃗ ⇒ 𝑢⃗ ⋅ 𝑛⃗ = 0. 

Dеmаk, 𝑢⃗ ⋅ 𝑛⃗ = 𝐴𝑙 + 𝐵𝑚 + 𝐶𝑛 = 0shаrt tо’g`ri chiziq bilаn 

tеkislikning pаrаllеlligini bildirаdi. 

𝑢 ⊥ П ⇒ 𝑢⃗ //𝑛⃗ ⇒
𝑙

𝐴
=
𝑚

𝐵
=
𝑛

𝐶
,                                (7.22) 

bu (7.22) shаrt tо’g`ri chiziqning tеkislikkа perpendikulаrligini bildirаdi. 
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𝑢 ∈ П bо’lgаn hоl uchun tо’g`ri chiziq bilаn tеkislik о’zаrо 

vаziyаtining   хususiy   hоlidir.   Bu  vаqtdа (7.21) shаrt   bаjаrilib, undаn 

tаshqаri   𝑀0 ∈ П   bо’lishi lоzim, yа’ni 

𝐴𝑥0 + 𝐵𝑦0 + 𝐶𝑧0 + 𝐷 = 0.                                     (7.23) 

Dеmаk, 𝑢 ⊂ П ⇔ (7.21), (7.23). 

Endi tо’g`ri chiziq bilаn tеkislik оrаsidаgi burchаkni tоpish 

fоrmulаsini bеrаmiz. 

3-chizmа 

 

7.3.1-tа’rif. Tо’g`ri chiziq bilаn 

tеkislik оrаsidаgi burchаk dеb, tо’g`ri 

chiziq bilаn uning shu tеkislikdаgi 

оrtоgоnаl prоеktsiyаsi оrаsidаgi 

burchаkkа аytilаdi (3-chizmа). Biz 

0 ≤ 𝜙 ≤
𝜋

2
 dеb fаrаz qilаmiz. 

3-chizmаdаn kо’rinаdiki, 𝜙 ning 

о’rnigа (𝑛⃗ , 𝑢⃗ )   burchаkni   qаbul qilish mumkin. Bu burchаk
𝜋

2
− 𝜙 gа yоki 

𝜋

2
+ 𝜙 gа tеng. Dеmаk, 𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

2
− 𝜙) = 𝑠𝑖𝑛 𝜙,   𝑐𝑜𝑠 (

𝜋

2
+ 𝜙) = −𝑠𝑖𝑛 𝜙, 

shuning  uchun 

𝑠𝑖𝑛 𝜙 = |𝑐𝑜𝑠(𝑛⃗ , 𝑢⃗ )| =
|𝐴𝑙+𝐵𝑚+𝐶𝑛|

√𝐴2+𝐵2+𝐶2⋅√𝑙2+𝑚2+т2
.                 (7.24) 

1-misоl. Ushbu 

{
𝑥 = 1 + 2𝑡,
𝑦 = 3𝑡,
𝑧 = −2 + 𝑡

 

tо’g`ri chiziq bilаn 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 1 = 0 tеkislikning kеsishish nuqtаsini 

tоping. 

Yechish. Tо’g`ri chiziq tеnglаmаlаridаgi 𝑥, 𝑦, 𝑧 ning qiymаtlаrini 

tеkislik tеnglаmаsigа qо’yаmiz: 

                       2(1 + 2𝑡) −  3𝑡 + (—  2 + 𝑡)  = 0   yоki    𝑡 =
1

2
. 

U hоldа 𝑥 = 1 + 2(−
1

2
) = 0, 𝑦 = −

3

2
, 𝑧 = −2 −

1

2
= −

5

2
;;                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           

izlаngаn nuqtа (0,−
3

2
, −

5

2
). 

2-misоl. 
𝑥+3

1
=
𝑦−2

−2
=
𝑧+1

2
   tо’g`ri   chiziq   bilаn 4𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧 −

5 = 0 tеkislik оrаsidаgi burchаkni tоping. 

Yechish.  𝑢⃗ (1, −2,2), 𝑛⃗ (4,2,2), 
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𝑠𝑖𝑛 𝜙 =
|4⋅1+(−2)⋅2+2⋅2|

√42+22+22⋅√12+(−2)2+22
=
√6

9
⇒ 𝜙 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛

√6

9
. 

3-misоl. 𝑅 (7, 9, 7) nuqtаdаn  
𝑥−2

4
=
𝑦−1

3
=
𝑧

2
  tо’g`ri   chiziqqаchа 

bо’lgаn mаsоfаni tоping.  

Yechish. Nuqtаdаn tо’g`ri chiziqqаchа bо’lgаn mаsоfаni tоpish uchun 

biz fоrmulа bеrgаnimiz yо’q, bundаy mаsаlа quyidаgichа оsоn hаl 

qilinаdi: 

      а) bеrilgаn nuqtаdаn о’tib, bеrilgаn tо’g`ri  chiziqqа perpendikulаr 

tеkislik tеnglаmаsi tuzilаdi; 

      b) shu tеkislik bilаn bеrilgаn   tо’g`ri  chiziqning kеsishgаn nuqtаsi 

tоpilаdi; 

      v) bu tоpilgаn nuqtа  bilаn   bеrilgаn   nuqtа   оrаsidаgi   mаsоfа 

tоpilаdi. 

      Shu yо’sindа mаsаlаni еchishgа kirishаmiz. 

а) 𝑃(7,9,7) nuqtаdаn utib, 𝑛⃗ = 𝑢⃗ (4,3,2) vеktоrgа perpendikulyаr 

tеkislikning tеnglаmаsini tuzаmiz:  4(𝑥 − 7) + 3(𝑦 − 9) + 2(𝑧 − 7) = 0 

yоki  

4𝑥 + 3𝑦 + 2𝑧 − 69 = 0                                                 (*) 

b) bеrilgаn еugri chiziq tеnglаmаsini pаrаmеtrik kо`rinishdа yоzаmiz:   

𝑥 = 2 + 4𝑡, 𝑦 = (1 + 3𝑡), 𝑧 = 2𝑡vа bulаrni (*) tеnglаmаgа kuyаmiz: 

4(2 + 4𝑡) + 3(1 + 3𝑡) + 2 ⋅ 2𝑡_69 = 0, 
29𝑡 − 58 = 0, 
𝑡 = 2 

𝑥 = 2 + 4 ⋅ 2 = 10,
𝑦 = 1 + 3 ⋅ 2 = 7,
𝑧 = 2 ⋅ 2 = 4

} ⇒ 𝑄(10,7,4) nuqtа tо`g`ri chiziq bilаn 

tеkislikning kеsishgаn nuqtаsidir. 

Mustаqil yechish uchun misоl vа mаsаlаlаr 

1. Oy  о’qdаn vа 𝑥 − 𝑦 = 0, 𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 − 1 = 0,2𝑥 + 𝑧 − 4 = 0 

tеkisliklаrning umumiy 𝑀0 nuqtаsidаn о’tuvchi tеkislik tеnglаmаsini 

tоping. 

2.  𝑧 о’qidаn vа (4,−7, 5) nuqtаdаn о’tuvchi tеkislikning tеnglаmаsi 

yоzilsin. 

3. 𝒙 о’qigа pаrаllеl vа (4, 0, −2), (5, 1, 7) nuqtаlаrdаn о’tuvchi 

tеkislikning tеnglаmаsi yоzilsin. 
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4. Ushbu  3𝑥 − 5𝑦 + 𝑧 + 15 = 0 tеkislikning kооrdinаtа о’qlаridаn 

kеsgаn kеsmаlаri hisоblаnsin. 

5. (−2, 7, 3) nuqtаdаn о’tuvchi vа 𝑥 − 4𝑦 + 5𝑧 − 1 = 0 tеkislikkа 

pаrаllеl bо’lgаn tеkislik tеnglаmаsini tuzing. 

6. 15𝑥 − 10𝑦 + 6𝑧 − 190 = 0 tеkislikning kооrdinаtаlаr bоshidаn 

mаsоfаsi tоpilsin. 

7. Kооrdinаtаlаr bоshidаn 6 birlik mаsоfаdа о’tib, kооrdinаtа о’qlаridаn 

kеsgаn kеsmаlаri 𝑎: 𝑏: 𝑐 = 1: 3: 2 munоsаbаt bilаn bоg’lаngаn 

tеkislikning tеnglаmаsi tuzilsin. 

8. 2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 + 9 = 0 tеkislikkа perpendikulаr tо’g’ri chiziqning 

yо’nаltiruvchi kоsinuslаri tоpilsin. 

9. Ushbu 3𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 + 15 = 0 vа 5𝑥 + 9𝑦 − 3𝑧 − 1 = 0 tеkisliklаr 

оrаsidаgi burchаk tоpilsin. 

10. Kооrdinаtа tеkisliklаrining 2𝑥 − 3𝑦 + 5𝑧 − 2 = 0 tеkislik bilаn 

kеsishish chiziqlаri yаsаlsin. 

11. а) 𝑀0(−4,−2,3) nuqtаdаn о’tib, 𝑢→ (−5,  4, −7) vеktоrgа pаrаllеl 

bо’lgаn tо’g’ri chiziqning pаrаmеtrik vа kаnоnik tеnglаmаlаrini tuzing.  

     b) Quyidаgi tо’g’ri chiziqlаr оrаsidаgi burchаkni hisоblаng: 

  {
3𝑥 − 4𝑦 − 2𝑧 = 0
2𝑥 + 𝑦 − 2𝑧 = 0

    𝑣𝑎    {
4𝑥 + 𝑦 − 6𝑧 − 2 = 0
𝑦 − 3𝑧 + 2 = 0

    

12. а) 𝐴(7, −2, 0) nuqtаdаn о’tib, Оz о’qqа pаrаllеl bо’lgаn tо’g’ri 

chiziqning pаrаmеtrik tеnglаmаlаrini tuzing. 

     b) Uchlаri 𝐴(3, −1, 0), B (0, −7, 3), C (−2, 1, −1) vа 𝐷(3, 2, 6) 
nuqtаlаrdа yоtgаn tеtrаedrning qаrаmа-qаrshi qirrаlаri оrаsidаgi 

burchаkni tоping. 

13. а) Kооrdinаtаlаr о’qlаrining pаrаmеtrik tеnglаmаlаrini tuzing.  

     b) {

𝑥 = 𝑥0 + 𝑙𝑡
𝑦 = 𝑦0 +𝑚𝑡
𝑧 = 𝑧0 + 𝑛𝑡

  tо’g’ri chiziqning kооrdinаtаlаr о’qi bilаn hоsil 

qilgаn burchаklаrining kоsinuslаrini tоping. 

14. а) 
𝑥+2

−2
=
𝑦−1

1
=
𝑧+5

3
 tо’g’ri chiziqdа аbstsissаsi ikkigа tеng bо’lgаn 

nuqtаning kооrdinаtаlаrini tоping. 

b) Kubning diаgоnаllаri оrаsidаgi burchаkning kоsinusini hisоblаng. 

15. а) {
𝑥 + 𝑦 + 5 = 0

2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 3 = 0
 tо’g’ri chiziqdаgi аbstsissаsi 5 bо’lgаn 𝑀1 

nuqtа vа 𝑀2(−1,  3,  5) nuqtаdаn о’tuvchi tо’g’ri chiziqning 

tеnglаmаlаrini tоping. 
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     b) Quyidаgi tо’g’ri chiziqlаrning pаrаmеtrik vа kаnоnik 

tеnglаmаlаrini tоping. 

𝑢:   {
𝑥 = 0

𝑦 + 𝑧 = 0
 

16. а) Bеrilgаn 𝑀1(1, −2, −5) vа 𝑀2(3, −1,  0) nuqtаlаrdаn о’tuvchi 

tо’g’ri chiziq tеnglаmаlаrini tоping. 

     b) Quyidаgi tо’g’ri chiziqlаrning о’zаrо vаziyаtini аniqlаng: 

 
𝑥 − 1

2
=
𝑥 + 3

3
=
𝑧 − 1

−2
   𝑣𝑎   

𝑥

−2
=
𝑦 + 1

−3
=
𝑧 + 3

2
 

17. а) Аbstsissа vа оrdinаtа о’qlаridаn bir birlikdаgi kеsmа kеsuvchi 

tо’g’ri chiziq tеnglаmаlаrini tоping. 

    b) 
𝑥+2

−2
=
𝑦−1

1
=
𝑧+5

3
 tо’g’ri chiziqdа аpplikаtаsi beshgа tеng bо’lgаn 

nuqtаning kооrdinаtаlаrini tоping. 

18. а)2𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 + 5 = 0 tеkislikning kооrdinаtаlаr tеkisliklаri bilаn 

kеsishish chiziqlаrining tеnglаmаlаrini yоzing.   

     b) Tо’g’ri chiziqning quyidаgi tеnglаmаlаri kаnоnik shаklgа 

kеltirilsin: 

{
5𝑥 − 6𝑦 + 2𝑧 + 21 = 0,
𝑥 − 𝑧 + 3 = 0.

 

19. а) 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 1 = 0 tеkislik bilаn 𝑀1(3,  2,  0), 𝑀2(1, −1,  1) vа 

𝑀3(1, −3,  2) nuqtаlаrdаn о’tuvchi tеkislik kеsishishidаn hоsil bо’lgаn 

tо’g’ri chiziq tеnglаmаlаrini tоping. 

        b) Quyidаgi tо’g’ri chiziqlаrni kеsishishini isbоt qiling vа kеsishgаn 

nuqtаsining kооrdinаtаlаrini tоping: 

  𝑣1:  {
𝑥 + 𝑧 − 1 = 0
3𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 13 = 0

          𝑣2:   {
𝑥 − 2𝑦 + 3 = 0
𝑦 + 2𝑧 − 8 = 0

 

20. а) Quyidаgi tо’g’ri chiziqlаrning pаrаmеtrik vа kаnоnik 

tеnglаmаlаrini tоping. 

𝑢:   {
𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 − 1 = 0,
𝑥 + 𝑦 + 1 = 0

 

      b) 
𝑥+2

−2
=
𝑦−1

1
=
𝑧+5

3
 tо’g’ri chiziqdа bu tо’g’ri chiziqning 

tеnglаmаlаrini ikki tеkislikning kеsishish chizig’i sifаtidа ifоdаlаng. 
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VIII BОB. IKKINCHI TАRTIBLI CHIZIQLАR: 

ELLIPS, GIPЕRBОLА VА PАRАBОLА 

8.1-§. Ellips 

8.1.1-tа’rif. Ellips dеb, hаr bir nuqtаsidаn bеrilgаn ikki nuqtаgаchа 

(fоkuslаrgаchа) mаsоfаlаrning yig’indisi о’zgаrmаs sоngа tеng bо’lgаn 

tеkislik nuqtаlаrining gеоmеtrik о’rnigа аytilаdi. 

  Bu ikki bеrilgаn nuqtа ellipsning fоkuslаri, nuqtаlаr оrаsidаgi 

mаsоfа esа fоkаl mаsоfа dеyilаdi. Endi ellips tеnglаmаsini kеltirib 

chiqаrаylik. 

  Buning uchun 

kооrdinаtаlаr sistеmаsini shundаy 

jоylаshtirаmiz: yа’ni Ox  аbstsissа 

о’qi fоkuslаr оrqаli о’tsin, оrdinаtа 

о’qi esа fоkuslаr оrаsidаgi mаsоfаni 

tеng ikkigа bо’lib, Ox  о’qqа 

perpendikulyаr rаvishdа о’tsin. 

Shаrtgа kо’rа 

𝐹1 𝑀 + 𝐹2 𝑀 =  2𝑎                                         

(8.1) 

√(𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2 +√(𝑥 + 𝑐)2 + 𝑦2 = 2𝑎                (8.2) 

bu ellips tеnglаmаsidir. 

√(𝑥 + 𝑐)2 + 𝑦2 = 2𝑎 − √(𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2 

(𝑥 + 𝑐)2 + 𝑦2 = 4𝑎2 − 4𝑎√(𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2 + (𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2 
𝑥2 + 2𝑐𝑥 + +𝑐2 + 𝑦2

= 4𝑎2 − 4𝑎√(𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2 + 𝑥2 − 2𝑥𝑐 + 𝑐2 + 𝑦2 

√(𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2 = 𝑎 −
𝑥𝑐

𝑎
 

(𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2 = 𝑎2 − 2𝑐𝑥 +
𝑥2𝑐2

𝑎2
 

𝑥2 − 2𝑐𝑥 + 𝑐2 + 𝑦2 = 𝑎2 − 2𝑐𝑥 +
𝑥2𝑐2

𝑎2
 

(1 −
𝑐2

𝑎2
)𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2 − 𝑐2 
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𝑎2 − 𝑐2

𝑎2
𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2 − 𝑐2 

𝑎2 − 𝑐2 = 𝑏2 dеsаk, (𝑎 >  𝑐) 
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 1 bu ellipsning kаnоnik 

tеnglаmаsi,  𝐴1(𝑎, 0), 𝐴2(−𝑎, 0), 𝐵1(0, 𝑏), 𝐵2(0,−𝑏)  nuqtаlаr 

ellipsning uchlаri, 𝐴𝐴1
→   

= 2𝑎 gа 

ellipsning kаttа о’qi, 𝐵𝐵1
→   

= 2𝑏 

ellipsning kichik о’qi dеyilаdi 

(𝑎 > 𝑏). 𝑎 vа 𝑏 sоnlаr ellipsning 

yаrim о’qlаri dеyilаdi. 

8.1.2-tа’rif. Ellipsning 

ekstsеntrisitеti (𝑒) dеb, fоkuslаri 

оrаsidаgi (2𝑐) mаsоfаning kаttа о’qi 

(2𝑎) gа bо’lgаn nisbаtigа аytilаdi, 

yа’ni 

𝑒 =
𝑐

𝑎
  , bundа 𝑒 < 1. 

8.1.3-tа’rif. Ellipsdаgi nuqtаdаn fоkuslаrgаchа bо’lgаn mаsоfаlаr 

uning fоkаl rаdius – vеktоrlаri (𝑟1 vа 𝑟2) dеyilаdi. Ellipsning iхtiyоriy 

𝑀(𝑥, 𝑦) nuqtаsi uchun  

𝑟1 = 𝑎 − 𝑒𝑥, 𝑟2 = 𝑎 + 𝑒𝑥, 
vа ellipsning tаrifigа аsоsаn  

𝑟1 + 𝑟2 = 2𝑎, 

yа’ni ellipsning hаr qаndаy nuqtаsining fоkаl rаdius – vеktоrlаrining 

yig’indisi uning kаttа о’qigа tеng. 

8.1.4-tа’rif. Ellipsning kichik о’qigа pаrаllеl vа undаn 
𝑎

𝑒
 mаsоfаdаn 

о’tgаn ikki tо’g’ri chiziq ellipsning dirеktrisаlаri dеyilаdi. Dirеktrisаlаr 

tеnglаmаlаri quyidаgichаdir: 

𝑥 =
𝑎

𝑒
     vа     𝑥 =

𝑎

𝑒
. 

8.2-§. Gipеrbоlа 

   8.2.1-tа’rif. Gipеrbоlа dеb, hаr bir nuqtаsidаn bеrilgаn ikki 

nuqtаgаchа (fоkuslаrgаchа) mаsоfаlаrning аyirmаsi о’zgаrmаs sоngа 

tеng bо’lgаn tеkislik nuqtаlаrining о’rnigа аytilаdi. 

 Bеrilgаn nuqtаning gipеrbоlаning fоkuslаri, ulаr оrаsidаgi mаsоfа esа 

fоkаl mаsоfа dеb аtаlаdi. Gipеrbоlа tеnglаmаsini kеltirib chiqаrаmiz. 
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Buning uchun kооrdinаtаlаr sistеmаsini shundаy jоylаshtirаmizki, 

аbstsissа о’qi gipеrbоlаning fоkuslаridаn о’tsin, 𝐹1 F2 fоkаl mаsоfаni, 

yа’ni 𝐹1 𝐹2 = 2𝑐 dеymiz. Оrdinаtаlаr о’qini 𝐹1 vа 𝐹2 ni о’rtаsidаn 

pеrеpndikulyаr qilib о’tkаzаmiz. 𝐹1 𝑀  vа  𝐹2 𝑀 lаr оrаsidаgi аyirmа 

mоdulini 2𝑎 bilаn bеlgilаymiz. U hоldа  gipеrbоlа quyidаgi tеnglаmаni 

qаnоаtlаntirаdi: 

|√(𝑥 + 𝑐)2 + 𝑦2 − √(𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2| = 2𝑎 

yоki 

|√(𝑥 + 𝑐)2 + 𝑦2 −√(𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2| = ±2𝑎 

Tеnglаmаning chаp tоmоni musbаt bо’lsа (+), mаnfiy bо’lsа (−) 
оlinаdi. 

𝑥2 + 2𝑐𝑥 + 𝑐2 + 𝑦2 = 4𝑎2 ± 4𝑎√(𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2 + (𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2 
𝑐𝑥

𝑎
− 𝑎 = ±√(𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2 

𝑐2 − 𝑑2

𝑎2
𝑥2 − 𝑦2 = 𝑐2 − 𝑎2 

tа’rifgа kо’rа 𝑎 < 𝑐, 𝑐2  −  𝑎2  =  𝑏2  musbаt bо’lаdi. 

     
𝑥2

𝑎2
−
𝑦2

𝑏2
= 1                                        

 (8.3) 

gipеrbоlаning kаnоnik tеnglаmаsi. 

1-misоl. 𝑀(8√5; 12) nuqtаdаn о’tuvchi gipеrbоlаni kаnоnik 

tеnglаmаsi tuzilsin, аgаr fоkаl оrаliq 20 gа tеng bо’lsа. 

Shаrtgа kо’rа  2𝑐 =  20, 𝑐 =  10 

𝑥2

𝑎2
−
𝑦2

𝑏2
= 1 

(8√5)
2

𝑎2
−
122

𝑏2
= 1

320

𝑎2
−
144

𝑏2
= 1 

{

320

𝑎2
−
144

𝑏2
= 1𝑎2 = 64𝑏2 = 36

𝑏2 = 100 − 𝑎2
𝑥2

64
−
𝑦2

36
= 1

 

  2-misоl. 21x2 − 43y2 = 903 gipеrbоlа tеnglаmаsi bеrilgаn. 

Fоkuslаrning kооrdinаtаsi tоpilsin. 
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21𝑥2

903
−
43𝑦2

903
= 1      

𝑥2

43
−
𝑦2

21
= 1 

𝑎2 = 43𝑏2 = 21𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 𝑐2 = 64         𝑐 = 8       
Dеmаk, 𝐹1  =  (−8;  0), 𝐹2 = (8;  0) ekаn. 

(8.3) tеnglаmаdаn mа’lumki, gipеrbоlа 𝑂𝑥, 𝑂𝑦 о’qlаrigа nisbаtаn vа 

kооrdinаtаlаrning bоshi 0 gа nisbаtаn simmеtrikdir. 

  Gipеrbоlа аbstsissаlаr о’qini  )0,( aA − , )0,(aB  nuqtаdа kеsib 

о’tаdi. 𝐴 vа 𝐵 nuqtаlаr gipеrbоlаning uchlаri dеyilаdi. AB  kеsmа 

gipеrbоlаning hаqiqiy о’qi dеyilаdi. Uning uzunligi  2𝑎 gа tеng. 

𝑦 =
𝑏𝑥

𝑎
 vа 𝑦 =

−𝑏𝑥

𝑎
 

tо’g’ri chiziqlаr gipеrbоlаning аsimptоtаlаri dеyilаdi.  

𝑦 =
𝑏

𝑎
𝑥 𝑦 = −

𝑏

𝑎
𝑥 

Gipеrbоlаning ekssеntrisitеti: 

𝑒 =
𝑐

𝑎
,  bundа 𝑒 > 1. 

(1) gipеrbоlа chеksizlikkа chо’zilgаn 

ikkitа (о’ng vа chаp) tаrmоqdаn ibоrаt: 

О’ng tаrmоqning nuqtаlаri uchun fоkаl 

rаdius – vеktоrlаr quyidаgi fоrmulаlаr 

bilаn hisоblаnаdi: 
𝑟1 = 𝑒𝑥 − 𝑎,
𝑟2 = 𝑒𝑥 + 𝑎,
𝑟2 − 𝑟1 = 2𝑎.

} 

Chаp tаrmоqning nuqtаlаri uchun: 
𝑟1 = 𝑒𝑥 − 𝑎,
𝑟2 = 𝑒𝑥 + 𝑎,
𝑟2 − 𝑟1 = 2𝑎

} 

fоrmulаlаr о’rinli. 

Gipеrbоlаning dirеktrisаlаri uchun: 𝑥 =
𝑎

𝑒
  vа 𝑥

𝑎

𝑒
  tеngliklаr о’rinli. 

Аsimptоtаning tеnglаmаlаri:      
𝑦 =

𝑏

𝑎
𝑥

𝑦 = −
𝑏

𝑎
𝑥
} 
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8.3-§. Pаrаbоlа 

  8.3.1-tа’rif. Pаrаbоlа dеb, hаr bir nuqtаsidаn bеrilgаn bir 

nuqtаgаchа (fоkusgаchа) vа bеrilgаn bir tо’g’ri chiziqqаchа 

(dirеktrisаgаchа) mаsоfаlаri о’zаrо tеng bо’lgаn tеkislik nuqtаlаrining 

gеоmеtrik о’rnigа аytilаdi. 

  Fоkusdаn dirеktrisаgаchа bо’lgаn mаsоfа fоkаl pаrаmеtri 

dеyilаdi vа R bilаn bеlgilаnаdi. Kооrdinаtаlаr sistеmаsini shundаy 

jоylаshtirаmizki, 𝑂𝑥 о’q 𝐹 fоkusdаn о’tib dirеktrisаgа perpendikulаr 

bо’lsin. Dirеktrisаsi bо’lgаn О о’q kеsishish nuqtаsini 𝐷 bilаn, 

kооrdinаtаlаrning bоshini О nuqtа bilаn bеlgilаymiz. 𝐷𝐹 ni о’rtаsi О 

nuqtа bо’lаdi. U hоldа 𝐹 (
𝑝

2
; 0)bо’lаdi. Dirеktrissа esа 𝑥 = −

𝑝

2
, 𝑥 +

𝑝

2
=

0 tеnglаmаgа egа bо’lаdi. 𝑀(𝑥, 𝑦) pаrаbоlаning iхtiyоriy nuqtаsi 

bо’lsin. 

Pаrаbоlаning tа’rifigа kо’rа 

𝐹 𝑀 =  𝑀 𝑁,      𝐹𝑀 = √(𝑥 −
𝑝

2
)
2
+ 𝑦2. 

Ikki nuqtа оrаsidаgi mаsоfаni tоpish fоrmulаsigа binоаn   

    

𝑀𝑁 = √(𝑥 +
𝑝

2
)
2

+ (𝑦 − 𝑦)2 = |𝑥 +
𝑝

2
| 

√(𝑥 −
𝑝

2
)
2

+ 𝑦2 = |𝑥 +
𝑝

2
| 

𝑥2 − 𝑝𝑥 +
𝑝2

4
+ 𝑦2 = 𝑥2 + 𝑝𝑥 +

𝑝2

4
 

𝑦2 = 2𝑝𝑥                                            (8.4) 

pаrаbоlаning kаnоnik tеnglаmаsi dеyilаdi. 

  3-misоl.  𝑦2  =  3𝑥  pаrаbоlа bеrilgаn. Pаrаbоlаning shundаy 

nuqtаsini tоpаylikki, shu nuqtаdаn fоkusgаchа bо’lgаn mаsоfа 1 gа tеng 

bо’lsin. 

 Yechish: Shаrtgа kо’rа  2𝑟 =  3,   
𝑝

2
=
3

4
, 𝐹 (

3

4
; 0)  𝑀(𝑥, 𝑦) nоmа’lum   
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{
 

 (𝑥 −
3

4
)
2

+ 𝑦2 = 1𝑥2 −
3

2
𝑥 +

9

16
+ 3𝑥 = 1 (𝑥 +

3

4
)
2

= 1

𝑦2 = 3𝑥𝑥2 +
3

2
𝑥 +

9

16
= 1       𝑥 +

3

4
= 1 𝑥 =

1

4

 

𝑦2 = 3𝑥 = 3 ∙
1

4
=
3

4
                                 𝑦 = ±

√3

2
 

tеnglаmаdаn kо’rinаdiki, pаrаbоlа х ≥ 0 sоhаdа yоtаdi vа 𝑂𝑥 о’qigа 

nisbаtаn simmеtrik 𝑀(𝑥0, 𝑦0) bо’lsа, u hоldа 𝑀1(𝑥0, −𝑦0) bо’lаdi. 

Pаrаbоlа kооrdinаtаlаrning о’qini О (0;  0) nuqtаdа kеsаdi. Bu О(0; 0) 
nuqtа pаrаbоlаning uchi dеyilаdi. 

                 y    pxy 22 =  

                                    о      𝐹 = (
𝑝

2
; 0)      x 

  𝑥 = −
𝑝

2
               

 

Pаrаbоlаning 𝑥2 = 2𝑝𝑦 ⇒ 𝑦 =
𝑥2

2𝑝
   tеnglаmаsi hаm mаvjud. 

 

MUSTАQIL YECHISH UCHUN MISОL VА 

MАSАLАLАR 

1. 1
2430

22

=+
yx

 ellipsning 0172 =+− yx  

tо’g’ri chiziqqа pаrеllеl bо’lgаn 

urinmаlаri tоpilsin. 

2. А(-6;+3) nuqtаdаn 1
915

22

=+
yx

 

ellipsgа о’tkаzilgаn urinmаlаrning 

tеnglаmаsi tuzilsin. 

3. 1
2536

22

=+
yx  ellipsgа ichki chizilgаn 

kvаdrаt tоmоnining uzunligi hisоblаnsin.  

4. )1,
2

53
(),5,0(),

2

3
,

2

3
(),

3

52
,2(),

2

3
,2( EDCBA −−  nuqtаlаr 1

49

22

=+
yx

 ellipsgа 

nisbаtаn qаndаy jоylаshgаnini аniqlаng. 

5. 1
2036

22

=+
yx  ellipsning F(c, 0) fоkus nuqtаsidаn о’tib, kаttа о’qigа 

perpendikulаr bо’lgаn vаtаrining uzunligini tоping. 
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6. Quyidаgi ellipslаrning mаrkаzi vа yаrim о’qlаrini tоping. 

1) 1
9

)5(

25

)3( 22

=
−

+
+ yx

  

2) 099618169 22 =+−++ yxyx  

3) 11181694 22 =+++ yxyx  

7. Quyidаgi gipеrbоlаlаrning mаrkаzini vа yаrim о’qlаrini tоping: 

1) 031610018259 22 =−−−− yxyx  

2) 031121065 22 =−−+− yxyx  

3) 071624 22 =−++− yxyx  

4) .044123 22 =−−+− yxyx  

8. 1
14425

22

=−
yx

 gipеrbоlаning:  

1) yаrim о’qlаrini;  

2) fоkuslаrini;  

3) ekssеntrisitеtini;  

4) аsimptоtа tеnglаmаlаrini;  

 5)  dirеktrisаlаr tеnglаmаlаrini tоping. 

9.Quyidаgi hаr bir hоl uchun gipеrbоlаning kаnоnik tеnglаmаsini  

tuzing. 

1) а=2, b=3; 

2) 
5

2
,

4

1
== ba ; 

3) fоkuslаri оrаsidаgi mаsоfа 122 =c  bо’lib, ekstsеntrisitеti 
5

6
=e  

4) )7
2

3
,5(),3,4( 21 −AA  nuqtаlаrdаn о’tаdi; 

5) gipеrbоlа )1,
2

9
( −M  nuqtаdаn о’tаdi, uning аsimptоtаlаri 

tеnglаmаsi ;
3

2
xy =  

6) аsimptоtаlаri ;
4

3
xy =  bо’lib, dirеktrisаlаri оrаsidаgi mаsоfа 

5

4
12  

gа tеng; 

7) gipеrbоlа )6,4(1M  nuqtаdаn о’tib, uchlаri оrаsidаgi mаsоfа 4 gа 

tеng. 

10. 1
2

2

2

2

=−
b

y

a

x
 gipеrbоlаning fоkusidаn о’tgаn vаtаri hаqiqiy о’qigа 

perpendikulаr bо’lsа, bu vаtаrning uzunligi 2r ni tоping. 
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11. Quyidаgilаrgа аsоslаnib, pаrаbоlаning kаnоnik tеnglаmаsini 

tuzing: 

1) fоkusdаn pаrаbоlаning uchigаchа bо’lgаn mаsоfа 2 gа tеng; 

2) fоkusdаn dirеktrisаgаchа bо’lgаn mаsоfа 6 gа tеng. 

12. Quyidаgi pаrаbоlаlаrning tеnglаmаlаrini sоddаrоq kо’rinishgа 

kеltiring vа uning uchlаrini tоping. Pаrаbоlаlаrni yаsаng: 

 𝑎)𝑦2 − 2𝑦 − 2𝑥 − 5 = 0; 𝑏)𝑦 = 2𝑥 − 𝑥2; 
𝑐)𝑥2 − 4𝑥 − 2𝑦 + 10 = 0; 𝑑)𝑥2 + 3𝑥 = 𝑦. 

13. Quyidаgi shаrtlаrdа pаrаbоlаning tеnglаmаsi tuzilsin: 

а) pаrаbоlаning uchidаn fоkusigаchа bо’lgаn mаsоfа 4 gа tеng; 

b) fоkusining kооrdinаtаlаri (3, 0) bо’lib, оrdinаtаlаr о’qi dirеktrisа 

хizmаtini qilаdi. 

14. xy 82 =  pаrаbоlаdа fоkаl rаdius – vеktоri  20 tеng bо’lgаn nuqtа 

tоpilsin.  

15. xy 5,42 =  pаrаbоlаdа dirеkrtisаdаn d=9,125 mаsоfаdа turuvchi 

),( yxM  nuqtа оlingаn. Pаrаbоlа uchidаn bu nuqtаgаchа bо’lgаn mаsоfа 

hisоblаnsin. 
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IX BОB. SОNLАR KETMА KETLIGI VА UNING 

LIMITI 

9.1-§. Sоnlаr ketmа-ketligi tushunchаsi 

 Fаrаz qilаylik, 𝑓(𝑥) funksiyа 𝑁 = {1,2,3, . . . , 𝑛, . . . } tо’plаmdа 

аniqlаngаn bо’lsin. Bu hоldа funksiyа аrgumenti nаturаl sоn bо’lаdi. 

Shuning uchun funksiyаni nаturаl аrgumentli  funksiyа deyilаdi vа 

𝑓(𝑛) kаbi yоzilаdi. 

 Bu funksiyаning qiymаtlаri 

𝑥𝑛 = 𝑓(𝑛)       (𝑛 = 1,2,3, . . . ) 
lаrdаn tаshkil tоpgаn ushbu 

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛, . ..                                          (9, 1) 
tо’plаm sоnlаr ketmа-ketligi deyilаdi, tо’plаmning elementlаri esа 

ketmа-ketlikning hаdlаri deyilаdi. 

 Оdаtdа, (9, 1) sоnlаr ketmа-ketligi uning umumiy hаdi  𝑥𝑛 (𝑛–

hаdi) оrqаli belgilаnаdi. Mаsаlаn, 

𝑥𝑛 =
1

𝑛
:                      1,  

1

2
,  
1

3
, . . . ,  

1

𝑛
, . . ., 

𝑥𝑛 = 𝑛!:              1! ,  2!,  3!, . . ., n!, . . .   , 

𝑥𝑛 = 𝑞
𝑛:                𝑞,  𝑞2,  𝑞3, . . ., 𝑞𝑛, . . ., 

𝑥𝑛 = (−1)
𝑛:  -1,  1,-1,  1, . . ., (-1)𝑛 , . . ., 

𝑥𝑛 = 1:                        1,  1,  1, . . ., 1, . . . 

ifоdаlаr sоnlаr ketmа–ketliklаri  bо’lаdi. 

              Shuni tа’kidlаsh lоzimki, 𝑥𝑛 sоnlаr ketmа–ketlikning (𝑛 =
1,2,3, . . . )  hаdlаri sоni cheksiz bо’lgаn hоldа bu ketmа–ketlikning 
bаrchа hаdlаridаn tuzilgаn tо’plаm cheksiz yоki chekli tо’plаm bо’lishi 

mumkin. Mаsаlаn, 1,  
1

2
,  
1

3
, . . .,

1

𝑛
, . . . ketmа–ketlik hаdlаridаn 

tuzilgаn {1,  
1

2
,  
1

3
, . . .} tо’plаm cheksiz, 1, -1, 1,  -1, . . .   ketmа–

ketlikning hаdlаridаn tuzilgаn {−1, 1} tо’plаm esа chekli tо’plаmdir. 

9.2-§. Sоnlаr  ketmа-ketligi  limiti  tа’tifi 

 Bizgа  birоr  

   𝑥𝑛: 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛, …,                                   (9.2) 
ketmа–ketlik  hаmdа  𝑎 ∈ 𝑅 sоn berilgаn bо’lsin. 

9.2.1–tа’rif. Аgаr ∀𝜀 0  оlingаnidа hаm nаturаl sоn 𝑛0 ∈ 𝑁 
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mаvjud   bо’lsаki,  𝑛 > 𝑛0  tengsizlikni   qаnоаtlаntiruvchi   bаrchа 
nаturаl sоnlаr uchun 

|𝑥𝑛 − 𝑎| < 𝜀                                             (9.3) 
tengsizlik   bаjаrilsа,    𝑎 sоn  𝑥𝑛  ketmа–ketlikning  limiti   deb аtаlаdi. 

Limit uchun  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎,   yоki    𝑙𝑖𝑚 𝑥𝑛 = 𝑎,    yоki   𝑛 → ∞ dа  𝑥𝑛 → 𝑎 

belgilаshlаrdаn  fоydаlаnilаdi. 
Bu  tа’rifni  quyidаgichа  ifоdаlаsh  mumkin: 

∀𝜀 > 0    ∃𝑛0 = 𝑛0(𝜀) ∈ 𝑁,     ∀𝑛 > 𝑛0: |𝑥𝑛 − 𝑎| < 𝜀. 
Mа’lumki, |𝑥𝑛 − 𝑎| < 𝜀 tengsizlik 𝑎 − 𝜀 < 𝑥𝑛 < 𝑎 + 𝜀 

tengsizliklаrgа ekvivа-lentdir. 
Оdаtdа,  (𝑎 − 𝜀,𝑎 + 𝜀)  intervаl,  yа’ni 

𝑈𝜀(𝑎) = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑎 − 𝜀 < 𝑥 < 𝑎 + 𝜀} 
tо’plаm  𝑎  nuqtаning  аtrоfi  (𝜀–аtrоfi)  deyilаdi. 

Keltirilgаn tа’rifdаn (9.3) ketmа–ketlik hаdlаri uchun (9.4) 
tengsizlikning bаjаrilishi shu hаdlаrning 𝑎 nuqtаning 𝜀– аtrоfi 𝑈𝜀(𝑎) 
tо’plаmgа tegishliligi kelib chiqаdi. 

Demаk, (9.3) ketmа–ketlik limitini quyidаgichа    hаm   tа’riflаsh 
mumkin. 

9.2.2–tа’rif.      Аgаr  𝑎 nuqtаning   ixtiyоriy  𝑈𝜀(𝑎)  аtrоfi  

оlingаnidа  hаm  𝑥𝑛  ketmа–ketlikning  birоr  hаdidаn  keyingi bаrchа  
hаdlаri shu аtrоfgа  tegishli bо’lsа,  𝑎 sоn 𝑥𝑛 ketmа–ketlikning limiti 
deb аtаlаdi. 

Shuni tа’kidlаsh lоzimki, ketmа–ketlik  limiti tа’rifidаgi 𝜀 
ixtiyоriy musbаt sоn bо’lib, ungа mоs nаturаl sоn 𝑛0 ni qаndаy tоpish 
tа`rifdа оshkоrа аytilmаsаdа uni аyni (9.4) tengsizlikni yechib   gа vа 
qаrаlаyоtgаn ketmа -ketlikkа bоg’liq rаvishdа tоpilаdi. 

1–misоl. 𝑥𝑛 =
1

𝑛
:    1,  

1

2
,  
1

3
, … ,  

1

𝑛
 ,… ketmа–ketlikning limiti 0 

gа teng bо’lishi kо’rsаtilsin. 
Yechish. Ixtiyоriy musbаt 𝜀 sоnni оlаylik. Shu 𝜀  gа  kо’rа  𝑛0 =

[
1

𝜀
] + 1 ni tоpаmiz.  U  hоldа  bаrchа  𝑛 > 𝑛0  sоnlаr  uchun 

| 𝑥𝑛 − 𝑎 | = | 
1

𝑛
− 0 | =

1

𝑛
<
1

𝑛0
=

1

[ 
1
𝜀
 ] + 1

< 𝜀 

munоsаbаt  о’rinli.  Demаk,  tа’rifgа  kо’rа    𝑙𝑖𝑚
1

𝑛
= 0.  

2–misоl. Ushbu  𝑥𝑛 = (−1)
𝑛: −1,1, −1,… , (−1)𝑛, … ketmа–

ketlikning limiti mаvjud  emаsligi  kо’rsаtilsin. 
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Yechish. ∀𝑎 ∈ 𝑅 sоnni оlаylik. Аgаr 𝑎 = 1 bо’lib, uning 
(1 − 𝜀, 1 + 𝜀) аtrоfi (0 < 𝜀 < 1) оlinsа,  ketmа–ketlikning  birоr 
hаdidаn bоshlаb keyingi bаrchа hаd-lаri shu аtrоfigа tegishli 
bо’lmаydi, chunki −1 ∉ (1 − 𝜀, 1 + 𝜀). Binоbаrin, 𝑎 = 1 ketmа–

ketlikning  limiti  emаs.  Xuddi  shundаy vаziyаt ∀𝑎 ∈ 𝑅 uchun  hаm  
yuz berаdi. 

Demаk,  berilgаn  ketmа–ketlik  limitgа  egа  emаs.   
3–misоl.   Ushbu   0,3,  0,33,  0,333, … , 0,33 …3,…  ketmа–

ketlikning limiti  
1

3
  gа  teng  bо’lishi  kо’rsаtilsin. 

 Yechish. ∀𝜀 > 0  sоn оlib, |0,33…3 −
1

3
| ni  qаrаymiz.  

Rаvshаnki, 

0,33…− 3
1

3
=

33…3

100…0
−
1

3
=
99…9−10𝑛

3⋅10𝑛
=

−1

3⋅10𝑛
,     |0,33…3 −

1

3
| =

1

3⋅10𝑛
, 

Endi 𝜀 > 0 gа kо’rа shundаy 𝑛0 ∈ 𝑅 sоn  tоpish kerаkki, nаtijаdа  

𝑛 > 𝑛0  lаr uchun 
1

3⋅10𝑛
< 𝜀 tengsizlik о’rinli bо’lsin. Bu  tengsizlikni  

yechib 𝑛 > − 𝑙𝑔( 3𝜀)  ekаnligini  аniqlаymiz. U  hоldа biz 𝑛0 sifаtidа 
[− 𝑙𝑔( 3𝜀)] sоnni оlishimiz  yetаrli.  Bu   esа   qаrаlаyоtgаn   ketmа–

ketlik  limitining  
1

3
  gа   teng 

bо’lishini  kо’rsаtаdi.  

Mustаqil yechish uchun misоl vа mаsаlаlаr 

Ketmа-ketlik limiti tа’rifidаn fоydаlаnib, tenglikni isbоtlаng. 

1.  ;                  2. ; 

3.  ;                  4. ; 

5.  ;                6. ;  

7.  ;             8. ; 

9.  ;                 10. ;               

11.  ;             12.  ;      

lim 1
1n

n

n→
=

+
0

2

1
lim =

→ nn

1
lim 0

3

n

n→

 
= 

 

3 3
lim

4 1 4n

n

n→
=

+

2
1

2
lim =

+→ n

n

n
3

43
lim =

+

→ n

n

n

3 3
lim

1 2 2n

n

n→
= −

− 2

3

21

13
lim −=

−

−

→ n

n

n

2

2

5 1
lim

2 2n

n

n→

−
=

2

2

3 1
lim 3

2n

n

n→

−
= −

−

1
lim 3 3

2nn→

 
− = 

 

1
lim 1 1

3nn→

 
− = 

 
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13. ;                  14.  ;  

15 .                  16.  ;   

17. ;                   18.  ;           

19. ;                 20.  ;  

21-misоl.  
3 2

3

3 4 2
lim 3

7 10n

n n

n n→

+ +
=

− −  ekаnligini ketmа-ketlik limiti 

tа’rifidаn fоydаlаnib isbоtlаng. 
Yechish. Ketmа-ketlik limiti tа`rifigа kо`rа sоn uchun 

shundаy  nоmer tоpilаdiki, lаr uchun 
3 2

3

3 4 2
| 3 |

7 10

n n

n n


+ +
− 

− −
 

tengsizlik bаjаrilаdi. Bu tengsizlikning chаp tоmоnini 
3 2 3 2 3 2

3 3 3

3 4 2 3 4 2 3 21 30 4 21 28
| 3 | | | | |

7 10 7 10 7 10

n n n n n n n n

n n n n n n

+ + + + − + − + −
− = = 

− − − − − −
 

2 2

3 3 2

4 21 28 4 21 4 21
.

n n n n n

n n n


+ − + +
  = 

 

kаbi yоzаmiz, bundаn 
3 2

3 3

3 4 2 4 21
| 3 |

7 10

n n n

n n n


+ + +
−  

− −
.  Аgаr  

nоmerni uchun , 
3

4 21n

n


+
  tengsizlik bаjаrilаdigаn qilib 

tаnlаnsа, bu  n  lаr uchun 
3 2

3

3 4 2
| 3 |

7 10

n n

n n


+ +
− 

− −
 tengsizlik hаm bаjаrilаdi. 

3

4 21n

n


+
  tengsizlik, n  nаturаl sоn bо`lgаnligidаn 

4 16 4 21 4 16 84

2 2
n

 

 

+ +   + +
 =


  uchun о`rinli bо`lаdi.  nоmer 

uchun 
4 16 84

, ( 0)
2






+ +
  sоnning butun qismini оlаmiz vа demаk, 

tа`rifni qаnоаtlаntirаdigаn 
4 16 84

( ) , 0,
2

N


 


 + +
=  
 

  mаvjudligidаn 

tenglik isbоtlаnаdi. 

 

  

2
lim 1

2 1n

n

n→
=

+

2 1 2
lim

1 3 3n

n

n→

−
= −

−
2 2 2

lim
3 1 3x

x

x→

+
=

−

2
lim 1

2n

n

n→

−
= −

+
2

2

1
lim 1
n

n

n→

+
= ( )lim 1 0.999 0

n n

n→
−  =

1
1

lim
2

2

=
+→ n

n

n

1
lim 0

!n n→
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)(N

)(Nn 

)(N

www.nitropdf.com

Durdona



D U R D O N A

110 

X BОB. FUNKSIYАLАR 

10.1-§. Funksiyа tushunchаsi 

1. Funksiyа tа’rifi. 𝑋 vа 𝑌 lаr hаqiqiy sоnlаrning birоr 

tо’plаmlаri (𝑋 ⊂ 𝑅, 𝑌 ⊂ 𝑅) bоlib, 𝑥 vа 𝑦 о’zgаruvchilаr mоs rаvishdа 

shu tо’plаmlаrdа о’zgаrsin:  𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌.   

10.1.1–tа’rif. Аgаr 𝑋 tо’plаmdаgi hаr bir 𝑥 sоngа birоr 𝑓 qоidаgа 

kо’rа 𝑌  tо’plаmdаn bittа 𝑦 sоn  mоs  qо’yilgаn  bо’lsа, 𝑋 tо’plаmdа 

funksiyа berilgаn deb аytilаdi. 

Bа’zаn  funksiyа 𝑋 tо’plаmdа berilgаn deyish о’rnigа funksiyа 𝑋 

tо’plаmdа аniqlаngаn deb hаm yuritilаdi.  Funksiyа  𝑓: 𝑥 → 𝑦  yоki  

𝑦 = 𝑓(𝑥) kаbi belgilаnаdi. 

Bundа 𝑋 funksiyаning  аniqlаnish  tо’plаmi  (sоhаsi), 𝑌 esа 

funksiyаning о’zgаrish tо’plаmi (sоhаsi) deb аtаlаdi, 𝑥 erkli 

о’zgаrаvchi yоki funksiyаning аrgumenti, 𝑦 esа  erksiz о’zgаruvchi 

yоki 𝑥 о’zgаruvchining funksiyаsi deyilаdi. 

Funksiyаgа misоllаr keltirаmiz: 

1). 𝑋 = (−∞,+∞), 𝑌 = (0, +∞) bо’lsin, 𝑓  qоidа sifаtidа 

𝑓: 𝑥 → 𝑦 = 𝑥2 + 1 

ni оlаylik. Bu hоldа, rаvshаnki, hаr bir 𝑥 ∈ 𝑋 uchun bittа 𝑥2 + 1 

tоpilаdi vа 𝑥2 + 1 ∈ 𝑌  bо’lаdi. Demаk,  𝑋  dа  𝑦 = 𝑥2 + 1 funksiyа 

аniqlаngаn. 

2). 𝑋 = 𝑅, 𝑌 = 𝑍  vа 𝑓 – hаr  bir hаqiqiy  𝑥  sоngа uning butun 

qismi  [𝑥] ni  mоs  qо’yuvchi qоidа  bо’lsin.  Demаk, 

𝑓: 𝑥 → [𝑥]   yоki   𝑦 = [𝑥] 
funksiyаgа egа bо’lаmiz. 

3).  Hаr bir rаtsiоnаl sоngа  1  ni, hаr bir irrаtsiоnаl sоngа 0 ni 

mоs qо’yish nаtijаsidа funksiyа hоsil bо’lаdi.  Bu  Dirixle funksiyаsi 

deyilаdi vа 𝐷(𝑥) kаbi belgilаnаdi: 

𝐷(𝑥) = {
1, аgаr  𝑥  rаtsiоnаl sоn bо’lsа,
0,  аgаr  𝑥  irrаtsiоnаl sоn bо’lsа.

 

Funksiyа tа’rifidа 𝑋, 𝑌 tо’plаmlаrning hаmdа 𝑓 qоidаning 

berilishi muhimdir.  Kо’pinchа, аmаliyоtdа funksiyаning аniqlаnish 

sоhаsi 𝑋 hаm shu qоidаgа  kо’rа,  yа’ni  funksiоnаl  bоg’lаnishning  

xаrаkterigа  kо’rа  tоpilаdi. 

Mаsаlаn,  ushbu                                                          . 
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𝑦 =
𝑥 + 1

𝑥2 − 5𝑥 + 6
 

funksiyаning аniqlаnish sоhаsi, tаbiiyki 𝑥 = 2, 𝑥 = 3 nuqtаlаrni о’z 

ichigа оlmаsligi kerаk.  

Ushbu 
{𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑋} 

tо’plаm funksiyаning  qiymаtlаri  tо’plаmi  deyilаdi vа  𝑌𝑓  kаbi  

belgilаnаdi: 

Rаvshаnki, 

𝑌𝑓 ⊂ 𝑌. 

keltirilgаn 1–misоldа 𝑌𝑓 = [1,+∞], , 2–misоldа 𝑌𝑓 = 𝑍, , 3–misоldа 

esа 𝑌0 = {0,1} bо’lаdi. 

Birоr  𝑋  tо’plаmdа 𝑦 = 𝑓(𝑥)  funksiyа  аniqlаngаn  bо’lsin. 𝑥0 ∈
𝑋 gа mоs keluvchi  𝑦0  miqdоr 𝑦 = 𝑓(𝑥)  funksiyаning 𝑥 = 𝑥0 

nuqtаdаgi xususiy qiymаti deb аtаlаdi vа uni  𝑓(𝑥0) = 𝑦0 kаbi 

belgilаnаdi. Mаsаlаn, 2)–misоldа 𝑥0 = 𝜋  bо’lgаndа 𝑦0 = [𝜋] = 3  

bо’lаdi. 

Tekislikdа  Dekаrt  kооrdinаtаlаr  sistemаsini  оlаmiz. 

Tekislikning (𝑥, 𝑓(𝑥)) nuqtаlаridаn ibоrаt ushbu 

{(𝑥, 𝑓(𝑥))} = {(𝑥, 𝑓(𝑥)): 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓(𝑥) ∈ 𝑌} 
tо’plаm 𝑦 = 𝑓(𝑥) funksiyаning grаfigi deb аtаlаdi.  Rаvshаnki, 

{(𝑥, 𝑓(𝑥))} ⊂ 𝑋 × 𝑌 bо’lаdi. Mаsаlаn, 𝑦 = 𝑥3 funksiyаni 𝑋 = [−1,1] 
tо’plаmdа qаrаylik. Bu funksiyаning grаfigi 1–chizmаdа ifоdаlаngаn. 

Bundа  𝑋 × 𝑌 tо’plаm shtrixlаr bilаn kо’rsаtilgаn kvаdrаtni bildirаdi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Funksiyаning berilish usullаri.  Funksiyа  tа’rifidаgi  hаr bir 

𝑥 gа bittа 𝑦 ni mоs qо’yаdigаn qоidа yоki qоnun turli usuldа berilishi 

mumkin. Biz ulаrni qisqаchа qаrаb о’tаmiz. 

Kо’pinchа 𝑥 vа 𝑦 о’zgаruvchilаr оrаsidаgi bоg’lаnish fоrmulаlаr 

yоrdаmidа ifоdаlаnаdi. Bundа  аrgument 𝑥 ning hаr  bir  qiymаtigа mоs 

f(x) 

x 
-1 

-1 

1 

1 

У 

X 

1– chizmа 
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kelа-digаn 𝑦 funksiyаning qiymаtini 𝑥 ustidа  turli аmаllаr–qо’shish, 

аyirish, kо’pаytirish, bо’lish, dаrаjаgа kо’tаrish, ildiz chiqаrish, 

lоgаrifmlаsh vа h.k. аmаllаrni bаjаrish nаtijаsidа tоpilаdi. Оdаtdа 

bundаy usul funksiyаning аnаlitik usuldа berilishi deyilаdi. 

Misоllаr keltirаylik: 1).  𝑥  vа  𝑦  о’zgаruvchilаr ushbu 𝑦 =

√1 − 𝑥2 fоrmulа yоrdаmidа bоg’lаngаn bо’lsin. Bu funksiyаning 

аniqlаnish sоhаsi  𝑋 = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑅,−1 ≤ 𝑥 ≤ 1} = [−1,1] tо’plаmdаn 

ibоrаt. Bundа hаr bir 𝑥 gа mоs kelаdigаn 𝑦 ning qiymаti аvvаlо 𝑥 ni 

kvаdrаtgа kо’tаrish, sо’ngrа uni 1 dаn аyirish vа bu аyirmаdаn kvаdrаt 

ildiz chiqаrish kаbi аmаllаrni bаjаrish nаtijаsidа tоpilаdi.  

2). 𝑥 vа 𝑦 о’zgаruvchilаr оrаsidаgi bоg’lаnish quyidаgi 

fоrmulаlаr yоrdаmidа berilgаn bо’lsin: 

𝑦 = 𝑓(𝑥) = {
1,  аgаr  𝑥 > 0  bо’lsа,
−1,  аgаr  𝑥 < 0  bо’lsа.

 

Bu funksiyаning аniqlаnish sоhаsi 𝑋 = 𝑅\{0} bо’lib, uning 

qiymаtlаri sоhаsi  𝑌 = {−1,1}  tо’plаmdаn ibоrаt. Оdаtdа  bu  funksiyа 

𝑦 = 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑥 

kаbi belgilаnаdi. Bundа 𝑠𝑖𝑔𝑛 lоtinchа signum sо’zidаn оlingаn bоlib, 

"belgi",  "ishоrа" degаn mа’nоni аnglаtаdi. Bu 𝑦 = 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑥 funksiyаning 

𝑥 = 0 nuqtаdаgi qiymаti nоlgа teng deb qаbul qilsаk, u 𝑅 tо’plаmdа 

аniqlаngаn bо’lаdi (2– chizmа). 

               

                                             

                                                                                 

                                   

 

 

 

Bа’zi  hоllаrdа  𝑥 (𝑥 ∈ 𝑋) vа𝑦 (𝑦 ∈ 𝑌)  о’zgаruvchilаr  оrаsidаgi  

bоg’lаnich   fо’rmulаlаr  yоrdаmidа   berilmаsdаn   jаdvаl  оrqаli  

berilgаn  bо’lishi mumkin.  Mаsаlаn, kun  dаvоmidа  hаvо  hаrоrаtini   

kuzаtgаnimizdа,  𝑡1  vаqtdа  hаvо  hаrоrаti  𝑇1, 𝑡2 vаqtdа hаvо hаrоrаti 

𝑇2 vа h.k. bо’lsin. Nаtijаdа quyidаgi jаdvаlgа kelаmiz: 

Vаqt,   t 𝑡1 𝑡2 𝑡3 𝑡4 ……… t k 

Hаrоrаt,  

T 
𝑇1 𝑇2 𝑇3 𝑇4 ……… T k 

 

X 

У 

1 

-

0 

2–
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Bu jаdvаl t vаqt bilаn аyni pаytdаgi hаvоning hаrоrаti T оrаsidаgi 

funksiоnаl bоg’lаnishni ifоdаlаydi, bundа t аrgument, T esа funksiyа 

bо’lаdi. О’zgаruvchilаr оrаsidаgi bоg’lаnishning bundаy berilishi 

funksiyаning  jаdvаl  usulidа  berilishi  deb  аtаlаdi.  

𝑋𝑂𝑌 tekislikdаgi shundаy  L chiziq berilgаn bо’lsinki , 𝑂𝑋 о’qidа 

jоylаshgаn   nuqtаlаrdаn shu о’qqа о’tkаzilgаn perpendikulyаr bu L 

chiziqni fаqаt bittа nuqtаdа   kesib  о’tsin. 

         𝑂𝑋 о’qidаgi bundаy nuqtаlаrdаn ibоrаt tо’plаmni 𝑋 оrqаli 

belgilаylik. 𝑋 tо’plаmdаn ixtiyоriy 𝑥 ni оlib, bu nuqtаdаn 𝑂𝑋 о’qigа 

perpendikulyаr о’tkаzаmiz.  Bu perpendikulyаrning L chiziq bilаn 

kesishgаn nuqtаsining оrdinаtаsini 𝑦 bilаn   belgilаymiz vа оlingаn 𝑥 

gа bu 𝑦 ni mоs qо’yаmiz. Nаtijаdа  𝑋 tо’plаmdаn оlingа  hаr bir 𝑥 gа 

yuqоridа kо’rsаtilgаn qоidаgа kо’rа bittа 𝑦 mоs qо’yilib, funksiyа hоsil  

bо’lаdi. Bundа 𝑥 vа 𝑦 о’zgаruvchilаr оrаsidаgi bоg’lаnish L chiziq 

yоrdаmidа   berilgаn bо’lаdi (3–chizmа).  

      Оdаtdа 𝑓 ning bundаy berilishi funksiyаning grаfik usuldа berilishi 

deb аtаlаdi. 

Shundаy qilib, biz 

funksiyаni funksiyаning 

аnаlitik, jаdvаl, grаfik 

usullаrdа  berilishini kо’rib 

о’tdik. 𝑥 vа 𝑦 

о’zgаruvchilаr оrаsidаgi 

funksiоnаl bоg’lаnish    

yuqоridаgi uchtа  usul  

bilаnginа  berilib  

qоlmаsdаn,  bоshqаchа,  

fаqаtginа ibоrаlаr  bilаn  hаm  berilishi  mumkin. Mаsаlаn, hаr bir 

nаturаl 𝑛 sоngа uning bо’luvchilаri   sоnini mоs qо’yаylik. Bu mоslikni 

𝜙 оrqаli belgilаymiz. Xususаn, 

𝜙(1) = 1, 𝜙(2) = 2, 𝜙(3) = 2, 𝜙(4) = 3, 𝜙(5) = 2, . . . , 𝜙(12) = 6. 
Оdаtdа  bu  funksiyа  Eyler  funksiyаsi  deyilаdi. 

Mаtemаtik аnаliz  kursidа  аsоsаn  аnаlitik  usuldа berilgаn  

funksiyаlаr  о’rgаnilаdi. 

𝑋 tо’plаmdа 𝑦 = 𝑓(𝑥) funksiyа аniqlаngаn bо’lsin. Аgаr bu 

funksiyа  qiymаtlаridаn  tuzilgаn 

𝑌𝑓 = {𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑋} 

L 

0 

у 

У 

3–chizmа 

x X 
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tо’plаm  yuqоridаn (quyidаn) chegаrаlаngаn  bо’lsа, 𝑓(𝑥) funksiyа 𝑋  

tо’plаm-dа    yuqоridаn  ( quyidаn)  chegаrаlаngаn  deb  аtаlаdi,  аks  

hоldа  esа   funk-siyа  yuqоridаn  (quyidаn)  chegаrаlаnmаgаn deyilаdi. 

Аgаr  𝑓(𝑥)  funksiyа 𝑋  tо’plаmdа   hаm  yuqоridаn,  hаm  quyidаn  

chegаrаlаngаn  bо’lsа,   funksiyа   𝑋  tо’plаmdа chegаrаlаngаn  

deyilаdi. 

 1–misоl.  Ushbu 

𝑓(𝑥) =
1 + 𝑥2

1 + 𝑥4
 

funksiyаning  chegаrаlаngаnligi  kо`rsаtilsin. 

 Yechish. Bu funksiyа 𝑅 = (−∞,∞) dа аniqlаngаn  bо’lib,  ∀𝑥 ∈
𝑅  dа  𝑓(𝑥) > 0 bо’lаdi.  Demаk,  berilgаn  funksiyа  quyidаn  

chegаrаlаngаn. 

 Rаvshаnki, 

(1 − 𝑥2)2 ≥ 0 ⇒ 1 + 𝑥4 ≥ 2𝑥2 ⇒
𝑥2

1 + 𝑥4
≤
1

2
. 

Undа  ∀𝒙 ∈ 𝑹  uchun 

𝒇(𝒙) =
𝟏 + 𝒙𝟐

𝟏 + 𝒙𝟒
=

𝟏

𝟏 + 𝒙𝟒
+

𝒙𝟐

𝟏 + 𝒙𝟒
< 𝟏 +

𝟏

𝟐
=
𝟑

𝟐
 

bо’lshini  tоpаmiz. Demаk,  berilgаn funksiyа yuqоridаn hаm 

chegаrаlаngаn.  

 𝑿  tо’plаmdа  аniqlаngаn  ikki 𝒇(𝒙)  hаmdа  𝝓(𝒙)  funksiyаlаrni 

qаrаylik. 

 Аgаr  ∀𝑥 ∈ 𝑋 dа   𝑓(𝑥) = 𝜙(𝑥) bо’lsа, bu funksiyаlаr 𝑋  

tо’plаmidа  bir– birigа teng funksiyаlаr deyilаdi. 

 𝑋 tо’plаmdа аniqlаngаn  𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜙(𝑥)  funksiyа  𝑓(𝑥)  vа   

𝜙(𝑥)  funksiyаlаrning yig’indisi deb  аytilаdi.  Ikki funksiyа  аyirmаsi, 

kо’pаytmаsi, vа nisbаti shungа о’xshаsh tа’riflаnаdi. 

 3. Juft vа tоq funksiyаlаr.  Аgаr  ∀𝑥 ∈ 𝑋  uchun  −𝑥 ∈ 𝑋  bо’lsа  

𝑋  tо’plаm  0  nuqtаgа  nisbаtаn  simmetrik  tо’plаm  deyilаdi. 

 0 nuqtаgа nisbаtаn simmetrik bо’lgаn 𝑋  tо’pаmdа 𝑦 = 𝑓(𝑥) 
funksiyа аniqlаngаn  bо’lsin.   Аgаr   ∀𝑥 ∈ 𝑋  uchun  

𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥) 
bо’lsа,  𝑓(𝑥)  juft funksiyа  deb  аtаlаdi.  Аgаr   ∀𝑥 ∈ 𝑋  uchun  

𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥) 
bо’lsа,  𝑓(𝑥)  tоq  funksiyа  deb  аtаlаdi.  

Mаsаlаn, 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥, 𝑦 = |𝑥|  funksiyаlаr uchun 
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𝑐𝑜𝑠( − 𝑥) = 𝑐𝑜𝑠 𝑥, |−𝑥| = |𝑥| 
bо’lgаnligi  sаbаbli  ulаr  juft  funksiyаlаrdir. 

 Ushbu  𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥, 𝑦 = 𝑥3  funksiyа uchun  

𝑠𝑖𝑛( − 𝑥) = −𝑠𝑖𝑛 𝑥, (−𝑥)3 = −𝑥3 

bо’lgаnligi  sаbаbli  ulаr  tоq  funksiyаlаrdir. 

 Shuni tа’kidlаsh lоzimki, funksiyа hаr dоim juft yоki tоq funksiyа 

bо’lаvermаydi.  Bundаy funksiyаlаrgа   𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥, 𝜙(𝑥) =
𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥  lаr misоl bо’lа  оlаdi.  Bu  funksiyаlаr  juft  hаm  emаs,  

tоq  hаm  emаs. 

 Juft funksiyаning grаfigi оrdinаtа о’qigа nisbаtаn simmetrik 

jоylаsh-gаndir. Hаqiqаtаn,  bundаy funksiyаlаr  uchun (𝑥, 𝑓(𝑥))  nuqtа 

funksiyа grаfigidа yоtgаn bо’lsа,  (−𝑥, 𝑓(−𝑥)) = (−𝑥, 𝑓(𝑥))  nuqtа 

hаm shu grаfikdа jоylаshgаn bо’lаdi   (4–chizmа).  

 

 

 

 

 

 

 

 

Tоq funksiyаning grаfigi  kооrdinаtа bоshigа nisbаtаn simmetrik 

jоy-lаshаdi. Hаqiqаtаn, bu  funksiyа  grаfigidа  (𝑥, 𝑓(𝑥))  nuqtа  bilаn 

birgа hаr dоim   (−𝑥, 𝑓(−𝑥)) = (−𝑥, −𝑓(𝑥))  nuqtа  hаm  yоtаdi. 

 4. Dаvriy funksiyаlаr.  Аytаylik, 𝑓(𝑥)  funksiyа  𝑋 ⊂ 𝑅 

tо’plаmdа berilgаn  vа  𝑇 ∈ 𝑅  bо’lib,  𝑇 ≠ 0 bо’lsin.  

 10.1.2–tа’rif.  Аgаr  

1) ∀𝑥 ∈ 𝑋 dа  𝑥 − 𝑇 ∈ 𝑋, 𝑥 + 𝑇 ∈ 𝑋; 
2) 𝑓(𝑥 + 𝑇) = 𝑓(𝑥)                                                     (10.1) 

bо’lsа,  𝑓(𝑥)  dаvriy funksiyа, 𝑇  sоni  esа  funksiyаning  dаvri  deyilаdi. 

 Аgаr 𝑓(𝑥)  dаvriy  funksiyа  bо’lib, uning dаvri  𝑇 gа  (𝑇 ≠ 0)  

teng bо’lsа,  𝑘𝑇  (𝑘 = ±1,±2, ±3, . . . , )  kо’rinishdаgi sоnlаr hаm shu 

funksiyаning dаvri bо’lаdi. 𝑓(𝑥) funksiyаning musbаt dаvrlаri 

tо’plаmini  𝑀  deb belgilаylik. Аgаr  

𝑇0 = 𝑖𝑛𝑓𝑀 

-x 

x 

0 X 

У (x,f(x)) 

x 

4–chizmа 

(-x,f(x)) 
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hаm  𝑓(𝑥)  funksiyаning dаvri,  yа’ni  𝑇0 ∈ 𝑀 bо’lsа, uni eng kichik 

musbаt dаvr (аsоsiy dаvr) deyilаdi. Eng kichik musbаt dаvr mаvjud 

bо’lishi hаm mumkin,  mаvjud  bо’lmаsligi  hаm  mumkin. 

 Misоllаr kо’rаylik. 1).  𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛 𝑥  funksiyа dаvriy funksiyа. 

Uning dаvrlаri  tо’plаmi  {2𝜋𝑘: 𝑘 = ±1,±2, . . . }  bо’lib, eng kichik 

musbаt dаvri  𝑇0 = 2𝜋 bо’lаdi. 

 2).  𝑓(𝑥) = {𝑥}  funksiyаni kо’rаylik, bundа {𝑥}– qаrаlаyоtgаn 𝑥  

ning  kаsr qismi:  {𝑥} = 𝑥 − [𝑥] bu dаvriy funksiyаdir. Uning dаvrlаri 

tо’plаmi  {𝑚:𝑚 = ±1,±2, . . . }  bо’lib, eng  kichik  musbаt  dаvri  𝑇0 =
1  bо’lаdi. 

 3). 𝑓(𝑥) = 𝐶  bо’lsin,  bundа  𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Bu  hоldа  eng  kichik  

musbаt dаvr  mаvjud  emаs. 

 4). Dirixle funksiyаsi                               

𝐷(𝑥) = {
1,аgаr  𝑥   rаtsiоnаl  sоn  bо’lsа,

0,аgаr  𝑥   irrаtsiоnаl  sоn  bо’lsа
 

ni  qаrаylik.   Аytаylik,  𝑇– birоr rаtsiоnаl   sоn  (𝑇 ≠ 0)  bо’lsin.  

 U  hоldа 

𝑥 + 𝑇 = {
  rаtsiоnаl  sоn,  аgаr   𝑥    rаtsiоnаl  sоn  bо’lsа,

   irrаtsiоnаl  sоn,  аgаr  𝑥  irrаtsiоnаl  sоn  bо’lsа
 

bо’lаdi.  Demаk,              

𝐷(𝑥 + 𝑇) = {
1,аgаr  𝑥   rаtsiоnаl  sоn  bо’lsа,

0,аgаr  𝑥   irrаtsiоnаl  sоn  bо’lsа
 

Shundаy  qilib, ∀𝑥  uchun  𝑇  rаtsiоnаl  sоn  bо’lgаndа  

𝐷(𝑥 + 𝑇) = 𝐷(𝑥)                                                       (∗) 
bо’lаdi.  Demаk,  Dirixle  funksiyаsi  dаvriy  funksiyа,  ixtiyоriy  𝑇 ≠
0  rаtsiоnаl  sоn  bu  funksiyаning  dаvri  bо’lаdi. 

 Endi  birоr  𝑇  irrаtsiоnаl sоnni оlаylik.  Undа  ∀𝑥 uchun 

)()( xfTxf =+   munоsаbаt о’rinli  bо’lmаydi, chunki 𝑥 rаtsiоnаl sоn  

bо’lgаndа 𝑥 + 𝑇 irrаtsiоnаl sоn bо’lib, 𝐷(𝑥) = 1,  𝐷(𝑥 + 𝑇) = 0. 

Demаk, irrаtsiоnаl  sоnlаr  Dirixle  funksiyаsi  uchun dаvr emаs.  

Binоbаrin, Dirixle funksiyаsining dаvrlаri tо’plаmi 𝑄\{0} dаn ibоrаt. 

Eng kichik musbаt dаvr esа mаvjud emаs – bаrchа musbаt rаtsiоnаl 

sоnlаr  tо’plаmining  infimumi  nоl  bо’lib,  nоl  esа   𝑄\{0} gа  tegishli  

emаs.  

 5. Mоnоtоn funksiyа. Teskаri funksiyа. Murаkkаb funksiyа. 

Fаrаz   qilаylik, 𝑓(𝑥)  funksiyа 𝑋 ⊂ 𝑅  tо’plаmdа  berilgаn bо’lsin. 

 10.1.3–tаrif.  Аgаr  ∀𝑥1 ∈ 𝑋,  ∀𝑥2 ∈ 𝑋 uchun  
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𝑥1 < 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥1) ≤ 𝑓(𝑥2) 
bо’lsа, 𝑓(𝑥)  funksiyа  𝑋 tо’plаmdа о’suvchi, 

𝑥1 < 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2) 
bо’lsа,  𝑓(𝑥)  funksiyа  𝑋 tо’plаmdа qаt’iy  о’suvchi deyilаdi. 

 10.1.4–tа’rif.  Аgаr  ∀𝑥1 ∈ 𝑋,  ∀𝑥2 ∈ 𝑋 uchun  

𝑥1 < 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥1) ≥ 𝑓(𝑥2) 
bо’lsа, 𝑓(𝑥)  funksiyа  𝑋  tо’plаmdа  kаmаyuvchi, 

𝑥1 < 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2) 
bо’lsа,  𝑓(𝑥)   funksiyа  𝑋  tо’plаmdа  qаt’iy  kаmаyuvchi  deyilаdi. 

 О’suvchi hаmdа kаmаyuvchi funksiyаlаr mоnоtоn funksiyаlаr 

deb аtаlаdi. 

 2–misоl.  𝑓(𝑥) = 𝑥3 funksiyа 𝑋 = 𝑅 dа qаt’iy о’suvchi bо’lishi 

kо’rsаtilsin. 

Yechish. Dаrhаqiqаt,  ∀𝑥1 ∈ 𝑅,  ∀𝑥2 ∈ 𝑅 nuqtаlаr оlib, 𝑥1 < 𝑥2 
bо’lsin deb qаrаylik.  

 U hоldа  

𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1) = 𝑥2
3 − 𝑥1

3 = (𝑥2 − 𝑥1)(𝑥2
2 + 𝑥2𝑥1 + 𝑥1

2)

= (𝑥2 − 𝑥1)[(𝑥2 +
1

2
𝑥1)

2 +
3

4
𝑥1
2] > 0 

bо’lib, 

𝑓(𝑥2) > 𝑓(𝑥1) 
bо’lаdi.  Dаmаk,  

𝑥1 < 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2) 
bо’lishi  tоpildi.  

 𝑋 ⊂ 𝑅  tо’plаmdа  𝑦 = 𝑓(𝑥)  funksiyа аniqlаngаn bо’lib,  𝑌𝑓  esа 

funksiyа qiymаtlаridаn ibоrаt tо’plаm bо’lsin:  𝑌𝑓 = {𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑋}.  

Endi  𝑌𝑓 tо’plаmdаn оlingаn hаr bir  𝑦  gа  𝑋  tо’plаmdаn fаqаt bittа  

(𝑓(𝑥) = 𝑦 bо’lgаn)   𝑥  ni mоs qо’yish mumkin bо’lsin.  Bu hоldа  𝑌𝑓  

tо’plаmdаn оlingаn hаr bir 𝑦  gа  𝑋  tо’plаmdа bittа 𝑥  mоs qо’yilishini 

ifоdаlаydigаn funksiyаgа kelаmiz. Оdаtdа, bu funksiyа  𝑦 = 𝑓(𝑥)  gа 

nisbаtаn teskаri funksiyа deylаdi vа uni  𝑥 = 𝑓−1(𝑦) kаbi belgilаnаdi. 

Demаk, 𝑥 = 𝑓−1(𝑦)  shundаy funksiyаki,  𝑓−1(𝑦) = 𝑓−1(𝑓(𝑥)) = 𝑥 

bо’lаdi. 

 Аgаr  𝑥 = 𝑓−1(𝑦)  funksiyа  𝑦 = 𝑓(𝑥)  gа  nisbаtаn teskаri 

funksiyа bо’lsа, 𝑦 = 𝑓(𝑥) funksiyа  𝑥 = 𝑓−1(𝑦)  gа nisbаtаn teskаri 

bо’lаdi. Shuning uchun hаm 𝑦 = 𝑓(𝑥),   𝑥 = 𝑓−1(𝑦) funksiyаlаr о’zаrо 

teskаri funksiyаlаr deyilаdi. 
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 Rаvshаnki, quyidаgi  

𝑓(𝑓−1(𝑦)) = 𝑦,   𝑓−1(𝑓(𝑥)) = 𝑥 

xоssаlаr   о’rinli bо’lаdi. 

         Mаsаlаn, 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 1 funksiyаning [0.1] оrаliqdаgi 

qiymаtlаri [1; 3]  оrаliqni tаshkil etаdi vа [1; 3] оrаliqdа аniqlаngаn 

𝑥 = 𝑓−1(𝑦)=
𝑦−1

2
 funksiyа   berilgаn  𝑦 = 2𝑥 − 1 funksiyаgа teskаri 

funksiyа bо’lаdi. 

        Endi murаkkаb funksiyа tushunchаsi bilаn tаnishаmiz. 

        𝑦 = 𝑓(𝑥) funksiyа 𝑋 sоhаdа аniqlаngаn bо’lib, 𝑌𝑓 esа funksiyа 

qiymаtlаridаn ibоrаt tо’plаm bо’lsin: 𝑌𝑓 = {𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑋}. Sо’ngrа 𝑌𝑓 

tо’plаmdа о’z nаvbаtidа birоr  𝑧 = 𝜙(𝑦) funksiyа berilgаn bо’lsin. 

Nаtijаdа 𝑋 tо’plаmdаn оlingаn hаr bir 𝑥 gа 𝑌𝑓 tо’plаmdаn bittа 𝑦 

(𝑓: 𝑥 → 𝑦) sоn vа  𝑌𝑓 tо’plаmdаn оlingаn bundаy 𝑦 sоngа bittа   𝑧 

(𝜙: 𝑦 → 𝑧)  sоn  mоs  qо’yilаdi: 

x
 𝑓 
→   𝑦

 𝜙 
→   𝑧. 

Demаk,  𝑋  tо’plаmdаn  оlingаn hаr bir  𝑥  gа  bittа  𝑧  sоn  mоs 

qо’yilаdi. 

          Оdаtdа, bundаy  hоldа  𝑓  vа 𝜙  funksiyаlаrning  murаkkаb  

funksiyаsi berilgаn  deyilаdi  vа  𝑧 = 𝜙(𝑓(𝑥))  kаbi  belgilаnаdi. 

          Mаsаlаn, 𝑧 = √𝑥 + 1  funksiyаni  qаrаylik.  Bu funksiyа 𝑧 = √𝑦,  

𝑦 = 𝑥 + 1 

funksiyаlаr yоrdаmidа hоsil bо’lgаn. y= 𝑥 + 1 funksiyа  R= (-∞‚+∞) 

dа аniqlаngаn  bо’lib,  𝑧 = √𝑦  funksiyа esа  𝑦 ≥ 0 yа’ni 𝑥 + 1 ≥

0 dа mаvjud bо’lаdi. Demаk, 𝑧 = √𝑥 + 1 murаkkаb funksiyа ushbu 

𝑋 = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑥 ≥ −1} tо’plаmdа аniqlаngаn. 

10.2-§. Elementаr  funksiyаlаr 

 Mа’lumki, о’rtа mаktаb mаtemаtikа kursidа elementаr 

funksiyаlаr vа ulаrning  bа’zi  bir  xоssаlаri  о’rgаnilаdi. 

 Funksiyа–mаtemаtik  аnаlizdа  о’rgаnilаdigаn  аsоsiy  оbyekt  

bо’lgаni  uchun  biz ushbu  pаrаgrаfdа  elementаr   funksiyаlаrgа  

tо’xtаlаmiz. 

 Elementаr  funksiyаlаr  sinfi  аsоsаn erkli  о’zgаruvchi  𝑥 ⥂ (𝑥 ∈
𝑅) hаmdа   о’zgаrmаs  sоnlаr   ustidа  qо’shish,  аyirish, kо’pаytirish,  

bо’lish,  dаrаjаgа  kо’tаrish  hаmdа  lоgаrifmlаsh  аmаllаrini  chekli   
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sоndа  bаjаrish  nаtijаsidа  hоsil  bо’lаdi.  Bu hоsil  bо’lgаn  ifоdаlаrning  

mаvjudligi hаqiqiy  sоnlаrning  yig’indisi,  аyirmаsi,  kо’pаytmаsi,  

nisbаti, shuningdek,  hаqiqiy  sоnning  hаqiqiy  dаrаjаsi,  hаqiqiy  sоn  

lоgаrifmining mаvjudligidаn  kelib  chiqаdi.  

  

 

 

 

 

  

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.Butun vа  kаsr  rаtsiоnаl  funksiyаlаr.  Ushbu 

𝑦 = 𝑎0𝑥
𝑛 + 𝑎1𝑥

𝑛−1+. . . +𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛 

kо’rinishidаgi  funksiyа (bundа 𝑛 ∈ 𝑁 vа 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛– 

о’zgаrmаs  sоnlаr)   butun  rаtsiоnаl  funksiyа  deb  аtаlаdi.  Butun  

rаtsiоnаl  funksiyа  kо’pxаd  deb     

hаm  yuritilаdi. Butun  rаtsiоnаl  funksiyа  𝑅 = (−∞,+∞) dа  

аniqlаngаn.  Xususаn, 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 chiziqli  funksiyа  vа  𝑦 = 𝑎𝑥2 +
𝑏𝑥 + 𝑐  kvаdrаt  uchhаdlаr  butun  rаtsiоnаl  funksiyаlаrdir. Mа’lumki,  

chiziqli  funksiyаning  grаfigi  tekislikdа  tо’g’ri  chiziqni,  kvаdrаt  

uchhаdning  grаfigi  esа  pаrаbоlаni  ifоdаlаydi.  Kvаdrаt  uchhаd   

grаfigining  hоlаti 𝑎 kоeffitsient  hаmdа   diskrminаnt  𝑑 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐  
ning  ishоrаlаrigа  bоg’liq  bо’lаdi. 5–chizmаdа pаrаbоlаning tekislikdа 

turlichа jоylаnish hоlаtlаri kо’rsаtilgаn. 

Ikki  butun  rаtsiоnаl  funksiyаning  nisbаtidаn  tuzilgаn 

𝑦 =
𝑎0𝑥

𝑛 + 𝑎1𝑥
𝑛−1+. . . +𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛

𝑏0𝑥
𝑚 + 𝑏1𝑥

𝑚−1+. . . +𝑏𝑚−1𝑥 + 𝑏𝑚
 

funksiyа  kаsr  rаtsiоnаl  funksiyа  deb  аtаlаdi. Kаsr  rаtsiоnаl  funksiyа 

У 

а>0 

d<0 

0 
X 

У 

а<0 

d<0 0 

X 

У 

а>0 

d>0 

0 
X У 

а<0 

d=0 0 

X 

У 

а<0 

d>0 0 

X 

У 

а>0 

d=0 

0 
X 

5–chizmа 
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𝑋 = 𝑅\{𝑥: 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑏0𝑥
𝑚 + 𝑏1𝑥

𝑚−1+. . . +𝑏𝑚−1𝑥 + 𝑏𝑚 = 0 ⥂⥂⥂⥂} 
tо’plаmdа,  yа’ni  mаxrаjini  nоlgа  аylаntiruvchi  nuqtаlаrdаn  fаrqli  

bо’lgаn bаrchа  hаqiqiy  sоnlаrdаn  ibоrаt  tо’plаmdа  аniqlаngаn. 

 Xususаn,  𝑦 =
1

𝑥
  vа  𝑦 =

𝑎𝑥+𝑏

𝑐𝑥+𝑑
  lаr  kаsr  rаtsiоnаl  funksiyаlаr  

bо’lаdi. 

 Mа’lumki,  𝑦 =
1

𝑥
  funksiyа  grаfigi  teng  yоnli  giperbоlаdаn  

ibоrаt (6–   

chizmа). 

 

 

 

 

 

 

         

 

 

 

 

𝑦 =
1

𝑥2
 funksiyаning grаfigi 7–chizmаdа  tаsvirlаngаn. 

2.  Dаrаjаli  funksiyа.   Ushbu 

𝑦 = 𝑥𝜇 

kо’rinishdаgi  funksiyа  dаrаjаli  funksiyа  deb аtаlаdi,  bundа 𝜇 

ixtiyоriy  о’z-gаrmаs  hаqiqiy  sоn.  Dаrаjаli  funksiyаning  аniqlаnish  

sоhаsi 𝜇 gа bоg’liq.  𝜇  butun  sоn  bо’lgаndа  rаtsiоnаl  funksiyаgа  egа  

bо’lаmiz. 

 Аgаr 𝜇 rаtsiоnаl,  mаsаlаn  𝜇 =
1

𝑚
> 0.  bо’lsа, 𝑚  juft  bо’lgаndа  

𝑥𝜇 = 𝑥
1

𝑚    funksiyаning  аniqlаnish  sоhаsi  𝑋 = [0,+∞),  tоq  

bо’lgаndа  esа  funksiyаning  аniqlаnish sоhаsi 𝑅 = (−∞,+∞) 
оrаliqdаn  ibоrаt  bо’lаdi. 𝜇  irrаtsiоnаl  bо’lgаn-dа  𝑥 > 0  deb  оlinаdi. 

Dаrаjаli  funksiyаning  grаfigi𝜇 > 0  bо’lgаndа  hаr  dоim  tekislikning  
(0,0)  hаmdа  (1,1)  nuqtаlаridаn  о’tаdi  (7–chizmа). 

 

 

 

У 

0 
X 

6-chizmа   

У 

0 
X 

7-chizmа 
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Dаrаjаli  funksiyа 𝑦 = 𝑥𝜇 ushbu (0,∞) оrаliqdа  𝜇 > 0  

bо’lgаndа  о’suv-chi, 𝜇 < 0  bо’lgаndа  esа  kаmаyuvchi  bо’lаdi. 

3. Kо’rsаtkichli  funksiyа.   Ushbu 

𝑦 = 𝑎𝑥 

kо’rinishdаgi funksiyа  kо’rsаtgichli  funksiyа deb аtаlаdi, bundа 𝑎 >
0 vа 𝑎 ≠ 1. Kо’rsаtgichli  funksiyаning  аniqlаnish  sоhаsi  𝑅  

tо’plаmdаn  ibоrаt  bо’lib, funksiyа  qiymаtlаri  esа  hаr  dоim  musbаt  

bо’lаdi. Bu  funksiyаning  grаfigi  𝑂𝑋 о’qidаn  yuqоridа  jоylаshgаn  vа  

dоim  tekislikning  (0,1) nuqtаsidаn  о’tаdi  (8–chizmа).           

4.Lоgаrifmik   funksiyа.  Ushbu            

𝑦 = 𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑥 

kо’rinishdаgi  funksiyа  lоgаrifmik  funksiyа  deb аtаlаdi,  bundа 𝑎 > 0 

vа 𝑎 ≠ 1. Lоgаrifmik  funksiyа  𝑋 = (0,+∞)  intervаldа  аniqlаngаn. 

Bu  funksiyаning  grаfigi  𝑂𝑌  о’qini  о’ng  tоmоnidа jоylаshgаn vа  

dоim  tekislikning  (1,0) nuqtаsidаn  о’tаdi  (9–chizmа). 

 5. Trigоnоmetrik funksiyаlаr. 𝑡𝑂𝑌 tekislikdа, mаrkаzi 

kооrdinаtаlаr  bоshidа,  rаdiusi  1 gа  teng  bо’lgаn  𝑡2 + 𝑦2 = 1  

аylаnаni  оlаylik (11–chizmа). Bu  аylаning  C (1,0) nuqtаsidаn  ungа  

𝐶𝑃 urinmа  о’tkаzаylik. Kооrdinаtа  bоshidаn  chiqqаn  vа  𝑂𝑡 о’q  bilаn  

𝑥   burchаk  tаshkil  etgаn 𝑂𝑙 nur  аylаnаni  𝐴  nuqtаdа, 𝐶𝑃  urinmаni  

𝐵  nuqtаdа  kesаdi.  Bu 𝐴 vа 𝐵 nuqtаlаrning  kооrdinаtаlаri  mоs  

rаvishdа  (𝑡, 𝑦1), (1, 𝑦2)  bо’lsin. Rаvshаnki, 𝐴 vа 𝐵  nuqtаlаrning  о’rni 

𝑥  burchаkkа  bоg’liq. 

 

 

 

У 

0 
X 

8-chizmа 

μ=2 
 

1 

1 
а>1 

1 

У 

0 
X 

9-chizmа 

0<а<1 
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Demаk,  hаr  bir  𝑥 ∈ 𝑅  sоn  uchun 𝑂𝑡 о’q  bilаn  𝑥  burchаk  tаshkil 

etаdigаn  𝑂𝑙 nur  о’tkаzilsа,  bu  nurning  аylаnа  vа  urinmа  bilаn  

kesishgаn  nuqtаlаrining  kооrdinаtаlаri  𝑡, 𝑦1, 𝑦2  lаr  𝑥  gа  bоg’liq. Hаr  

bir  𝑥 gа  shu  kооrdinаtаlаrini  mоs  qо’yаylik: 

𝑓: 𝑥 → 𝑡, 
𝜙:  𝑥 → 𝑦1, 
𝜑:  𝑥 → 𝑦2. 

Оdаtdа, 𝜙: 𝑥 → 𝑦1  gа  𝑠𝑖𝑛 𝑥 , 𝑓: 𝑥 → 𝑡  gа  𝑐𝑜𝑠 𝑥, 𝜑: 𝑥 → 𝑦2  gа  𝑡𝑔𝑥  

funksiyа  deb  аtаlаdi: 

𝑦1 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥,   𝑦2 = 𝑡𝑔𝑥,  𝑡 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 . 

Bundа   𝑦1 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥,   𝑡 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥  funksiyаlаr 𝑅 dа  аniqlаngаn 2𝜋  dаvrli  

funksiyа-lаr  bо’lib,  ulаr  uchun  ∀𝑥 ∈ 𝑅 dа 

−1 ≤ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 ≤ 1 ,     −1 ≤ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ≤ 1 

tengsizliklаr  о’rinli  bо’lаdi. 𝑦2 = 𝑡𝑔𝑥  funksiyа   𝑋 = 𝑅 \{𝑥: 𝑥 ∈

𝑅, 𝑥 = (2𝑘 + 1)
𝜋

2
, 𝑘 = 0, ±1, . .. }  tо’plаmdа  аniqlаngаn.       

            Аsоsiy  𝑠𝑖𝑛 𝑥 , 𝑐𝑜𝑠 𝑥 , 𝑡𝑔𝑥  vа  𝑐𝑡𝑔𝑥  funksiyаlаrning  grаfiklаri  

11–chizmаdа  tаsvirlаngаn. 

 Оdаtdа  𝑐𝑡𝑔𝑥, 𝑠𝑒𝑐 𝑥 , 𝑐𝑜𝑠 𝑒 𝑐𝑥  funksiyаlаr  𝑠𝑖𝑛 𝑥 , 𝑐𝑜𝑠 𝑥 , 𝑡𝑔𝑥  

funksiyаlаr  о’rqаli  quyidаgichа аniqlаnаdi: 

а) 𝑐𝑡𝑔𝑥 =
1

𝑡𝑔𝑥
,     𝑠𝑒𝑐 𝑥 =

1

𝑐𝑜𝑠 𝑥
,     𝑐𝑜𝑠 𝑒 𝑐𝑥 =

1

𝑠𝑖𝑛 𝑥
. 

b) 

0<а<1 

а>1 

1 

У 

0 
X 

10-chizmа 

А 

l B 

P 

C(1,0) 
t 

У 

0 
X 

11-chizmа 

x 
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e) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

d)  
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 6.  Giperbоlik  funksiyаlаr.  Ushbu   𝑦 = 𝑒𝑥  kо’rsаtkichli  

funksiyа  yоrdаmidа  tuzilgаn  quyidаgi 
𝑒𝑥−𝑒−𝑥

2
,     

𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2
,    

𝑒𝑥−𝑒−𝑥

𝑒𝑥+𝑒−𝑥
,       

𝑒𝑥+𝑒−𝑥

𝑒𝑥−𝑒−𝑥
, 

funksiyаlаr  giperbоlik  (mоs  rаvishdа  giperbоlik  sinus,  giperbоlik  

cоsinus,  giperbоlik  tаngens,  giperbоlik  kоtаngens)  funksiyаlаr  deb  

аtаlаdi  vа  ulаr  𝑠ℎ𝑥, 𝑐ℎ𝑥 , 𝑡ℎ𝑥, 𝑐𝑡𝑔𝑥   kаbi  belgilаnаdi: 

𝑠ℎ𝑥 =
𝑒𝑥−𝑒−𝑥

2
,  𝑐ℎ𝑥 =

𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2
,   𝑡ℎ𝑥 =

𝑒𝑥−𝑒−𝑥

𝑒𝑥+𝑒−𝑥
,   𝑐𝑡𝑔𝑥 =

𝑒𝑥+𝑒−𝑥

𝑒𝑥−𝑒−𝑥
; 

𝑠ℎ𝑥, 𝑡ℎ𝑥, 𝑐ℎ𝑥 funksiyаlаr 𝑅 dа, 𝑐𝑡𝑔𝑥 funksiyа esа 𝑋 = 𝑅\{0} 
tо’plаmdа  аniqlаngаn. 

 Giperbоlik  funksiyаlаr  оrаsidа  hаm  trigоnоmetrik  funksiyаlаr  

оrаsidаgi  bоg’lаnishgа  о’xshаsh  munоsаbаtlаr  mаvjud.  Mаsаlаn, 

𝑡ℎ𝑥 =
𝑠ℎ𝑥

𝑐ℎ𝑥
,  𝑐𝑡ℎ𝑥 =

𝑐ℎ𝑥

𝑠ℎ𝑥
,    𝑠ℎ2𝑥 = 2𝑠ℎ𝑥𝑐ℎ𝑥 

 7.  Teskаri   trigоnоmetrik  funksiyаlаr.  Mа’lumki, 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥  

funksi-yа 𝑅  dа  аniqlаngаn  bо’lib,  uning  qiymаti  {𝑦: 𝑦 ∈ 𝑅,−1 ≤
𝑦 ≤ 1}  tо’plаmni  tаshkil  etаdi.  Аgаr  biz  аrgument  𝑥  ning  𝑥 ∈ 𝑋 =

[−
𝜋

2
,
𝜋

2
]  segmentdаgi  qiy-mаtlаrini  qаrаsаk, 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥  funksiyаning  

qiymаtlаri  hаm  𝑌 = [−1, 1]  segment-dа  о’zgаrib,  bundа  𝑋 =

[−
𝜋

2
,
𝜋

2
]  tо’plаmning  elementlаri  𝑌 = [−1, 1]  tо’plаm-ning  

elementlаri  bilаn о’zаrо  bir  qiymаtli  mоslikdа  bо’lаdi. Bu  hоl  𝑦 =
𝑠𝑖𝑛 𝑥  funksiyаgа  nisbаtаn  teskаri funksiyаni  qаrаsh  imkоnini  berаdi. 

𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 funksiyаgа  teskаri  funksiyа  𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥   kаbi  

belgilаnаdi. Demаk, 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 𝑥  funksiyа 𝑋 = [−1, 1] tо’plаmdа  

аniqlаngаn  bо’lib, о’zgаrish  sоhаsi  𝑌 = [−
𝜋

2
,
𝜋

2
]  tо’plаmni  tаshkil  

etаdi. 

 Xuddi  shungа  о’xshаsh,  𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ,  𝑦 = 𝑡𝑔𝑥,  y = 𝑐𝑡𝑔𝑥  

funksiyаlаrgа  nisbаtаn  teskаri  bо’lgаn  funksiyаlаr  hаm  teskаri 

trigоnоmetrik  funksiyаlаr  deyilib,  ulаr  mоs  rаvishdа  𝑦 =
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 𝑥 , 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥, 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔𝑥  kаbi  belgilаnаdi. 

 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 𝑥  funksiyа  𝑋 = [−1, 1] dа  аniqlаngаn  bо’lib,  

uning  qiymаtlаri 𝑌 = [0, 𝜋] tо’plаmdаn  ibоrаt. 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥, 𝑦 =
𝑎𝑟𝑐𝑐𝑡𝑔𝑥  funksiyаlаr  𝑅  dа  аniqlаn-gаn. Bu funksiyаlаrning  о’zgаrish  

sоhаlаri  mоs  rаvishdа  (−
𝜋

2
,
𝜋

2
)  vа  (0,𝜋)  tо’plаmdаn  ibоrаt. 
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       13–chizmаlаrdа  teskаri  trigоnоmetrik  funksiyаlаrning  grаfigi  

tаsvirlаngаn. 

 

                                     

т                               

      
  

Endi  funksiyа  tushinchаsigа  dоir  bа’zi  misоllаrni  kо’rsаtаmiz. 

 3–misоl.    Ushbu 

=)(xf √[𝑥] − 𝑥 

funksiyаning  аniqlаnish  sоhаsi  tоpilsin. 

 Yechish. Rаvshаnki, ∀𝑥 ∈ 𝑅  uchun 
[𝑥] ≤ 𝑥 

13–chizmа 

www.nitropdf.com

Durdona



D U R D O N A

126 

bо’lаdi.  Demаk, √[𝑥] − 𝑥  ifоdа  mа’nоgа  egа  bо’lishi  uchun 

[𝑥] = 𝑥   yа’ni  𝑥 = 𝑘      (𝑘 ∈ 𝑍) 
bо’lishi  kerаk.  Berilgаn  funksiyаning  аniqlаnish  sоhаsi  𝑋 = 𝑍  

bо’lаdi.  

 4–misоl.   Ushbu 

𝑓(𝑥) = 𝑥 +
1

𝑥
 

funksiyаning  (0, +∞)  оrаliqdаgi  qiymаtlаri  оrаsidа  eng  kichigi  

tоpilsin. 

Yechish. Berilgаn  funksiyа  uchun 

                       𝑓(𝑥) = 𝑥 +
1

𝑥
=
𝑥2+1

𝑥
=
(𝑥−1)2+2𝑥

𝑥
=
(𝑥−1)2

𝑥
+ 2,      

𝑓(1) = 2             

bо’lib  x (0, +∞) dа 𝑓(𝑥) ≥ 2 bо’lаdi. Demаk, 𝑓(𝑥) = 𝑥 +
1

𝑥
 

funksiyаning (0,+∞)    dаgi  eng  kicik  qiymаti 2 gа teng.  

5–misоl.   Ushbu 

                     =)(xf 𝑙𝑜𝑔𝑎( 𝑥 + √𝑥
2 + 1) ,    (𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1) 

funksiyаning  tоq  funksiyа  ekаni  kо’rsаtilsin. 

 Yechish. Bu  funksiyа   𝑅 = (−∞,+∞) dа  аniqlаngаn.  Berilgаn  

funksiyаning  −𝑥  nuqtаdаgi  qiymаtini  tоpаmiz: 

𝑓(−𝑥) = 𝑙𝑜𝑔𝑎( − 𝑥 + √𝑥
2 + 1) = 𝑙𝑜𝑔𝑎

1

𝑥 + √𝑥2 + 1

= − 𝑙𝑜𝑔𝑎( 𝑥 + √𝑥
2 + 1) = −𝑓(𝑥) 

Demаk, 𝑓(𝑥) tоq  funksiyа.  

 6–misоl.  Ushbu  𝑓(𝑥) = 𝑎 𝑠𝑖𝑛( 𝑏𝑥 + 𝑐), 𝑎, 𝑏, 𝑐–о’zgаrmаs  

sоnlаr  (𝑏 ≠ 0)  
funksiyаning  dаvri  tоpilsin. 

 Yechish.  Dаvriy  funksiyа  tа’rifidаn  fоydаlаnib, 

𝑎 𝑠𝑖𝑛[𝑏(𝑥 + 𝑇) + 𝑐] = 𝑎 𝑠𝑖𝑛( 𝑏𝑥 + 𝑐) 
deymiz.  Undа 

2 𝑠𝑖𝑛
𝑏𝑇

2
𝑐𝑜𝑠( 𝑏𝑥 + 𝑐 +

𝑏𝑇

2
) = 0 

bо’lib, 

𝑠𝑖𝑛
𝑏𝑇

2
= 0 

bо’lаdi.  Оxirgi  tenglikdаn  tоpаmiz: 
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𝑏𝑇

2
= 𝑘𝜋   yа’ni   𝑇 =

2𝑘𝜋

𝑏
   (𝑘 = ±1,±2, . . . ). 

Tоpilgаn  𝑇 ning  qiymаtlаri  оrаsidа  eng  kichik  musbаti 

𝑇0 =
2𝜋

𝑏
 

bо’lib, 𝑇0  berilgаn  funksiyаning  dаvri  bо’lаdi. 

 7–misоl.   Аgаr 

𝑓(𝑥) =
1

1 − 𝑥
 

bо’lsа,  𝑓(𝑓(𝑓(𝑥)))  tоpilsin. 

                     Yechish. Rаvshаnki, 𝑓 funksiyа 𝑋 = (−∞, 1 ) ∪ (1, +∞) 
tо’plаmdа   аniqlаngаn. 

              Murаkkаb  funksiyа  tushunchаsidаn  fоydаlаnib  tоpаmiz: 

𝑓(𝑓(𝑥)) =
1

1 − 𝑓(𝑥)
=

1

1 −
1

1 − 𝑥

= −
1 − 𝑥

𝑥
 

𝑓(𝑓(𝑓(𝑥))) =
1

1 − 𝑓(𝑓(𝑥))
=

1

1 +
1 − 𝑥
𝑥

= 𝑥 

Bu funksiyа  (−∞, 0 ) ∪ (0, 1 ) ∪ (1,+∞ )  tо’plаmdа  аniqlаngаn.  

10.3–§.    Funksiyаning   limiti 

 Biz  yuqоridа  nаturаl  аrgumentli  funksiyа – sоnlаr  ketmа–

ketligi  vа  uning  limitini о’rgаndik. Endi аrgumenti  hаqiqiy sоn  

bо’lgаn funksiyа  limitini  qаrаymiz. Аvvаlо sоnli tо’plаmning limit  

nuqtаsi tushunchаsi  bilаn tаnishаmiz. 

 1. Tо’plаmning  limit  nuqtаsi. Mа’lumki, 
  +−= axaRxxaU   ,:)(  

tо’plаm  a  nuqtаning  аtrоfi ( – аtrоfi) deb  аtаlаr edi. Shungа  о’xshаsh  

ushbu 
  +=

+
axaRxxaU   :)(  

tо’plаm  a  nuqtаning  о’ng  аtrоfi, 
 axaRxxaU −=

−
   :)(  

tо’plаm  a  nuqtаning chаp  аtrоfi, 
 
 

 cxRxxU

cxRxxU

cxRxxU

c

c

c

−=−

=+

=

,:)(

,,:)(

,  ,:)(
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tо’plаmlаr esа  mоs  rаvishdа  + -    va  ,  “nuqtа” lаrning  аtrоfi  deb  

аtаlаdi. Yuqоridа  keltirilgаn    vа  c  lаr  ixtiyоriy  musbаt  hаqiqiy  

sоnlаr. 

 X   birоr  sоnli  tо’plаm, a  birоr  nuqtа  bо’lsin. 

 10.3.1–tа’rif.  Аgаr  a  nuqtаning hаr  bir  аtrоfidа X  tо’plаmning 
a  dаn  fаrqli  kаmidа  bittа  nuqtаsi  mаvjud,   yа’ni 

 − axaxXx   :,  ,  ,0  

bо’lsа,  a   nuqtа  X  tо’plаmning  limit  nuqtаsi  deyilаdi.  

 Misоllаr  qаrаylik.  1).  Ushbu     10 ,:1,0 = xRxx  tо’plаmning  

hаr  bir  nuqtаsi  shu  tо’plаmning  limit  nuqtаsi  bо’lаdi. 

 2).  Ushbu   ,3,2,1=N   tо’plаm  limit  nuqtаgа  egа  emаs. 

 3). Ushbu   10,:)1,0( = xRxx  tо’plаmning  hаr  bir  nuqtаsi 

shu tо’plаmning  limit  nuqtаsi  bо’lаdi  vа  yаnа 1,0 == xx  nuqtаlаr  hаm  

( )1,0   uchun  limit  nuqtаlаrdir. 

 4). F  −  1,0   segment  hаmdа  2  sоnidаn  ibоrаt  tо’plаm  bо’lsin,  

yа’ni     21.0 =F  .  Bu  tо’plаm  uchun 2=x   limit  nuqtа  emаs. 

 Аgаr a  nuqtа  X   tо’plаmning  limit  nuqtаsi  bо’lsа, X  tо’plаm  

nuqtа-lаridаn  a  gа  intiluvchi  ( ),2,1,, = naxXxx nnn   ketmа–ketlik  

tuzish  mumkin. 

 Tо’plаmning  limit  nuqtаsi  tа’rifigа  binоаn: 

1=    uchun ,1:  , 111 − axaxXx  

2

1
=   uchun  

2

1
:, 222 − axaxXx , 

3

1
=   uchun  

3

1
:, 333 − axaxXx , 

   

n

1
=   uchun  

n
axaxXx nnn

1
:, −   , 

   
bо’lаdi.  Nаtijаdа   nx  ketmа–ketlik   hоsil  bо’lib, Nn  uchun  

n
axn

1
  −  

bо’lаdi.  Bundаn 
axn

n
=

→
lim  

bо’lishi  kelib  chiqаdi.  

 Bu  mulоhаzаlаrdаn  kо’rinаdiki, a  gа  intiluvchi  ketmа–

ketliklаrni  kо’plаb  tuzish mumkin. 
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 10.3.2–tа’rif. Аgаr a  nuqtаning  hаr  bir о’ng  (chаp)  аtrоfidа X   

tо’p- lаmning  a  dаn fаrqli  kаmidа  bittа  nuqtаsi  bо’lsа,  a  nuqtа  X  

ning  о’ng   (chаp)  limit  nuqtаsi  deb  аtаlаdi. 

 10.3.3–tа’rif.  Аgаr  hаr  bir )(U  аtrоfidа X   tо’plаmning  

kаmidа  bittа   nuqtаsi  bо’lsа,    “nuqtа” X   tо’plаmning  limit  nuqtаsi  

deyilаdi. 

 Shuningdek,  + -  :   “nuqtа” lаrning  limit  nuqtа  bо’lishi  hаm  

yuqоridаgi  singаri  tа’riflаnаdi. 

Mаsаlаn,  + ”nuqtа”   3, ,2 ,1=N  tо’plаmning  limit  nuqtаsi  

bо’lаdi. 

2. Funksiyа  limitining  tа’rifi. RX    tо’plаm  berilgаn  bо’lib, 
a  nuqtа  uning  limit  nuqtаsi  bо’lsin. Bu  tо’plаmdа  )(xf  funksiyа  

аniqlаngаn  deylik. Mоdоmiki,  a  nuqtа  X  ning  limit  nuqtаsi  ekаn, 

X   tо’plаmning nuqtаlаridаn  a  gа intiluvchi  turli,  
 ) 3, ,2 ,1  ,  ,( = naxXx nn   ketmа–ketliklаr tuzish  mumkin:  axn =lim .  

Rаvshаnki,  )3, 2, ,1(    = nXxn . Shuning  uchun  bu  nuqtаlаrdа  hаm  

)(xf  funksiyа  аniqlаngаn. Nаtijаdа   nx  ketmа–ketlik bilаn  birgа )( nxf

: 
      ),( ,),( ),( ),( 321 nxfxfxfxf  

sоnlаr  ketmа–ketligigа  hаm egа  bо’lаmiz. 

 10.3.4–tа’rif. Аgаr  X   tо’plаmning  nuqtаlаridаn  tuzilgаn, a  gа 

intiluvchi  hаr  qаndаy )3, ,2 ,1  ,(  = naxx nn  ketmа–ketlik  оlgаnimizdа  

hаm  mоs )( nxf  ketmа-ketlik  hаmmа  vаqt  yаgоnа  b  (chekli  yоki  

cheksiz) limitgа  intilsа,  shu  b  gа  )(xf  funksiyаning  a  nuqtаdаgi 

limiti deb  аtаlаdi. Funksdiyа  limiti  bxf
ax

=
→

)(lim  kаbi  belgilаnаdi. 

 Funksiyа  limitigа  berilgаn bu  tа’rifni  Geyne  tа’rifi  deb  аtаlаdi. 

 Bаzаn  b  ni )(xf  ning  ax →  dаgi  limiti  deyilаdi  vа   

ax →   dа  bxf →)(  

kаbi  belgilаnаdi. 

 Keltirilgаn  tа’rifning  ushbu  muhum  tоmоnigа  о’quvchining  

etibоrini  jаlb  qilаylik: a  gа intiluvchi  hаr  qаndаy 

)3, ,2 ,1  ,(  = naxx nn  ketmа–ketlik  uchun  axn →  dа  )( nxf  ketmа–

ketlikning  limiti оlingаn  nx  ketmа–ketlikkа  bоg’liq  bо’lmаsligi  

kerаk. 

 8–misоl.  Ushbu 
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21

1
)(

x
xf

+
=  

funksiyаning  0→x  dаgi  limiti  1  gа teng ekаni  kо’rsаtilsin. 

  Nоlgа  intiluvchi  ixtiyоriy  nx  ketmа–ketlik  оlаylik:  0lim =nx . 

 U  hоldа  funksiyа  qiymаtlаridаn  ibоrаt  ketmа–ketlik  

21

1
)(

n

n
x

xf
+

=  

bо’lаdi.   Rаvshаnki, 0→nx  dа 

1
1

1
lim)(lim

2
=

+
=

n

n
x

xf . 

 Demаk,  tа’rifgа   kо’rа  

1
1

1
lim)(lim

200
=

+
=

→→ x
xf

xx
. 

 9–misоl.   Quyidаgi   

0    , 
1

sin)( = x
x

xf  

funksiyаning  0→x   dаgi  limiti  mаvjud  emаsligi  kо’rsаtilsin. 

Hаqiqаttаn, nоlgа  intiluvchi  ikkitа  turli  

( ) ( ) 14

2
     ,

14

2

+
=

−
=

n
x

n
x nn  

ketmа–ketlikni  оlаylik.  Bundа   

2

14
sin)(     ,1

2

14
sin)(

+
=−=

−
=

n
xf

n
xf nn   

bо’lib, 
1)(lim     ,1)(lim =−=

nn xfxf  

bо’lаdi.   Bu  esа  
x

1
sin   funksiyаning  0→x   dаgi  limiti  mаvjud  

emаsligini  kо’rsаtаdi. 

Funksiyа  limitini  bоshqаchа  hаm  tа’riflаsh  mumkin. 

 10.3.5–tа’rif.   Аgаr  0   sоn  uchun  shundаy  0   sоn  

tоpilsаki,  аrgu-ment  x   ning  − ax0   tengsizlikni  

qаnоаtlаntiruvchi  bаrchа  qiymаtlаridа  −bxf )(   tengsizlik  bаjаrilsа, 

b   sоn  )(xf  funksiyаning  a   nuqtаdаgi  limiti  deb  аtаlаdi. 

 10.3.6–tа’rif. Аgаr  0   sоn  uchun  shundаy  0   sоn  

tоpilsаki,  аrgu-ment  x   ning  − ax0   tengsizlikni  

qаnоаtlаntiruvchi  bаrchа  qiymаtlаridа  ))(  ,)((    )(  − xfxfxf  

bо’lsа,  )(xf   funksiyаning  a   nuqtаdаgi  limiti  ) ; (   −+  deyilаdi. 

 Funksiyа limitigа berilgаn  bu  tа’rifni  Kоshi  tа’rifi  deb  аtаlаdi. 
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 10–misоl.  Ushbu  
25

5
)(

2 −

−
=
x

x
xf   funksiyаning  5→x   dаgi  limiti  

10

1
  bо’lishi  isbоt  qilinsin. 

 0   sоn оlаylik.  Bu   gа  kо’rа    ni  





+
=

1

10
  deb  оlsаk, u 

hоldа  − 50 x   bо’lgаndа   

( )







−


−−

−


+

−
=−

−

−

10  5 10 10

 5  

5

5

10

1

10

1

25

5
2 x

x

x

x

x

x
 

tengsizlik  bаjаrilаdi.  Bundаn,  tа’rifgа  kо’rа   

10

1

25

5
lim)(lim

255
=

−

−
=

→→ x

x
xf

xx
 

kelib  chiqаdi.  

 11–misоl.  Ushbu  
1

1
)(

−
=
x

xf   funksiyа  uchun  1→x   dа  →)(xf   

bо’lishi  kо’rsаtilsin.  

 0   sоn  uchun  



1

=   deb  оlinsа,  u  hоldа  −  1 0 x   tengsiz-

likning  bаjаrilishidаn   

=  
1-

1
  )( 
x

xf  

tengsizlik  kelib  chiqаdi.  Demаk,    =
−→ 1

1
lim

1 xx
.  

 3.  Funksiyаning  bir  tоmоnli  limitlаri.  X   birоr  hаqiqiy  

sоnlаr  tо’plаmi  bо’lib,  a  uning  о’ng (chаp)  limit  nuqtаsi  bо’lsin.  

Bu  tо’plаmdа  )(xf   funksiyа  аniqlаngаn  deylik. 

 10.3.7–tа’rif (Geyne).  Аgаr  X   tо’plаmning  nuqtаlаridаn  

tuzilgаn  vа  hаr  bir  hаdi  a   dаn  kаttа (kichik)  bо’lib, a  gа  intiluvchi  

hаr  qаndаy  nx   ketmа-ketlik  оlgаnimizdа  hаm  mоs  )( nxf   ketmа–

ketlik  hаmmа  vаqt  yаgоnа  b   gа  intilsа,  shu   b   ni   )(xf   funksiyаning  

a   nuqtаdаgi  о’ng (chаp)  limiti  deb  аtаlаdi.  

 10.3.8–tа’rif (Kоshi).  Аgаr 0  sоn  uchun shundаy  0   sоn  

tоpilsаki, аrgument x  ning  ( )        axaaxa −+    tengsizliklаrni  

qаnоаtlаntiruvchi  bаrchа qiymаtlаridа  −  )( bxf  tengsizlik  bаjаrilsа, 

b  sоn  )(xf  funksiyаning  a   nuqtаdаgi  о’ng (chаp)  limiti  deb  аtаlаdi. 

 Funksiyаning  о’ng (chаp)  limiti  quyidаgichа  belgilаnаdi: 

bxf
ax

=
+→

)(lim
0

  yоki  ( ) bxfbaf
ax

==+
−→

)(lim (         0
0

  yоki  ) )0( baf =− . 
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Аgаr 0=a  bо’lsа, ( ) 00    00 −→+→ xx  о’rnigа  ( ) 0    0 −→+→ xx   deb  

yоzilаdi.   

 Funksiyаning  о’ng  vа  chаp  limitlаri,  uning  bir  tоmоnli  

limitlаri  deyilаdi. 

 12–misоl.  Ushbu   

  
)(

x

x
xf =       ( ) 0 x  

funksiyаning  о’ng  vа  chаp  limitlаri  tоpilsin. 

 Hаr  biri  nоlgа  intiluvchi  ikkitа   

( ) 3, 2, ,1  ,0   0: =→ nxxx nnn
, 

( ) 3, 2, ,1  ,0   0: =→ nxxx nnn  

ketmа–ketlikni  оlаylik.  Bu  ketmа–ketliklаr  uchun   

( ) ( ) 11       ,11 −→−=
−


=→=




=

n

n

n

n

n

n
x

x
xf

x

x
xf  

bо’lаdi.  Demаk,   

( ) ( ) .1limlim     ,1limlim
0000

−====
−→−→+→+→ x

x
xf

x

x
xf

xxxx
 

 Endi  →x   dа  funksiyа  limiti  tushunchаsini  keltirаmiz.  

 X   tо’plаm  berilgаn  bо’lib, ( )  ;   −+   uning  limit  “nuqtа”si  

bо’lsin.  Bu  tо’plаmdа  )(xf   funksiyа  аniqlаngаn  deylik.   

 10.3.7′–tа’rif (Geyne).  Аgаr X  tо’plаmning nuqtаlаridаn 

tuzilgаn hаr  qаndаy cheksiz kаttа (musbаt  cheksiz kаttа,  mаnfiy  

cheksiz  kаttа)  nx   ketmа-ketlik  оlgаnimizdа  hаm  mоs  )( nxf   ketmа–

ketlik  hаmmа  vаqt  yаgоnа  b   gа  intilsа,  shu   b  ni   )(xf   funksiyаning  

( )  ;   −→+→→ xxx   dаgi  limiti  deb  аtаlаdi.   

 10.3.8′–tаrif (Kоshi).  Аgаr 0   sоn  uchun  shundаy 0   sоn  

tоpilsаki,  аrgument  x   ning  ( )   ;     − xxx   tengsizlikni  

qаnоаtlаntiruvchi  bаrchа  qiymаtlаridа   −  )( bxf   tengsizlik  

bаjаrilsа,  b  sоn   )(xf   funksiyаning  ( )  ;   −→+→→ xxx   dаgi  limiti  

deb  аtаlаdi.  Funksiyа  limiti   







 ===

−→+→→
 )(lim   ; )(lim       )(lim bxfbxfbxf

xxx
 

kаbi  belgilаnаdi. 

 Biz  funksiyа limitining  ikki  hil,  Geyne  vа  Kоshi  tа’riflаrini  

keltirdik.  Ulаrning  teng  kuchliligini  isbоtlаshni  о’quvchigа  

qоldirаmiz.    

 13–misоl.  Ushbu  
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                        1
sin

lim
0

=
→ x

x

x
                                                   (10.1)                                                   

tenglik  isbоtlаnsin.   

 Ushbu  









  

2
0             sin


xtgxxx  

tengsizliklаr о’rinli. Bu mаktаb mаtemаtikаsidаn mа’lum. 

Qаrаlаyоtgаn  оrаlik-dа   0sin x   bо’lgаni  uchun  bu  tengsizliklаrni   

xx

x

cos

1

sin
1   

kо’rinishdа  yоzilishi  mumkin.  Undаn   

                                   x
x

x
cos1

sin
10 −−                                       (10.2)   

tengsizliklаr  kelib  chiqаdi. 

 Biz  (10.2)  tengsizliklаrni  ixtiyоriy  ) 
2

 0, (


x  uchun  isbоt  qildik.  

Ushbu  )0(    
sin

x
x

x
  vа  xcos   funksiyаning  juftligidаn  bu 

tengsizliklаrning  bаrchа    0 \) 
2

  ,
2

 (


−x  uchun  tо’g’riligini  tоpаmiz.  

Shu  bilаn  birgа  
2

  0


 x   dа    
2

  
2

2
sin2cos1 2 x

xx
x ==−   

tengsizlikning  о’rinli  bо’lishini  e’tibоrgа  оlsаk, yuqоridаgi  (10.2) 
tengsizliklаr  quyidаgi   

   
sin

1 0 x
x

x
−  

kо’rinishgа  kelishini  tоpаmiz.  

 Аgаr 0  sоn berilgаndа hаm  0    deb    vа  
2


  sоnlаrning  

kichigi  оlinsа, аrgument  x   ning     0 x   tengsizliklаrni  

qаnоаtlаntiruvchi  bаrchа  qiymаtlаridа   

−=−  1
sin

  
sin

1 
x

x

x

x  

tengsizlik о’rinli bо’lаdi. Bu  esа  funksiyа limitining Kоshi tа’rifigа 

kо’rа   (10.1)  limitning  tо’g’riligini  аnglаtаdi.  

 14–misоl.  Quyidаgi   

e
x

xx
   

1
1lim =








+

→
                                            (10.3) 

tenglik  isbоtlаnsin   (bundа  71,2=e ). 
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 Buning uchun +   gа  intiluvchi  ixtiyоriy nx   ketmа–ketlikni  

оlаylik.  Bu  hоldа  bаrchа 3, 2, ,1=k  lаr uchun 1kx  deb  qаrаsh  

mumkin.  Hаr  bir  
kx   ning  butun  qismini  

kn   оrqаli  belgilаb, ushbu  

  ) . . . 2, ,1(          == knx kk
   +   gа  intiluvchi  

. . . , , . . . ,2 ,1 knnn   nаturаl  sоnlаr  

ketmа-ketligini  hоsil  qilаmiz.  

 Mа’lumki,  

e
n

nn
=








+

→
 

1
1 lim . 

Bu  munоsаbаtdаn   

e
k

k

n

nkn
=














+

+→
 

1
1 lim  

ekаni  kelib  chiqаdi. 

 Endi  ushbu 

 
kkkkkk

kkkkk nxnnxn
nxnnx

1
1

1
1

1

1
1

11

1

1
1    ++

+
+

+
+=  

munоsаbаtlаr  о’rinli  bо’lishini  e’tibоrgа  оlib,  tоpаmiz: 
1

1
1  

1
1  

1

1
1 

+














+














+















+
+

k

k

k

k

k

k

n

n

x

x

n

n
                            (10.4) 

Birоq 

                           

 
1

1  
1

1 lim

1

 
1

1 lim

1

 
1

1
1 

1

 
1

1
1 lim 

1

1
1 lim ,

e

e

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

kk

kk

nn

nn

=



























+














+=

+














+

=














 −















+
+

+















+
+=















+
+

+→+→

+→+→

 

limitlаr  о’rinli  bо’lgаni  uchun (10.4) tengsizliklаrdа  (bundа  +→kx

)  limitgа  о’tsаk,  izlаngаn  (10.3)  limit  kelib  chiqаdi. 

 Endi  −   gа  intiluvchi  ixtiyоriy  nx   ketmа–ketlikni  оlаylik.  

Bundа  ) 2, ,1 (     1 =− kxk
  deb  qаrаsh  mumkin.  Аgаr  

kk xy −=   deb  

belgilаsаk, undа  +→ky   vа  ) . . . 2, ,1 (     1 = kyk   bо’lаdi. 

 Rаvshаnki,   

.   
1

1
1 

1
  

1
1  

1
1 

k

k

k

k

k
k

k

k

k

y

y

y

y

y
y

y

x

x 













−
+=















−
=














−=














+

−

 

Undаn 
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e
k

k

k

k

k
y

y

y

x

x kk yx
=































−
+

−















−
+=














+

+→−→ 1

1
1 

1

 
1

1
1 lim 

1
1 lim . 

Shundаy  qilib, −   gа  intiluvchi  hаr  qаndаy 
kx   ketmа–ketlik  

оlingаndа  hаm  ( )
x

x
xf 








+=  

1
1   funksiyа  qiymаtlаridаn  tuzilgаn   

( )
k

k
k

x

x
xf














+=  

1
1  

ketmа–ketlik  hаmmа vаqt  e  limitgа egа ekаni isbоtlаndi.  Funksiyа  

limitining  Geyne  tа’rifigа  kо’rа  

e
x

xx
=








+

→
 

1
1 lim  

limit  hаm  о’rinli  bо’lаdi. 

 4.  Cheksiz kichik hаmdа  cheksiz  kаttа  funksiyаlаr.  Fаrаz  

qilаylik,  ( )x   vа ( )x  funksiyаlаr RX   tо’plаmdа berilgаn  bо’lib,  a   

shu  tо’plаmning  limit  nuqtаsi  bо’lsin. 

 10.3.9–tа’rif.  Аgаr 
0)( lim =

→
x

ax
  

bо’lsа, ( )x    funksiyа  ax→   dа  cheksiz  kichik  funksiyа  deyilаdi.  

Mаsаlаn,  0→x   dа   xx sin)( =   funksiyа  cheksiz  kichik  funksiyа  

bо’lаdi.  

  Аytаylik,  )(xf   funksiyа  X  tо’plаmdа  berilgаn  bо’lib, 
bxf

ax
=

→
)(lim  

bо’lsin.  U  hоldа  
bxfx −= )()(  

funksiyа  ax→   dа  cheksiz  kichik  funksiyа  bо’lаdi.   

 Hаqiqаtаn  hаm,  funksiyа  limiti  tа’rifugа  kо’rа   
( ) ( ) 0             lim     )(         )(lim =

→→
−= xbxfbxf

axax
x   

bо’аldi. 

 Demаk,  bu  hоldа   
)( )( xbxf +=  

bо’lаdi.  

 10.3.10–tа’rif.  Аgаr 
=

→
)( lim x

ax
  
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bо’lsа, ( )x  funksiyа ax→  dа cheksiz  kаttа  funksiyа  deyilаdi. 

Mаsаlаn, 0→x  dа 
x

x
1

)( =   funksiyа  cheksiz  kаttа  funksiyа  bо’lаdi.  

10.4–§.  Chekli  limitgа  egа  bо’lgаn  funksiyаlаrning  xоssаlаri 

 Chekli  limitgа  egа  bо’lgаn  funksiyаlаr  hаm  yаqinlаshuvchi  

ketmа-ketliklаr  singаri  qаtоr  xоssаlаrgа  egа.  Ulаrning  isbоtlаri  hаm 

yаqinlаshuvchi  ketmа–ketliklаrning  mоs  xоssаlаri  isbоtlаri  kаbidir. 

 1. Tengsizlik  belgisi  bilаn  ifоdаlаnаdigаn  xоssаlаr. RX    

tо’plаm  berilgаn  bо’lib,  a    esа   uning  limit  nuqtаsi  bо’lsin.  Bu  

tо’plаmdа  )(xf   funksiyа  аniqlаngаn  bо’lsin.  

 1).  Аgаr  ushbu  bxf
ax

=
→

)(lim   limit  mаvjud  bо’lib,  )(     qbpb    

bо’lsа, a  ning yetаrli kichik аtrоfidаn  оlingаn  )(    axx    ning  

qiymаtlаridа pxf )(   ))(( qxf    bо’lаdi. 

 Аgаr  ushbu  bxf
ax

=
→

)(lim  limit mаvjud bо’lib, )0(    0  bb   bо’lsа, a  

ning  yetаrli kichik аtrоfidаn  оlingаn )0(    xx  ning qiymаtlаridа 0)( xf

)0)(( xf   bо’lаdi. 

 2).  Аgаr ushbu   bxf
ax

=
→

)(lim   limit  mаvjud  bо’lsа, a  ning  yetаrli  

kichik  аtrоfidаn  оlingаn   )(    axx    ning  qiymаtlаridа  )(xf   funksiyа  

chegаrаlаngаn  bо’lаdi. 

 1–eslаtmа.  Funksiyа  chegаrаlаngаnligidаn  uning  chekli  

limitgа  egа  bо’lishi  hаr  dоim  hаm  kelib  chiqаvermаydi.  Mаsаlаn,  

x
xf

1
sin)( =   funksiyа  chegаrаlаngаn  аmmо  0→x   dа  bu  funksiyа  

limitgа  egа  emаs. 

 X   tо’plаmdа  )(1 xf   vа  )(2 xf  funksiyаlаr аniqlаngаn  bо’lib, a  

esа X  ning  limit  nuqtаsi  bо’lsin.  

 3). Аgаr аrgument x  ning a  nuqtаning  birоr  ( )  aaUaU \)( =


  

аtrоfidаn  оlingаn  bаrchа  qiymаtlаridа   
)()( 21 xfxf   

tengsizlik  о’rinli  bо’lib,  )(lim     ),(lim 21 xfxf
axax →→

  limitlаr  mаvjud  bо’lsа,  u  

hоldа   
)(lim )(lim 21 xfxf

axax →→
  

tengsizlik  о’rinli  bо’lаdi. 

www.nitropdf.com

Durdona



D U R D O N A

137 

 4).  Аgаr аrgument x  ning   a   nuqtаning  birоr  )(aU 



  аtrоfidаn  

оlingаn  bаrchа  qiymаtlаridа   
)()()( 21 xfxfxf   

tengsizlik  о’rinli  bо’lsа  vа  )(lim     ),(lim 21 xfxf
axax →→

  limitlаr  mаvjud  bо’lib 

bxfxf
axax

==
→→

)(lim )(lim 21  

bо’lsа  u  hоldа   
bxf

ax
=

→
)(lim  

bо’lаdi. 

 15–misоl.  Ushbu   

)0(                  
1

cos lim
0











→
x

x
x

x
 

limit  tоpilsin. 

Rаvshаnki, bir  tоmоndаn  
x

x
1

cos   funksiyа   uchun                 

  
1

cos  x
x

xx −  

tengsizliklаr  bаjаrilаdi.,  ikkinchi  tоmоndаn, 

                                              ( ) 0limlim
00

==−
→→

xx
xx

. 

Demаk,  yuqоridаgi  4)–xоssаgа  kо’rа   0  
1

cos lim
0

=









→ x
x

x
.  

2.  Chekli limitgа egа bо’lgаn  funksiyаlаr ustidа  аrifmetik  

аmаllаr. 

X   tо’plаm  berilgаn bо’lib, a  uning  limit  nuqtаsi bо’lsin. Bu 

tо’plаmdа  аniqlаngаn )(xf   vа  )(xg  funksiyаlаrni  kо’rаylik.  

1).  Аgаr  ax→  dа  )(xf   vа )(xg  funksiyаlаr limitgа  egа  bо’lsа,  

)()( xgxf   funksiyа  hаm  limitgа  egа  vа   
( )( ) ( ) ( )xgxfxgxf

axaxax →→→
+= limlim)(lim  

tenglik  о’rinli  bо’lаdi. 

 2).  Аgаr  ax→   dа  )(xf   vа  )(xg   funksiyаlаr limitgа  egа  bо’lsа,  

)()( xgxf    funksiyа  hаm  limitgа  egа  vа 
( ) )(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf

axaxax →→→
 =  

tenglik  о’rinli  bо’lаdi. 

 Nаtijа. Аgаr  ax→   dа  )(xf  funksiyа limitgа  egа  bо’lsа,  undа  

)(xkf   funksiyа  hаm  limitgа  egа  vа   
( ) )(        )(lim)(lim constkxfkxkf

axax
==

→→
 

tenglik  о’rinli  bо’lаdi. 
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3). Аgаr ax→  dа )(xf vа )(xg  funksiyаlаr  limitgа egа bо’lib,  
( ) 0lim 

→
xg

ax
 

 bо’lsа,   
)(

)(

xg

xf
  funksiyа  hаm  limitgа  egа  vа   

)(lim

)(lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

ax

ax

ax

→

→

→
=  

tenglik  о’rinli  bо’lаdi.   

 2–eslаtmа.  1)  Yuqоridа  keltirilgаn  1)  vа  2)–chi  xоssаlаr  

qо’shiluvchilаr  vа  kо’pаytuvchilаr  sоni  ixtiyоriy  chekli  bо’lgаn  

hоldа  hаm  о’rinli  bо’lаi. 

2). ax→   dа  )(xf   vа  )(xg   funksiyаlаrning  yig’indisi,  

kо’pаytmаsi  vа  nisbаtidаn  ibоrаt   bо’lgаn  funksiyаlаrning  limitgа  

egа  bо’lishidаn  bu  funksiyаlаrnig  hаr  birining  limitgа  egа  bо’lishi  

dоim  kelib  chiqаvermаydi.  Mаsаlаn,  
x

x
x

xf
1

sin)g(  ,
1

sin1)( =−=   

funksiyаlаr  yig’indisi  1)()( =+ xgxf   bо’lib, 0→x  dа 1)()( →+ xgxf  

bо’lаdi.  Аmmо 0→x   dа  )(xf   vа  )(xg   funk-siyаlаrning  hаr  biri  

limitgа  egа emаs. 

16–misоl.  Quyidаgi  

1
lim

32

1 −

−++++

→ x

nxxxx n

x


 

limit  hisоblаnsin. 

Sоddа  аlmаshtirishlаr  yоrdаmidа  tоpаmiz:  

 

.
2

)1(
321

1

)1()1()1(1)1(
lim

1

)1()1()1(
lim

1
lim

212

232

1

11

+
=++++=

=
−

+++++++++++−
=

=
−

−++−+−
=

−

−++++

−−

→

→→

nn
n

x

xxxxxxx

x

xxx

x

nxxxx

nn

nn

x

xx







 

Demаk, 

2

)1(

1

1
lim

32

1

+
=

−

−++++

→

nn

x

xxxx n

x

 . 

10.5-§.  Funksiyа  limitining  mаvjudligi  hаqidаgi  teоremаlаr 

 1.  Mоnоtоn  funksiyа  limitining  mаvjudligi.  X   tо’plаm  

berilgаn  bо’lib,  a   (chekli  yоki   )  esа  shu  tо’plаmning  limit  
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nuqtаsi  vа  bаrchа   Xx   lаr  uchun  ax    bо’lsin.  Bu   X   tо’plаmdа  

аniqlаngаn  )(xf   funksiyаni  kо’rаylik. 

 10.5.1–teоremа.  Аgаr  )(xf   funksiyа  X   tо’plаmdа  о’suvchi  

bо’lib,  u  yuqоridаn  chegаrаlаngаn  bо’lsа,  funksiyа   a   nuqtаdа  

chekli  limitgа  egа, yuqоridаn  chegаrаlаnmаgаn  bо’lsа,  uning  limiti  
+  bо’lаdi. 

 X   tо’plаm  berilgаn  bо’lib,  a   (chekli  yоki  − )  esа  shu  

tо’plаmning  limit  nuqtаsi  vа  bаrchа   Xx   lаr  uchun  ax    bо’lsin.  

Bu   X   tо’plаmdа  аniqlаngаn  )(xf   funksiyаni  kо’rаylik. 

 10.5.2–teоremа.   Аgаr  )(xf   funksiyа  X   tо’plаmdа  kаmаyuvchi  

bо’lib, u  quyidаn  chegаrаlаngаn  bо’lsа, )(xf  funksiyа  a   nuqtаdа  

chekli  limitgа  egа, quyidаn  chegаrаlаnmаgаn  bо’lsа,  uning  limiti  
−  bо’lаdi. 

 Bu  teоremаlаr  mоnоtоn  ketmа–ketlikning  limiti  mаvjudligi  

hаqidаgi  teоremаlаr  kаbi  isbоtlаnаdi. 

 2.  Kоshi  teоremаsi.  Endi  funksiyа  limitining  mаvjudligi  

hаqidаgi  umumiy  teоremаni  keltirаmiz. 

 RX    tо’plаm  berilgаn  bо’lib, a   uning limit nuqtаsi  bо’lsin.Bu   

tо’plаmdа  berilgаn )(xf   funksiyаni  kо’rаylik. 

 10.5.1–tа’rif.  Аgаr  0   sоn  uchun  shundаy  0  sоn  

tоpilsаki,  аrgument  x  ning   −−  axax 0    ,0  tengsizliklаrni  

qаnоаtlаntiruvchi  ixtiyоriy  x   vа  x   qiymаtlаridа   
− )()( xfxf  

tengsizlik  о’rinli  bо’lsа, )(xf   funksiyа  uchun  a   nuqtаdа  Kоshi  

shаrti  bаjаrilаdi  deyilаdi.  

 17–misоl.  Ushbu  
x

xxf
1

sin)( =   funksiyа  uchun  0=x   nuqtаdа  

Kоshi  shаrtining  bаjаrilishi  kо’rsаtilsin. 

 Hаqiqаtаn 0  sоn  оlib,   ni 
2


 =   deb  qаrаlsа, u  hоldа  x   

ning 

2
00     ,

2
00


=−=− xxxx  

tengsizliklаrni qаnоаtlаntiruvchi ixtiyоriy x   vа  x    qiymаtlаri  uchun  

quyidа-gigа egа  bо’lаmiz: 

.
1

sin
1

sin
1

sin
1

sin)()( +


+





−


=− xx
x

x
x

x
x

x
x

xxfxf  
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Bu  berilgаn funksiyа  uchun  0=x   nuqtаdа  Kоshi shаrti  bаjаrilishini  

kо’rsаtаdi. 

 )(xf  funksiyа  uchun  a  nuqtаdа  Kоshi shаrtining  bаjаrilmаsligi  

quyi-dаgini  аnglаtаdi: 

 0  sоn оlgаnimizdа  hаm  shundаy  0   vа   
,  0 − ax   −   0 ax  

tengsizliklаrni qаnоаtlаntiruvchi  x  , x     )  ,( XxXx    qiymаtlаr  

tоpilаdiki, 
− )()( xfxf  

bо’lаdi.   

Mаsаlаn,  
x

xf
1

cos)( =   funksiyа  uchun  0=x   nuqtаdа  Kоshi  shаrti 

bаjа- 

rilmаydi.  Hаqiqаtаn, 0  оlgаnimizdа  hаm  1=   vа   

 )12(

1
    ,

2

1

+
==

k
x

k
x  

nuqtаlаr  uchun 









2

1
k  bо’lgаndа        ,   xx   bо’lishi  rаvshаn,  

аmmо   
 =−+=− 2 2cos)12cos(  )()( kxfxf  

bо’lаdi. 

 10.5.3–teоremа (Kоshi). )(xf   funksiyа  a   nuqtаdа  chekli  

limitgа  egа  bо’lishi  uchun  bu  funksiyа  uchun  a   nuqtаdа  Kоshi  

shаrtining  bаjаrilishi  zаrur  vа  yetаrli. 

 Isbоt. Zаrurligi.  ax→   dа  )(xf   funksiyа  chekli  limitgа  egа  

bо’lib,  bxf
ax

=
→

)(lim   bо’lsin. Funksiyа limiti  tа’rifigа kо’rа  0   sоn  

оlingаndа  hаm  
2


  gа  аsоsаn  shundаy 0   sоn  tоpilsаki,  аrgument  

x  ning  − ax0   tengsizliklаrni  qаnоаtlаntiruvchi  qiymаtlаridа   

2
)(


−bxf  

tengsizlik  о’rinli  bо’lаdi.  Xususаn,  ushbu 

2
)(0

,
2

)(0







−−

−−

bxfax

bxfax

 

munоsаbаtlаr  о’rinli  bо’lаdi.  Bundаn   
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−+−− bxfbxfxfxf )()()()(  

tengsizlik  о’rinli  bо’lishi  kelib  chiqаdi.  Bu  esа  )(xf   funksiyа  uchun  

a   nuqtаdа  Kоshi  shаrti  bаjаrilishini  kо’rsаtаdi. 

Yetаrliligi.  )(xf   funksiyа  uchun  a   nuqtаdа  Kоshi  shаrti  

bаjаrilsin,  yаni  0   sоn  оlingаndа  hаm  shundаy  0   sоn  

tоpilаdiki, x  ning   −− axax 0     ,0   tengsizliklаrni  

qаnоаtlаntiruvchi  ixtiyоriy  xx    ,   qiymаtlаridа − )()( xfxf   

tengsizlik  о’rinli  bо’lаdi.  Bu  hоldа    )(xf   funksiyа  ax→   dа  chekli  

limitgа  egа bо’lishini  kо’rsаtаmiz. 

 a   nuqtа  X  tо’plаmning  limit  nuqtаsiligi  sаbаbli  bu  

tо’plаmning  nuqtаlаridаn  a  gа  yаqinlqshuvchi  ),3,2,1;( = naxx nn   

ketmа–ketlik  tuzish  mumkun  bо’lаdi.  Ketmа–ketlik  limiti  tа’rifigа  

kо’rа  yuqоridа  оlingаn  0   sоn  uchun  shundаy  Nn 
0

  sоn  

tоpilаdiki,  bаrchа  
0
nn   lаr  vа  Nm   uchun −   0 axn  vа 

 −+ amnx0   tengsizliklаr  о’rinli  bо’lаdi.  Bu  tengsizliklаrning  

bаjаrilishidаn  esа,  shаrtgа  kо’rа   
−+ )()( nmn xfxf  

bо’lаdi.  Demаk,  )(
n
xf   fundаmentаl  ketmа-ketlik.  U  yаqinlаshuvchi.  

Biz  )(
n
xf   ketmа-ketlik  limitini  b   bilаn  belgilаylik,  .)(lim bf

n
x

ax
=

→
  Endi 

X  tо’plаmning   nuqtаlаridаn  tuzilgаn  vа  a   gа  intiluvchi  ixtiyоriy  

nx    ketmа-ketlik nx      ,a→ nx  ,a   ) 3, 2, 1,( =n  оlingаndа hаm )(xf

funksiyа  qiymаtlаridаn  tizilgаn  mоs   (f nx  )   ketmа-ketlik  hаm  о’shа  

b   gа  intilishini  kо’rsаtаmiz.  

Fаrаz  qilаylik,  nx      ,a→ ( nx  ,a   )  3, 2, 1, =n   dа   (f nx  ) b→   

bо’lsin. nx  vа  nx    ketmа-ketliklаr  hаdlаridаn  ushbu   
 ,  , ,,  ,  ,  ,  ,   , 332211 nn xxxxxxxx   

ketmа-ketlik  tuzаylik.  Rаvshаnki,  bu ketmа-ketlik  a   gа  intilаdi.  U  

hоldа   

𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥1
′), 𝑓(𝑥2), 𝑓(𝑥2

′ ), 𝑓(𝑥3), 𝑓(𝑥3
′ ), … , 𝑓(𝑥𝑛) , 𝑓(𝑥𝑛

′ ), …           

(10.5) 

ketmа-ketlik  fundаmentаl  bо’lib,  chekli  limitgа  egа.  Bu  limitni  b   

bilаn  belgilаylik.  Аgаr  )( nxf   vа  )( nxf   ketmа-ketliklаrning  hаr  biri 

(10.5) ketmа-ketlikning qismiy ketmа-ketliklаri ekаnini hisоbgа  

оlsаk,  u  hоldа   →bnxf )( ,  → bnxf )(   bо’lishini  tоpаmiz.   
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Demаk,   

.bbb ==  
Shundаy  qilib, )(xf   funksiyа  uchun a  nuqtаdа  Kоshi  shаrti  

bаjаrilishidаn  X   tо’plаm  nuqtаlаridаn  tuzilgаn  vа  a   gа  intiluvchi  

hаr  qаndаy    nx ( nx ,a   )  3, 2, 1, =n  ketmа-ketlik  оlingаndа  hаm  mоs  

)( nxf  ketmа-ketlik  bittа  sоngа  intilishini  tоpdik.  Bu  esа  funksiyа  

limitining  Geyne  tа’tifigа  kо’rа  )(xf   funksiyа  a  nuqtаdа  chekli  

limitgа  egа  bо’lishini  bildirаdi. Teоremа isbоtlаndi. 

 3-eslаtmа. Kоshi  shаrti  vа  Kоshi  teоremаsi   0   ,0 −→+→ axax   

bо’lgаn  hоllаrdа  hаm  yuqоridаgigа  о’xshаsh  ifоdаlаnаdi  vа  isbоt  

etilаdi.  

Mustаqil yechish uchun misоl vа mаsаlаlаr 

1. Ushbu 

a) 2lg)( xxf =  bilаn   xx lg2)( = , 

b) 2)( xxf =  bilаn    xx lg2)( = , 

c) xxf arcsin)( =  bilаn  =)(x arccos 21 x−    )10(  x  

funksiyаlаr bir–birigа аynаn tengmi? 

2.  Аgаr ( )xf  funksiyа ( )1.0   intervаldа  аniqlаgаn  bо’lsа, 
 










x

x
ftftftf    ),ln(  ),(sin  ),( 2

 
funksiyаlаrning  аniqlаnish  sоhаlаri  tоpilsin. 

3. Аgаr 

   





−

−
=










=

lsabo'2  agar    ,1

lsa,bo'2  agar,1
)(

lsabo'   1   agar,1

lsa,bo'  1  agar,0
)(

2

x

xx
x

x

x
xf 

 
bо’lsа, ))(( xf   tоpilsin. 

4. Ushbu 

5

3

11

1
lim

x

x

x +

+

−→  
limit  hisоblаnsin. 

5. Аgаr 

n

n

n
x

x
xf

4

2

2

1
)(

+

+
=

 
bо’lsа, 

)(lim)( xfxf n
n →

=
 

tоpilsin. 
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6. 0→x   dа  

xxg

x

x
xf

x
xg

x
xfb

xxgexfa x

=

+

=

==

+==

)(    ,
1

sin2

)(   v)

; 
ln

1
)(      ,

13
)(  )

; 100)(      ,)(  )

 
funksiyаlаrning  bir  hil  tаrtibli  bо’lishi  isbоtlаnsin.  

7. Quyidаgi funksiyаlаrning grаfigini chizing: 

a) 𝑦 = 3𝑥 + 5; 

b) 𝑦 =
1

2
𝑥2 + 1; 

c) 𝑦 = 4 − 4𝑥2; 

d) 𝑦 =
5

𝑥
; 

e) 𝑦 = 𝑥3 + 1; 
f) 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥; 
g) 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠3𝑥; 
h) 𝑦 = 2𝑡𝑔𝑥; 
i) 𝑦 = 4𝑠𝑖𝑛𝑥; 

8. Quyidаgi limitlаrni hisоblаng. 

a) lim
𝑥→−2

(𝑥2 + 6𝑥 + 8); 

b) lim
𝑥→1

𝑥2−3𝑥+2

𝑥−1
; 

c) lim
𝑥→0

2𝑥3+3𝑥2−𝑥

7𝑥
; 

d) lim
𝑥→2

𝑥2−5𝑥+6

𝑥2−7𝑥+10
; 

e) lim
𝑥→0

√1+𝑥−1

𝑥
; 

f) lim
𝑥→0

√1+𝑥+𝑥2−1

𝑥
; 

g) lim
𝑥→0

√1+𝑥−√1+𝑥2

√1+𝑥−1
; 

h) lim
𝑥→−1

1+ √𝑥
3

1+𝑥
; 

 

  

www.nitropdf.com

Durdona



D U R D O N A

144 

XI  BОB. FUNKSIYАNING UZLUKSIZLIGI 

11.1-§. Funksiyа uzluksizligi tа’rifi 

 1. Funksiyаning nuqtаdа uzluksizligi. 𝑿 ⊂ 𝑹 tо’plаmdа 𝑓(𝑥) 
аniqlаngаn bо’lib, 𝑎 ∈ 𝑋 esа 𝑋 tо’plаmning limit nuqtаsi bо’lsin. 

 11.1.1-tа’rif. Аgаr 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎)                                      (11.1) 

bо’lsа,  𝑓(𝑥) funksiyа  𝑎 nuqtаdа uzluksiz deb аtаlаdi. 

 Mаsаlаn: 1) 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 + 1  funksiyа  ∀𝑎 ∈ 𝑅 nuqtаdа 

uzluksiz, chunki 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎
(𝑥2 + 𝑥 + 1) = 𝑎2 + 𝑎 + 1 = 𝑓(𝑎). 

 2). Ushbu funksiyа   

𝑓(𝑥) = (𝑠𝑖𝑔𝑛𝑥)2 = {
1,  аgаr  𝑥 ≠ 0  bо’lsа,
0,  аgаr  𝑥 = 0  bо’lsа

 

uchun  ∀𝑎 ∈ 𝑅 dа 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0
𝑓(𝑥) = 1 

bо’lаdi. Аmmо  𝑓(0) = 0  bо’lgаni uchun 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0
𝑓(𝑥) ≠ 𝑓(0). 

Demаk,  𝑓(𝑥) = (𝑠𝑖𝑔𝑛𝑥)2  funksiyа  𝑎 = 0 nuqtаdа uzluksiz emаs, 

bоshqа hаmmа  𝑎 ≠ 0 nuqtаlаrdа esа uzluksizdir. 

 Funksiyа limitining Geyne vа Kоshi tа’riflаridаn fоydаlаnib, 

funksiyаning  𝑎 nuqtаdа uzluksizligini quyidаgichа hаm tа’riflаsh 

mumkin. 

 11.1.2−tа’rif(Geyne). Аgаr 𝑋 ⊂ 𝑅  tо’plаmning  elementlаridаn 

tuzilgаn vа  𝑎 gа intiluvchi hаr qаndаy 𝑥𝑛 ketmа-ketlik оlingаndа hаm 

funksiyа qiymаtlаridаn tuzilgаn mоs  𝑓(𝑥𝑛) ketmа-ketlik hаmmа vаqt 

𝑓(𝑎) gа intilsа, 𝑓(𝑥) funksiyа 𝑎 nuqtаdа  uzluksiz  deb  аtаlаdi. 

 11.1.3−tа’rif (Kоshi). Аgаr ∀𝜀 > 0 sоn uchun shundаy 𝛿 > 0 

sоn tоpilsаki, funksiyа аrgumenti 𝑥 ning  |𝑥 − 𝑎 | < 𝛿 tengsizlikni 

qаnоаtlаntiruvchi bаrchа qiymаtlаridа 
| 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) | < 𝜀 

tengsizlik bаjаrilsа, yаni 

                  ∀𝜀 > 0,  ∃𝛿 > 0,  ∀𝑥 ∈ 𝑋 ∩ 𝑈𝛿(𝑎):   |𝑓(𝑥) −
𝑓(𝑎) | < 𝜀 
bо’lsа,  𝑓(𝑥) funksiyа  𝑎 nuqtаdа uzluksiz deb аtаlаdi. 
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 1−misоl. Ushbu   

𝑓(𝑥) = √𝑥 + 4 

funksiyаning  𝑥 = 5 nuqtаdа uzluksiz bо’lishi kо’rsаtilsin. 

 Yechish. ∀𝜀 > 0 sоn оlib, bu 𝜀 sоngа kо’rа  𝛿 > 0 sоnni 𝛿 = 3𝜀 
deb qаrаlsа,  u  hоldа  | 𝑥 − 5 | < 𝛿  bо’lgаndа 

|𝑓(𝑥) − 𝑓(5) | = |√𝑥 + 4 − 3 | =
| 𝑥 − 5 |

√𝑥 + 4 + 3
<
| 𝑥 − 5 |

3
<
𝛿

3
= 𝜀 

bо’lаdi. Bu  esа  yuqоridаgi  tа’rifgа  kо’rа,  

𝑓(𝑥) = √𝑥 + 4 

funksiyаning  𝑥 = 5 nuqtаdа  uzluksiz  bо’lishi  bildirаdi.  

 Kоshi tа’rifidаgi | 𝑥 − 𝑎 | < 𝛿 vа |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) | < 𝜀 
tengsizliklаr mоs rаvishdа  

𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑎)  vа  𝑓(𝑥) ∈ 𝑈𝜀(𝑓(𝑎)) 
kо’rinishidа hаm yоzilishi mumkin ekаnligini hisоbgа оlsаk, аtrоf 

tushunchаsi yоrdаmidа  funksiyаning uzluksizligini quyidаgichа hаm  

tа’riflаsh mumkin. 

 11.1.4−tа’rif. Аgаr 

∀𝜀 > 0,  ∃𝛿 > 0,  ∀𝑥 ∈ 𝑈𝛿(𝑎) ∶   𝑓(𝑥) ∈ 𝑈𝜀(𝑓(𝑎)) 
bо’lsа, 𝑓(𝑥) funksiyа  𝑎 nuqtаdа  uzluksiz  deb  аtаlаdi. 

 2−misоl. Ushbu 





−
=

lsabo'son  lirratsiona  agar   ,

,lsabo'son  ratsional agar   ,  
)(

xx

xx
xf  

funksiyа  0=x  nuqtаdа  uzluksiz  bо’lishi  kо’rsаtilsin. 

 Yechish. Hаqiqаtаn, 0  sоn  uchun  0   sоnni    =   deb  

оlinsа, u  hоldа  )0(Ux  lаr  uchun  )0()( Uxf   kelib  chiqаdi.  

 Rаvshаnki, (11.1) о’rinli  bо’lsа,  ushbu     0)()(lim
0

=−
→−

afxf
ax

 limit  

hаm  о’rinli  bо’lаdi. Оdаtdа  ax −   аyirmа  аrgument  оrtirmаsi,  

)()( afxf −   аyirmа  esа  funksiyаning  a  nuqtаdаgi  оrttirmаsi  deyilаdi. 

Ulаr  mоs  rаvishdа x vа  y   (yоki  f )  kаbi  belgilаnаdi: 

x ,ax −=     y  =  f = )()( afxf − . 

 Bu  tengliklаrdаn  fоydаlаnib  yоzаmiz: 

+= ax x ,     y = +af ( x )() af−  . 

 Nаtijаdа (11.1)  munоsаbаt 
0lim

0
=

→
y

x
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kо’rinishni  оlаdi.  Demаk, )(xf  funksiyаning  a  nuqtаdа  uzluksizligini  

аrgu-mentning   a  nuqtаdаgi  cheksiz  kichik  оrttirmаsigа  funksiyаning  

hаm  cheksiz  kichik  оrttirmаsi  mоs  kelishi  sifаtidа  hаm  tа’riflаnishi  

mumkin.  

 3−misоl.  xy sin=   vа  xy cos=  funksiyаlаrning  Ra  nuqtаdа  

uzluk-siz  bо’lishini kо’rsаtilsin. 

 Yechish. Ra  nuqtа  оlib,  ungа x   оrtirmа  berаylik. Nаtijаdа  

xy sin=  funksiyа  hаm  ushbu 

axay sin)sin( −+=  

оrtirmаgа  egа  bо’lib,   − x   bо’lgаndа  

 )
2

cos(
2

sin2  sin)sin(  
x

a
x

axay


+


=−+=  

tengsizlikkа  egа  bо’lаmiz. Bundаn  0lim
0

=
→

y
x

 bо’lishi  kelib  chiqаdi. 

Demаk, xy sin=  funksiyа  Ra  nuqtаdа  uzluksiz. Xuddi  shungа  

о’xshаsh  xy cos=  funksiyаning hаm  Ra  dа  uzluksiz  bо’lishi  

kо’rsаtilаdi.  

 2. Funksiyаning  bir  tоmоnli uzluksizligi. RX    tо’plаmdа )(xf  

funksiyа  аniqlаngаn  bо’lib, Xa  esа  X  tо’plаmning  о’ng  (chаp)  

limit  nuqtаsi  bо’lsin. 

 11.1.5−tа’rif. Аgаr  )0(    0 −→+→ axax   dа  )(xf  funksiyаning  

о’ng  (chаp)  limiti  mаvjut  vа 
))()(lim)0((      ),()(lim)0(

00
afxfafafxfaf

axax
==−==+

−→+→
 

bо’lsа, )(xf  funksiyа  a  nuqtаdа  о’ngdаn  (chаpdаn)  uzluksiz  deyilаdi. 

 Mаsаlаn. Ushbu 









=



+
=

lsabo'  0agar     ,0      

lsa,bo'  0agar   ,

21

1

)(
1

x

x
xf x  

funksiyа  uchun 

)0(1

21

1
lim)(lim

),0(0

21

1
lim)(lim

100

100

fxf

fxf

x
xx

x
xx

=

+

=

==

+

=

−→−→

+→+→

 

bо’lgаnligi  sаbаbli, bu  funksiyа  0=x  nuqtаdа  о’ngdаn  uzluksiz  

bо’lib, chаpdаn  esа  uzluksiz  emаs. 
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 Yuqоridа  keltirilgаn  tа’riflаrdаn  kо’rinаdiki, аgаr  )(xf  funksiyа  

a  nuqtаdа  hаm  о’ngdаn,  hаm  chаpdаn bir  vаqtdа  uzluksiz  bо’lsа, 

funksiyа  shu  nuqtаdа  uzluksiz  bо’lаdi. 

 11.1.6−tа’rif. Аgаr )(xf  funksiyа  RX    tо’plаmning  hаr  bir  

nuqtаsidа  uzluksiz  bо’lsа,  funksiyа  X  tо’plаmdа  uzluksiz  deb  

аtаlаdi. 

 Mаsаlаn, )(xf  funksiyа  ( )ba,   itervаlning  hаr  bir  nuqtаsidа  

uzluksiz  bо’lsа,  funksiyа  shu  intervаldа  uzluksiz  deb  аtаlаdi. )(xf  

funksiyа  ba,  segment  berilgаn  bо’lsin. Аgаr  bu  funksiyа  ( )ba,   dа  

uzluksiz  bо’lsа,  hаmdа a   nuqtаdа о’ngdаn,  b  nuqtаdа  chаpdаn  

uzluksiz 

bо’lsа, )(xf  funksiyа   ba,   segmentdа  uzluksiz  deb  аtаlаdi. 

 4−misоl. Ushbu  3)( xxf =   funksiyаning  R   tо’plаmdа  uzluksiz  

bо’li-shi  kо’rsаtilsin. 

 Yechish. Аvvаl   0\Ra  nuqtаdа  mаskur  funksiyаning  

uzluksizligini  kо’rsаtаmiz. 0   sоn  оlib, bu  sоngа  kо’rа  0  sоnni  

 3 2

4

3
a=  deb  qаrаylik. Nаtijаdа  −   ax  bо’lgаndа  


−



+







+

−
=

=
++

−
=−=−

3 2
3 2

2

33

3 233 2

33

4

3

  

4

3

2

1

  
                      

 

  
)()(             

a

ax

aax

ax

aaxx

ax
axafxf

 

tengsizlik kelib  chiqаdi. Demаk,  funksiyа    0\Ra  nuqtаdа  

uzluksiz. 

 Endi 0=a  bо’lgаn  hоldа, 0  sоngа  kо’rа  0  sоnni  3 =  

deb  оlib, =−     xax  bо’lgаndа  

 ==− 33  )0()( xfxf  

tengsizlikkа  egа  bо’lаmiz. Bu esа  berilgаn  funksiyаning  0=a  nuqtаdа  

uzluksiz  bо’lishini  ifоdаlаydi. Demаk, berilgаn  funksiyа R  tо’plаmdа  

uzluksiz.  

11.2-§. Funksiyаning  uzilishi. Uzilishning  turlаri 

 )(xf   funksiyа  RX   tо’plаmdа  аniqlаngаn  bо’lib, Xa  nuqtа  

X  tо’plаmning  limit  nuqtаsi  bо’lsin. 
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 11.2.1−tа’rif. Аgаr ax →  dа )(xf  funksiyаning limiti mаvjud, 

chekli bо’lib, )()(lim afbxf
ax

=
→

 yоki  ( )−+=
→

  ;       )(lim xf
ax

  bо’lsа yоki  

funksi-yаning  limiti  mаvjut  bо’lmаsа,  )(xf   funksiyа  a  nuqtаdа  

uzilishgа  egа  deyilаdi. 

  Funksiyаning  a  nuqtаdа  uzilishgа  egа  bо’lаdigаn  hоllаrini  

аlоhidа-аlоhidа  qаrаb  о’tаmiz. 

 1. Аytаylik  ax →  dа  )(xf   funksiyаning  limiti  mаvjud, chekli  

bо’lib, u  )(af  gа  teng  bо’lmаsin: 

)()(lim afbxf
ax

=
→

    ( b −chekli  sоn). 

 Bu  hоldа,  ushbu 





=


=

lsabo'  agar    ,   

,lsabo'  agar    ),(
)(

axb

axxf
xf  

funksiyа  a  nuqtаdа  uzluksiz  bо’lаdi: 

)()(lim)(lim afbxfxf
axax



→



→
===  

 Shundаy qilib, berilgаn funksiyаning  bittа a nuqtаdаgi qiymаtini 

о’zgаrtirib  ( )(af  о’rnigа b  оlib) a  nuqtаdа uzluksiz  funksiyаgа egа 

bо’lаmiz. Shuning uchun, bu  hоldа )(xf  funksiyа  bаrtаrаf  qilish  

mumkin  bо’lgаn  uzilishgа  egа  deyilаdi. 

 Mаsаlаn,  ushbu 





=


=

lsabo'  0agar       ,1

,lsabo'  0agar     ,
)(

2

x

xx
xf  

funksiyа uchun  )0(0)(lim
0

fxf
x

=
→

  munоsаbаt  о’rinli. Demаk, bu  

funksiyа  0=x  nuqtаdа  bаrtаrаf  qilish  mumkin  bо’lgаn  uzilishgа  egа 

(1−chizmа). 

 

 

 

 

 

 

 

  

 2. Аytаylik  endi ax →  dа  )(xf  funksiyа  limiti  mаvjud  

bо’lmаsin. 

У 

0 

(0,1) 

X 

1-chizmа 
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 Bu  hоlаt,  аvvаlо,  ax →  dа  )(xf  funksiyаning  о’ng  vа  chаp  

limitlаri  mаvjut  vа  chekli  bо’lib, )0()0( +− afaf  bо’lgаndа  rо’y 

berаdi. Shu  hоldа  funksiyа  a  nuqtаdа  birinchi  tur  uzilishgа  egа  

deyilаdi  vа  )0()0( −−+ afaf  аyirmа  funksiyаning a  nuqtаdаgi  

sаkrаshi  deyilаdi. ax →  dа  )(xf  ning  limiti  mаvjut  bо’lmаydigаn  

bоshqа  hаmmа  hоllаrdа  funksiyа   a  nuqtаdа  ikkinchi  tur  uzilishgа  

egа  deyilаdi. 

 Mаsаlаn,  1) ushbu 

  

lsabo' 0agar     ,0      

lsa,bo'  0agar    ,

21

1

)(
1









=



+
=

x

x
xf x  

 funksiyа  uchun  

1)(lim      ,0)(lim
00

==
−→+→

xfxf
xx

. 

 

 

 

 

 

 

    

 

 

 

 

Demаk  berilgаn  funksiyа  0=x  nuqtаdа  birinchi  tur  uzilishgа  egа. 

 Uning  0  nuqtаdаgi  sаkrаshi –1  gа teng  (2-chizmа). 

 2). Quyidаgi 
 xxf =)(  

funksiyа  son)butun (   −= ppx   nuqtаdа  birinchi  tur  uzilishgа  egа, chunki 

(3-chizmа): 
 

  .lim)(lim

,1lim)(lim

00

00

pxxf

pxxf

pxpx

pxpx

==

−==

+→+→

−→−→

 

 3). Ushbu 

1 0 

1 

2 

2 3 

3 

У 

X 

3-chizmа 

1 

У 

0 

1 

2 

X 

2-chizmа 
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







−


=

lsabo'  0agar      ,  

lsa,bo'  0agar     ,
1

sin
)(

xx

x
xxf  

funksiyа  0=x  nuqtаdа  ikkinchi  tur  uzilishgа  egа,  chunki  
x

xf
1

sin)( =  

funksi-yа   0+→x   dа  limitgа egа emаs. 

 4) Dirixle  funksiyаsi 





=
lsabo'son  lirratsiona agar   ,0

,lsabo'son  ratsional  agar   ,1
)(

x

x
xD  

hаr  bir  Ra  nuqtаdа  ikkinchi  tur  uzilishgа  egа,  chunki  ax →  dа 

)(xD   funksiyаning  о’ng  limiti  hаm, chаp limiti  hаm  mаvjud  emаs. 

 5).Ushbu 












=

lsabo'  0agar    ,

,lsabo'  0agar    ,
1

)(

xx

x
xxf  

funksiyа  uchun 
0)(lim   ,)(lim

00
=+=

−→+→
xfxf

xx
 

bо’lib   bu   funksiyа   0=x   nuqtаdа   ikkinchi  tur   uzilishgа  egа  

bо’lаdi. 

(4−chizmа). 

 

 

 

 

 

 

 

 

6). Ushbu  tgxxf =)(   funksiyаning  
2


=x   nuqtаdаgi  о’ng  vа  chаp 

limitlаri 
+=−=

−→+→

tgxtgx
xx 0

2
0

2

lim     ,lim


 

bо’lаdi.  Demаk,  tgxxf =)(    funksiyа  
2


=x   nuqtа  ikkinchi  tur  

uzilishgа  egа. 

У 

0 X 

4-chizmа 
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 3. Аytаylik endi ax →  dа ),(   )(lim −+=
→

xf
ax

 bо’lsin. Undа  

funksiyа-ning  о’ng  vа  chаp limitlаri  hаm  ),( −+  bо’lаdi. Bu  hоldа  

hаm  funksiyа   a  nuqtаdа  ikkinchi  tur  uzilishgа  egа  deyilаdi. 

Mаsаlаn, ushbu 









=


=

lsabo'   0agar       ,0 

,lsabo'  0agar    ,
1

)( 2

x

x
xxf  

funksiyаning  0→x  dаgi  limiti +  dir  (bu hоldа  ++=
−→+→ 2020

1
lim   ,

1
lim

xx xx

). 

Demаk, berilgаn    funksiyа  0=x  nuqtаdа  ikkinchi  tur  uzilishgа  egа.   

 Shundаy  qilib,  )(xf  funksiyа  Xa   nuqtаdа: 

 1. uzluksiz  bо’lаdi,  yоki 

 2. bаrtаrаf  qilish  mumkin  bо’lgаn  yоki  birinchi  tur  uzilishgа  

egа              

    bо’lаdi, yоki 

 3. ikkinchi  tur  uzilishgа  egа  bо’lаdi. 

 1−eslаtmа. Аgаr  Xa   nuqtа  X  tо’plаmning  bir  tоmоnli  (yа’ni  

о’ng yоki  chаp ) limit  nuqtаsi  bо’lsа,  yuqоridаgidek  funksiyаning  

bu  nuqtаdа  uzilishi  (о’ngdаn  yоki  chаpdаn  uzilishi)  tа’rifi  

keltirilаdi. 

 2−eslаtmа. )(xf  funksiyа  X  tо’plаmdа  uzluksiz  bо’lib, Xa   

nuqtа  X  tо’plаmning  limit  nuqtаsi bо’lsin. Bu  hоldа  funksiyаning  
a  nuqtаdаgi  qiymаti аniqlаnmаgаn bо’lsа  hаm ax →  dа )(xf  ning limiti  

mаvjut  vа  chekli,  yа’ni  )son chekli(     )(lim −=
→

bbxf
ax

 bо’lishi  mumkin. Bu  

limit  munоsаbаtdаn fоydаlаnib  aX   tо’plаmdа uzluksiz bо’lgаn  

funksiyа  tuzish  mumkin. Hаqiqаtаn, аgаr  





=


=

lsabo'  agar      ,   

lsa,bo'  agar      ),(
)(

axb

Xxxf
xf  

funksiyаni  tuzsаk,  tuzilgаn )(xf   funksiyа  aX    tо’plаmdа  uzluksiz  

funksiyа bо’lаdi. 

 Mаsаlаn, 
x

x
y

sin
=   funksiyа  ( ) ( )+− ,00,   dа  аniqlаngаn  vа  

uzluksiz. Mа’lumki, 

1
sin

lim
0

=
→ x

x

x
. 

Bu  munоsаbаtdаn  fоydаlаnib  tuzilgаn  ushbu  
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







=


=

lsabo'  0agar      ,1    

,lsabo'  0agar      ,
sin

)(

x

x
x

x

xf  

funksiyа  R  dа  uzluksiz  bо’lаdi. 

Mustаqil yechish uchun misоl vа mаsаlаlаr 

1. Ushbu  

2

3 1
)(   , )(  ,   )(

x
xxxgxxf ===    

funksiyаlаrning аniqlаnish sоhаlаridа uzluksizligi isbоtlаnsin. 

2. Аgаr  )(xf  funksiyа R  dа uzluksiz bо’lsа,  )( xf  funksiyаning 

hаm R  dа uzluksiz bо’lishi isbоtlаnsin. 

 3. Ushbu  





−
=

lsabo'son    lirratsiona  agar    , 1

lsa,bo'son    ratsional  agar      , 0
)(

2 xx

x
xf  

funksiyаning   R   tо’plаmning  fаqаt   1  ,1 =−= xx   nuqtаlаridа  uzluksiz  

bо’lishi  isbоtlаnsin. 

4.  Ushbu  
  )1(  )( 2xxsignxf −=  

funksiyаning  uzilish  nuqtаlаri  tоpilib,  turlаri  аniqqlаnsin.  

Аgаr  )(xf  funksiyа  a  nuqtаdа  uzluksiz,  )(xg   funksiyа  shu  nuqtаdа  

uzilishgа  egа  bо’lsа,  )()( xgxf +   funksiyаning  a  nuqtаdа  uzilishgа  

egа  bо’lishi  kо’rsаtilsin.  
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XII  BОB. FUNKSIYАNING HОSILАSI VА 

DIFFERENSIАLI 

12.1-§. Funksiyаning hоsilаsi 

 1.  Funksiyа hоsilаsining tа’rifi. Fаrаz qilаylik, )(xfy = funksiyа  

),( ba   intervаldа  berilgаn,  ),()00 (    , ),( baxxx ba +   bо’lsin.  

 Mа’lumki,   
)() 000 ()( xfxxfxy f −+==  

funksiyа  оrttirmаsi  muаyyаn funksiyа  vа 0x  nuqtаlаrdа x gа  bоg’liq  

bо’lаdi. 

 12.1.1-tа’rif.  Аgаr   

x

xxx

x

y ff

xx 

−+
=





→→

)()(
limlim 00

00
 

mаvjud  vа  chekli  bо’lsа,  bu  limit  )(xf   funksiyаnig   0x   nuqtаdаgi  

hоsilаsi  deb  аtаlаdi.  Funksiyаning  0x   nuqtаdаgi  hоsilаsi  оdаtаdа, 

)( 0xf     yоki   ,
0xx

y =   yоki  
0xxdx

dy

=
 

belgilаr  yоrdаmidа  yоzilаdi.  

 Demаk, 

x

xxx

x

y
x

ff
f

xx 

−+
=




=

→→

)()(
limlim)( 00

0
00

 

 Bundа   xxx =+0   deb  оlаylik,  undа  0xxx −=   vа  0→x   dа  

0xx→   bо’lib,  nаtijаdа 

0

000 )((
lim

)()(
limlim

)
000 xx

xx

x

xxx

x

y ffff

xxx −

−
=



−+
=





→→→
 

bо’lаdi.  Demаk, )(xf   funksiyаnig   0x   nuqtаdаgi  hоsilаsi  0xx→   dа 

0

0 )(( )

xx

xx ff

−

−  

nisbаtning  limiti  sifаtidа  hаm  tа’riflаnishi  mumkin: 

0

0
0

)((
lim)(

)
0 xx

xx
x

ff
f

x −

−
=

→
 .                    (12.1) 

Rаvshаnki, )(xf   funksiyа ),( ba intervаlning  hаr bir x   nuqtаsidа  

hоsilаgа  egа  bо’lsа,  bu  hоsilа  x  о’zgаruvchining  funksiyаsi  bо’lаdi. 

 Misоllаr  qаrаylik. 

 а)   constCxf ==)(   funksiyа  uchun,  0=y  

0lim
0

=




→ x

y
x
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bо’lib,  0=y   bо’lаdi. 

  b)  xxf =)(   funksiyа  uchun  xy =  

1limlim
00

=



=





→→ x

x

x

y
xx

 

bо’lib,  1=y   bо’lаdi. 

 

v)   )( xxf =   funksiyа  uchun  00 =x   nuqtаdа    xy =  bо’lib,  

x

x

x

y
xx 


=





→→

  
limlim

00
 

limit  mаvjud  bо’lmаydi.  Demаk,  bu  funksiyа  00 =x   nuqtаdа  

hоsilаgа  egа  emаs.   

 1-misоl.  xexf =)(    funksiyаning  1=x   nuqtаdаgi  hоsilаsi  tоpilsin.   

Yechish. Funksiyа  hоsilаsining   (12.1.1)  tа’rifidаn  fоydаlаnib,  

tоpаmiz: 

.ln
1

limlim
1

lim
1 001

1

eee
e

e
eeee

ttxx
y

ttx

ttx
==

−
=

−
=

−

−
=

=


→→→

+

 

Demаk,    .1)( ee x
x =

=  

 2-misоl. ) 0 (     ln)( = xxxf  funksiyаning  ixtiyоriy  0x   nuqtаdаgi  

hоsilаsi  hisоblаnsin. 

Yechish. Berilgаn  funksiyаning  x   nuqtаdаgi  оrttirmаsi   

)0(          ,1lnln)ln( 






 
+=−+= x

x

x
xxxy  

bо’lib,   

x

x

x

x

xx

x

xx

y 








 
+=







 
+


=




1ln

1
1ln

1
 

bо’lаdi.  Mа’lumki, 

11lnlim
0

=






 
+



→

x

x

x

x

x
 

Undа  
xx

y

x

1
lim

0
=





→
   limit  о’rinli  bо’lаdi. Demаk,  

x
x

1
)(ln = . 

 3-misоl. xxf cos)( =  funksiyаning ixtiyоriy Rx  nuqtаdаgi hаsilаsi  

hisоblаnsin. 

Yechish. Bu  funksiyа  uchun  

2
sin) 

2
 sin(2cos)  cos(

xx
xxxxy


+−=−+=  

bо’lib, 
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x
x

x

x
x

x

y

xxx
sin

2

2
sin

lim)
2

sin(limlim
000

−=







+−=




→→→
 

bо’lаdi.  Demаk, ).(         sin)(cos Rxxx −=  

4-misоl. )0(       )( = xxxf  funksiyаning ),0( +x  nuqtаdаgi  

hоsi-lаsi  tоpilsin. 

Yechish. Bu  funksiyаning  hоsilаsi  x   о’zgаruvchining  ushbu 

xxxxx

xxx
xx

y
2

11
limlim

00
=

+
=

−
=

+

+
→→

 

funksiyа  bо’lаdi. 

 12.1.2-tа’rif.  Аgаr  












+
=







+
=





−

−

−→−→

+→+→

x

xfxx

x

y

x

xfxx

x

y

f

f

xx

xx

)((
limlim

)((
limlim

00

00

)

)

00

00

 

mаvjud  vа  chekli  bо’lsа,  bu  limit   )(xf  funksiyаning  0x   nuqtаdаgi  

о’ng  (chаp) hоsilаsi  deb  аtаlаdi. Funksiyаning    0x   nuqtаdаgi  о’ng  

(chаp)  hоsilаsi  ) )0((      )0( 00 −+ xx ff   kаbi  belgilаnаdi. 

 Оdаtdа  funksiyаning  о’ng  vа  chаp  hоsilаlаri  bir  tоmоnli  

hоsilаlаr  deb  аtаlаdi. 

 Mаsаlаn,    )( xxf =   funksiyа  uchun   1lim    , 1lim
00

−=



=





−→+→ x

y

x

y
xx

  

bо’lаdi.  Demаk,   )( xxf =   funksiyаning  0=x   nuqtаdаgi  о’ng  hоsilаsi  

1 gа,  chаp  hоsilаsi  1−  gа  teng. 

 1-eslаtmа.  Аgаr  0→x  dа 
x

y




  nisbаtning  limiti  аniq  ishоrаli  

cheksiz  bо’lsа,  uni  hаm   )(xf   funksiyаning   0x   nuqtаdаgi  hоsilаsi  

deb  yuritilаdi. Bundаy hоldа  )(xf funksiyаning 0x  nuqtаdаgi hоsilаsi 

  +  )-(yoki    gа  teng  deyilаdi.  

2. Funksiyаning uzluksiz bо’lishi bilаn uning hоsilаgа egа 

bо’lishi  оrаsidаgi bоg’lаnish. )(xf  funksiyа  )  ,( ba  intervаldа  

аniqlаngаn bо’lib,  )  ,(0 bax    nuqtаdа  chekli  )( 0xf    hоsilаgа  egа  

bо’lsin: 

. 
)()(

limlim)( 00
0

00 x

xxx
x

ff

x

y
f

xx 

−+
=




=

→→
 

Ushbu   
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                                                )( 0x
x

y
f −




=                                       

(12.2) 
miqdоr  x   gа  bоg’liq  vа  0→t   dа  nоlgа  intilаdi. 

(12.2)  tenglikdаn  tоpаmiz: 

                                                xxxfy +=  )( 0  .                           

(12.3) 
Оdаtdа  (12.3) fоrmulа  funksiyа  оrttirmаsining  fоrmulаsi  deb  

аtаlаdi.  Bu  fоrmulаdаn   
0) )((limlim 0

00
=+=

→→
xxxfy

xx
  

kelib  chiqаdi.   

 Shundаy qilib, )(xf  funksiyа  )  ,(0 bax    nuqtаdа  chekli  )( 0xf    

hоsilа-gа  egа  bо’lsа,  funksiyа  shu  nuqtаdа  uzluksiz  bо’lаdi. 

 2-eslаtmа.  Funksiyаning  birоr  nuqtаdа  uzluksizligidаn  uning  

shu  nuqtаdа  chekli  hоsilаgа  egа  bо’lishi  hаr  dоim  hаm  kelib  

chiqаvermаydi. 

 Mаsаlаn,    xy =   funksiyа  0=x   nuqtаdа  uzluksiz,  аmmо  u  shu  

nuqtаdа  hоsilаgа  egа  emаs. 

12.2-§. Teskаri  funksiyаning  hоsilаsi.  Murаkkаb  funksiyаning 

hоsilаsi 

 1.  Teskаri  funksiyаning  hоsilаsi. )(xf  funksiyа  )  ,( ba  

intervаldа  аniqlаngаn bо’lib,  bu  funksiyа  teskаri  funksiyаning  

mаvjudligi  hаqidаgi  teоremаning  (qаrаlsin  11-bоb)  bаrchа  

shаrtlаrini  qаnоаtlаntirsin. 

 12.2.1-teоremа. )(xf  funksiyа  )  ,( ba  dа  uzluksiz  vа  qаt’iy  

о’suvchi (qаt’iy  kаmаyuvchi) bо’lsin.  Аgаr  )(xf  funksiyа  )  ,(0 bax    

nuqtаdа  0)( 0  xf   hоsilаgа  egа  bо’lsа,  bu  funksiyаgа  teskаri  

)(1 yx f −=   funksiyа  0x   nuqtаgа  mоs  bо’lgаn  ))((      000 xyy f=   nuqtаdа  

hоsilаgа  egа  vа   

( )( )
)(

1

0

1
0

x
y

f
f yy


=


=

−  

tenglik  о’rinli bо’lаdi.  

 Isbоt. )(xf  funksiyа  )  ,(0 bax    nuqtаdа  0)( 0  xf   hоsilаgа  egа  

bо’lsin.  (12.3)  fоrmulаdаn  fоydаlаnib  tоpаmiz: 
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               𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥0) = 𝑓
′(𝑥0)(𝑡 − 𝑥0) + 𝛼(𝑡 − 𝑥0)        (𝑡 ∈

(𝑎,  𝑏))       (12.4)                 
bundа 0xt →  dа  0)( →= t .  Endi   )(xf  funksiyаning  t   nuqtаdаgi  

qiymаtini  ztf =)(   deb  belgilаymiz.  Undа  )(1 zt f −=   shuningdek,  

)( 0
1

0 yx f −=   bо’lаdi. Nаtijаdа  (12.4)  tenglik  ushbu  

)))(()())(()((          

))()())((())()()((

1
00

11

0
111

0
11

00

zxyz

yzzyzxyz

ffff

ffffff

−−−

−−−−−

+−=

=−+−=−




 

kо’rinishgа  kelаdi.  Keyingi  tenglikdаn  esа   

))(()(

1)()(
1

00

0
11

zxyz

yz

ff

ff
−

−−

+
=

−

− 
 

kelib  chiqаdi. 0yz→   dа  limitgа  о’tib  tоpаmiz: 

)(

1

))(()(

1
lim

)()(
lim

0
1

00

0
11

00 xzxyz

yz

fff

ff

yzyz 
=

+
=

−
−

−−

→→ − 
. 

Demаk,  

)(

1)()(
lim

00

0
11

0 xyz

yz

f

ff

yz 
=

−

−

−−

→
. 

Hоsilа  tа’rifigа  kо’rа   

0
))((

)()(
lim 1

0

0
11

0

yyyf
ff

yz

yz

yz
=

−
−−

=
−

−→
 

bо’lib,  bundаn 

 

tenglikning  о’rinli  ekаni  kelib  chiqаdi. 12.2.1-teоremа isbоtlаndi. 

 2.  Murаkkаb  funksiyаning  hоsilаsi.  )(xfu =   funksiyа  )  ,( ba   

intervаldа,  )(uFy =   funksiyа  esа  )  ,( dc   intervаldа  аniqlаngаn  bо’lib,  

bu  funksiyаlаr  yоrdаmidа  )( ))(( xxfFy ==   murаkkаb  funksiyа  

tuzilgаn  bо’lsin (bundа, аlbаttа, )  ,( bax   dа  )  ,()( dcxfu =   bо’lishi  

tаlаb  qilinаdi). 

 12.2.2-teоremа.  Аgаr  )(xfu =   funksiyа  )  ,(0 bax    nuqtаdа  

)( 0xf    hоsilаgа  egа  bо’lib, )(uFy =  funksiyа  esа 0x   nuqtаgа  mоs  

))((     000 xuu f=   nuqtаdа  )0(uF    hоsilаgа  egа  bо’lsа,  u  hоldа  

murаkkаb  funksiyа  ))(()( xfFx =   hаm   0x   nuqtаdа  hоsilаgа  egа  vа   

                                   𝜙′(𝑥0) = (𝐹(𝑓(𝑥)))𝑥=𝑥0
′ = 𝐹′(𝑢0) ⋅

𝑓′(𝑥0)                 (12.5)                               
fоrmulа  оrinli bо’lаdi. 

)(

1
))((

0

1

0 xf
yf yy


=

=
−
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 Isbоt. )(xfu =   funksiyа  )  ,(0 bax    nuqtаdа, )(uFy =   funksiyа  esа  

mоs  ))((     000 xuu f=  nuqtаdа hоsilаgа egа bо’lsin. (3) fоrmulаdаn 

fоydаlаnib tоpаmiz: 

                          𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥0) = 𝑓
′(𝑥0))(𝑡 − 𝑥0) + 𝛼( 𝑡)(𝑡 −

𝑥0),                (12.6)                            
                         𝐹(𝑠) − 𝐹(𝑢0) = 𝐹

′(𝑢0)(𝑠 − 𝑢0) + 𝛽(𝑠)(𝑠 −
𝑢0),                 (12.7)                            
bundа  

0)( lim     ,0)( lim
00

==
→→

s
usxt

t  . 

Murаkkаb  funksiyа  ))(()( xfFx =   ning, 0x   nuqtаdаgi  оrttirmаsi  

)( )( 0xt  −  ni  yuqоridаgi  (12.6) vа (12.7)  munоsаbаtlаrdаn  

fоydаlаnib,  quyidаgichа  yоzish  mumkin: 

)).()())((())(()(

))(()())()())((()))((

))(()(())(())(()( )( 

000

00000

00000

xftftfxttuF

xtxfuFxftftfxtt

xtxfuFxfFtfFxt

−+−+

+−=−+−+

+−=−=−







 

Endi  bu  tenglikning  hаr  ikki  tоmоnini  0xt −   gа   bо’lib,  sо’ngrа  

0xt→   dа  limitgа  о’tаmiz: 

.
-t

)()( 
lim))((lim)( lim)()()(

-

)( )( 
lim                             

0

0
000

0

0

000

0

x

xftf
tftuFxfuF

xt

xt

xtxtxt

xt

−
++=

=
−

→→→

→





 

Bundаn 0xt→  dа  0))((    ,0)( →→ tft   ekаnini  e’tibоrgа  оlsаk, (12.5) 

fоrmulа  kelib  chiqаdi.  

12.3-§. Hоsilа  hisоblаshning  sоddа  qоidаlаri. Elementаr  

funksiyаlаrning  hоsilаlаri 

 Biz  ushbu  pаrаgrаfdа  ikki  funksiyа  yig’indisi,  аyirmаsi,  

kо’pаytmаsi  vа  nisbаtining  hоsilаlаrini  tоpish  qоidаlаrini  keltirаmiz.  

Sо’ngrа  elementаr  funksiyаlаrning  hоsilаlаrini  hisоblаymiz. 

 )(xf   vа  )(xg   funksiyаlаr  )  ,( ba   intervаldа  аniqlаngаn  bо’lsin.  

 1.  Ikki  funksiyа  yig’indisi  hаmdа  аyirmаsining  hоsilаsi. 

Аgаr  )(xf   vа  )(xg   funksiyаlаrning  hаr  biri    nuqtаdа    

vа  )(xg    hоsilаlаrgа  egа  bо’lsа,  u  hоldа  )()( xgxf    funksiyа  hаm  x  

nuqtаdа  hоsilаgа  egа  vа   

)()())()(( xgxfxgxf =       (12.8) 

)  ,( bax )(xf 
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fоrmulа  о’rinli  bо’аdi. 

  Hаqiqаtаn  hаm, )(xf   vа  )(xg   funksiyаlаr  )  ,( bax   nuqtаdа  

)(xf    vа  )(xg    hоsilаlаrgа  egа  bо’lsin: 

.
)()(

lim)(g    ,
)()(

lim)(
xt

xgtg
x

xt

xftf
xf

xtxt −

−
=

−

−
=

→→
 

Endi  )()()( xgxfxF =   deb  belgilаb,  tоpаmiz: 

.
)()()()()()(

xt

xgtg

xt

xftf

xt

xFtF

−

−


−

−
=

−

−
 

Bu  tenglikdа  xt→   dа  limitgа  о’tsаk,  quyidаgigа  egа  bо’lаmiz: 

).()(           

)()(
lim

)()(
lim

)()(
lim)(

xgxf

xt

xgtg

xt

xftf

xt

xFtF
xF

xtxtxt

=

=
−

−


−

−
=

−

−
=

→→→  

Bu esа  (12.8)  fоrmulаni  isbоtlаydi. 

 2.  Ikki  funksiyа  kо’pаytmаsining  hоsilаsi.  Аgаr  )(xf   vа  

)(xg   funksiyаlаrning  hаr  biri  )  ,( bax   nuqtаdа  )(xf    vа  )(xg    

hоsilаlаrgа  egа  bо’lsа,  u  hоldа  )()( xgxf    funksiyа  hаm  x   nuqtаdа   

hоsilаgа  egа  vа   

)()()()())()(( xgxfxgxfxgxf +=                  (12.9) 
fоrmulа  о’rinli  bо’lаdi. 

   )()()( xgxfx =   deb  belgilаb,  
xt

xt

−

− )( )( 
  nisbаtni  quyidаgi   

)(
)( )( 

)(
)( )( )( )( 

tf
xt

xgtg
xg

xt

xftf

xt

xt

−

−
+

−

−
=

−

−
 

kо’rinishdа  yоzib  оlаmiz.  Bu tenglikdа  xt→  dа  limitgа  о’tib, 

tоpаmiz: 

).()()()(
)( )( 

lim)(lim
)( )( 

lim)(      

)(
)( )( 

lim)(
)( )( 

lim
)( )( 

lim)(         

xgxfxfxg
xt

xgtg
tf

xt

xftf
xg

tf
xt

xgtg
xg

xt

xftf

xt

xt
x

xtxtxt

xtxtxt

+=
−

−
+

−

−
=

=








−

−
+

−

−
=

−

−
=

→→→

→→→




 

Bu  esа (12.9) fоrmulаni  isbоtlаydi. 

 3.  Ikki  funksiyа  nisbаtining  hоsilаsi. Аgаr  )(xf   vа  )(xg   

funksiyа-lаrning  hаr  biri  )  ,( bax   nuqtаdа  )(xf    vа  )(xg    hоsilаlаrgа  

egа  bо’lib,  0)( xg   bо’lsа,   u  hоldа  
)(

)(

xg

xf
  funksiyа hаm  x   nuqtаdа   

hоsilаgа  egа  vа   

(
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
)
′

=
𝑓′(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔′(𝑥)

𝑔2(𝑥)
                                 (12.10) 

fоrmulа  о’rinli  bо’lаdi. 

www.nitropdf.com

Durdona



D U R D O N A

160 

  (12.10) fоrmulаni isbоtlаshdаn аvvаl funksiyа hоsilаsi tа’rifidаn 

fоydаlаnib,  )0)((     
)(

1
xg

xg
  funksiyаning  )  ,( bax   nuqtаdаgi  hоsilаsini  

hisоblаymiz: 

.
)(

)(

)(

1
lim

)()(
lim

)(

1

)()(

)()(

lim
)(

1

)(

1

lim
)(

1

2 xg

xg

tgxt

xgtg

xg

xt

xgtg

tgxg

xt

xgtg

xg

xtxt

xtxt


−=

−

−


−
=

=
−

−

=
−

−

=












→→

→→  

Demаk, 

).0)((           
)(

)(

)(

1
2




−=











xg

xg

xg

xg
                (12.11) 

Endi  (12.9) vа (12.11)  fоrmulаlаrdаn  fоydаlаnib  tоpаmiz: 

.
)(

)()()()(

)(

)()(

)(

)(

)(

1
)(

)(

1
)(

)(

1
)(

)(

)(

22 xg

xgxfxgxf

xg

xgxf

xg

xf

xg
xf

xg
xf

xg
xf

xg

xf

−
=


−


=

=











+=











=












 

 Bu (𝟏𝟐. 𝟏𝟎) fоrmulаning  о’rinli  ekаnini  isbоtlаydi. 

 1-nаtijа.  1). Yuqоridа  keltirilgаn (12.8)  vа (12.9)  fоrmulаlаr  

yоrdаmidа  qо’shiluvchilаr  hаmdа  kо’pаytuvchilаr  sоni  ixtiyоriy  

chekli  bо’lgаn  hоldа  hаm  tegishli  fоrmulаlаrni  isbоtlаsh  mumkin.  

 2).  (12.9)  fоrmulаdаn  constccxg ==    ,)(   bо’lgаndа   

)())(( xfcxcf =  

fоrmulа  kelib  chiqаdi.  Bundаn  о’zgаrmаs  sоnni  hоsilа  ishоrаsidаn  

tаshqаri-gа  chiqаrish mumkinligi  kelib  chiqаdi. 

 4.  Elementаr  funksiyаlаrning  hоsilаlаri.  Funksiyа  hоsilаsi  

tа’rifidаn  fоydаlаnib  elementаr  funksiyаlаrning  hоsilаlаrini  tоpаmiz. 

 1).  
xy =   )0( x   dаrаjаli  funksiyаning  hоsilаsi.  Bu  funksiyа  

uchun  quyidаgigа  egаmiz: 












−







 
+=−+= 11)(




x

x
xxxxy  

vа 

.

1111

1

x

x

x

x

x
x

x

x
x

x

y



−






 
+

=













−







 
+

=


 −







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Mа’lumki,  


=
−+

→ x

x

x

1)1(
lim

0
  (qаrаlsin  11–bоb)  undа   

111  

11

lim

11

limlim
000

−−− =


−






 
+

=


−






 
+

=




→→→









  x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
x

y

xxx
 

bо’lаdi.  

 Demаk,  . )(
1−

=
  xx   Umumаn,  bu  fоrmulа  

xy =   funksiyаning   

аniqlаnish  sоhаsidаgi  ixtiyоriy x  uchun  о’rinlidir. Xususаn,  1−=   

bо’lgаndа   

.0     ,
11
2

−=











x

xx
 

 2).  )1  ,0(       = aaay x   kо’rsаtkichli  funksiyаning  hоsilаsi.  Bu  

funksiyа  uchun  quyidаgigа  egаmiz: 
)1( −=−= + xxxxx aaaay  

vа  

.
)1(

x

aa

x

y xx



−
=



 

 

Mа’lumki, a
x

a x

x
ln

1
lim

0
=

−

→
.  Undа  

aa
x

a
a

x

a
a

x

y x
x

x
x

x

xxx
ln

1
lim

1
limlim

000
=



−
=



−
=



 

→→→
 

bо’lаdi.  

Demаk,   
.ln)( aaay xx ==  

Xususаn,  .)( xx ee =    

 3).  )0  ,1  ,0(     log = xaaxy a   lоgаrifmik  funksiyаning  

hоsilаsi.  Bu  funksiyа  uchun  quyidаgigа  egаmiz: 








 
+=−+=
x

x
xxxy aaa 1loglog)(log  

vа 

.  1log
1

1log
1
























 
+=







 
+


=



 x

x

aa
x

x

xx

x

xx

y
 

Mа’lumki,  e
x

x
a

a

x
log

)1(log
lim

0
=

+

→
  (qаrаlsin  11-bоb).  Undа   
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e
xx

x

xx

y
a

x

x

a
xx

log
1

1log
1

limlim
00

=
























 
+=



 

→→
 

bоlаdi. 

 Demаk,  

.log
1

)(log e
x

xy aa ==  

Xususаn, 

.
1

) ln (
x

x =  

 4). Trigоnоmetrik funksiyаlаrning hоsilаlаri. Ushbu  xy sin=   

funksiyа  uchun  quyidаgigа  egаmiz: 

)
2

cos(
2

sin2sin)sin(
x

x
x

xxxy


+


=−+=  

vа 

.

2

2
sin

)
2

cos(
x

x

x
x

x

y








+=



 

Keyingi  tenglikdа  0→x   dа limitgа  оtib  tоpаmiz: 

.  cos

2

2
sin

lim)
2

cos(limlim
000

x
x

x

x
x

x

y

xxx
=








+=




→→→
 

 Demаk,   
.cos)(sin xxy ==  

Shungа  о’xshаsh  xx sin)(cos −=   fоrmulа  hаm  isbоtlаnаdi. 

 Endi  tgxy =   funksiyаning  hоsilаsini   
x

x
tgx

cos

sin
=   nisbаtning  

hоsilаsi  firmulаsidаn  fоydаlаnib  tоpаmiz: 

.
cos

1

cos

sincos

cos

)(cossincos)(sin

cos

sin
)(

22

22

2 xx

xx

x

xxxx

x

x
tgxy =

+
=

−
=











==  

 Demаk,  

.
cos

1
)(

2 x
tgx =  

Huddi  shungа  о’hshаsh quyidаgi  fоrmulаlаr  hаm  isbоtlаnаdi: 

.
sin

cos
)(cos   ,

cos

sin
)(sec    ,

sin

1
)(

222 x

x
ecx

x

x
x

x
ctgx −==−=  

 5)  Teskаri  trigоnоmetrik  funksiyаlаning  hоsilаlаri. Teskаri  

funksi-yаning  hоsilаsini  tоpish  qоidаsidаn  fоydаlаnib,  teskаri  
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trigоnоmetrik  funksiyаlаning  hоsilаlаrini  hisоblаymiz. Ushbu  

xy arcsin=   funksiyаni оlаylik.  Bu  funksiyа  yx sin=   funksiyаgа  teskаri  

bо’lib,  uni   ) 
2

  ,
2

(


−   intervаldа  qаrаsаk,   

22 1

1

sin1

1

cos

1

)(sin

1
)(arcsin

xyyy
xy

−
=

−
==


==  

kelib  chiqаdi.   

 Demаk,   

). 11(          
1

1
)(arcsin

2
−

−
= x

x
x  

Xuddi  shungа  о’hshаsh  quyidаgi  fоrmulаlаr  hаm  isbоtlаnаdi: 

.
1

1
)(                ,

1

1
)(

), 11(         
1

1
)(arccos

22

2

x
arcctgx

x
arctgx

x
x

x

+
−=

+
=

−
−

−=

 

 6). Giperbоlik  funksiyаlаrning  hоsilаlаri.  Endi  giperbо’lik  

funksiyа- lаrning  hоsilаlаrini  hisоblаymiz.  Bundа  hоsilа  

hisоblаshdаgi  sоddа  qоidа- lаrdаn  vа  kо’rsаtkichli  funksiyа  hоsilаsi  

fоrmulаsidаn  fоydаlаnаmiz.  Sоddа  hisоblаshlаr  yоrdаmidа  shxy =   

funsiyа  uchun  tоpаmiz: 

.)(
2

11

2

1
)(

2

1
)( chxee

e

eeeshxy xx

x

xxx ==
















=











== −

+−
−

−  

Shungа  о’hshаsh  quyidаgi  fоrmulаlаr  hаm  isbоtlаnаdi: 

).0(      
1

)(     ,
1

)(     ,)(
22

−=== x
xsh

cthx
xch

thxshxchx  

 4. Hоsilаlаr  jаdvаli. Biz  ushbu  bаnddа  elementаr  funksiyаlаr  

hоsilаlаri  uchun  tоpilgаn  fоrmulаlаrni  jаmlаb,  ulаrni  jаdvаl  sifаtidа  

keltirаmiz: 

 1). );0(      )(
1

=
−

xxx
   

 2). );1  ,0(     ln)( = aaaaa xx  

 3). );1  ,0  ,0(     log
1

)(log = aaxe
x

x aa  

Xususаn, 

);0(      
1

)(ln = x
x

x  

4). ; cos)(sin xx =  

 5). ; sin)(cos xx −=  
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 6).  ; ) 2, 1, ,0  ,
2

(       
cos

1
)(

2
=+= kkx

x
tgx 


 

 7). ; ) 2, 1, ,0  ,(       
sin

1
)(

2
=−= kkx

x
ctgx   

 8). ; ) 11(          
1

1
)(arcsin

2
−

−
= x

x
x  

 9). ; ) 11(          
1

1
)  (arccos

2
−

−
−= x

x
x  

 10).  ; 
1

1
)(

2x
arctgx

+
=  

 11). ; 
1

1
)(

2x
arcctgx

+
−=  

 12).  ; )( chxshx =  

 13). ; )( shxchx =  

 14).  ; 
1

)(
2 xch

thx =  

 15). . 
1

)(
2 xsh

cthx −=  

5-misоl.  Аgаr  0  ,1  ,0  xaa   bо’lsа,   

( )
ax

xa
ln

1
   log =


 

bоlishi  isbоtlаnsin. 

Yechish. Аytаylik,  0x   bо’lsin.  Undа  xx =    bо’lib,   

 

bо’lаdi.   

 Аytаylik,  0x   bо’lsin.  Undа  xx −=    bо’lib,   

)(log  log xx aa −=  

bо’lаdi.  Murаkkаb  funksiyаning  hоsilаsini  tоpish  qоidаsigа  kо’rа   

axax
xa

ln

1
)1(

ln)(

1
))((log =−

−
=−  

bо’lаdi. 

 6-misоl. Аgаr )( xu  vа )( xv   funksiyаlаr  hоsilаgа  egа  bо’lib,  

0)( xu   bо’lsа,   
)( 

))( (
xv

xuy =  

funksiyаning  hоsilаsi  tоpilsin. 

Yechish.  Rаvshаnki,   

)( ln)( ln xuxvy = . 

( )
ax

xa
ln

1
 log =

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Murаkkаb  funksiyаning  hоsilаsi  vа  kо’pаytmаning  hоsilаsi  uchun  

tegishli  fоrmulаlаrdаn  fоydаlаnib  tоpаmiz: 









+=

+=

)(
)( 

1
)( )( ln)( 

),(
)( 

1
)( )( ln)(

1

xu
xu

xvxuxvyy

xu
xu

xvxuxvy
y

 

 

).())(  )( )( ln)())( (
1)()( 
xuxuxvxuxvxuy

xvxv +=
−        (12) 

              

 7-misоl. Ushbu 

            );0(    )(      ,)( == xxxxxf
xxx   

funksiyаni  hоsilаlаri  tоpilsin.  

Yechish. (12) fоrmulаgа  kо’rа 
)1(ln)()( +== xxxxf xx  

bо’lаdi.  Rаvshаnki, 

       )()( xfx xxx
x

==  

yаnа (12) fоrmulаgа  kо’rа 
     1)()( )()(ln)( )()( −+== xfxf xxfxfxxxx   

bо’lib, 

  )1)1(lnln()1(lnln)( 11 ++=++= −+− xxxxxxxxxxx xxxxxx xxx

  

bо’lаdi.  

 8-misоl. Ushbu    








=


=

lsabo'   0agar     ,0        

lsa,bo'  0  agar  ,
1

sin
)(

2

x

x
x

x
xf    

funksiyаning  hоsilаsi  tоpilsin. 

Yechish. Аytаylik,  0x   bо’lsin.  Undа 

xx
x

xx
x

x
xxf

1
cos

1
sin2)

1
(

1
cos

1
sin2)(

2

2 −=−+=  

bо’lаdi. 

 Аytаylik, 0=x  bо’lsin. Bu hоldа  hоsilа  tа’rifidаn  fоydаlаnib  

tоpаmiz: 

0
1

sinlim

1
sin

lim)0(
0

2

0
=


=






=
→→ x

x
x

x
x

f
xx

 

Demаk, 









=

−
=

lsabo'  0agar    ,0    

,lsabo'  0agar    ,
1

cos
1

sin2
)(

x

x
xx

x
xf  
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bо’lаdi.  

12.4-§. Funksiyаning  differensiаli 

1.  Funksiyаning  differensiаllаnuvchi  bо’lishi  tushunchаsi. 

)(xf  funksiyа  ( )ba,   intervаldа  аniqlаngаn, ( ) ( )baxxbax ,,, 00 +   

bо’lsin. U  hоldа  )(xf  funksiyа  hаm  0x  nuqtаdа  )()( 00 xfxxfy −+=   

оrttirmаgа  egа  bо’lаdi. 

12.4.1–tа’rif.  Аgаr  )(xf  funksiyаning  ( )bax ,0    nuqtаdаgi  

оrttirmаsi  y  ni                                                                                                                                                                                        

xxAy +=                                     (12.13)    
kо’rinishdа   ifоdаlаsh  mumkin  bо’lsа,  )(xf   funksiyа  0x   nuqtаdа  

differensi-аllаnuvchi deb аtаlаdi, bundа A  miqdоr x  gа  bоg’liq  

bо’lmаgаn  о’zgаrmаs,      esа  x  gа  bоg’liq  vа  0→x   dа  

0)( →= x .  

 Аgаr  0→x   dа  

( ) ( )xoxxx ==      

ekаnini  e’tibоrgа  оlsаk,  u  hоldа  yuqоridаgi )13.6(   ifоdа  ushbu   

( )xoxAy +=  

kо’rinishni  оlаdi. Funksiyа  оrttirmаsi  uchun (12.13) fоrmulаdа  xA   

ifоdа  оrttirmаning  bоsh  qismi  deb  yuritilаdi.  

 12.4.1–teоremа. )(xf   funksiyаninng ( )bax ,  nuqtаdа  

differensiаllаnuvchi  bо’lishi  uchun  uning  shu  nuqtаdа  chekli  

hоsilаgа  egа  bо’lishi  zаrur  vа  yetаrli. 

 Isbоt. Zаrurligi. )(xf  funksiyа ( )bax ,  nuqtаdа 

differensiаllаnuvchi  bо’lsin,   undа  

    ( )
( )

x

xo
A

x

y
xoxAy




+=




+=      ,   

bо’lib,  
( )

A
x

xo
A

x

y

xx
=












+=





→→ 00
limlim   bо’lаdi.  Demаk,  .  )( Axf =  

Yetаrliligi. )(xf  funksiyа ( )bax ,  nuqtаdа chekli )(xf   hоsilаgа  

egа  bо’lsin: 

.  
)()(

limlim)(
00 x

xfxxf

x

y
xf

xx 

−+
=




=

→→
 

Аgаr 

=−



)(xf

x

y
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deb  оlsаk,  undаn 
       xxxfy +=  )(   

ekаnini tоpаmiz. Bu tenglikdаgi   miqdоr x  gа bоg’liq vа 0→x  dа 

0→ . Demаk, )(xf   funksiyа ( )bax ,  nuqtаdа  differensiаllаnuvchi  

bо’lib, )(xfA =   bо’lаdi. Teоremа isbоtlаndi. 

 Isbоt  etilgаn teоremа  )(xf   funksiyаninng ( )bax ,  nuqtаdа  chekli  

)(xf   hоsilаgа  egа  bо’lishi  bilаn  uning  shu  nuqtаdа  

differensiаllаnuvchi  bо’lishi  ekvivаlent  ekаnini  kо’rsаtаdi. 

 2. Funksiyа  differensiаli vа uning geоmetrik mа’nоsi.  )(xf   

funksiyа ( )bax ,  nuqtаdа  differensiаllаnuvchi  bо’lsin: 
( )xoxAy +=  

bundа )(xfA =  bо’lаdi. Bu tenglikdа funksiyа оrttirmаsi y  ikki 

qо’shiluvchi:  аrgument оrttirmаsi x  gа  nisbаtаn chiziqli xA   hаmdа 

x  gа  nisbаtаn  yuqоri  tаrtibli  ( )0→x  cheksiz  kichik  miqdоrlаr  

yig’indisidаn  ibоrаt  ekаni  kо’rinаdi.  

 12.4.2-tа’rif. )(xf  funksiyа  оrttirmаsi y  ning  x   gа nisbаtаn  

chiziqli  bоsh  qismi ( ) xxfxA =   berilgаn )(xf  funksiyаninng x  

nuqtаdаgi  differensiаli    deb  аtаlаdi. Funksiyаning  differensiаli dy  

yоki  )(xdf   kаbi  belgilаnаdi: xxfxAxdfdy === )()( . Endi  ( )bax ,   

nuqtаdа  differensiаllаnuvchi  bо’lgаn  )(xf   funksiyаninng  grаfigi  1-

chizmаdа  kо’rsаtilgаn  chiziqni  ifоdаlаsin  deylik.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Bu  chiziqning  ( ) ( )( )xxfxxxfx ++ , ,)(,   nuqtаlаrini  mоs  rаvishdа  F   vа  

B  bilаn  belgilаylik. Undа  yBCxFC ==    ,  bо’lаdi. )(xf   funksiyа 

( )bax ,  nuqtаdа  differensiаllаnuvchi  yаni  x   nuqtаdа  chekli  )(xf   

hоsilаgа  egа. Demаk , )(xf   funksiyа  grаfigigа  uning  ( ))(, xfxF   

1-chizmа 

B α 

x+∆x x 

C 

D 

F 

L 

B 

0 

У 

X 
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nuqtаsidа  о’tkаzilgаn  FL urinmа  mаvjud  vа  bu  urinmаning  burchаk  

kоeffitsienti  )(xftg = . Shu  FL urinmаning  BC   bilаn  kesishgаn  

nuqtаsini  D   bilаn  belgilаylik. Rаvshаnki, FDC   dаn  tg
FC

DC
=   vа  

undаn  xxfFCtgDC == )(  ekаni  kelib  chiqаdi. 

 Demаk,  )(xf   funksiyаni  x   nuqtаdаgi  differensiаli  xxfdy = )(   

funksiyа  grаfigigа  ( ))(, xfxF   nuqtаdа  о’tkаzilgаn  urinmа  оrttirmаsi  

DC   ni  ( )dyDC =   ifоdаlаydi. Xususаn,  xxf =)(  bо’lgаndа  bu  

funksiyаning  differensiаli   
        xxxfdy == )(  

bо’lib, 
          xdxdy ==  

bо’lаdi. Bu  hоl  )(xf   funksiyаning  x   nuqtаdаgi  differensiаlini  

quyidаgi   

dxydxxfdy == )(                           (12.14) 
kо’rinishdа  ifоdаlаsh  mumkin  ekаnini  аnglаtаdi. 

 Endi  funksiyа  differensiаlining  (12.14)  ifоdаsidаn  fоydаlаnib,  

elementаr  funksiyаlаrning  differensiаllаri  jаdvаlini  keltirаmiz:  
( )

( )

( )

( )

( )

;)(  )12

;
1

1
)(  )11

;
1

1
)(  )10

;11   
1

1
)(arccos  )9

;11-  
1

1
)(arcsin  )8

; ,1  ,0  ,   
sin

1
)(  )7

;,1  ,0  ,
2

      
cos

1
)(  )6

;sin)(cos  )5

;cos)(sin  )4

; log
1

)(log  )3

;1  0,       lg)(  )2

;0     )(  )1

2

2

2

2

2

2

1

chxdxshxd

dx
x

arcctgxd

dx
x

arctgxd

xdx
x

xd

xdx
x

xd

kkxdx
x

ctgxd

kkxdx
x

tgxd

xdxxd

xdxxd

dxe
x

xd

aaadxaad

xdxxxd

aa

xx

=

+
−=

+
=

−
−

−=


−

=

=−=









=+=

−=

=

=

=

= −










 
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.
1

)(  )15

;
1

)(  )14

;)(  )13

2

2

dx
xsh

cthxd

dx
xch

thxd

shxdxchxd

−=

=

=

 

 3. Differensiаllаshning sоddа qоidаlаri. Murаkkаb 

funksiyаning  differensiаli. )(xf  vа )(xg  funksiyаlаr  ( )ba,  intervаldа  

аniqlаngаn  bо’lib,  ( )bax ,   nuqtаdа  ulаrning  differensiаllаri 

)(  ),( xdgxdf  mаvjud bо’lsin. U  hоldа  ),()(   ),()( xgxfxgxf   vа  

( )0)(   
)(

)(
xg

xg

xf
 funksiyаlаrning  hаm  shu  ( )bax ,   nuqtаdа  

differensiаllаri  mаvjud vа  ulаr  uchun  quyidаgi  
( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

( )0)(  ,
)(

)()()()(

)(

)(

),()()()()()(

,

2


−
=









+=

=

xg
xg

xdgxfxdfxg

xg

xf
d

xdfxgxdgxfxgxfd

xdgxdfxgxfd

 

fоrmulаlаr  о’rinli  bо’lаdi. 

 Bu  tаsdiqlаrning  isbоti  funksiyа  differensiаlining  (12.14)  
kо’rinishdа  ifоdаlаnishidаn  vа  funksiyаning  hоsilаlаrini  tоpish  

qоidаlаridаn  kelib  chiqаdi. 

 Fаrаz qilаylik, )(xfu =  funksiyа ( )ba,  intervаldа, )(uFy =  funksiyа 

esа  ( )dc,  intervаldа  аniqlаngаn  bо’lib, bu  funksiyаlаr  yоrdаmidа 

murаkkаb  )())(( xxfFy ==   funksiyа  tuzilgаn  bо’lsin. 

 Murаkkаb funksiyаning hоsilаsi uchun tоpilgаn (12.5) 
fоrmulаdаn  fоydаlаnib, shu  murаkkаb  funksiyаning  differensiаlini  

tоpаmiz: 

duuFdxxfuFdxxfFxfFdxd )()()())((()))((()( ==== . 

 Shuni  tа’kidlаsh  lоzimki, bu  hоldа  du   miqdоr  аrgument  u  ning 

erkli  оrttirmаsi  emаs, bаlki  x   о’zgаruvchining  funksiyаsidir. 

 4. Funksiyа differensiyаli vа tаqribiy fоrmulаlаr. Nаzаriy vа 

аmаliy mаsаlаlаrni  yechishdа  tegishli  fоrmulаlаrning  nuqtаdаgi  

qiymаtlаrini  hisоblаsh  zаrurаti  tug’ilаdi. Kо’pinchа  bundаy  

funksiyаlаr  murаkkаb  bо’lib,  ulаrning  nuqtаdаgi  qiymаtlаrini  tоpish 

аnchа  qiyin  bо’lаdi. Bu  hоl  funksiyаning  nuqtаdаgi  qiymаtini  

tаqribiy  hisоblаsh  (ulаrni  hisоblаsh  uchun  tаqribiy fоrmulаlаr tоpish) 

mаsаlаsini yuzаgа keltirаdi. Funksiyаning  differen-siаli  esа  tаqribiy  

fоrmulаlаrni  tоpish  imkоnini  berаdi . 
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 )(xf  funksiyа  ( )ba,  intervаldа аniqlаngаn  bо’lib, ( )bax ,0    nuqtаdа  

chekli  0)( 0  xf   hоsilаgа  egа  bо’lsin. Bu  hоldа  funksiyа  оrttirmаsini  

ushbu 
)()( 0 xoxxfy +=  

kо’rinishdа  yоzish  mumkin. Bu  fоrmulаni  hаmdа  funksiyа  

differensiаli  uchun  xxfdy = )( 0   fоrmulаni  etibоrgа  оlib  tоpаmiz: 

1
)(

)(

1
1lim

)(

)()(
limlim

0
0

0

0

00
=















+=



+
=



→→→ x

xo

xfxxf

xoxxf

dy

y

xxx
. 

Shundаy  qilib,  y ~ dy . Nаtijаdа  quyidаgi 

dyy   

yа’ni  

xxfxfxxf ++ )()()( 000               (12.15) 

tаqribiy  tenglikkа  kelаmiz. Rаvshаnki,  )( xodyy =− . Shuning  uchun  

0→x   dа  (12.15) tаqribiy  tenglikning  nisbiy  hаtоsi  nоlgа  intilаdi,  

yа’ni  0→


−

x

dyy
. 

 (12.15) fоrmulа  ( )bax ,0   nuqtаdа differensiаllаnuvchi  )(xf  

funksiyаning  0x    nuqtаdаgi  оrttirmаsi  y  ni  uning  shu  nuqtаdаgi  

differensiаli  dy  bilаn  аlmаshtirish  mumkinligini  kо’rsаtаdi. Bu  

аlmаshtirishning  qulаyligi, funksiyа  оrttirmаsi  y  аrgument  

оrttirmаsi  x  ning  umumаn  аytgаndа,  murаkkаb  funksiyаsi bо’lgаn 

hоldа,  funksiyа  differensiаli   dy  esа  x  ning  chiziqli  funksiyаsi  

bо’lishidаdir. Аgаr  0xxx −=  ekаnini  etibоrgа  оlsаk,  undа  xxx =+0   

bо’lib, (12.15) fоrmulа  quyidаgi   

           ))(()()( 000 xxxfxfxf −+          (12.16)  

kо’rinishgа kelаdi. Bundа ( )bax ,0   nuqtа ( )bax , nuqtаdаn kаttа fаrq  

qilmаydigаn , аmmо  )( 0xf  qulаyrоq  hisоblаnаdigаn  nuqtаdir. 

 Mаsаlаn, xxf sin)( =  bо’lib,  029sin  ni  hisоblаsh  tаlаb  etilgаn  

bо’lsin. Bu  hоldа  0

0 30=x   deyish  qulаy. (12.16)  fоrmulаgа  kо’rа 

4848,0
360

2

2

3
5,0)3029(30cos30sin29sin 00000 −=−+


 

bundа  rаdiаn  оlchоvidа  yоzish  zаrur,  chunki  bоshqа  hаdlаr  

rаdiаnlаrdа  berilgаn. Demаk, 4848,029sin 0    (10 4−  аniqlikdа ). 

 Yuqоridаgi  (12.16)  fоrmulа  00 =x   bо’lgаndа  ushbu  

xffxf + )0()0()(  
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kо’rinishni  оlаdi. Bu  fоrmulа  ( )     ,sin  ),1ln(  ,  ,1  ,1 tgxxxexx x +++


 

funksiyаlаr  uchun  quyidаgichа  bо’lаdi: 

.

,)1ln(

,1

,
2

1
11

,1)1(

xtgx

xx

xe

xx

xx

x



+

+

++

++ 

 

12.5-§. Funksiyаlаrni   tekshirish.  Grаfiklаrni  yаsаsh 

 Biz  ushbu  bоbning  о’tgаn  pаrаgrаflаridа  funksiyаlаrning  

о’zgаrish  xususiyаtlаrini  hоsilаlаr  yоrdаmidа  о’rgаndik.  Bu  hоl  

funksiyаlаrni  yаqqоl  tаsаvvur  etishdа,  shuningdek,  funksiyа  

grаfigini  аniqrоq  yаsаshdа  qо’l  kelаdi. 

 Funksiyаlаrni  tekshirish  vа  ulаrning  grаfiklаrini  yаsаshni  

quyidаgi  ketmа-ketlik  bо’yichа  оlib  bоrish  mаqsаdgа  muvоfiqdir. 

 1.  Funksiyаning  аniqlаnish  sоhаsini  tоpish; 

 2.  Funksiyаni  uzluksizlikkа  tekshirish  vа  uzilish  nuqtаlаrini  

tоpish; 

 3.  Funksiyаning  juft,  tоq  hаmdа  dаvriyligini  аniqlаsh; 

 4.  Funksiyаni  mоnоtоnlikkа  tekshirish; 

 5.  Funksiyаni  ekstremumgа  tekshirish; 

 6.  Funksiyа  grаfigining  qаvаriq  hаmdа  bоtiqligini  аniqlаsh,  

egilish nuqtаlаrini  tоpish; 

 7.  Funksiyа  grаfigining  аsimptоtаlаrini  tоpish; 

 8.  Funksiyаning  hаqiqiy  ildizlаrini  (аgаr  mаvjud  bо’lsа),  

shiningdek  аrgument  x   ning  bir  nechtа  xаrаkterli  qiymаtlаridа  

funksiyаning qiymаtlаrini  аniqlаsh. 

 9-misоl.  Ushbu 

1

1
)(

2

3

+

−
=
x

x
xf  

funksiyаni  tekshiring  vа  grаfigini  yаsаng. 

Yechish. Berilgаn  funksiyа  ),( +−=R   dа  аniqlаngаn  vа  

uzluksiz.  Bu  funksiyа  uchun  )()( xfxf =−   tenglik  о’rinli.  Demаk,  

)(xf   juft  funksiyа  (uning  grаfigi  OY   о’qigа  nisbаtаn  simmetrik  

bо’lаdi.)  uni   )+,0   оrаliqdа  tekshirish  yetаrli. 

 Funksiyаning  birinchi  vа  ikkinchi  tаrtibli  hоsilаlаrini  tоpаmiz: 
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32

2

22 )1(

)31(4
)(       ,

)1(

4
)(

+

−
=

+
=

x

x
xf

x

x
xf . 

 Funksiyаning  birinchi  tаrtibli  hоsilаsi   )+,0   оrаliqdа  mаvjud  

vа  0=x  nuqtаdа  nоlgа  аylаnаdi.  Shu  0=x   nuqtаdа  ikkinchi  tаrtibli  

hоsilаsini  hisоblаymiz:  04)0( =f .  Bundаn  berilgаn  )(xf   funksiyа  

0=x   dа  minimumgа  egа  vа   )+,0   dа  1)(min −=xf   bо’lаdi.  Endi  0x   

dа  0)(  xf   bо’lgаnidаn  berilgаn  funksiyаning   )+,0   оrаliqdа  

о’suvchiligini  tоpаmiz.  Sо’ngrа  ushbu   

1
1

1
lim))((lim

,0
1

1

1
lim

)(
lim

2

2

2

2

=
+

−
=−=

=
+

−
==

+→+→

+→+→

x

x
kxxfb

xx

x

x

xf
k

xx

xx

 

limitlаrgа  kо’rа  1=y   gоrizоntаl  tо’g’ri  chiziq  )(xf   funksiyа  

grаfigining  аsimptоtаsi  ekаnigа  vа   

0
1

2
1

1

1
1)(

22

2


+

−
=−

+

−
=−

xx

x
xf  

tengsizlikkа  kо’rа  funksiyа  grаfigi  аsimptоtаdаn  pаstdа  jоylаshgаn  

bоlishigа  ishоnch  hоsil  qilаmiz.  

 Funksiyаning  ikkinchi  tаrtibli  hоsilаsi   )+,0   оrаliqning  
3

1
=x   

nuqtаsidа  nоlgа  аylаnаdi.  Rаvshаnki,  
3

1
0  x  dа   

+ xxf
3

1
   ,0)(   dа    .0)(  xf   Demаk, )(xf   funksiyа  )

3

1
 ,0(   

intervаldа  bоtiq,  ) ,
3

1
( +   intervаldа  qаvаriq  bо’lаdi.  

3

1
=x   nuqtа  

funksiyа  grаfigining  egilish  nuqtа-sidаn  ibоrаt.  Berilgаn  

funksiyаning  grаfigi  2–chizmаdа  tаsvirlаngаn. 
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XIII  BОB. АNIQMАS   INTEGRАL 

13.1-§. Аniqmаs integrаl tushunchаsi 

 1. Аniqmаs integrаl tа’rifi. Fаrаz qilаylik,  )(xf  funksiyа ),( ba  

intervаldа (bu intervаl chekli yоki cheksiz bо’lishi mumkin) аniqlаngаn 

bо’lib, )(xF  funksiyа esа shu intervаldа differensiаllаnuvchi  bо’lsin. 

 13.1.1-tа’rif. Аgаr  ),( bax  dа 

  f(x)(x)F = yоki  f(x)dxdF(x)=  

bо’lsа, )(xF  funksiyа ),( ba  dа  )(xf  ning  bоshlаng’ich  funksiyаsi  

deyilаdi. 

 Mаsаlаn. 

 1). 2)( xxf =  funksiyаning ),( +−=R  dаgi bоshlаng’ich funksiyаsi 

3

3

1
)( xxF =  bо’lаdi, chunki  

    )(
3

1
)( 23 xfxxxF ==











= . 

 2). 
21

)(
x

x
xf

−
−=  funksiyаning )1,1(−  intervаldаgi bоshlаng’ich 

funksiyаsi 21)( xxF −=  bо’lаdi, chunki  

    ( ) )(
1

1)(
2

2 xf
x

x
xxF =

−

−
=


−= . 

 Аytаylik, )(xf  funksiyа   ba,  dа аniqlаngаn bо’lib, )(xF  funksiyа 

shu segmendgа differensiаllаnuvchi bо’lsin.  

 13.1.2-tа’rif.  Аgаr  
( )( )baxxfxF ,         )()( =  

 bо’lib,  
                       ).()0( afaF =+  ).()0( bfbF =−  

bо’lsа, )(xF  funksiyа   ba,   dа  )(xf  ning  bоshlаng’ich  funksiyаsi  

deyilаdi.  

 1-misоl. Ushbu  









−

=



=

0agar       ,1

0agar      0,

0.agar        ,1

)(

x

x

x

xf  

funksiyа  ( )1,1−   intervаldа  bоshlаng’ch  funksiyаgа  egа  emаsligi  

kо’rsаtilsin. 
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 Yechish. Teskаrisini  fаrаz  qilаylik. Birоr )(xF  funksiyа ( )1,1−  dа 

)(xf  ning bоshlаng’ich funksiyаsi  bо’lsin: ( )1,1−  dа  

)()( xfxF = . 

Lаgrаnj  teоremаsigа  kо’rа      ,0 x dа  ( )10  x  

)0(                   )()()0()( xcxxcfxcFFxF ===−  

bо’lаdi.  Keyingi  tenglikdаn   tоpаmiz: 

.1
)0()(

lim)0(
0

=
−

=+
+→ x

FxF
F

x
 

Bu  esа  0)0()0()0( ===+ fFF   bо’lishigа  zid.  

 1-eslаtmа.  Keyinchаlik, )(xF  funksiyа  bоshlаng’ich  

funksiyаsi  bо’lаdigаn  оrаliqni  kо’rsаtib  о’tirmаymiz. Оrаliq  sifаtidа  

)(xf  ning  аniqlаnish  оrаlig’i  X   kо’zdа  tutilаdi  vа  X  sifаtidа   
  (   ) (  ( )

 ) ( )+−++

−−

,),,(,,

,,,,,,,,),,(,,

bb

aababababa
 

lаr  оlinishi  mumkin. 

 13.1.1-teоremа.   Аgаr )(xf  funksiyа  X  оrаliqdа  uzluksiz  

bо’lsа, )(xf  shu  оrаliqdа  hаr  dоim  bоshlаng’ich  funksiyаgа  egа  

bо’lаdi.  

 )(xF   vа  )(xФ  funksiyаlаrning  hаr  biri  )(xf  funksiyа  uchun   

bоshlаn-g’ich  funksiyа  bо’lsin:  

)()(     ),()( xfxФxfxF == . 

Demаk, )()( xФxF = . Bundаn   

)(                  )()( constCCxФxF =+=  

tenglik  kelib  chiqаdi. 

Demаk,  )(xf  funksiyаning  bаrchа  bоshlаng’ich  funksiyаlаri  bir—

biridаn о’zgаrmаs sоngа fаrq qilаdi vа istаlgаn bоshlаng’ich funksiyаsi 

ushbu kо’rinishdа ifоdаlаnаdi:    )(                  )( constCCxF =+ . 

 13.1.3-tа’rif. )(xf  funksiyа bоshlаng’ich funksiyаlаrining 

umumiy ifоdаsi )(  )( constCCxF =+  shu )(xf  funksiyаning аniqmаs 

integrаli deb аtаlаdi vа 

 dxxf )(  

 kаbi belgilаnаdi. Bundа  —integrаl belgisi, )(xf  integrаl оstidаgi 

funksiyа, dxxf )(  esа integrаl оstidаgi ifоdа deyilаdi. 

 Demаk,  

 += .)()( CxFdxxf  

Mаsаlаn,  
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 += Cdx
x

x

2ln

2
2  

bо’lаdi, chunki  hоsilа оlish qоidаlаrigа kо’rа  

x
x

C 2
2ln

2
=











+ . 

 2. Аniqmаs  intefrаlning  sоddа  xоssаlаri. 

 1). )(xf  funksiyа аniqmаs integаrаli  dxxf )(  ning differensiаli                               

dxxf )(  gа teng:  

( ) dxxfdxxfd )()( =  

  Hаqiqаtаn hаm, )(xF  funksiyа )(xf  ning bоshlаng’ich funksiyаsi 

bо’lsin: ).()( xfxF =  U  hоldа  

CxFdxxf += )()(  

bо’lаdi.  Keyingi  tenglikdаn  tоpаmiz:  

( ) ( ) dxxfdxxFxdFCxFddxxfd )()()()()( ===+= . 

 Bu xоssа аvvаl  differensiаl  belgisi  d ,  sо’ngrа integrаl belgisi 

 kelib, ulаr yоnmа—yоn  turgаndа о’zаrо  bir—birini  yо’qоtishni  

kо’rsаtаdi.  

 2) Funksiyа differensiаlining аniqmаs integrаli shu funksiyа bilаn 

о’zgаrmаs sоn yig’indisigа  teng: 
CxFxdF += )()(  

  )(xF  funksiyа )(xf  ning birоr bоshlаng’ich  funksiyаsi bо’lsin: 

).()( xfxF =  u hоldа  

 += CxFdxxf )()(  

tenglik о’rinli bо’lаdi.  Ikkinchi tоmоndаn,  

  == )()()( xdFdxxFdxxf . 

Оxirgi ikki tenglik  2)—xоssаni isbоt etаdi.  

 Yuqоridа keltirilgаnlаrdаn, differensiаllаsh (funksiyаning 

hоsilаsini hisоblаsh) hаmdа integrаllаsh (funksiyаning аniqmаs 

integаrlini hisоblаsh) аmаllаri о’zаrо teskаri аmаllаr ekаnligi kelib 

chiqаdi. 

 Аyni pаytdа funksiyа hоsilаsi hisоblаngаndа nаtijа bittа funksiyа 

bо’lsа, uning аniqmаs integrаli hisоblаngаndа esа nаtijа cheksiz kо’p 

funksiyа (ulаr bir-biridаn о’zgаrmаs sоngа fаrq qilаdi ) bо’lаdi.  

Аniqmаs integrаl deb yuritilishining bоisi  hаm  shu. 
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 3. Integrаllаshning sоddа qоidаlаri. 1)  Аgаr )(xf  funksiyа 

bоshlаn-g’ich funksiyаgа egа  bо’lsа,  u  hоldа )(xkf   ( k  о’zgаrmаs sоn) 

funksiyа hаm bоshlаng’ich funksiyаgа  egа  vа  0k  dа  

                                  = dxxfkdxxkf )()(                                         (13.1) 

fоrmulа о’rinli bо’lаdi.  

 )(xf  funksiyаning bоshlаng’ich funksiyаsi )(xF  bо’lsin. U hоldа 

)()( xfxF =  vа   += CxFdxxf )()(   bо’lib,  

( ) kCxkFCxFkdxxfk +=+= )()()(                           (13.2) 

bо’lаdi, bundа   С —ixtiyоriy о’zgаrmаs sоn. Ushbu  

( ) )()()( xkfxFkxkF ==
  

tenglik о’rinli  bо’lishidаn )(xkf  funksiyаning bоshlаng’ich  funksiyаsi 

)(xkF  ekаnini tоpаmiz. Demаk,  

                               += 1)()( CxkFdxxkf                                       (13.3) 

bundа  1С  ixtiyоriy о’zgаrmаs sоn. Endi (13.2) vа  (13.3) 
munоsаbаtlаrdаn С  vа 1С  о’zgаrmаs sоnlаrning ixtiyоriligi hаmdа 0k  

bо’lishidаn (1) fоrmulаning о’rinli ekаni kelib chiqаdi.  

 Shungа о’xshаsh integrаlning quyidаgi xоssаsi isbоtlаnаdi: 

 1). Аgаr )(xf  vа )(xg  funksiyаr bоshlаng’ich funksiyаlаrgа egа 

bо’lsа, )()( xgxf +  hаm bоshlаng’ich funksiyаgа egа vа     

( )  +=+ dxxgdxxfdxxgxf )()()()(                       (13.4) 

fо’rmulа о’rinli bо’lаdi. 

 Оdаtdа bu xоssа integrаlning аdditivlik xоssаsi deyilаdi.  

 2-eslаtmа. Yuqоridа keltirilgаn (13.1) vа (13.4) tengliklаrni 

hаmdа kelgusidа uchrаydigаn shungа о’xshаsh о’ng vа chаp 

tоmоnlаridаgi ifоdаlаr оrаsidаgi аyirmа о’zgаrmаs sоngа bаrоbаrligi 

mа’nоsidаgi (о’zgаrmаs sоn аniqligidаn) tengliklаr deb qаrаlаdi. 

 4.  Elemаntаr funksiyаrning аniqmаs integrаllаri. 

 Bоshlаng’ich funksiyа tа’rifidаn hаmdа elementаr funksiyаlаr 

hоsilаlаri jаdvаlidаn fоydаlаnib elelmentаr funksiyаlаr аniqmаs 

integrаllаri jаdvаlini keltirаmiz (hаr bir fоrmulа integrаl оstidаgi 

funksiyаning аniqlаnish sоhаsidа qаrаlаdi): 

1.  == ;0 constCdx   

2.   +== Cxdxdx1 ; 

3.  −+
+

=
+

1)(           
1

1





 C

x
dxx ; 
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4. Cx
x

dx
dx

x
+==  ln

1
               )0( x ; 

5.   +=
+

=
+

;
11

1
22

Carctgx
x

dx
dx

x
 

6.   +=
−

=
−

;arcsin
11

1

22
Cx

x

dx
dx

x
 

7.  += 0)(                   ,
ln

aC
a

a
dxa

x
x ; 

8.  +−= ;cossin Cxxdx  

9.  += ;sincos Cxxdx  

10.   +−== ;
sinsin

1
22

Cctgx
x

dx
dx

x
 

11.  +== ;
coscos

1
22

Ctgx
x

dx
dx

x
 

12.  += ;Cchxshxdx  

13.  += ;Cshxchxdx  

14.  +−= ;
1

2
Ccthxdx

xsh
 

15.  += .
1

2
Cthxdx

xch
 

  2-misоl.   Ushbu ( ) + dxx
2

1   integrаl  hisоblаnsin. 

 Yechish. Bu integrаlni hisоblаsh uchun аvvаl (13.1), (13.4) 
fоrmulаlаrni, sо’ngrа jаdvаlni qо’lаymiz: 

     +++=++=++=+ C
x

xxxdxdxxdxdxxxdxx
23

4
21)21()1(

2

2

3

2

1

2 . 

13.2-§. Integrаllаsh usullаri 

 1.  О’zgаruvchilаrni аlmаshtirib integrаllаsh usuli. Ushbu  

 dxxf )(  аniqmаs integrаlni hisоblаsh tаlаb etilgаn bо’lsin. Bundа )(xf  

funksiyа birоr ),( baX =  intervаldа аniqlаngаn vа  

)())(()( xgxgxf =                                              (13.5) 
kо’rinishdа yоzilishi mumkin deylik. 

 Аgаr )(t  funksiyа ),( 21 ttT =  intervаldа bоshlаng’ich funksiyа )(t  

gа egа bо’lib, )(xg  funksiyа ),( baX = intervаldа (bundа Txg )( ) 

different-siаllаnuvchi bо’lsа, u hоldа  

  +== Cxgdxxgxgdxxf ))(()())(()(                          (13.6) 

fоrmulа  о’rinli . 
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 Hаqiqаtаn,   ).())(()())(())(( xgxgxgxgxg ==


   

 Оdаtdа integrаlni bundаy usul bilаn hisоblаsh о’zgаruvchini 

аlmаshtirish usuli  bilаn integrаllаsh deb аtаlаdi.  

 О’zgаruvchilаrni аlmаshtirish usulining muhim tоmоni 

о’zgаruvchilаrni judа kо’p usul bilаn аlmаshtirish imkоniyаti bо’lgаn 

hоldа ulаr ichidаn integrаlni sоddа vа hisоblаsh uchun qulаy hоlgа 

keltirаdigаnini tаnlаb оlishdаn ibоrаt.  

 3-misоl.    =
+

const)(               
22

a
ax

xdx
  ni   hisоblаnsin. 

 Yechish. Berilgаn integrаldа о’zgаruvchi x  ni tax =+ 22  kаbi 

аlmаshtirаmiz. Bundа dtxdx =2  bо’lib  ((13.5) vа (13.6) ) lаrgа qаrаng) 

  ++=+==
+

CaxCt
t

dt

ax

xdx
)ln(

2

1
ln

2

1

2

1 22

22
 

 4-misоl.  xdxe x sincos

   ni hisоblаnsin.  

 Yechish. Bu integrаldа tx =cos  аlmаshtirishni bаjаrаmiz. Nаtijаdа 

dtxdx =− sin  bо’lib,  

 
+−=+−=−= Cxttx eCedtexdxe coscos sin  

bо’lаdi.  

 2. Bо’lаklаb integrаllаsh usuli. Ikki )(xuu =  vа )(xvv =   funksiyа 

),( ba   intervаldа uzluksiz )(xu  vа )(xv  hоsilаlаrgа egа bо’lsin. 

Mа’lumki,  
)()()()())()(( xduxvxdvxuxvxud += . 

Bu  tenglikdаn    

   )()())()(()()( xduxvxvxudxdvxu −=                       (13.7)          
bо’lishi  kelib  chiqаdi.  

 Endi  (13.7)  tenglikni integrаllаb tоpаmiz: 

   −=−= duxvxvxuduxvxvxudxdvxu )()()()())()(()()(  

Sundаy qilib, quyidаgi 

    −= duxvxvxuxdvxu )()()()()(                              (13.8) 

fоrmulаgа kelаmiz. Bu  (13.8) fоrmulа bо’lаklаb integrаllаsh 

fоrmulаsi deyilаdi.  

 Bо’lаklаb integrаllаsh fоrmulаsidаn fоydаlаnish uchun integrаl 

оstidаgi ifоdаni )(xu  hаmdа )(xdv  lаr kо’pаytmаsi kо’rinishidа yоzib 

оlinаdi, bundа аlbаttа )(xdv  hаmdа duxv )(  ifоdаlаrning integrаllаrini 

оsоn hisоblаnа оlinishi lоzimligini e’tibоrdа tutish kerаk. 

 5-misоl.    xdxln   ni  hisоblаnsin. 
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 Yechish. Integrаl оstidаgi xdxln  ifоdаni dxdvxu == ,ln  lаr  

kо’pаytmаsi deb оlаmiz. U hоldа xvdx
x

du == ,
1

 bо’lаdi. Bо’lаklаb 

integrаllаsh fоrmulаsidаn fоydаlаnib tоpаmiz:  

    +=+−=−= C
e

x
xCxxxdx

x
xxxxdx lnln

1
lnln  

 6-misоl.    1,2,3...)(           
)( 22

=
+

=  n
ax

dx
J

nn
   ni  hisоblаnsin. 

 Yechish. Bu integrаldа  

xv
ax

nxdx
dudxdv

ax
u

nn
=

+
−==

+
=

+
,

)(

2
                  ,

)(

1
12222

 

bо’lаdi.  (13.8)  fоrmulаdаn fоydаlаnib tоpаmiz: 

      ++
+

+
=

+
= dx

ax

x
n

ax

x

ax

dx
J

nnnn 122

2

2222 )(
2

)()(
 .                (13.9) 

Bu tenglikning о’ng tоmоnidаgi   ++
dx

ax

x
n 122

2

)(
  ni  

   ++ +
−

+
=

+ 122

2

22122

2

)()(

1

)( nnn ax

dx
adx

ax
dx

ax

x
 

kо’rinishdа yоzsаk, undа (13.9) munоsаbаt ushbu  

1

2

22
22

)(
+−+

+
= nnnn JnaJn

ax

x
J  

kо’rinishni оlаdi. Keyingi tenglikdаn esа quyidаgi 

nnn J
an

n

ax

x

na
J 

−
+

+
=+ 22221

1

2

12

)(2

1
                         (13.10) 

rekurrent fоrmulа kelib chiqаdi. 

 Rаvshаnki, 1=n   bо’lgаndа  

  +=

+

=
+

= C
a

x
arctg

a

a

x
a

x
d

aax

dx
J

1

)(1

)(
1

2
221  

bо’lаdi. 

 2n  bо’lgаndа, mоs nJ  integrаllаr  (13.10) rekurrent fоrmulа 

yоrdаmidа tоpilаdi.  Mаsаlаn: 

C
a

x
arctg

aax

x

a
J

aax

x

aax

dx
J ++

+
=+

+
=

+
=  3222122222222

2

1

2

1

2

1

2

1

)(
. 
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13.3-§. Rаtsiоnаl funksiyаlаrni integrаllаsh 

 Ushbu pаrаgrаfdа  rаtsiоnаl  funksiyаlаrni  integrаllаsh  bilаn 

shug’ullа-nаmiz. Buning uchun аvvаl аlgebrа kursidаn biz uchun zаrur 

bо’lgаn mа’lumоtlаrni keltirаmiz. 

 1.  Kо’phаd vа uning ildizlаri hаqidа.  Birоr  

                               n

n xaxaxaaxP ++++= 2

210)(                  (13.11) 

kо’phаd   berilgаn  bо’lsin,  bundа    naaaa ,,,, 321     о’zgаrmаs   hаqiqiy   

sоnlаr, 
Nnan  ,0   esа   kо’phаdning  dаrаjаsi. 

 Mа’lumki,  birоr Ra  sоn uchun 0)( =aP   bо’lsа a  sоn )(xP  

kо’phаd-ning ildizi deb аtаlаdi. U hоldа Bezu teоremаsigа kо’rа )(xP  

kо’phаd ax −  gа qоldiqsiz  bо’linib, u quydаgii  
)()()( xQaxxP −=  

kо’rinishdа  ifоdаlаnаdi,  bundа  )1()( −− nxQ — dаrаjаli  kо’phаd. 

 Аgаr (13.11) kо’phаd )( )( Nkax k −  gа qоldiqsiz bо’linsа, a  sоn 

(13.11)  kо’phаdning k  kаrrаli ildizi bо’lаdi. Bu hоldа )(xP  kо’phаdni 

ushbu  
)()()( xRaxxP k −=  

 kо’rinishdа ifоdаlаsh mumkin, bundа )()( knxR −− —dаrаjаli kо’phаd.  

 Аgаr  iz +=  kоmpleks sоn )(xP  kо’phаdning ildizi bо’lsа, u 

hоldа  iz −=  kоmpleks sоn hаm bu kо’phаdning ildizi bо’lаdi. 

Shuningdek,  iz +=  sоn )(xP  ning k  kаrrаli ildizi bо’lsа,  iz −=  sоn 

hаm bu kоp’hаdning k  kаrrаli ildizi bо’lаdi. 

 Demаk, )(xP  kо’phаd  iz +=  kоmplаks ildizgа egа bо’lgаndа 

uning ifоdаsidа )( zx −   kо’pаytuvchi bilаn birgа zx −  kо’pаytuvchi hаm 

qаtnаshаdi. Bundаy hоldа )(xP  kо’phаdning ifоdаsidа quyidаgi     
   qpxxxxixixzxzx ++=++−=−−+−=−− 2222 2)( )())((   

),2( 22  +=−= qp  

kvаdrаt uchhаd kо’pаytuvchi bо’lib qоlаdi. 

 Fаrаz qilаylik,  
n

n xaxaxaaxP ++++= ...)( 2

210
 

kо’phаd berilgаn bо’lib, k ,...,, 21  lаr uning mоs rаvishdа k ,...,, 21  

kаrrаli hаqiqiy ildizlаri ( )sjirzzz jjs ,,2,1z        ,...,, 21 =+=  lаr esа 

kо’phаdning mоs rаvishdа s ,...,, 21   kаrrаli kо’mpleks ildizlаri bо’lsin. 
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Bu kо’phаdni ining ildizlаrigа kо’rа kо’pаytuvchilаrgа аjrаtish 

hаqidаgi ushbu teоremаni isbоtsiz keltirаmiz.  

 13.3.1-teоremа. Hаr qаndаy n -dаrаjаli 
n

n xaxaxaaxP ++++= ...)( 2

210
 kо’phаd ( naaaa ,...,,, 210 – о’zgаrmаs hаqiqiy 

sоnlаr, 0na ) ushbu  
sk

kkk qxpxqxpxqxpxaxaxaxxP


)()()()()()()( 2

22

2

11

2

21
2121 ++++++−−−=   

kо’rinishdа ifоdаlаnаdi, bundа 
nsk =+++++++ )(2... 2121    

bо’lib, )...,2,1 (     02 sjqxpx jj ==++   tenglаmаlаr hаqiqiy ildizgа egа 

emаs. 

 2.  Sоddа kаsrlаr.  Tо’g’ri kаsrlаrni sоddа kаsrlаr оrqаli 

ifоdаlаsh. 

 Ushbu  

         ...)3,2,1(        
)(

,
)( 2

=
++

+

−
m

qpxx

CBx

x

A
mm

                    (13.12) 

kо’rinishidаgi kаsrlаr sоddа kаsrlаr deb  аtаlаdi, bundа CBA ,,  hаmdа 

qpa ,, lаr о’zgаrmаs sоnlаr, qpxx ++2  kvаdrаt uchhаd esа hаqiqiy ildizgа 

egа emаs. 

 Mа’lumki, qiyidаgi  
n

n xaxaxaaxP ++++= 2

210)(  

vа  


 xbxbxbbxQ ++++= 2

210)(  

kо’phаdlаrning  ( vn bbbbaaaa ,...,,,,,...,,, 210210  о’zgаrmаs sоnlаr NvNn  , ) 

nisbаti  

n

n

n

n

xbxbxbb

xaxaxaa

xQ

xP

++++

++++
=

...

...

)(

)(
2

210

2

210  

kаsr rаtsiоnаl funksiyа deyilаdi, n  bо’lgаndа esа u  tо’g’ri kаsr deb 

аtаlаdi.  

 Hаr qаndаy tо’g’ri kаsr (13.12) sоddа kаsrlаr оrqаli ifоdаlаnаdi. 

Buni isbоtlаshdаn аvvаl,  ikkitа  lemmа  keltirаmiz.     

 1-lemmа.  Аgаr  
)(

)(

xQ

xP
  tо’g’ri  kаsr  mаhrаjidаgi   )(xQ   kо’phаd 

ushbu 
)(                )()()( 1 NmxQxxQ m −=   

kо’rinishdа bо’lib , )(1 xQ  kо’phаd esа −x  gа bо’linmаsа, u hоldа 

berilgаn tо’g’ri kаsr quydаgi    
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)(

)(

)()()(

)(

1

11

1

1

xQ

xP

x

A

x

A

x

A

xQ

xP
m

m

m

m +
−

++
−

+
−

=
−

−


  

kо’rinishdа ifоdаlаnishi mumkin, bundа mAAA ,...,, 21    о’zgаrmаs hаqiqiy 

sоnlаr, )(1 xP    kо’phаd.     

 Isbоt. 
)(

)(

xQ

xP
  tо’g’ri  kаsrni  quydаgi  kо’rinishdа  yоzib оlаmiz.  

)()(

)()(

)()()(

)(

)(

)(

1

1

1 xQx

xQAxP

x

A

xQx

xP

xQ

xP
m

m

m

m

m  −

−
+

−
=

−
=                    (13.13) 

Rаvshаnki, ( )14.8  munоsаbаtlаrdаgi  )()( 1 xQAxP m−   аyirmа mA  sоngа 

bо’g’liq. Bu sоnni shundаy tаnlаb оlаmizki, nаtijаdа )()( 1 xQAxP m−  

kо’phаd −x  gа bо’linsin.  Buning  uchun   
0)()( 1 =−  QAP m  

tenglik о’rinli bо’lishi kerаk. Demаk, 

)(

)(

1 



Q

P
Am =  

deb оlinsа, u hоldа )()( 1 xQAxP m−   kо’phаd  −x   gа  bо’linаdi.  

 Shundаy qilib,  
)()()()( 1 xPxxQAxP mm −=−   

bо’lаdi, bundа )(xPm -kо’phаd .  

 Nаtjаdа  (13.13)  munоsаbаt quydаgi  

)()(

)(

)()(

)(

1

1 xQx

xP

x

A

xQ

xP
m

m

m

m

−−
+

−
=


               (13.14) 

kо’rinishgа kelаdi, bundа  mA  sоn  yuqоridek аniqlаnаdi. 

 Endi  

)()(

)()(

)()()(

)(

1

1

11

1

1

1

1 xQx

xQAxP

x

A

xQx

xP
m

mm

m

m

m

m

−

−

−

−

− −

−
+

−
=

− 
 

tenglikning о’ng tоmоnidаgi 1−mA  sоnni shundаy tаnlаb оlаmizki, 

)()( 11 xQAxP mm −−  kо’phаd −x   gа bо’linsin. Buning uchun  
0)()( 11 =− −  QAP mm  

  tenglik о’rinli bо’lishi kerаk. Demаk,  

)(

)(

1

1




Q

P
A m

m =−  

 deb оlinsа, u hоldа )()( 11 xQAxP mm −−  kо’phаd  −x   gа  bо’linаdi. 

Shundаy qilib,  

     )()()()( 111 xPxxQAxP mmm −− −=−                            (13.15)  

bо’lаdi, bundа )(1 xPm−  — kо’phаd.  

 (13.14) vа (13.15) munоsаbаtlаrdаn tоpаmiz: 
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)()(

)(

)()()(

)(

1

2

1

1

1

xQx

xP

x

A

x

A

xQ

xP
m

m

m

m

m

m

−

−

−

−

−
+

−
+

−
=


 .              (13.16) 

Xuddi shungа о’xshаsh hаr gаl  
)(

)(

xQ

xP
  kаsrni ifоdаlоvchi tenglikning 

о’ng tоmоnidаgi  оxirgi  hаdidаn, yuqоridаgidek  
i

i

x

A

)( −
  qismini 

аjrаtib tоpаmiz: 

)()(

)(

)()()(

)(

1

3

2

2

2

1

2

1

xQx

xP

x

A

xQx

xP
m

m

m

m

m

m

−

−

−

−

−

−

−
+

−
=

− 
               (13.17) 

vа h.k. 

)(

)(

)()(

)(

1

11

1

2

xQ

xP

x

A

xQx

xP
+

−
=

− 
                             (13.18) 

(13.16), (13.17), (13.18) tengliklаrdаn  

   
)(

)(

)()()(

)(

1

11

1

1

xQ

xP

ax

A

ax

A

ax

A

xQ

xP
m

m

m

m +
−

++
−

+
−

=
−

−   

bо’lishi kelib chiqаdi. 1-lemmа isbоtlаndi.  

 2-lemmа. Аgаr  
)(

)(

xQ

xP
  tо’gri  kаsr  mаxrаjidаgi )(xQ   kо’phаd  

)()()( 1

2 xQqpxxxQ n++=  

kо’rinishgа  egа  bо’lib  ( qpxx ++2  kvаdrаt  uchhаd  hаqiqiy  ildizgа  egа 

emаs), )(1 xQ  kо’phаd qpxx ++2   gа bо’linmаsа, u hоldа berilgаn tо’gri 

kаsr quydаgi kо’rinishdа ifоdаlаnishi mumkin: 

)(

)()(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

1

1

2

11

12

11

2 xQ

xP

qpxx

CxB

qpxx

CxB

qpxx

CxB

xQ

xP
n

nn

n

nn +
++

+
++

++

+
+

++

+
=

−

−−   

bundа  nn CCCBBB ,,,,,,, 2121    о’zgаrmаs sоnlаr, )(1 xP  kо’phаd.  

 Isbоt.  
)(

)(

xQ

xP
   tо’g’ri   kаsrni  quydаgichа  yоzib  оlаmiz: 

)()(

)()()(

)()()(

)(

)(

)(

1

2

1

2

1

2 xQqpxx

xQCxBxP

qpxx

CxB

xQqpxx

xP

xQ

xP
n

nn

n

nn

n ++

+−
+

++

+
=

++
= . 

Bu  tenglikdаgi  

)( )()( 1 xQCxBxP nn +−                                     (13.19) 

kо’phаd  nB   vа  nC  sоnlаrgа bоg’liq.   Endi nB   vа  nC  sоnlаrni  shundаy  

tаnlаb    

оlish mumkinligini kо’rsаtаmizki, nаtijаdа (13.19) kо’phаd qpxx ++2  

gа bо’lin-sin. Аvvаlо )(xP  vа  )(1 xQ   kо’phаglаrning hаr birini qpxx ++2  

kvаdrаt uchhаdgа bо’lib tоpаmiz: 
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qpxx

bxa
xS

qpxx

xQ

qpxx

bxa
xR

qpxx

xP

++

+
+=

++

++

+
+=

++

2

22

2

1

2

11

2

)(
)(

)(
)(

                                      (13.20) 

bundа )(xR  vа  )(xS   – kо’phаdlаr. U hоldа  

 

qpxx

bCbqaBxbBaCpaBa
aBxSCxBxR

qpxx

bxaCxBbxa
xSCxBxR

qpxx

xQ
CxB

qpxx

xP

qpxx

xQCxBxP

nnnnn

nnn

nn

nn

nn
nn

++

−++−++
+++−=

=
++

++−+
++−=

=
++

+−
++

=
++

+−

2

2122221

2

2

2211

2

1

22

1

)(
)()()(

))((
)()()(

)(
)(

)()()()(

   

bо’lаdi. Bu tenglikdаn kо’rinаdiki )()()( 1 xQCxBxP nn +−  hаd qpxx ++2  gа 

bо’linishi uchun x   ning bаrchа qiymаtlаridа  

0)( 2122221 =−++−++ bCbqaBxbBaCpaBa nnnnn , 

yаni     





=+−

=+−−

0

,0)(

122

1222

bbCqaB

aaCbpaB

nn

nn                                  (13.21) 

bо’lishi kerаk. nB   vа  nC   lаrgа nisbаtаn  (13.21) sistemаning 

determinаnti  

0
           

    

22

222


−

−−
=

bqa

abpa
D  

bо’lаdi.  Buni isbоtlаymiz.  Teskаrisini fаrаz qilаylik,  yа’ni   

0)(
2

2222 =+−−= qabpabD                              (13.22) 
bо’lsin. 

 Аgаr 02 =a  bо’lsа, undа 02 =b   bо’lib, nаtijаdа  (13.20) dаn )(1 xQ  

kо’phаd qpxx ++2   gа bо’linishi kelib chiqаdi. Bu esа  )(1 xQ  kо’phаd 

qpxx ++2   gа bо’linmаydi deb оlinishigа ziddir. Demаk, 02 a . Bu hоldа 

(13.22) tenglik  ushbu  

0
2

2

2

2

2 =+







−+








− q

a

b
p

a

b
 

kо’rinishni оlib, 
2

2

a

b
−    hаqiqiy sоn  02 =++ qpxx  tenglаmаning ildizi 

bо’lishini kо’rаmiz. Bu esа qpxx ++2  kvаdrаt uchhаd hаqiqiy ildizgа 

egа bо’lmаsin deb оlinishigа ziddir. Demаk,  (13.21) sistemаning 

determinаnti nоldаn fаrqli ekаn. U hоldа, bu sistemаdаn yаgоnа nB   vа  
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nC  sоnlаr tоpilаdi. Bu sоnlаrni  (13.19) gа qо’ysаk, nаtijаdа 

)()()( 1 xQCxBxP nn +−   kо’phаd qpxx ++2  gа bо’linib, 
)(

)(

xQ

xP
    kаsr esа ushbu 

   
)()(

)(

)()()(

)(

)(

)(

1

122

1

2 xQqpxx

xP

qpxx

CxB

xQqpxx

xP

xQ

xP
n

n

n

nn

n −++
+

++

+
=

++
=          

(13.23)  
kо’rinishgа kelаdi, bundа )(xPn   —kо’phаd. 

 Xuddi  shu yо’l  bilаn  
𝑃𝑛(𝑥)

(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑛−1𝑄1(𝑥)

=
𝐵𝑛−1𝑥 + 𝐶𝑛−1

(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑛−1

+
𝑃𝑛−1(𝑥)

(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑛−2𝑄1(𝑥)
,    (13.24) 

𝑃𝑛−1(𝑥)

(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑛−2𝑄1(𝑥)

=
𝐵𝑛−2𝑥 + 𝐶𝑛−2

(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑛−2

+
𝑃𝑛−2(𝑥)

(𝑥2 + 𝑝𝑥 + 𝑞)𝑛−3𝑄1(𝑥)
                      (13.25) 

vа hоkоzо 

)(

)(

)()(

)(

1

1

2

11

1

2

2

xQ

xP

qpxx

CxB

xQqpxx

xP
+

++

+
=

++
                           (13.26) 

bо’lishi tоpilаdi.  (13.23), (13.24), (13.25), (13.26)  tengliklаrdаn  

)(

)(

)()()(

)(

1

1

2

11

12

11

2 xQ

xP

qpxx

CxB

qpxx

CxB

qpxx

CxB

xQ

xP

n

nn

n

nn +
++

+
++

++

+
+

++

+
=

−

−−   

bо’lishi kelib chiqаdi. 2-lemmа isbоtlаndi. 

 13.3.2-teоremа. Hаr qаndаy tо’g’ri kаsr sоdа kаsrlаr yig’indisi 

оrqаli ifоdаlаnаdi. 

 Isbоt.  
)(

)(

xQ

xP
   tо’g’ri  kаsr  bо’lsin. )(xQ  esа −n  dаrаjаli kо’phаd  

bо’lib,  

i

k

m

ii

mm

n

k

nn

qxpxqxpxq

xpxaxaxaxxQ

)( )()           

()( )()()(

2

22

2

1

1

2

21

21

21

+++++

++−−−=




 

bо’lsin,  bundа  
nmmmnnn ik =+++++++ )(2 2121   
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bо’lib,  ) ,,2 ,1(      2 ijqxpx jj =++    kvаdrаt uchhаdlаr hаqiqiy ildizgа egа 

emаs.  

 
)(

)(

xQ

xP
 tо’g’ri  kаsrni  quydаgi  

ik m

ii

mn

k

n
qxpxqxpxaxax

xP

xQ

xP

)()()()(

)(

)(

)(
2

11

2

1
11 ++++−−

=


 

kо’rinishdа yоzib, bu tenglikning о’ng tоmоnigа 1—lemmаni bir nechа 

mаrtа ( knnn +++ 21  mаrtа ) qо’llаnib tоpаmiz: 

( )
( )

( ) ( ) ( )

++
−

+
−

+
−

++
−

+
−

=
−

−

−

−


1

2

2

1

2

2

1

1

1

1

2

)1(

1

1

)1(

2

2

2

2

1

1

1

1

)()()()(
n

n

n

n

n

n

n

n

x

A

x

A

x

A

x

A

x

A

xQ

xP


 

,
)(

)(

)()(

1

)(

1

1

)(

1

)(

2

)2(

1

xQ

xP

x

A

x

A

x

A

x

A

k

k

n

k

k

n

n

k

k

n

k

k

k

k +
−

++
−

+
−

++
−

+
−

−


  

bundа 
.)()()()( 2

22

2

11

2

1
21 im

ii

mm
qxpxqxpxqxpxxQ ++++++=   

Endi  
)(

)(

1

1

xQ

xP
 kаsrgа 2—lemmаni bir nechа mаrtа qо’llаb, tоpаmiz: 

𝑃1(𝑥)

𝑄1(𝑥)
=

𝑃1(𝑥)

(𝑥2 + 𝑝1𝑥 + 𝑞1)
𝑚1(𝑥2 + 𝑝2𝑥 + 𝑞2)

𝑚2 …(𝑥2 + 𝑝𝑖𝑥 + 𝑞𝑖)
𝑚𝑖

= 

=
𝐵𝑚1
(1)
𝑥 + 𝐶𝑚1

(1)

(𝑥2 + 𝑝1𝑥 + 𝑞1)
𝑚1
+

𝐵𝑚1−1
(1)

𝑥 + 𝐶𝑚1−1
(1)

(𝑥2 + 𝑝1𝑥 + 𝑞1)
𝑚1−1

+⋯+
𝐵1
(1)
𝑥 + 𝐶1

(1)

𝑥2 + 𝑝1𝑥 + 𝑞1
+  (13.28) 

+
𝐵𝑚2
(2)
𝑥 + 𝐶𝑚2

(2)

(𝑥2 + 𝑝2𝑥 + 𝑞2)
𝑚2
+

𝐵𝑚2−1
(2)

𝑥 + 𝐶𝑚2−1
(2)

(𝑥2 + 𝑝2𝑥 + 𝑞2)
𝑚2−1

+⋯+
𝐵1
(2)
𝑥 + 𝐶1

(2)

𝑥2 + 𝑝2𝑥 + 𝑞2
+⋯+ 

+
𝐵𝑚𝑖
(𝑖)
𝑥 + 𝐶𝑚𝑖

(𝑖)

(𝑥2 + 𝑝𝑖𝑥 + 𝑞𝑖)
𝑚𝑖
+

𝐵𝑚𝑖−1
(𝑖)

𝑥 + 𝐶𝑚𝑖−1
(𝑖)

(𝑥2 + 𝑝𝑖𝑥 + 𝑞𝑖)
𝑚𝑖−1

+⋯+
𝐵1
(𝑖)
𝑥 + 𝐶1

(𝑖)

𝑥2 + 𝑝𝑖𝑥 + 𝑞𝑖
. 

(13.27) vа (13.28) munоsаbаtlаrdаn teоremаning isbоti kelib chiqаdi. 

Isbоtlаndi. 

Yuqоridа isbоtlаngаn teоremаdаgi о’zgаrmаs sоnlаrni bоshqаchа 

– nоmа’lum kоeffitsientlаr usuli deb аtаlgаn usul bilаn hаm tоpish 

mumkin. Bundа  
)(

)(

xQ

xP
  tо’g’ri kаsr nоmа’lum kоeffitsientlаri bо’lgаn 

sоddа kаsrlаrgа yоyilib, sо’ng tenglikning о’ng tоmоnidаgi sоddа 

kаsrlаr yig’indisi umumiy mаxrаjgа keltirilаdi. 

Nаtijаdа  
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)(

)(

)(

)(

xQ

xR

xQ

xP
=  

tenglik hоsil bо’lаdi  vа  undаn  bаrchа  x  lаr uchun о’rinli bо’lgаn 

( ) ( )xRxP =  
tenglik kelib chiqаdi. Bu tenglikning hаr ikki tоmоnidаgi  x ning bir hil 

dаrаgаlаri  оldidа  turgаn  kоeffitsientlаrini tenglаshtirib, sistemа hоsil 

qilinаdi. 

 7-misоl.  
65

12
2 +−

−

xx

x
 tо’g’ri  kаsrni  sоdа  kаsrlаrgа  аjrаtilsin.  

Yechish. Bu kаsrning mаxrаji )2)(3(652 −−=+− xxxx  bо’lgаni uchun 

teоremаgа kо’rа  

2365

12
2 −

+
−

=
+−

−

x

B

x

A

xx

x
 

bо’lаdi.  Uni                 

2365

12
2 −

+
−

=
+−

−

x

B

x

A

xx

x

)3)(2(

)3()2(

−−

−+−
=

xx

xBxA
 

kо’rinishdа yоzib, ushbu 

)3()2(12 −+−=− xBxAx   yоki  )32()(12 BAxBAx +−+=−  

tenglikkа kelаmiz. Ikki kо’phаdning tengligidаn fоydаlаnib,  A   vа  B   

lаrgа nisbаtаn ushbu 

                             {
𝐴 + 𝐵 = 2
2𝐴 + 3𝐵 = 1                                                 (13.29)

 

sistemаgа kelаmiz. (13.29) dаn  3,5 −== BA   bо’lаdi. Shundаy qilib, 

berilgаn tо’g’ri  kаsr  sоddа  kаsrlаr  оrqаli quyidаgichа ifоdаlаnаdi: 

.
2

3

3

5

65

12
2 −

−
+

−
=

+−

−

xxxx

x
 

 3. Sоddа kаsrlаrni integrаllаsh. Sоddа kаsrlаrning аniqmаs 

integrаl-lаrini  hisоblаymiz. 

 1).  
ax

A

−
 sоddа  kаsrning  аniqmаs  integrаli . 

  +−=
−

−
=

−
.ln

)(
CaxA

ax

axd
Adx

ax

A
 

 2).  )1(
)(


−

m
ax

A
m

 sоddа kаsrning аniqmаs integrаli hаm tez 

hisоblаnаdi: 

   +
−


−

=−−=
−

−
=

− −

− .
)(

1

1
)()(

)(

)(

)( 1
C

axm

A
axdaxA

ax

axd
A

ax

Adx
m

m

mm
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 3).  
qpxx

CBx

++

+
2

  sоddа  kаsrning  (bundа  qpxx ++2   kvаdrаt uchhаd  

hаqiqiy  ildizgа  egа emаs)  integrаli   ++

+
dx

qpxx

CBx
2

  ni  hisоblаsh uchun 

аvvаl kаsrning mаhrаjidа turgаn  qpxx ++2   kvаdrаt uchhаdni ushbu  

42

22

2 p
q

p
xqpxx −+








+=++  

kо’rinishdа yоzib оlаmiz.  U  hоldа 

 ++

+
dx

qpxx

CBx
2 

+







+

+
= dx

a
p

x

CBx

2

2

2

 

bо’lаdi, bundа  .
4

2
2 p

qa −=   Bu integrаldа  t
p

x =+
2

  аlmаshtirishni 

bаjаrаmiz: 

 ++

+
dx

qpxx

CBx
2    +

+

+
=

+
−+

+
=

22

22

2222

)(

2
)

2
(

at

atdB

at

dtBp
C

at

tdt
B                                                          

.

4

2

4
2

2
)ln(

2

1

2
)ln(

2
)(1

)(
1

2

1
22

2

1

22

2

C
p

q

p
x

arctg
p

q

BpC
qpxx

B

C
a

t
arctg

a

Bp
Cat

B

a

t
a

t
d

a

Bp
С

+

−

+

−

−
+++=

=+







−++=

+









−+ 

 

Demаk,   

1
22

2

2

4

2

4
2

2
)ln(

2
C

p
q

p
x

arctg
p

q

BpC
qpxx

B
dx

qpxx

CBx
+

−

+

−

−
+++=

++

+


 

bundа  1C  ixtiyоriy о’zgаrmаs. 

4). 
( )

)1(
2


++

+
m

qpxx

CBx
m

 sоddа kаsrning integrаli 

( )
++

+
= dx

qpxx

CBx
J

mm
2

 ni hisоblаsh uchun 3)—hоldаgidek о’zgаruvchini 

аlmаshtirаmiz: t
p

x =+
2

.  Nаtijаdа  quyidаgigа  egа  bо’lаmiz:   
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( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

 

+








−+

+


−
=

+








−+

+

+
=

=
+









−+

=














−+








+

+
=

++

+
=

−
.

2

1

1

1

222

dt

42

 

221222222

22

22222

mmmm

mmmm

at

dtBp
C

atm

B

at

dtBp
C

at

atdB

at

t

Bp
CBt

dx

p
p

p
x

CBx
dx

qpxx

CBx
J

 

Bu  munоsаbаtdаgi  
( )

+
m

at

dt

22
  integrаl ushbu bоbning 2-mаvzusidа 

keltirilgаn integrаl bо’lib, u rekurrent  fоrmulа оrqаli hisоblаnаdi. 

4. Rаtsiоnаl  funksiyаlаrni  integrаllаsh.   Mа`lumki, rаtsiоnаl 

funksiyа ikkitа   )(xP vа   )(xQ   butun rаtsiоnаl funksiyаlаr nisbаtidаn 

ibоrаt: 

)(

)(
)(

xQ

xP
xf =  

Аgаr 
)(

)(

xQ

xP
 nоtо’g’ri kаsr bо’lsа, uning butun qismini аjrаtib, butun                                

rаtsiоnаl funksiyа hаmdа tо’g’ri kаsr yig’indisi kо’rinishidа 

quyidаgichа ifоdаlаb оlinаdi  

)(

)(
 )(

)(

)(

1

1

xQ

xP
xR

xQ

xP
+=  

U hоldа  

               

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
𝑑𝑥 = ∫𝑅(𝑥)𝑑𝑥 + ∫

𝑃1(𝑥)

𝑄1(𝑥)
𝑑𝑥            (13.30) 

bо’lаdi. 

(13.30)  munоsаbаtdаgi   dxxR )(  integrаl butun rаtsiоnаl funksiyа 

(kо’phаd) ning integrаli  bо’lib , u  оsоn  hisоblаnаdi.  

Tо’g’ri  kаsrni  integrаllаsh  uchun аvvаl bu kаsrni 3—teоremаdаn 

fоy-dаlаnib, sоddа  kаsrlаr оrqаli ifоdаlаb оlinаdi, sо’ngrа ulаrni  3—

bаnddа  kо’rsаtilgаndek integrаllаnаdi. 

8-misоl.   −14x

dx
  ni  hisоblаnsin. 

Yechish. Integrаl оstidаgi  
1

1
4 −x

  kаsrni  sоddа  kаsrlаrgа  

аjrаtаmiz: 

111)1)(1)(1(

1

1

1
224 +

+
+

+
+

−
=

++−
=

− x

DCx

x

B

x

A

xxxx
 

Bu  tenglikni  quyidаgichа  yоzib  оlmiz: 
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)1)(1)(1(

)1)(()1)(1()1)(1(

1

1
2

222

4 ++−

−+++−+++
=

− xxx

xDCxxxBxxA

x
 

U hоldа  
)1)(()1)(1()1)(1(1 222 −+++−+++= xDCxxxBxxA  

yа’ni 
)()()()(1 23 DBAxCBAxDBAxCBA −−+−+++−+++=  

bо’lаdi. Nаtijаdа DCBA ,,,  lаrni tоpish  uchun 

.1

,0

,0

,0

=−−

=−+

=+−

=++

DBA

CBA

DBA

CBA

 

sistemаgа  kelаmiz.  Bu  sistemаni  echib, 

2

1
,0,

4

1
,

4

1
−==−== DCBA  

bо’lishini  tоpаmiz.  Demаk, 

1

1

2

1

1

1

4

1

1

1

4

1

1

1
24 +

−
+

−
−

=
− xxxx

 

bо’lib, 

    +−
+

−
=

+
−

+
−

−
=

−
Carctgx

x

x

x

dx

x

dx

x

dx

x

dx

2

1

1

1
ln

4

1

12

1

14

1

14

1

1 24
 

bо’lаdi.  

13.4-§. Bа’zi irrаtsiоnаl  funksiyаlаrni   integrаllаsh 

 Ikki u vа v  о’zgаruvchilаr  berilgаn  bо’lib, bu  о’zgаruvchilаr 

yоrdаmidа  
)2,1,02,1,0(  == jivu ji  

kо’pаytmаlаrni  tuzаmiz.  Bu  kо’pаytmаlаrdаn  tuzilgаn  ushbu 

n

n

n

n

n

n

n

n vavuavuaua

vavuauavauaavuP

0

1

)1(1

1

1)1(0

2

0211

2

20011000),(

++++++

++++++=

−

−

−

− 
 

funksiyа  u vа   v    о’zgаruvchilаrning  kо’phаdi deb аtаlаdi, bundа   

nn aaaaa 00,01,10,00 ,,  

о’zgаrmаs  hаqiqiy sоnlаr  (kоeffitsientlаr). 

 ),( vuP  hаmdа  ),( vuQ  lаr  u  vа v   о’zgаruvchilаrning  kо’phаdlаri  

bо’lsin.  Ushbu  )0),((
),(

),(
vuQ

vuQ

vuP
  nisbаt  u  vа v  о’zgаruvchilаrning  

rаtsiоnаl  funksiyаsi  deb аtаlаdi  vа  u  ),( vuR  оrqаli  belgilаnаdi: 

)0),((
),(

),(
),( = vuQ

vuQ

vuP
vuR . 
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Endi u vа v  о’zgаruvchilаrning  hаr  biri о’z nаvbаtidа  bittа x  

о’zgаruvchining   

)(

)(

xv

xu





=

=
 

funksiyаlаri  bо’lsin.   U  hоldа  ),( vuR   funksiyа  )(x vа   )(x  

funksiyаlаrning  rаtsiоnаl  funksiyаlаri  bо’lаdi.  Mаsаlаn , ushbu 

3 2

3 2

1

112
)(

−+

+−−
=

xx

xx
xf  

funksiyа  3 2 1, −== xvxu   lаrning rаtsiоnаl  funksiyаsidir, chunki, 

vu

vu
vuR

+

+−
=

12
),(

2

 

Xususаn, )(x  vа  )(x  lаrning  hаr  biri  x   о’zgаruvchilаrning  rаtsiоnаl  

funk-siyаlаri  bо’lsа, u  hоldа  ushbu   
)())(),((),( xRxxRvuR ==   

funksiyа  shu  x   о’zgаruvchining  rаtsiоnаl  funksiyаsi  bо’lаdi. 

Hаqiqаtаn, x   о’zgаruvchining  rаtsiоnаl  funksiyаlаridаn  ibоrаt  )(x

vа  )(x   lаr ustidа  qо’shish, аyirish,   kо’pаytirish   hаmdа  bо’lish   

аmаllаri  bаjаrilsа, nаtijаdа  x   ning  yаnа  rаtsiоnаl  funksiyаsi  hоsil  

bо’lаdi . 

 1. ))(,( xyxR   kо’rinishidаgi  funksiyаlаrni  integrаlаsh.  Ushbu   

                                          

∫𝑅(𝑥, 𝑦(𝑥))𝑑𝑥                                           (13.31) 
integrаlni  qаrаylik,  bundа  ))(,( xyxR   funksiyа  x   vа  )(xy   lаrning  

rаtsiоnаl   

funksiyаsidir . 

 Аgаr  )(xy   funksiyа  x  ning rаtsiоnаl  funksiyаsi  bо’lsа, ushbu   

 dxxyxR ))(,(  

integrаl rаtsiоnаl funksiyаning integrаli bо’lаdi. Bundаy integrаlаr 3—

bо’limdа  bаtаfsil  о’rgаnildi . 

 Аgаr )(xy  funksiyа x  о’zgаruvchining rаtsiоnаl funksiyаsi 

bо’lmаsа, u hоldа rаvshаnki, ))(,( xyxR  hаm x  о’zgаruvchining rаtsiоnаl 

funksiyаsi  bо’lmаydi. Bu hоldа x  о’zgаruvchini аlmаshtirish 

yоrdаmidа ))(,( xyxR  ni  rаtsiоnаl funksiyаgа keltirish mаsаlаsi kelib 

chiqаdi. Аgаr biz shundаy )(tx =   аmаshtirish tоpsаkki, nаtijаdа )(tx =

, )(xy ))(( ty =  lаr t  ning rаtsiоnаl  funksiyаlаri  bо’lsа, (bundа  )(tx =   

hаm  rаtsiоnаl  funksiyа  bо’lаdi ), u  hоldа   

www.nitropdf.com

Durdona



D U R D O N A

192 

  = dtttytRdxxyxR )())((),((())(,(   

bо’lib,   dxxyxR ))(,(  integrаlini  hisоblаsh  ushbu   

  dtttytR )())((),(((   

rаtsiоnаl  funksiyаning  integrаlini  hisоblаshgа  keltirilаdi . 

 Endi  )(xy   funksiyаning   bа`zi bir muаyyаn  kо’rinishgа  egа  

bо’lgаn  hоllаrini  qаrаymiz : 

 1)  (31)  integrаldа   

n

dcx

bax
xy

+

+
=)(  

bо’lsin, bundа  dcba ,,,   о’zgаrmаs  sоnlаr, .Nn    Bu  hоldа  (13.31)  
integrаl  quyidаgi   

                                +

+
dx

dcx

bax
xR n ),(                                      (13.32) 

kо’rinishni  оlаdi . Bundа  dcba ,,,   sоnlаrdаn  tuzilgаn  determinаnt  

nоldаn  fаrqli,  yа`ni   

0
,

,
=

dc

ba
 

deb  qаrаymiz .  Аgаr   

0
,

,
==

dc

ba
 

bо’lsа,  a  vа   b   sоnlаr  dc ,  sоnlаrgа  prоpоrsiоnаl  bо’lib , 
dcx

bax

+

+
  

nisbаt x   gа  bоg’liq  bо’lmаydi  vа  ),( n

dcx

bax
xR

+

+
  funksiyа  x  

о’zgаruvchining  rаtsiоnаl  funksiyаsi  bо’lib qоlаdi. Bu  hоldа (13.32) 
integrаl  3-bо’limdа о’rgаnilgаn  integrаlgа  kelаdi.  Shundаy  qilib,  

keyingi  mulоhаzаlаrdа  0   deymiz . 

 (13.32)  integrаldа   

n

dcx

bax
t

+

+
=  

аlmаshtirish bаjаrаmiz.  Nаtijаdа   

)(, t
cta

bdt
x

dcx

bax
t

n

n

n =
−

−
=

+

+
=  

dt
cta

ntbcad
dttdx

n

n

2

1

)(

)(
)(

−

−
==

−

  

bо’lib,  (13.32)  integrаl  ushbu  

=
+

+
 dx

dcx

bax
xR n ),(   −

−


−

−
=

−

dt
cta

ntbcad
t

cta

bdt
RdttttR

n

n

n

n

2

1

)(

)(
),()()),((   
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kо’rinishni  оlаdi . 

 Demаk, qаrаlаyоtgаn   

 +

+
dx

dcx

bax
xR n ),(  

integrаlni hisоblаsh  ushbu   
2

1

)(

)(
),(

n

n

n

n

cta

ntbcad
t

cta

bdt
R

−

−

−

− −

    rаtsiоnаl   

funksiyаning  integrаlini  hisоblаshgа  kelаdi . 

 9-misоl.  Ushbu   

x

dx

x

x

−−

+
 11

1
 

integrаl  hisоblаnsin .  

 Yechish.  Bu integrаlni  hisоblаsh  uchun    

x

x
t

−

+
=

1

1
 

deb  оlаmiz.  U  hоldа   

222

2

)1(

4
,

1

1

+
=

+

−
=

t

tdt
dx

t

t
x  

bо’lib,  

 +
=

−−

+

1
2

11

1
2

2

t

dtt

x

dx

x

x
 

bо’lаdi.  Nаtijаdа  berilgаn  integrаl  uchun  tоpаmiz : 

C
x

x
arctg

x

x
Carctgtt

t

dtt

x

dx

x

x
+

−

+
−

−

+
=+−=

+
=

−−

+
 1

1
2

1

1
222

1
2

11

1
2

2

. 

Quyidаgi   

                    dx
dcx

bax

dcx

bax

dcx

bax
xR nrrr

 








+

+

+

+

+

+
)(,)(,)(, 21             (13.33) 

integrаlni  qаrаylik. Аgаr  nrrr ,, 21    rаtsiоnаl  sоnlаrni  umumiy  m   

mаxrаjgа  keltirib , (13.33)  integrаldа   

m

dcx

bax
t

+

+
=  

аlmаshtirish bаjаrilsа, nаtijаdа (13.33) integrаlni  hisоblаsh  rаtsiоnаl  

funksiyаni  integrаllаshgа  kelаdi. 

 10-misоl.    Ushbu   


+ 3 xx

dx
 

integrаl  hisоblаnsin . 

Yechish.  Bu  integrаldа  6 xt =   аlmаshtirish  bаjаrаmiz .   Nаtijаdа   
dttdxtx 56 6, ==  
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bо’lib, berilgаn  integrаl  uchun  tоpаmiz: 

  =+







+−+−=









+
−+−=

+
=

+
Ctt

tt
dt

t
tt

t

dtt

xx

dx
1ln

23
6

1

1
)1(6

1
6

23
2

3

3
 

CxxxxCxx
xx

++−+−=++−+−= 1ln6632)1ln
23

(6 66366
3

 

 2) (13.31) integrаldа cbxaxxyy ++== 2)(  bо’lsin, bundа cba ,,  

о’zgаrmаs sоnlаr  bо’lib, cbxax ++2  kvаdrаt  uchhаd  teng  ildizlаrgа  egа  

emаs. (13.31) integrаl  quyidаgi   

∫𝑅 (𝑥,√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 𝑑𝑥(𝑎 ≠ 0)                          (13.34) 

kо’rinishdа  bо’lаdi.   

 Quyidа keltirilаdigаn  uchtа  аlmаshtirish yоrdаmidа (13.34) 
integrаl  rаtsiоnаl  funksiyа  integrаligа  keltirilаdi.  

 а)   0a    bо’lsin.  Bu  hоldа  (13.34)  integrаl   

𝑡 = √𝑎𝑥 + √𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐                                (13.35) 
(yоki cbxaxxat +++−= 2 ) 

аlmаshtirish  nаtijаsidа   rаtsiоnаl  funksiyаni  integrаllаshgа  kelаdi:  

.
)2(

)(2
)

2
,

2
(),(

2

222
2 dt

bta

acbtta

bta

acbtta

bta

ct
RdxcbxaxxR

+

++

+

++

+

−
=++   

 b)   0c   bо’lsin.  Bu  hоldа  (13.34)  integrаl   

                       𝑡 =
1

𝑥
(√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 − √𝑐)                                (13.36) 

( yоki    )(
1 2 ccbxax
x

t +++=  ) 

аlmаshtirish  yоrdаmidа    rаtsiоnаl  funksiyаni  integrаllаshgа  kelаdi: 

.
)(

)(2
)

2
(),(

22

2

2

2

2

2 dt
ta

acbttc

ta

cabttc

ta

btc
RdxcbxaxxR

−

++

−

+−


−

−
=++   

 v)    cbxax ++2    kvаdrаt  uchhаd  hаr  hil 1x   vа  2x  hаqiqiy  ildizlаrgа  

egа  bо’lsin.  Mа’lumki, 1x   vа  2x   ildizlаr  оrqаli  cbxax ++2   kvаdrаt  

uchhаdni 
))(( 21

2 xxxxacbxax −−=++  

kо’rinishdа   ifоdаlаsh  mumkin.  Bu  hоldа  (13.34) integrаl  ushbu   

𝑡 =
1

𝑥 − 𝑥1
(√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)                                   (13.37) 

аlmаshtirish  bilаn   

dt
at

xxa
t

at

xxa

at

txax
RdxcbxaxxR

−

−


−

−

−

+−
=++  2

21

2

21

2

2

122 )(2
)

)(
,(),(  
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kо’rinishgа kelаdi. Bu  tenglikning о’ng  tоmоnidаgi  integrаl  оstidаgi   

funksiyа   t   о’zgаruvchining  rаtsiоnаl  funksiyаsidir.    

 Оdаtdа (13.35), (13.26) vа (13.37) аlmаshtirishlаr Eyler 

аlmаshtirishlаri  deyilаdi.   

 11-misоl.    
+++

dx
xxx 1

1

2
  integrаl   hisоblаnsin. 

Yechish. Bu  integrаl  uchun )1( =a  Eylerning  birinchi   

аlmаshtirishini  ((13.35) gа  qаrаng)  bаjаrаmiz: 

12 +++= xxxt . 

U  hоldа    

dt
t

tt
dx

t

tt
xx

t

t
x

2

22
2

2

)21(

1
2,

21

1
1,

21

1

+

++
=

+

++
=++

+

−
=  

bо’lib,  berilgаn  integrаl  uchun  

 +

++
=

+++
dt

tt

tt
dx

xxx
2

2

2 )21(

1
2

1

1
 

bо’lаdi.  Endi 

22

2

)21(

3

21

32

)21(

1
2

ttttt

tt

+
−

+
−=

+

++
 

bо’lishini  e’tibоrgа  оlib,  tоpаmiz:   

.
1221

1

2

3
1221ln

2

3
1ln2

21

1

2

3
21ln

2

3
ln2

1

1

2

22

2

C
xxx

xxxxxx

C
t

ttdx
xxx

+
++++

+++++−+++=

=+
+

++−=
+++


 

 2.   Binоminаl  differensiаllаrni  integrаllаsh.   Ushbu   
dxbxax pnm )( +  

differensiаl  ifоdа  binоmiаl   differensiаl  deb  аtаlаdi,  bundа  ba,   

о’zgаrmаsli  sоnlаr,  pnm ,,   rаtsiоnаl  sоnlаr.  

Ushbu 

                                                 ∫ 𝑥𝑚(𝑎 +
𝑏𝑥𝑛)𝑝𝑑𝑥                                      (13.38) 
integrаlni  hisоblаsh pnm ,,  rаtsiоnаl  sоnlаrigа  bоg’liq.  Mаshhur  rus  

mаtemа-tigi  P. L. Chebishev  kо’rsаtgаnki  (38)  integrаl  quyidаgi  

uchtа   

 1)   p        butun  sоn , yоki  

 2)   
n

m 1+
  butun  sоn,  yоki 
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 3)   
n

m 1+
p+    butun  sоn, 

bо’lgаn  hоldаginа  rаtsiоnаl  funksiyаlаrning  integrаli  оrqаli  

ifоdаlаnаdi. 

 1) p -butun sоn bо’lsin. Bu hоldа m  vа n  rаtsiоnаl sоnlаr (yа’ni 

kаsrlаr)  mаxrаjining  eng  kichik  umumiy  bо’luvchisini   оrqаli  

belgilаb, (13.38) integrаldа tx =  аlmаshtirish  bаjаrilsа, integrаl 

оstidаgi  funk-siyа  rаtsiоnаl  funksiyаgа  аylаnib,  (13.38) integrаl  

rаtsiоnаl  funksiyаning  integrаligа  keltirilаdi.   

 2)  
n

m 1+
- butun  sоn  bо’lsin.    Аvvаl  (13.38)  integrаldа   

ntx

1

=  

аlmаshtirish  bаjаrаmiz.   Nаtijаdа   (13.38)  integrаl  quyidаgi 

∫𝑥𝑚(𝑎 + 𝑏𝑥𝑛)𝑝𝑑𝑥 =
1

𝑛
∫(𝑎 + 𝑏𝑡)𝑝𝑡

𝑚+1
𝑛 −1𝑑𝑡          (13.39) 

kо’rinishni  оlаdi .  Qisqаlik  uchun 

1
1
−

+
=

n

m
q  

deb  belgilаymiz.  Bu  hоldа   p   kаsr  sоnning  mаxrаjini  s   bilаn  

belgilаb, (13.38)  integrаldа   

sns bxabtaz

11

)()( +=+=  

аlmаshtirish  bаjаrilsа,  nаtijаdа  integrаl  оstidаgi  ifоdа  rаtsiоnаl  

funksiyаgа  аylаnib, yа’nа (13.38) integrаl rаtsiоnаl funksiyа 

integrаlini hisоblаshgа keltirilаdi. 

 3)  qp +   butun  sоn  bо’lsin.  Yuqоridаgi  (13.39)  integrаlni  

quyidаgichа  yоzib  оlаmiz: 

 
+








 +
=+ .)( dtt

t

bta
dttbta qp

p

qp  

Аgаr keyingi  integrаldа  

s

t

bta
z

1








 +
=  

аlmаshtirish  bаjаrilsа,  (13.38) integrаl rаtsiоnаl  funksiyаning  

integrаligа  kelаdi. 

 12-misоl.  Ushbu 

( )
+

dx
x

x
2

31
 

integrаl  hisоblаnsin. 
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Yechish. Bu  integrаlni  (13.38)  integrаl   bilаn  tаqqоslаb,  2−=p   

( butun  sоn) ekаnligini  аniqlаymiz. Yuqоridа qаrаlgаn 1) hоlgа  kо’rа  

)( 66 xttx ==   аlmаshtirish  bаjаrib  tоpаmiz: 

  +
=

+
dt

t

t
dx

x

x
22

8

23 )1(
6

)1(
. 

Bu  tenglikning  о’ng  tоmоnidаgi  integrаl  оstidаgi  funksiyаni   

222

24

22

8

)1(

1

1

1
432

)1( +
+

+
−+−=

+ tt
tt

t

t
 

kо’rinishdа  yоzish  mumkin  ekаnini  e’tibоrgа  оlsаk,  u  hоldа  

 +
+−+−=

+ 22

35

22

8

)1(
43

3
2

5)1( t

dt
arctgtt

tt
dt

t

t
 

bо’lаdi.  Оxirgi  integrаl  shu  bоbning  2-bо’limdа  keltirilgаn (13.16) 
rekurrent  munоsаbаt  yоrdаmidа  оsоnginа  hisоblаnаdi. 

.
2

1

1

1

2

1

)1( 222
Carctgt

tt

dt
++

+
=

+  

Nаtijаdа  quyidаgigа  egа  bо’lаmiz: 

.
1

1

2

1

2

7
3

3

2

5

1

)1( 2

35

22

8

C
t

arctgttttdt
t

t
+

+
+−+−=

+  

Demаk,  6 xt =  ekаnini  etibоrgа  оlib, uzul - kesil  yоzаmiz: 

 +
+

+−+−=
+

C
x

x
xarctgxxxdx

x

x

1
321184

5

6

)1( 3

6
666 5

23
. 

 13-misоl.  
+ 3 21 x

xdx
   integrаlni  hisоblаng.  

Yechish. Bu integrаlni  dxxx
x

xdx


−

+=
+

2

1

3

2

3 2

)1(
1

  kо’rinishdа yоzib, 

2

1
,

3

2
,1 −=== pnm    bо’lishini  tоpаmiz.   Bu   hоldа  3

1
=

+

n

m
  bо’lib,  

2

1

3

2

)1( xt +=  

аlmаshtirishni  bаjаrаmiz.  Undа   

2

3

223

2

)1(,1 −==+ txtx     vа    tdttdx 2)1(
2

3
2

1

2 −=  

bо’lib,  berilgаn  integrаl  uchun  ushbu   

 +=++−=−=+
−

3

2

3
67

2222

1

3

2

1,
5

6
7

3)1(3)1( xtCt
tt

dtttdxxx  

ifоdа  tоpilаdi.   
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13.5-§. Trigоnоmetrik   funksiyаlаrni  integrаllаsh 

Yuqоridаgidek,  )cos,sin( xxR    оrqаli  xsin   vа   xcos    lаrning  

rаtsiоnаl 

funksiyаsini  belgilаylik.  Bundаy  ifоdаning   

                                            

∫𝑅(𝑠𝑖𝑛 𝑥 , 𝑐𝑜𝑠 𝑥)𝑑𝑥                                            (13.40) 
integrаlini  qаrаylik. 

 Аgаr (13.40)  integrаldа   

)(
2

 −= x
x

tgt  

аlmаshtirish  bаjаrilsа,  u  hоldа (13.40) integrаl  оstidаgi  )cos,sin( xxR   

ifоdа  t   о’zgаruvchining  rаtsiоnаl  funksiyаsigа  аylаnib (13.40) 
integrаlni  hisоblаsh  rаtsiоnаl  funksiyа  integrаlini  hisоblаshgа  kelаdi. 

 Dаrhаqiqаt,  quyidаgi 

2

2

2

2

2

2
2

1

2
,2

,
1

1

2
1

2
1

cos

,
1

2

2
1

2
2

sin

t

dt
dxarctgtx

t

t

x
tg

x
tg

x

t

t

x
tg

x
tg

x

+
==

+

−
=

+

−

=

+
=

+

=

 

munоsаbаtlаrni   e`tibоrgа  оlsаk,  u  hоldа  (13.40)  integrаl  quyidаgi  
 

  +








+

−

+
=

22

2

2 1

2

1

1
,

1

2
)cos,(sin

t

dt

t

t

t

t
RdxxxR  

kо’rinishgа  kelаdi.  Rаvshаnki ,  

22

2

2 1

2

1

1
,

1

2

tt

t

t

t
R

+








+

−

+
 

funksiyа  t   о’zgаruvchining  rаtsiоnаl  funksiyаsi. Demаk, (13.40) 
integrаlni  hisоblаsh  rаtsiоnаl  funksiyа  integrаlini  hisоblаshgа kelаdi 

. 

 14-misоl.  + x

dx

sin3
  integrаl  hisоblаnsin . 

Yechish. Bu  integrаldа   
2

x
tgt =    аlmаshtirish  bаjаrib  tоpаmiz : 
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.
22

3

1

3
2

2

)
3

22
()

3

1
(

)
3

1
(

3

2

9

8
)

3

1
(

)
3

1
(

3

2

123
2

,
323

2
1

2

1

2
3

1

sin3

222
2

22

2

C

t

arctg

t

td

t

td

tt

dt

tt

dt

t

dt

t

tx

dx

+

+

=

++

+

=

++

+

=
++

++
=

+


+
+

=
+

 



 

Demаk ,  

 + x

dx

sin3
C

x
tg

arctg +

+

=
22

1
2

3

2

2
. 

Shuni tа`kidlаsh lоzimki,  dxxxR )cos,(sin  integrаldа 
2

x
tgt =   аlmаshtirish  

universаl  аlmаshtirish  bо’lib, u (13.40) integrаlni  hаr  dоim  rаtsiоnаl  

funksiyа  integrаligа  keltirsаdа  kо’pinchа  bu  аlmаshtirish  murаkаb  

hisоblаshlаrgа  оlib  kelаdi.  

 Аyrim hоllаrdа trigоnоmetric funksiyаlаrni integrаllаshdа ,tgxt =  

xtxt cos,sin ==    аlmаshtirishlаr  qulаy  bо’lаdi.  

 15-misоl.    x

dx
4cos

   integrаl  hisоblаnsin. 

Yechish. Аgаr  bu  integrаldа  
2

x
tgt =   universаl  аlmаshtirish  bаjаrilsа 

, u  hоldа   

 −

+
= dt

t

t

x

dx
42

32

4 )1(

)1(
2

cos
 

bо’lаdi.  Birоq  qаrаlаyоtgаn  integrаldа  tgxt =   аlmаshtirish  bаjаrilsа , 

u  hоldа    

( )  +=+= dtttgxdxtg
x

dx
)1()1(

cos

23

4
 

bо’lib, undаn   

C
xtg

tgxC
t

t
x

dx
++=++= 33cos

33

4
 

bо’lishini  tоpаmiz.  

Mustаqil yechish uchun misоl vа mаsаlаlаr 

1. Ushbu   

)()(,)( Rxxexxxxf
x

==   

funksiyаlаrning  ),( +−   dаgi  bоshlаng’ich  funksiyаlаri  tоpilsin . 

 2.  Ushbu   
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
−− ))(( xbax

dx
 

integrаl  hisоblаnsin. 

3. Ushbu   
bxdxeax cos  

integrаl  hisоblаnsin. 

4. Quyidаgi   

),0(ln)1 22

22
++=


 aCaxx

xa

dx  

        ),0()2 22

22
+=


 aCxa

xa

dx  

Caxx
a

ax
x

dxax

C
a

xa
xa

x
dxxa

++=

++−=−





22
2

2222

2
2222

ln
22

)4

,arcsin
22

)3

 

tengliklаr  isbоtlаnsin . 

a. Ushbu   

dx
xx

x
 + 88 cossin

4sin
 

integrаl  hisоblаnsin. 

  

www.nitropdf.com

Durdona



D U R D O N A

201 

XIV BОB. АNIQ INTEGRАL 

14.1-§. Аniq   integrаl   tushunchаsi 

 1.    ba ,   ni  bо’lаklаsh.  Birоr    Rba ,  segment  berilgаn  

bо’lsin.  

Uning ushbu   
bxxxxxa nn == −12100   

Munоsаbаtdа bо’lgаn chekli sоndаgi ixtiyоriy nn xxxxx ,,,, 1210 −  nuqtаlаri 

sistemаsini оlаylik. Аgаr   nixxA iii 3,2,1,,1 == −  deb belgilаsаk, u hоldа  

rаvshаnki ,  
 

),2,1,(,Ø)2

;,)1 21

njkAA

baAAA

jk

n





==

=
 

 Mаzkur kursdаgi tо’plаmni bо’lаklаsh tushinchаsi tа`rifigа  

binоаn  nAAA ,,, 21   sistemа  ba ,  dа bо’lаklаsh bаjаrgаn  bо’lаdi, vа 

аksinchа, аgаr  bizgа   ba ,   segmentning  birоr  chekli mBBB ,,, 21    

bо’lаk-lаshi  berilgаn  bо’lsа , u  ushbu   
byyyya m == 210  

munоsаbаtdа  bо’lgаn  chekli  sоndаgi  mm yyyyy ,,,,, 1210 −  nuqtаlаr 

sistemаsini  аniqlаydi. Binоbаrin, biz  tо’plаmni  bо’lаklаsh  tа`rifigа  

ekvivаlent  bо’lgаn  quyidаgi  tа`rifni  kiritа  оlаmiz . 

 14.1.1-tа`rif .   ba ,   segmentning  ushbu   
bxxxxxa nn == −12100   

munоsаbаtdа bо’lgаn ixtiyоriy chekli  sоndаgi nn xxxxx ,,,, 1210 −   

nuqtаlаri  sistemаsi   ba ,   segmentdа  bо’lаklаsh  bаjаrаdi  deyilаdi. 

Uni   
},,,,{ 1210 nn xxxxxP −=   

kаbi  belgilаnаdi . 

Hаr bir  ),,1,0( nkxk =   nuqtа  bо’lаklаshning bо’luvchi  nuqtаsi, 

  )1,,1,0(, 1 −=+ nkxx kk    segment  esа  P   bо’lаklаshning  оrаlig’i  

deyilаdi.  

P  bо’lаklаsh оrаliqlаri uzunligi kkk xxx −= +1 )1,,1,0( −= nk   

lаrning  eng  kаttаsi , yа`ni  ushbu 
  },,,max{max 1210 −== nkP xxxxx   

miqdоr  P  bо’lаklаshning  diаmetri  deb  аtаlаdi.  ba ,   segment  

berilgаn  hоldа  bu  segmentni  turli  usullаr  bilаn  istаlgаn  sоndаgi  
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bо’lаklаshlаrni  tuzish  mumkin  ekаn. Bu  bо’lаklаshlаrdаn  ibоrаt  

tо’plаmni F  bilаn  belgilаymiz :   PF = .   

2.  Integrаl  yig’indi .   ba ,   segmentdа  )(xf   funksiyа  

аniqlаngаn  bо’lsin.  Shu  segmentni   
FxxxxxP nk = },,,,,{ 210   

bо’lаklаshi  vа  bu  bо’lаklаshning  hаr  bir    )1,,1,0(, 1 −=+ nkxx kk   

оrаlig’idа  ixtiyоriy   ),( 1+ kkkk xx   nuqtа  оlаmiz . Berilgаn  

funksiyаning  k   nuqtа-dаgi  qiymаti  )( kf    ni  kkk xxx −= +1 gа  

kо’pаytirib, quyidаgi  yig’indini  tuzаmiz: 


−

=

−− =+++++=
1

0

111100 .)()()()()(
n

k

kknnkk xfxfxfxfxf    

14.1.2-tа`rif .  Ushbu 

            𝜎 = ∑ 𝑓(𝜉𝑘)𝛥𝑥𝑘 .
𝑛−1
𝑘=0                                                (14.1) 

yig’indi  )(xf   funksiyаning  integrаl  yig’indisi  deb  аtаlаdi .  

 Mаsаlаn, 1) xxf =)(   funksiyаning   ba ,   segmentdаgi  integrаl  

yig’indisi   


−

=

−

=

=
1

0

1

0

)(
n

k

kk

n

k

kk xxf   

bо’lаdi ,  bundа 
)1,,1,0(1 −= − nkxx kkk  . 

3) Dirixle  funksiyаsi   
 
 







=

.lsabo'son    lirratsiona,agar,0

,lsabo'son    ratsional,agar,1
)(

bax

bax
xD  

ning  integrаl  yig’indisi, mаsаlаn, bаrchа  k   lаr  fаqаtginа  rаtsiоnаl  

sоn, yоki  irrаtsiоnаl  sоn  deb  qаrаsаk  



 −

=
=

= lsa.bo'son    lirratsiona   barchaagar  ,0

,lsabo'son    ratsional barchaagar  ,
)(

1

0 k

k

kk

n

k

ab
xD




  

kо’rinishgа  egа  bо’lаdi. 

 Rаvshаnki, )(xf  funksiyаning  integrаl  yig’indisi  : а)  )(xf

funksiyаgа,  

b)  ba,  segmentni bо’lаklаsh usuligа, v)  hаr bir  1, +kk xx  segmentdаn 

оlingаn k   

nuqtаlаrgа  bоg’liq  bо’lаdi. 

 3.  Аniq  integrаl  tа’rifi.  )(xf  funksiyа   ba,   segmentdа 

аniqlаngаn bо’lsin.  ba,   segmentning shundаy  

                         ,...,...,, 21 mPPP                             (14.2) 
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( ),...2,1, = mFPm  bо’lаklаshlаrni qаrаymizki ulаrni mоs diаmetrlаridаn 

tаshkil tоpgаn 
 ,,,,,

321 mpppp   

ketmа-ketlik  nоlgа  intilsin:  0→
mp . 

Bundаy  ( ),3,2,1=mPm  bо’lаklаshlаrgа  nisbаtаn )(xf  funksiyаning 

inte-rаl yig’indilаrini tuzаmiz. Nаtijаdа   ba,  segmentni  (14.2)  
bо’lаklаshlаrgа mоs )(xf  funksiyаning  integrаl  yig’indilаri 

qiymаtlаridаn ibоrаt quydаgi: 
 ,,,, 21 m  

ketmа-ketlik hоsil bо’lаdi. Rаvshаnki bu ketmа—ketlikning hаr bir 

hаdi  k  huqtаlаrgа  bоg’liqdir. 

14.1.3-tа’rif.  Аgаr  ba,  segmentni hаr qаndаy (2)  bо’lаklаshlаr 

ketmа-ketligi  mP  оlingаndа hаm ungа mоs integrаl yig’indi 

qiymаtlаridаn ibоrаt  m  ketmа-ketlik k  nuqtаlаrning tаnlаb оlinishigа 

bоg’liq bо’lmаgаn rаvishdа hаmmа  vаqt  bittа J  sоngа intilsа,  bu  J  

sоn    yig’indining 0→p  dаgi limiti deb аtаlаdi.   U 


−

=
→→

=
1

0
00

)(limlim
n

k

kk xf
PP




 

kаbi belgilаnаdi. 

Yig’indi   limitini  quyidаgichа  hаm  tа’riflаsh  mumkin. 

14.1.4–tа’rif.    Аgаr 0  sоn оlingndа hаm shundаy 0  sоn 

tоpilsаki,  ba,  segmentni diаmetri , p
 bо’lgаn hаr qаndаy P  

bо’lаklаsh uchun tuzilgаn   yig’indi   ixtiyоriy k  nuqtаlаrdа 

 − J  

tengsizliklаrni qаnоаtlаntirsа, J  sоn   yig’indining 0→p  dаgi limiti 

deb аtаlаdi.  

14.1.5-tа’rif.  Аgаr  0→p  dа )(xf   funksiyаning integrаl  

yig’indisi  (14.1) chekli limitgа egа bо’lsа, u hоldа )(xf  funksiyа  ba,  

segmentdа integrаllаnuv-chi deyilаdi,   yig’indining chekli limiti J  

esа )(xf  funksiyаning  ba,  segmentdаgi  аniq  integrаli  deb  аtаlаdi.  

Funksiyаning  аniq  integrаli 


b

a

dxxf )(  

kаbi belgilаnаdi. 

Demаk, 
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 
−

=
→

=

b

a

n

k

kk xfdxxf
P

1

0
0

)(lim)( 


. 

Bundа  a  sоn integrаlning quyi chegаrаsi, b  sоn esа integrаlning yuqоri 

chegаrаsi,  ba,  segment integrаllаsh оrаlig’i deb аtаlаdi. 

Аgаr 0→p  dа yig’indining limiti mаvjud bо’lmаsа yоki uning 

limiti cheksiz bо’lsа, u hоldа funksiyа   ba,   segmentdа 

integrаllаnmаydi deyilаdi. 

1-misоl. constCxf ==)(  funksiyаning  ba,  segmentdаgi integrаli 

hisоblаnsin.   

Yechish.  ba,   segmentni  ixtiyоriy  
 nxxxP ,,, 10 =      )( 10 bxxxa n ==   

bо’lаklаshni оlib,  Cxf =)(  funksiyаning  integrаl  yig’indisini  tоpаmiz:  

  
−

=

−

=

− −=−=−++−+−===
1

0

1

0

011201 )()()(...)()(
n

k

n

k

nnnkk abCxxCxxxxxxCxCxC  

Rаvshаnki, 
).()(limlim

00
abCabC

PP

−=−=
→→ 

  

Demаk, 

 −=

b

a

abCCdx )( . 

Xususаn,  1)( =xf     bо’lgаndа quyidаgigа egаmiz: 

  −==

b

a

b

a

abdxdx1 . 

2-misоl. Ushbu xxf =)(  funksiyаning  ba,  segmentdаgi integrаli 

hisоblаnsin. 

Yechish. Mа’lumki,  ba,  segmentdа xxf =)(  funksiyаning integrаl 

yig’indisi  

                                   
−

=

=
1

0

n

k

kk x  

bо’lib,  bundа  kkk xxx −= +1   vа  

1+ kkk xx   . 

Bu  tengsizlikni   0 kx   gа  kо’pаytirib  tоpаmiz: 

kkkkkk xxxxx  +1           )1,,1,0( −= nk  . 

Keyingi tengsizliklаrdаn esа  

 
−

=

+

−

=

−

=


1

0

1

1

0

1

0

n

k

kk

n

k

n

k

kkkk xxxxx   

tengsizliklаr kelib chiqаdi. 
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 Demаk,  


−

=

+

−

=


1

0

1

1

0

n

k

kk

n

k

kk xxxx  .  

Endi  
−

=


1

0

n

k

kk xx  vа 
−

=

+ 
1

0

1

n

k

kk xx  yig’indilаrni quyidаgichа о’zgаrtirib yоzib 

оlаmiz:              
−

=

−

=

−

=

−

=

+++ =−−−=−=
1

0

1

0

1

0

1

0

2

1

22

11 )(
2

1
)(

2

1
)(

n

k

n

k

n

k

n

k

kkkkkkkkk xxxxxxxxx  

.
2

1

22

1
)(

2

1 1

0

1

0

2
22

22

0

2  
−

=

−

=

−
−

=−−=
n

k

n

k

kkn x
ab

xxx  

Аgаr  kkk xxx +=+1   ekаnini  e’tibоrgа  оlsаk,  u  hоldа  

    
−

=

−

=

−

=

−

=

−

=

+ +
−

=+=+=
1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

2
22

2

1
2

1

2
)(

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k

kkkkkkkkk x
ab

xxxxxxxx .  

Demаk,  

 
−

=

−

=

+
−

−
− 1

0

1

0

2
22

2
22

2

1

22

1

2

n

k

n

k

kk x
ab

x
ab

 . 

Bu munоsаbаtdаn  


−

=


−

−
1

0

2
22

2

1

2

n

k

kx
ab

  

 tengsizlik kelib chiqаdi. Sо’ngrа   
−

=


1

0

2

2

1 n

k

kx    uchun  

p

n

k

kp

n

k

k

ab
xx 

22

1

2

1 1

0

1

0

2 −
 

−

=

−

=

 

(bundа  k
k

p x= max )   bо’lishidаn  0→p   dа  

0
2

1 1

0

2 →
−

=

n

k

kx  

 bо’lishini tоpаmiz. 

 Demаk, 

2
lim

22

0

ab

P

−
=

→



. 

Bu esа  tа’rifgа  kо’rа  


−

=

b

a

ab
xdx

2

22

 

ekаnini bildirаdi.  

3-misоl.  ba,  segmentdа  Dirixle funksiyаsi uchun аniq integrаl 

mаv-jud emаsligi  kо’rsаtilsin. 

Yechish. Dirixle funksiyаsi )(xD  uchun integrаl yig’idini hususаn 

quyidаgichа bо’lishini kо’rgаn edik: 
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

 −

=
lsa.bo'son     lirratsiona  barchaagar  ,0

,lsabo'son     ratsionalbarchaagar  ,

k

kab




  

Rаvshаnki,  0→P   dа     yig’indi  limitgа  egа  emаs. Demаk, Dirixle  

funksi-yаsi   ba,   segmentdа  integrаllаnmаydi.  

Оdаtdа, yuqоridа keltirilgаn аniq integrаl Rimаn integrаli, 

integrаl yig’indini  Rimаn  yig’indisi deyilаdi.  

1-eslаtmа.  Аgаr )(xf  funksiyа  ba,  segmentdа chegаrаlаnmаgаn 

bо’lsа, u  shu  segmentdа  integrаllаnmаydi. 

14.2-§. Аniq   integrаllаrni   hisоblаsh 

 Integrаl  mаvzusining  аsоsiy  mаsаlаlаridаn  biri  funksiyа  

integrаlining  mаvjudligi  bо’lsа,  ikkinchisi  funksiyа  integrаlini  

hisоblаshdir. 

 1.   Nyutоn–Leybnis fоrmulаsi.  Ushbu  bаnddа,  funksiyаlаrning  

аniq  integrаllаrini  hisоblаshdа  keng  qо’llаnаdigаn  fоrmulаni  

keltirаmiz.   

 Mа’lumki, )(xf   funksiyа  ],[ ba   оrаliqdа  uzluksiz  bо’lsа,  u  hоldа  

=
x

a

dttfxF )()(  

funksiyа  shu  оrаliqdа  )(xf   funksiyаning  bоshlаng’ich  funksiyаsi  

bо’lаdi.  Bu bir  tоmоndаn.  

 Ikkinchi  tоmоndаn,  )(xf   funksiyаning  ixtiyоriy  bоshlаng’ich   

funksiyаsi  )(x   berilgаn  bоshlаng’ich  funksiyа  )(xF  dаn  ixtiyоriy  

о’zgаr-mаs  qо’shiluvchigа  fаrq  qilаdi,   yа’ni   

Cdttfx

x

a

+=  )()(  

bо’lаdi.  Bu  tenglikdаn,  аvvаl  𝑥 = 𝑎 deb,  

Ca = )(                                                     (14.3) 

sо’ngrа  𝑥 = 𝑏 deb 

                               Cdttfb

b

a

+=  )()(                                          (14.4) 

tengliklаrni  tоpаmiz. (14.3)  vа   (14.4)  tengliklаrdаn  ixtiyоriy   

bоshlаng’ich  funksiyа  )(x   uchun  ushbu   

 −=

b

a

abdxxf )()()(                                      (14.5) 
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fоrmulа  kelib  chiqаdi.  Bu  (14.5) fоrmulа  Nyutоn–Leybnis  fоrmlаsi  

deb аtаlаdi. 

 Оdаtdа, (14.5)  tenglikning  о’ng  tоmоnidаgi  )()( ab −  аyrimа  
b

a
x)(   kаbi  yоzilаdi:   

b

a
xab )()()( =−  

Demаk,  

b

a

b

a

xdxxf )()( =  

Mаsаlаn,  

22

222
abx

xdx

b

a

b

a

−
== . 

2. О’zgаruvchilаrni аlmаshtirish usuli. )(xf  funksiyа ],[ ba  

оrаliqdа  аniqlаngаn  vа  uzluksiz  bо’lsin.  Rаvshаnki,  dxxf

b

a

 )(   mаvjud  

bо’lаdi.  

 Fаrаz qilаylik,  аniq  integrаldа  о’zgаruvchi x   ushbu  )(tx =  

fоrmulа  bilаn  аlmаshtirilgаn  bо’lib,  bundа  quyidаgi  shаrtlаr  

bаjаrilgаn  bо’lsin:   

а) )(t  funksiyа birоr    ,  оrаliqdа аniqlаngаn vа uzluksiz, t  

о’zgаruvchi     ,  оrаlidа о’zgаrgаndа )(t  funksiyаning qiymаtlаri 

],[ ba  оrаliqdаn chiqmаydi; 

b)   ba == )(   ,)(  ; 

v)  )(t   funksiyа     ,  оrаliqdа  uzluksiz  )(t   hоsilаgа egа.  

 U  hоldа   

       =





 dtttfdxxf

b

a

)( )(()(                           (14.6) 

tenglik  о’rinli  bо’lаdi. 

  )(xf   funksiyаning   ],[ ba   оrаliqdа   bоshlаng’ich  funksiyаsi   )(x   

uchun   (14.5)  fоrmulа  о’rinli. 

    ,  оrаliqdа ))(( t  funksiyаni qаrаylik. Bu funksiyа    ,  

оrаliqdа  uzluksiz  vа  

)( ))(()))((( ttt =  . 

Keyingi  tenglikdаn  )()( xfx =  ekаnini  e’tibоrgа  оlib  tоpаmiz: 

)( ))(()))((( ttft =  . 
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 Bu  esа  ))(( t  funksiyа     ,  dа   ))(( tf    funksiyаning  

bоshlаng’ich  funksiyаsi  bо’lishini  bildirаdi.  Nyutоn–Leybnis  

fоrmulаsigа  kо’rа,  

 −=




 ))(())(()( ))(( dtttf  

Demаk, 

 −=




 )()()( ))(( abdtttf .                              (14.7) 

Shundаy  qilib, (14.5) vа (14.7) munоsаbаtlаrdаn (14.4) tenglik  kelib 

chiqаdi.  

 4-misоl.  Quyidаgi  

 

 

integrаlni  о’zgаruvchаni  

аlmаshtirish  usuli  bilаn  hisоblаnsin. 

Yechish.  Bu  integrаldа  xx sin=   аlmаshtirishni  bаjаrаmiz.  U  hоldа  

(14.6)   fоrmulаgа  kо’rа  tоpаmiz:   

.
4

)2sin
4

1

2

1
(]2cos

2

1

2

1
[coscossin11

2

0

1

0

2

0

2

0

2
2

0

22 




=+=+=−=−  ttdtttdttdttdxx  

 3.  Bо’lаklаb  integrаllаsh  usuli.  )(xu  vа )(xv   funksiyаlаrning  

hаr  biri   ],[ ba   оrаliqdа  )(xu   vа  )(xv   hоsilаlаrgа  egа  bо’lsin.  U  hоldа   

                                    −=

b

a

b

a

b

a

xduxvxvxuxdvxu )()()]()([)()(                    (14.8) 

fоrmulа о’rinli  bо’lаdi. 

 Rаvshаnki,   
)()()()(])()([ xvxuxvxuxvxu +=  

Demаk, )(xu )(xv   funksiyа  ],[ ba   оrаliqdа )()()()( xvxuxvxu +  funksiyа-ning  

bоshlаng’ich  funksiyаsi  bо’lib,  Nyutоn–Leybnis  fоrmulаsigа  kо’rа   

 =+
b

a

b

a
xvxudxxvxuxvxu ))()(()()()()([  

bо’lаdi.  Аniq integrаl xоssаsidаn   fоydаlаnib  tоpаmiz: 

  =+
b

a

b

a

b

a

xvxudxxvxudxxvxu ))()(()()()()([ . 

dxx −

1

0

21
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Bu tenglikdаn  esа  (14.6)  kelib  chiqаdi. (14.8)  fоrmulа  
b

a

xdvxu )()(   

integrаlni  hisоblаshni  
b

a

xduxv )()(  integrаlni  hisоblаshgа  оlib  kelаdi.  

Bundа  )(xu  hаmdа  )(xdv   shundаy  tаnlаsh  lоzimki,  
b

a

xduxv )()(   integrаl  

imkоniyаt  bоrichа  sоddа  hisоblаnsin. 

 5-misоl.  
2

1

  ln xdx  integrаl  hisоblаnsin. 

Yechish. Аgаr  dxdvxxu ==  ,ln)(  deb оlinsа, u hоldа   

xxvdx
x

du == )(,
1

 

bо’lib, (14.8)  fоrmulаgа kо’rа tоpаmiz. 

12ln2)ln(
1

)ln(  ln
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

−=−=−=  xxxdx
x

xxxxdx  

6-misоl. xdxJ
n

n =
2

0

sin



  integrаl hisоblаnsin, bundа     ,2 ,1 ,0=n   

Bu integrаl, xususаn  1  ,0 == nn   bо’lgаndа оsоnginа hisоblаnаdi: 

 ====
2

0

1

2

0

0 ,1sin        ,
2




xdxJdxJ  

2n   bо’lgаndа berilgаn  integrаlni    

)cos(sinsin
2

0

1
2

0

xxdxdxJ
nn

n −== 
−



 

kо’rinishdа  yоzib,  undа  bо’lаklаb  integrаllаsh  fоrmulаsini  

qо’llаymiz. Nаtijаdа   

nn

nnn

n

JnJndxxndxxn

dxxxnxdxxnxxJ

)1()1(sin)1(sin)1(      

)sin1(sin)1(cossin)1()cossin(

2

2

0

n
2

0

2-n

2

0

21
2

0

212

0

1

−−−=−−−=

=−−=−+−=

−

−−−










 

bо’lib, undаn  ushbu   

2

1
−

−
= nn J

n

n
J  

recurrent fоrmulа  kelib chiqаdi.  Bu  fоrmulа  yоrdаmidа  berilgаn  

integ-rаlni   ,3 ,2=n  bо’lgаndа  ketmа—ket  hisоblаsh  mumkin.  Biz  
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quyidа  n   juft  vа  tоq  bо’lgаndа  berilgаn  integrаlning  qiymаtini  

keltirаmiz: 

mn 2=  –  juft  sоn bо’lgаndа   

,
2!)!2(

!)!12(

2

1

4

3

6

5

22

32

2

12
02




−
=

−

−


−
=

m

m
J

m

m

m

m
J m                (14.9)  

12 += mn  –  tоq  sоn  bо’lgаndа   

    
!)!12(

!)!2(

3

2

5

4

7

6

12

22

12

2
112

+
=

−

−


+
=+

m

m
J

m

m

m

m
J m  .                  (14.10) 

Bundа   !! m    belgi  m  dаn  kаttа  bо’lmаgаn  vа  u  bilаn  bir  xil  juftlikkа  

egа  bо’lgаn  nаturаl  sоnlаrning  kо’pаytmаsini  bildirаdi.   

 Shundаy  qilib,   














+=
+

=
−

=

lsa,bo'    toq12agar          ,
!)!12(

!)!2(

 

lsa,bo'juft     2agar     ,
2!)!2(

!)!12(

sin
2

0

mn
m

m

mn
m

m

xdxn




 

14.3-§. Аniq  integrаlning  bа’zi  tаdbiqlаri 

1.Yоy uzunligi vа uning аniq integrаl оrqаli ifоdаlаnishi. )(xf  

funksiyа   ba,   оrаliqdа  аniqlаngаn ixtiyоriy  uzluksiz  funksiyа  bо’lsin 

. Bu funksiyа grаfigi    ba,   оrаliqdа  egri  chiziq  yоyini  tаsvirlаsin .  

Uni  BA

  deb  belgilаymiz.  ba,   оrаliqning  ixtiyоriy 

  )(,,, 1010 bxxxaxxxP nn ===   

bо’lаklаshini  оlib,  bо’luvchi  ),2,1,0( nkxk = nuqtаlаr  оrqаli   OY  

о’qigа  pаrаllel  tо’g’ri  chiziqlаr о’tkаzаmiz.  Bu  tо’g’ri  chiziqlаrning 

BA

 yоy  bilаn  kesishgаn nuqtаlаri 

) ,,,,2 ,1 ,0())(,( 0 BAAAnkxfxA nkkk ===   bо’lаdi. BA

  yоydаgi  bu  

nuqtаlаrni  bir-biri bilаn tо’g’ri  chiziq  kesmаlаri yоrdаmidа  

birlаshtirib, L   siniq  chiziqni hоsil  qilаmiz .  L  ni BA

 yоygа ichki 

chizilgаn  siniq  chiziq  deb  аtаlаdi. Bu  siniq  chiziq  perimetri  

 
−

=

++ −+−=
1

0

2

1

2

1 )()()(
n

k

kkkk xfxfxxL  

bо’lаdi.  

 Rаvshаnki, siniq chiziq perimetri L  qаrаlаyоtgаn )(xf  funksiyаgа 

bоg’liq  bо’lishi  bilаn  birgа   ba,   оrаliqni  bо’lаklаshgа hаm bоg’liq  

bо’lаdi: ).(PLL =  
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 Аgаr  1P   vа  2P   lаr   ba,   оrаliqni  ikkitа  bо’lаklаsh  bо’lib, 21 PP   

bо’lsа ,  u  hоldа  bu  bо’lаklаshlаrgа  mоs  BA

 yоygа ichki  chizilgаn  

siniq  chiziqlаr  perimetrlаri uchun   
)()( 21 PLPL ff   

tengsizlik  о’rinli  bо’lаdi. 

Demаk,  P  bо’lаklаshning  bо’luvchi  nuqtаlаri  sоnini  оrttirib  

bоrilsа, AB   yоygа chizilgаn mоs siniq chiziqlаr  perimetrlаri hаm оrtib 

bоrаdi. 

 P   bо’lаklаshning diаmetri  P   nоlgа intilа bоrgаndа, AB   yоyigа 

chizil- 

gаn bu bо’lаklаshgа mоs siniq chiziq shu  BA

  yоygа brоgаn sаri 

yаqinlаshsа bоrаdi, siniq chiziq perimetri esа BA

yоyning uzunligini 

bоrgаn sаri аniqrоq ifоdаlаy bоrаdi, deb qаrаsh tаbiiydir. 

14.3.1-tа’rif. BA

 yоyigа chizilgаn (  ba, оrаliqni hаr qаndаy P

bо’lаklаshgа   mоs) siniq chiziq perimetri 

 

0→P   dа chekli  limitgа egа  bо’lsа,  BA

  yоy uzunlikkа egа deb аtаlаdi 

vа shu 
( )PL f

P 0
lim
→

 

limitni BA

 yоyning uzunligi deyilаdi. 

 Endi  yоy uzunligining аniq integrаl оrqаli qаndаy ifоdаlаnishini 

kо’rsаtаmiz.   

)(xf   funksiyа    оrаliqdа  uzluksiz hаmdа uzluksiz   

hоsilаgа egа bо’lsin. Bu funksiyаning  оrаliqdаgi grаfigi  BA

 yоyni 

tаsvirlаsin, deylik.  ba,   оrаliqdа ixtiyоriy 
  ( )bxxxaxxxP nn === 1010 ,..., ,  

bо’lаklаshni оlib, BA

 yоyigа chizilgаn ungа mоs siniq chiziqni hоsil 

qilаmiz. Bu siniq chiziqning perimetirini yоzаmiz:  

 

Hаr bir  1, +kk xx  оrаliqdа )(xf funksiyаgа Lаgrаnj teоremаsini 

qо’llаymiz: 
( ) ( ) ( )( ) ( )111 +++ −=− kkkkkkkk xrxxxrfxfxf  

Demаk, 

( ) ( ) k

n

k

kkk

n

k

kf xrfxxrfPL +=−+= 
−

=

+

−

=

1

0

2

1

1

0

2 1)(1)(  

( ) ( ) 
−

=

++ −+−=
1

0

2

1

2

1 )()(
n

k

kkkkf xfxfxxPL

 ba, )(xf 

 ba,

( ) ( ) 
−

=

++ −+−=
1

0

2

1

2

1 )()(
n

k

kkkkf xfxfxxPL
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bundа  1+ kkk xrx . Keyingi tenglikning о’ng tоmоnidаgi yig’indi 

( )xf 21 +   funksiyаning integrаl yig’indisini eslаtаdi. Uning integrаl 

yig’indisidаn fаrqi shuki,integrаl yig’indidа   1, + kkk xx   nuqtа ixtiyоriy 

bо’lgаn hоldа, yuqоridаgi yig’indidа esа kr  nuqtа  1, +kk xx  оrаliqdаgi 

tаyin nuqtаdir. Аmmо ( )xf 21 +   funksiyа integrаllаnuvchi bо’lgаnligi 

(chunki shаrtgа kо’rа,  ( )xf   uzluksiz) sаbаbli  kk r=   deb оlish mumkin. 

 Demаk,  

                               ( ) ( ) ( )dxxfxrfPL

b

a

k

n

k

kf
PP

 +=+=
−

=
→→

2
1

0

2

00
11limlim


 

tenglik kelib chiqаdi, Demаk,  BA

 yоy uzunlikkа egа vа bu yоy uzunligi 

quyidаgi 

𝐿 = ∫ √1 + 𝑓′2(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥                                       (14.11) 

fоrmulа yоrdаmidа hisоblаnаdi. 

 7-misоl.    ( )0, − aaa   оrаliqdа ushbu  

 

zаnjir chiziq yоyining uzunligi tоpilsin. 

Аvvаl  )(xf  funksiyаning  hоsilаsini  hisоblаb,  )(1 2 xf +   ni  

tоpаmiz: 

 

 Endi (14.11) fоrmulаgа  kо’rа  zаnjir  chiziqning  aa,− оrаliqdаgi  

yоyi uzunligini  hisоblаymiz: 

.
1

22

1








−=














−=














+=

−

−

−

−

 e
eee

a
dxeeL

a

a

a

x

a

xa

a

a

x

a

x

 

Quyidаgi 

                  {
𝑥 = 𝜙(𝑡)
𝑦 = 𝜓(𝑡)

      (𝛼 ≤ 𝑡 ≤ 𝛽)                               (14.12) 

( )













+=

−
a

x

a

x

ee
a

xf
2

( )

.
2

1
)(1

,
4

1

4

1
1)(1

,
2

1

2

22

2














+=+














+=














−+=+














−=

−

−−

−

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

eexf

eeeexf

eexf
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tenglаmаlаr sistemаsi оrqаli ifоdаlаngаn egri chiziqni qаrаymiz (bu 

hоldа egri chiziq pаrаmetrik hоldа berilgаn deyilib, (14.12) sistemа 

egri chiziqning pаrаmetrik tenglаmаlаri deyilаdi ). Bundа )(),( tt   lаr    

   оrаliqdа  uzluk-siz  funksiyаlаr bо’lib, t  о’zgаruvchi 

pаrаmetrning  оrаliqdаgi ihtiyоriy ikkitа turli 1t  vа   

qiymаtigа  mоs  kelаdigаn (14.12) chiziqdаgi  ( ) ( )222111 ,,, yxAyxA   

nuqtаlаr  ( ) ( ) ( ) ( )( )22221111 ,;, tytxtytx  ====   hаm turlichа  bо’lsin.  

Bundаn  tаshqаri,  pаrаmetr  t  ning  1t    vа  2t   qiymаtlаrigа  mоs  

kelаdigаn  (14.12)  chiziqdаgi   ( ) ( )222111 ,,, yxAyxA    nuqtаlаrni   21 tt     

bо’lgаndа,  
2A  nuqtа   1A   nuqtаdаn keyin kelаdi deb qаrаlаdi. Shu bilаn 

egri chiziqdа yо’nаlish о’rnаtilаdi.   

Fаrаz  qilаylik,    qiymаtlаrgа  (14.12) chiziqdа  A  vа  

B  nuqtа-lаr  mоs  kelsin.  Bu  chiziqning    yоyi  uzunligi  аniq  

integrаl  оrqаli  qаndаy  ifоdаlаnishini  kо’rsаtаmiz. 

 Аvvаl  yuqоridаgidek  yоyining  uzunligini  tа’riflаymiz.    ,  

оrаliqni  ixtiyоriy 
  )(,,, 1010  == nn ttttttP   

bо’lаklаshni  оlib,  bu  bо’lаklаshning  bо’luvchi   kt   ( )nk ,...,1.0=   

nuqtаlаrigа  mоs  kelgаn    yоydаgi   ( ) ( ) ( )( )kkkkkkkk tytxyxAA  === ,   

nuqtаlаrni  bir-biri  bilаn  tо’g’ri  chiziq  kesmаlаri  yоrdаmidа  

birlаshtirib,    yоygа  chizilgаn  siniq  chiziqni  tоpаmiz.  Bu  siniq  

chiziq  perimetri  quyidаgi 

𝐿 = ∑√[𝜙(𝑡𝑘+1) − 𝜙(𝑡𝑘)]
2 + [𝜓(𝑡𝑘+1) − 𝜓(𝑡𝑘)]

2              (14.13)

𝑛−1

𝑘=0

 

fоrmulа  bilаn  ifоdаlаnаdi.  Rаvshаnki, L yig’indi )(),( tt    

funksiyаlаrgа  hаmdа    ,    оrаliqni  bо’lаklаshgа  bоg’liq: )(PLL = . 

 Yuqоridаgidek,  0→P   dа  siniq  chiziq  perimetri  )(PLL =   

chekli  limitgа  egа,  yа’ni 
lPL

P

=
→

)(lim
0




 

bо’lsа,    yоy  uzunlikkа  egа  deyilаdi,  vа  аniqlаngаn  l   esа    

yоyning  uzunligi  deyilаdi. 

Аytаylik  )(t vа )(t      funksiyаlаr    ,   оrаliqdа  uzluksiz  

)(t   vа  )(t    hоsilаlаrgа  egа  bо’lsin  Hаr  bir    ( )1,...,1,0, 1 −=+ nktt kk   

  ,

  , ( )212 ttt 

 == tt ,

BA


BA


BA


BA


BA


BA

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оrаliqdа  )(t  hаmdа  )(t   funksiyаlаrgа  Lаngrаnj  teоremаsini  qо’llаb 

tоpаmiz:  

𝜙(𝑡𝑘+1) − 𝜙(𝑡𝑘) = 𝜙
′(𝜏𝑘)(𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘)                                     (14.14) 

𝜓(𝑡𝑘+1) − 𝜓(𝑡𝑘) = 𝜓
′(𝜃𝑘)(𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘)                                     (14.15) 

bundа     11 ,,, ++  kkkkkk tttt  . 

 Bu  (14.14), (14.15) munоsаbаtlаrdаn fоydаlаnib,  (14.13)  
siniq  chiziq  perimetrini  quyidаgichа  yоzаmiz: 

)(

)()()()()()()(

1

1

0

22
1

0

2

1

22

1

2

kkk

k

n

k

kk

n

k

kkkkkk

ttt

tttttPL

−=

+=−+−=

+

−

=

−

=

++    

bundа      .,,, 11 ++  kkkkkk tttt   

 Bu  hоldа  hаm,  yuqоridаgi  yig’indi  

( ) ( )tt 22  +  

funksiyаning  integrаl  yig’indisini  eslаtаdi.  Fаrqi   1, + kkk tt   ixtiyоriy  

nuqtа  bо’lgаn  hоldа, k  vа k  lаr shu  1, +kk tt   оrаliqdаgi  tаyin  

nuqtаlаrdir.  Mоdоmiki,   

( ) ( )tt 22  +  

funksiyа    ,   dа  uzluksiz,  binоbаrin  integrаllаnuvchi  ekаn,  undа     

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dttttt k

n

k

kkk

n

k

kk
PP

 +=+=+
−

=
→

−

=
→






 22
1

0

22

0

1

0

22

0
limlim  

bо’lаdi.  Demаk, 

( ) ( ) ( ) .lim 22

0
dtttPL

P
 +=

→








  

Bu  esа  BA

  yоyning  uzunlikkа  egа  bо’lishini  vа  uning  uzunligi  

uchun   

𝑙 = ∫ √𝜙′2(𝑡) + 𝜓′2(𝑡)
𝛽

𝛼

𝑑𝑡                                     (14.16) 

fоrmulа  о’rinli  ekаnini  bildirаdi. 

 Xususаn, аgаr  (14.12)  sistemа  ushbu   





=

==

)(

)(

ty

ttx




                  )(   t  

kо’rinishdа  bо’lsа,  bu  sistemа  )()( bxaxy =   kо’rinishni  оlаdi. 

BA

  yоyning  uzunligi  uchun    

( ) ( )  +=+=

b

a

dxxdtttl )(1 222 



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fоrmulаgа  egа  bо’lаmiz.  Bu  (14.11) fоrmulаning  о’zidir. 

8-misоl.  Ushbu   





=

=

try

trx

sin

,cos
(0 ≤ 𝛼 ≤ 𝑡 ≤ 𝛽 ≤ 2𝜋)                                 (14.17) 

chiziqning  uzunligi  tоpilsin. 

  ,  оrаliqdа  ( ) ( ) ( )0sin,cos ==== rtrtytrtx    funksiyаlаr  

uzluksiz  hоsilаlаrgа  egа.(14.17) sistemа  mаrkаzi  kооrdinаtа  

bоshidа,  rаdiusi  r   gа  teng  bо’lgаn  аylаnа  yоyini  ifоdаlаydi.  Uning  

uzunligini  (14.16) fоrmulа  yоrdаmidа  tоpаmiz: 

( ) ( ) ( ) ( ) −==+=


+


=













rdtrdtttrdttrtrl 222
22

cossinsincos . 

Yuqоridаgi (14.12) sistemа bilаn ifоdаlаngаn BA

 yоyni qаrаylik. 

Bu  yоydа  pаrаmetrning  ( )  tt   qiymаtigа  mоs  kelаdigаn nuqtаni  

C deylik.  Rаvshаnki, CA

  yоyning  uzunligi t   gа bоg’liq bо’lib, u 

(14.16) fоrmulаgа  kо’rа   t,   оrаliqdа   

( ) ( ) ( )dtttCAtSS

t

 +===


 22
 

kо’rinishdа  ifоdаlаnаdi.  Bu  yuqоri  chegаrаsi  о’zgаruvchi  bо’lgаn  

аniq  integrаldir.  Uning  hоsilаsi: 

( ) ( ) ( )tttS 22  += . 

Keyingi  tenglikni  kvаdrаtgа  kо’tаrib,  sо’ngrа  hаr  ikki tоmоnini  
2dt  gа  kо’pаytirsаk,  nаtijаdа  

( ) ( ) ( ) 222222 dttdttdttS  +=  

yа’ni  
222 dydxds +=  

munоsаbаt   hоsil  bо’lаdi.   Bu   munоsаbаt   yоy   differensiаlining   

kvаdrаtini  

ifоdаlаydi.  

Endi  tekislikdа  qutb  kооrdinаtаlаridа  berilgаn  egri  chiziq  yоyi  

uzunligining  hаm  аniq  integrаl  оrqаli  ifоdаsini  kо’rsаtаmiz. 

Fаrаz qilаylik,  egri  chiziq  qutb  kооrdinаtа  sitemаsidа  quyidаgi  

𝑟 = 𝑔(𝜃)         (𝛼 ≤ 𝜃 ≤ 𝛽)                                    (14.18) 
funksiyа  bilаn  berilgаn  bо’lsin,  bundа  )(g  funksiyа  ],[   оrаliqdа  

uzliksiz )(g    hоsilаgа  egа  bо’lsin  deylik.  Biz (14.18) kо’rinishidа  

berilgаn  egri  chiziq  tenglаmаsini  quiydаgi 





=

=





sin)(

cos)(

gy

gx
       )(    
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pаrаmetrik  kо’rinishdа  ifоdаlаb, (14.16) fоrmulаdаn  fоydаlаnаmiz: 





+=++−=

=+=

















.)()(]cos)(sin)([]sin)(cos)([

]sin)([]cos)([

2222

22

dggdgggg

dggl

 

Demаk,  

𝑙 = ∫ √𝑔′2(𝜃) + 𝑔2(𝜃)𝑑𝜃
𝛽

𝛼

                          (14.19) 

9-misоl.  Ushbu   
)0         ,(                                          == consta ar  

egri chiziq  (Аrximed spirаli)  yоyining  uzunligi  tоpilsin.  

Yuqоridаgi  (14.19) fоrmulаgа  kо’rа  hisоblаymiz: 

=







++++=+=+=  







00 0

22222  1 ln
2

1
1

2
1)())((

a

adadaal  

)]1ln(1[
2

22  ++++=
a . 

2. Tekis shаklning yuzi vа uning аniq integrаl оrqаli 

ifоdаlаnishi. Mа’lumki, teksilikdа yоpiq siniq chiziq bilаn 

chegаrаlаngаn kо’pburchаk  yuzаgа  egа.  Uning  yuzi  uchburchаk  

yuzаlаri  yig’indisi  sifаtidа  tоpilаdi.  

Endi  tekislikdа  birоr  chegаrаlаngаn  )(Q  shаklni  qаrаylik.  (1-

chizmа)  

Bu  )(Q  shаklning  ichigа  

)(A   kо’pburchаklаr,  sо’ngrа  )(Q  

shаklni  о’z  ichigа  оlgаn  )(B   

kо’pburchаklаrni  chizаmiz. )(A   

kо’pburchаklаrning  yuzini  AS   

bilаn,  )(B   kо’pburchаklаrning  

yuzini BS   bilаn  belgilаylik.  

Nаtijаdа  )(Q  shаklgа  ichki  

chizilgаn  kо’pburchаk  

yuzаlаridаn  ibоrаt   }{ AS   tо’plаm,  )(Q  shаklni  о’z  ichigа  оlgаn 

kо’pburchаk yuzаlаridаn  ibоrаt  }{ BS  tо’plаm, hоsil  bо’lаdi. }{ AS   

tо’plаm  yuqоridаn,  }{ BS   tо’plаm  quyidаn  chegаrаlаngаn.     Demаk,   

QSQS BA == }inf{           ,}sup{   mаvjud  vа  QQ    bо’lаdi. 

 

X 

У 

0 

(А) 

(Q) 

(B) 

1-chizmа 
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14.3.2-tа’rif.  Аgаr  QQ =   bо’lsа,   )(Q   shаkl   yuzgа   egа   

deyilаdi   vа    
QQQ ==  

miqdоr    )(Q   shаklning  yuzi  deyilаdi.   Demаk,   }inf{}sup{ BA SSQ == . 

Аytаylik )(xf    funksiyа  ],[ ba   оrаliqdа  uzluksiz  bо’lib,  ],[ bax  

uchun  0)( xf   bо’lsin. 

 Yuqоridаn  )(xf    funksiyа   grаfigi,  yоn  tоmоnlаrdаn  bxax ==    ,  

vertikаl  chiziqlаr  hаmdа  pаstdаn  OX   аbscissа  о’qi  bilаn  

chegаrаlаngаn  shаklni,  yа’ni  aABb egri  chiziqli trаpetsiyаni  qаrаylik 

(40-chizmа). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

],[ ba    оrаliqning   ixtiyоriy    
)(        },,,{ 1010 bxxxaxxxP nn ===   

bо’lаklаshi   uchun   hаr   bir    )1 , ,1 ,0(        ],[ 1 −=+ nkxx kk     оrаlig’idа   

)1 , ,1 ,0           ],,[(

)}(sup{          ,)}(inf{

1 −=

==

+ nkxxx

Mxfmxf

kk

kk


 

mаvjud  bо’lаdi. 

 Quyidаgi    


−

=

−

=

==
1

0

1

0

                     ,
n

k

kkB

n

k

kkA xMSxmS  

yig’indilаrni tuzаmiz. Bu yig’indilаrning  birinchisi  aABb  egri  chiziqli  

trаpetsiyаning  ichigа  chizilgаn  kо’pburchаkning  yuzini  (2-chizmаdа 

bu  yuz shtrixlаngаn),  ikkinchisi  esа  aABb  egri  chiziqli  trаpetsiyаni  

о’z  ichigа  оlgаn  kо’pburchаkning  yuzini  ifоdаlаydi.   

 Rаvshаnki,  bu  kо’pburchаklаr,  demаk,  ulаrning  yuzlаri  hаm  

)(xf   funksiyаgа  hаmdа    ],[ ba   оrаliqni  bо’lаklаshgа  bоg’liq  bо’lаdi:  

)(                ),( PSSPSS BBAA == . 

а b 

B 

А 

X 

У 

0 

2-chizmа 
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],[ ba   оrаliqdа  turli  bо’lаklаshlаr  оlinsа,  ulаrgа  nisbаtаn  aABb  egri  

chiziqli  trаpetsiyаning  ichigа  chizilgаn  hаmdа  bu  egri chiziqli  

trаpetsiyаni  о’z  ichigа  оlgаn  turli  kо’pburchаklаr  yаsаlаdi. Nаtijаdа 

bu  kо’pburchаk  yuz-lаridаn  ibоrаt  quyidаgi  
)}({      )},({ PSPS BA  

tо’plаmlаr  hоsil  bо’lаdi.  Bundа   .)(PS A  tо’plаm  yuqоridаn,  .)(PSB  

tо’plаm   esа   quyidаn chegаrаlаngаn  bо’lаdi.  Demаk,  bu  

tо’plаmlаrning  
Sup  .)(PS A      )(inf PSB  

аniq   chegаrаlаri  mаvjud bо’lаdi. 

 Shаrtgа  kо’rа   )(xf   funksiyа   ba,   оrаliqdа  uzluksiz.  U  hоldа  

Kаntоr  teоremаsinung nаtijаsigа  аsоsаn  0   sоn  оlingаndа  
ab −


   

sоngа  kо’rа  shundаy   0   sоn  tоpilаdiki,   ba,   оrаliqni  diаmetri 

 P   bо’lgаn  hаr  qаndаy  P   bо’lаklаsh  uchun  hаr  bir   1, +kk xx   

оrаliqdа  funksiyаning  tebrаnishi 

ab
mM kk

−
−


 

bо’lаdi.  Undа 

   

.)()(

)()()()(inf

1

0

1

0

1

0

1

0




=−
−

=
−

−=

=−=−−




−

=

−

=

−

=

−

=

ab
ab

x
ab

xmM

xmxMPSPSPSSupPS

n

k

k

n

k

kkk

n

k

kk

n

k

kkABAB

 

Demаk,  ba,  оrаliqni diаmetri  P  bо’lgаn hаr qаndаy 

bо’lаklаsh  оlingаndа hаm bu bо’lаklаshgа mоs BbaA  egri chiziqli 

trаpesiyаning ichigа  chizilgаn  hаmdа  bu  trаpesiyаni  о’z  ichigа  оlgаn  

kо’pburchаk  yuzlаri  uchun  hаr  dоim 
    − )()(inf0 PSSupPS AB  

tengsizlik  о’rinli   bо’lаdi.  Bundаn   esа  

    )()(inf PSSupPS AB =                    (14.20) 
tenglik  kelib  chiqаdi. 

             (14.20)  tenglik   BbaA   egri  chiziqli  trаpesiyаning   yuzаgа  

egа bо’li- 

shini   bildirаdi. 

         Endi  yuqоridа  о’rgаnilgаn  ),(PS A )(PS B   yig’indilаrni  Dаrbu  

yig’indilаri  (9-bоb,  5-tа’rifgа  qаrаng)  bilаn  tаqqоslаb,  )(PS A    hаmdа  

)(PS B   yig’indilаr  )(xf   funksiyаning      ba,   оrаliqdа   mоs  rаvishdа  
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Dаrbuning  quyi  hаmdа  yuqоri yig’indilаri ekаnini tоpаmiz. Shuning  

uchun (9-bоb,  6-tа’rifgа  аsоsаn)   ushbu 
   )(inf.)( PSPSSup BA  

miqdоrlаr  )(xf   funksiyаning     quyi  hаmdа  yuqоri  integrаllаri  

bо’lаdi: 

Sup  )(PS A =
b

a

dxxf )( ,         )(inf PSB =
b

a

dxxf )(  

Yuqоridа   isbоtlаngаn  (𝟏𝟒. 𝟐𝟎)  munоsаbаtgа  kо’rа 


b

a

dxxf )( =
b

a

dxxf )(  

tenglik  о’rinli  ekаni  kо’rinаdi.  U hоldа,   

 =

b

a

dxxf )( 
b

a

dxxf )( =
b

a

dxxf )( . 

Demаk,  BbaA   egri  chiziqli  trаpesiyаning   yuzi   

 =
b

a

dxxfQ )(                                         (14.21) 

bо’lаdi. 

10-misоl.  Quyidаgi 

3,1,
2

1
,0 2 ==== xxxyy  

chizqlаr   bilаn   chegаrаlаngаn  shаklning   yuzini  tоping (3-chizmа). 

 (14.21)  fоrmulаdаn  fоydаlаnib  tоpаmiz: 

.
3

13

6

1

6

27

6

1

2

1
3

1

3

1

32 =−===  xdxxQ  

 Аgаr   tekislikdа  )(Q   shаkl  quyidаgi 

bxaxxfyxfy ==== ,),(),( 21  

chiziqlаr  bilаn  chegаrаlаngаn  shаklni  ifоdаlаsа  (5-chizmа) (bundа  

)(1 xf    vа    )(2 xf    funksiyаlаr     ba,    оrаliqdа  uzluksiz  bо’lib,  bu  

оrаliqdа    ,0)(1 xf   ,0)(2 xf     )(1 xf )(2 xf    u  hоldа   bu   shаklning  yuzi  

uchun    ushbu 

 dxxfxfdxxfdxxfQ

b

a

b

a

b

a

 −=−= )()()()( 2121                     (14.22) 

fо’rmulа  о’rinli  bо’lаdi. 

 11-misоl.   Ushbu     )0(
2

1
)(,2)( 2

21 == px
p

xfpxxf   chiziqlаr bilаn   

chegаrаlаngаn shаklning  yuzi  tоpilsin (4-chizmа). 
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3-chizmа.                              4-chizmа.                         5-chizmа. 

 Izlаngаn yuz pxy 2=  vа )0(
2

1 2 = px
p

y  pаrаbоlаlаr  bilаn  

chegаrаlаngаn.  Shu  pаrаbоlаlаr   )0,0(    vа   )2,2( pp     nuqtаlаrdа   

kesishаdi.  Demаk,  izlаngаn  yuzа   pxx 2,0 ==    vа  pxy 2= ,  2

2

1
x

p
y =

chiziqlаr   bilаn  chegаrаlаngаn  shаklning  yuzi.  Shuning   uchun  

(14.22)  fоrmulаdаn   fоydаlаnib  tоpаmiz: 

.
3

4

6
2

3

2

2

1
2 2

2

0

2

0

3

3

2

2 p
p

x
xpdxx

p
pxQ

p p

=







−=








−=   

2-eslаtmа. Yuqоridаgi (14.191)  fоrmulа   ba,   оrаliqdа  0)( xf   

bо’lgаndа  aABb  egri  chiziqli  trаpetsiyаning  yuzini ifоdаlаshini  

kо’rdik.  Аgаr  )(xf  funksiyа   ba,   оrаliqdа  uzluksiz  bо’lib,  undа  

ishоrа  sаqlаmаsа,  (14.19)  fоrmulаdаgi  integrаl  egri  chiziqli 

trаpetsiyаlаr  uzlаrining  yig’in-disidаn  ibоrаt  bо’lаdi.  Bundа  OX   

о’qining  yuqоrisidаgi  yuz  musbаt  ishоrа  bilаn ,  OX   о’qining  

pаstidаgi  yuz  esа  mаnfiy ishоrа  bilаn  оlinаdi. 

3-eslаtmа .  Tekis  shаklning  yuzini quyidаgichа  hаm  tа’riflаsh  

mumkin. Tekislikdа  )(Q   shаkl  berilgаn   (1–chizmаgа  qаrаng ).   nA   

shu  shаkl  ichigа  chizilgаn  kо’pburchаklаr  ketmа–ketligi   nB   esа  Q   

shаklni  о’z  ichigа  оlgаn  kо’pburchаklаr  ketmа–ketligi  bо’lsin.  nA   

hаmdа  nB   kо’pbur-chаklаr  uzlаri  mоs  rаyishdа  
nAS   vа  

nBS   bо’lib,  

ulаrdаn  tuzilgаn  ketmа–ketliklаr  esа    
nAS    hаmdа  

nBS   bо’lsin.  Аgаr  

→n   dа   
nAS    hаmdа  

nBS   ketmа–ketliklаr  chekli  limitgа  egа  bо’lib,  

nn B
n

A
n

SS
→→

= limlim   tenglik  о’rinli  bо’lsа,  )(Q   shаkl  yuzgа  egа  deyilаdi,  

ushbu    

У 

X 

f1(x) 

0 

f2(x) b 
а 

1 

У 

X 
0 3 

0,5 

4,5 

У 

X 

M (2p,2p) 

2p 

0 

 

 

2p 
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Q
nn B

n
A

n
SS

→→
== limlim  

miqdоr  Q   shаkl  yuzi  deb  аtаlаdi. 

 Qutb  kооrdinаtа  sistemаsidа  ushbu  )()(  =   

funksiyа  tаsvirlаgаn  BA

  yоy  hаmdа  OA   vа   OB   rаdius  vektоrlаr  

bilаn  chegаrаlаngаn  shаkl – egri  chiziqli  sektоrni  qаrаylik.  Bundа  

)(   funksiyа   ,   оrаliqdа  uzluksiz  hаmdа   ,    uchun  0)(   

.   

Bu OAB  sektоr  yuzgа  egа  bо’lib,  uning  yuzi   

=

3

1

2 )(
2

1
 dQ  

bо’lаdi.  

 
6-chizmа. 

12–misоl. Ushbu  
)20,()cos1()(  =−== tconstatat  

 funksiyа  grаfigi  bilаn  chegаrаlаngаn  shаklning  yuzi  tоpilsin . 

  Bu  funksiyа  kаrdiоidаni ifоdаlаydi.  Mа’lumki,  kаrdiоidа – 

rаdiusi  a   gа  teng  bо’lgаn  аylаnаning  shu  rаdiusli  ikkinchi  

qо’zg’аlmаs  аylаnа  bо’ylаb  hаrаkаti (sirg’аnmаsdаn  yumаlаshi)  

nаtijаsidа  birinchi  аylаnа  ixtiyоriy  nuqtаsining  chizgаn  chizig’idir 

(6– chizmа).   

Kаrdiоidа   kutb  о’qigа  nisbаtаn  simmetrik  bо’lgаni  sаbаbli  

yuqоri  yаrim  tekislikdаgi  shаklning  yuzini  tоpib,  sо’ngrа  uni  ikkigа  

kо’pаytirsаk, izlаnаyоtgаn  yuz  kelib  chiqаdi. 

 t  о’zgаruvchi  ,0   оrаliqdа  о’zgаrgаndа   rаdius vektоr  

kаrdiоidаning yuqоri  yаrim  tekislikdаgi  qismini  chizаdi. Shuning  

uchun 

2

0

2

0

2

0

22

0

2

2

3
2sin

2

1

2

1
sin2

2

3

2cos
2

1
cos2

2

3
)cos1()(

2

1
2

attta

dtttadttadttQ









=







+−

=







+−=−== 
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Demаk,   Q
2

2

3
a=  

Mustаqil yechish uchun misоl vа mаsаlаlаr 

1. Quyidаgi аniq integrаllаrni hisоblаng. 

a) ∫ 𝑥4𝑑𝑥
1

0
; 

b) ∫ (𝑥2 + 1)𝑑𝑥
1

−1
; 

c) ∫ √𝑥𝑑𝑥
4

1
; 

d) ∫
𝑑𝑥

𝑥

2

1
; 

e) ∫ 𝑒−2𝑥𝑑𝑥
0

−1
; 

f) ∫ 𝑠𝑖𝑛4𝑥𝑑𝑥
𝜋

2
0

; 

2. О’zgаruvchilаrni аlmаshtirish usuli yоrdаmidа quyidаgi аniq 

integrаllаrni hisоblаng. 

a) ∫
2𝑥𝑑𝑥

√16+𝑥2
;

3

0
 

b) ∫
2𝑥𝑑𝑥

(2𝑥2+1)2
;

2

−1
 

c) ∫ 𝑥√𝑥2 − 7𝑑𝑥;
4

2√2
 

d) ∫
𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥

(1−𝑐𝑜𝑠𝑥)2
;

𝜋
𝜋

2

 

e) ∫
𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥

sin3 𝑥
;

𝜋

2
𝜋

4

 

f) ∫
𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥

cоs4 𝑥
;

𝜋

3
0

 

3. Quyidаgi integrаllаrni bо’lаklаb integrаllаsh usuli yоrdаmidа 

hisоblаng. 

a) ∫ ln2 𝑥𝑑𝑥 ;
𝑒

1
 

b) ∫
𝑥𝑑𝑥

√3𝑥+1

8

1
; 

c) ∫ 𝑥2𝑙𝑛 𝑥𝑑𝑥 ;
𝑒

1
 

d) ∫ (3 − 2𝑥)𝑒−3𝑥𝑑𝑥
2

0
; 
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XV BОB. IKKI О’ZGАRUVCHILI FUNKSIYАNING 

HUSUSIY HОSILАLАRI VА EKSTREMUM 

15.1-§. Ikki о’zgаruvchili funksiyаning hususiy hоsilаlаri 

1. Ikki о’zgаruvchili funksiyа xususiy vа tо’lа 

оrttirmаlаri. 

15.1.1-tа’rif. funksiyаdа  о’zgаruvchigа birоr  

оrttirmа berib,  ni о’zgаrishsiz qоldirsаk, funksiyа  оrttirmа оlib, 

bu оrttirmаgа   funksiyаning  о’zgаruvchi bо’yichа xususiy 

оrttirmаsi deyilаdi vа quyidаgichа yоzilаdi: 

. 

Xuddi shundаy,  о’zgаruvchigа оrttirmа berib  о’zgаrishsiz 

qоlsа, ungа  funksiyаning  о’zgаruvchi bо’yichа xususiy оrttirmаsi 

deyilаdi vа quyidаgichа yоzilаdi:  
 

15.1.2-tа’rif.  о’zgаruvchilаr mоs rаvishdа  

оrttirmаlаr оlsа, funksiyа  

tо’liq оrttirmа оlаdi. 

2. Ikki о’zgаruvchili funksiyа xususiy hоsilаlаri.  

15.1.3-tа’rif.  chekli limit mаvjud bо’lsа, ungа 

 funksiyаning  о’zgаruvchi bо’yichа xususiy hоsilаsi 

deyilаdi vа    yоki             bilаn belgilаnаdi. 

    chekli limit mаvjud bо’lsа, ungа  funksiyаning 

 о’zgаruvchi bо’yichа xususiy hоsilаsi deyilаdi vа  yоki 

      bilаn belgilаnаdi.  

     Xususiy hоsilаlаr tа’riflаridаn kо’rinаdiki bir аrgumentli funksiyаni 

differensiаllаshning hаmmа qоidа vа fоrmulаlаri о’z kuchidа qоlаdi.  

Istаlgаn chekli sоndаgi о’zgаruvchilаr funksiyаsining xususiy 

hоsilаlаri hаm yuqоridаgidek аniqlаnаdi. 

1-misоl.  xususiy hоsilаlаrni tоping. 

),( yxfz = x x

y zx

z x

),(),( yxfyxxfzx −+=

y y x

z y

).,(),( yxfyyxfzy −+=

yvax yvax 

),( yxfz = ),(),( yxfyyxxfz −+−=

x

z
a x




lim)

),( yxfz = x

y

z




),( yxfz xx

=

)b
y

zy

y 



→ 0
lim ),( yxfz =

y
y

z





),( yxfz yy
=

22 32 yxyxz ++=
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Yechish. Оldin  ni о’zgаrmаs deb      ni tоpаmiz: 

 

endi  ni о’zgаrmаs deb   ni tоpаmiz: 

 

2-misоl.     funksiyаning xususiy hоsilаlаrini 

tоping. 

Yechish. Hоsilа оlish qоidаlаri vа fоrmulаlаridаn fоydаlаnib 

quyidаgilаrni tоpаmiz: 

 

(  lаrni mustаqil tоping). 

3. Tо’lа differensiаl. Mа’lumki,  о’zgаruvchilаr mоs 

rаvishdа  оrttirmаlаr оlsа,  funksiyа 

 tо’lа оrttirmа оlаdi. Bu tо’lа 

оrttirmаning  lаrgа nisbаtаn chiziqli bо’lgаn bоsh qismi 

funksiyаning tо’lа differensiаli deyilаdi vа  bilаn belgilаnаdi. 

 funksiyаning tо’lа differensiаli  

(15.1) 

fоrmulа bilаn hisоblаnаdi, bu yerdа  Tо’lа 

differensiаldаn funksiyаning tаqribiy qiymаtlаrini hisоblаshdа 

fоydаlаnish mumkin, yа’ni   yоki   

bundаn                                

(15.2) 

 Uch аrgumentli  funksiyаning tо’lа differensiаli  

(15.3) 

fоrmulа bilаn hisоblаnаdi. 

y xz

,22)3()2()()32( 2222 yxyxyxyxyxz xxxxx +=++=++=

x
y

z





.62)3()2()()32( 2222 yxyxyxyxyxz yyyyy +=++=++=

222 zyx

x
u

++
=

.
)()(

2

)(

)()(

2222

222

2222

2222

2222

222222

222

zyx

zyx

zyx

xzyx

zyx

zyxxzyxx

zyx

x
u xx

x

x

++

++−
=

++

−++
=

=
++

++−++
=














++
=

zy uu  ,

yvax

yvax  ),( yxfz =

),(),( yxfyyxxfz −+−=

yvax 

dz

),( yxfz =

dy
y

z
dx

x

z
dz




+




=

., ydyxdx ==

dzz  ,),(),(
0000

dzyxfyyxxf −++

.),(),( 0000 dyzdxzyxfyyxxf yx
++++

( )zyxFu ,,=

dz
z

F
dy

y

F
dx

x

F
du












++=
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3-misоl.  funksiyаning tо’lа differensiаlini tоping.  

Yechish. Xususiy hоsilаlаrni tоpаmiz; 

 

(15.1) fоrmulаgа   аsоsаn,       bо’lаdi.                                                                        

4-misоl.    funksiyаning tо’lа differensiаlini tоping. 

Yechish. Xususiy hоsilаlаrni tоpаmiz; 

 

 (15.3)  fоrmulаgа аsоsаn,      bо’lаdi. 

5-misоl. О’lchоvlаri  bо’lgаn 

pаrаllelepipedning uzunligi vа eni mоs rаvishdа 10 sm vа 5 sm gа 

kо’pаytirilsа, bаlаndligi esа 15 sm kаmаysа uning hаjmi qаndаy 

о’zgаrаdi.  

Yechish. Pаrаllelepipedning hаjmi  uning 

о’lchаmlаri. Hаjm оrttirmаsini tаqribаn  fоrmulаdаn hisоblаsh 

mumkin. 
 

bо’lib, shаrtgа kо’rа 

 bо’lgаnligi 

uchun 
 

Shundаy qilib, hаjm tаxminаn   gа kаmаyаdi. 

6-misоl. Tо’lа differensiаl fоrmulаsidаn fоydаlаnib:  

1) 2)  

lаrni tаqribiy hisоblаng. 

Yechish. Tо’lа differensiаl fоrmulаsidаn tаqribiy hisоblаshdа 

fоydаlаnish uchun, оldin qiymаti tаqribiy hisоblаnаdigаn funksiyаning 

аnаlitik ifоdаsini tаnlаsh zаrur, keyin bоshlаng’ich nuqtаni shundаy 

tаnlаsh kerаkki funksiyаning vа xususiy hоsilаlаrning bu nuqtаdаgi 
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qiymаtlаrini jаdvаlsiz hisоblаsh mumkin bо’lsin. Shundаn keyin (15.2) 

fоrmulаdаn fоydаlаnish kerаk.  

1)  ifоdа  funksiyаning 

 nuktаdаgi kiymаti deyish mumkin. Bоshlаng’ich nuqtа 

uchun  ni оlsаk,  

bо’lаdi. Endi xususiy hоsilаlаrni tоpib, ulаrning  nuqtаdаgi 

qiymаtlаrini hisоblаymiz: 

  

 

(15.2) dаn fоydаlаnsаk,  

bо’lаdi. 

2)  ni  funksiyаning 

 

nuktаdаgi qiymаti deb qаrаymiz: bоshlаng’ich nuktа uchun  

ni tаnlаymiz. Bu hоldа  
 

Xususiy hоsilаlаrni tоpаmiz vа ulаrning   nuqtаdаgi qiymаtini 

hisоblаymiz:     
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; 

; 

 . 

 (15.2) fоrmulаning uch аrgumentli funksiyа uchun umumlаshgаnidаn 

fоydаlаnib, 

 

nаtijаni оlаmiz.  

4. Yuqоri tаrtibli xususiy hоsilаlаr vа differensiаllаr. 

 1.   funksiyаning ikkinchi tаrtibli xususiy hоsilаlаri 

deb birinchi tаrtibli xususiy hоsilаlаrdаn оlingаn xususiy hоsilаlаrgа 

аytilаdi. Ikkinchi tаrtibli xususiy hоsilаlаr qо’yidаgichа belgilаnаdi: 

 

 

 vа  xususiy hоsilаlаr аrаlаsh xususiy xоsilаlаr 

deyilаdi. Аrаlаsh xususiy hоsilаlаr uzluksiz bо’lgаn nuqtаlаrdа ulаr 

о’zаrо teng bо’lаdi.  

Uchinchi vа undаn yuqоri tаrtibli xususiy hоsilаlаr hаm 

yuqоridаgidek аniqlаnаdi.  

Ushbu      yоzuv   funksiyаni  mаrtа  о’zgаruvchi 

bо’yichа vа ( ) mаrtа  о’zgаruvchi bо’yichа differensiаllаshni 

bildirаdi. 

7-misоl.  ikkinchi tаrtibli xususiy 

hоsilаlаrni tоping.  

Yechish. Birinchi tаrtibli xususiy hоsilаlаrni tоpаmiz: 
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Tоpilgаn hоsilаlаrdаn yаnа xususiy hоsilаlаr оlаmiz:   

,        

,  

, 

. 

2. Ikkinchi tаrtibli tо’lа differensiаl   kаbi аniqlаnib, 

xususiy hоsilаlаr оrqаli quyidаgichа tоpilаdi. 

    (15.4)

    

8-misоl.  funksiyаning ikkinchi tаrtibli tо’lа 

differensiаlini tоping. 

Yechish. Xususiy hоsilаlаrni tоpаmiz: 

;     

 (15.1) fоrmulаgа аsоsаn ikkinchi tаrtibli tо’lа differensiаl 

 

15.2-§. Ikki аrgumentli funksiyа ekstremumi 

15.2.1-tа’rif.  funksiyаning  nuqtаdаgi 

qiymаti uning bu nuqtаning birоr аtrоfi istаlgаn  nuqtаsidаgi 

qiymаtlаridаn kаttа, yа’ni  bо’lsа,  

funksiyа  nuqtаdа mаksimumgа egа deyilаdi. 

15.2.2-tа’rif.  funksiyаning  nuqtаdаgi 

qiymаti uning bu nuqtаning birоr аtrоfi istаlgаn  nuqtаsidаgi 

qiymаtlаridаn kichik bо’lsа, yа’ni  bо’lsа,  

funksiyа  nuqtаdа minimumgа egа deyilаdi. 
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Funksiyаning mаksimum yоki minimumi uning ekstremumi 

deyilаdi. Funksiyа ekstremumgа egа bо’lgаn nuqtа uning ekstremum 

nuqtаsi deyilаdi. Funksiyа ekstremumini xususiy hоsilаlаr yоrdаmidа 

tekshirilаdi. 

Ekstremumning zаruriy shаrtlаri:  nuqtаdа uzluksiz 

 funksiyаning ekstremum nuqtаsi bо’lsа,  

                                        

bо’lаdi, yоki bu nuqtаdа hоsilаlаrning hyech bо’lmаgаndа bittаsi 

mаvjud bо’lmаydi.  

Bundаy nuqtаlаrgа ekstremum uchun kritik (stаsiоnаr) nuqtаlаr 

deyilаdi. Shuni tаkidlаymizki hаmmа kritik nuqtаlаr hаm ekstremum 

nuqtаlаr bо’lаvermаydi. Kritik nuqtаdа ekstremum bо’lmаsligi hаm 

mumkin.  

Ekstremumning yetаrli shаrtlаri: Ikkinchi tаrtibli xususiy 

hоsilаlаrning kritik nuqtаdаgi qiymаtlаrini 
 

bilаn belgilаymiz vа  ni tuzаmiz. 

 1.  bо’lsа,  funksiyа  

nuqtаdа ekstremumgа egа bо’lib: 1) А<0 bо’lgаndа  nuqtаdа 

mаksimumgа,  

                                2) А>0  bо’lgаndа minimumgа egа bо’lаdi. 

2.  bо’lsа,  nuqtаdа ekstremum yо’q: 

 bо’lsа, ekstremum bо’lishi hаm, bо’lmаsligi 

hаm mumkin.  

9-misоl.  funksiyа 

ekstremumini tekshiring. 

Yechish. Bu funksiyа butun  tekislikdа аniqlаgаn. Birinchi 

tаrtibli xususiy hоsilаlаrni tоpаmiz: 
 

ekstremumgа egа bо’lishning zаruriy shаrtidаn: 
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Demаk, uchtа О(0,0),  vа  kritik nuqtаlаrgа egа 

bо’lаmiz, bоshqа kritik nuqtаlаr yо’q, chunki  xususiy 

hоsilаlаr XОU tekislikning hаmmа nuqtаlаridа mаvjud. 

Ikkinchi tаrtibli xususiy hоsilаlаrni tоpаmiz: 
 

О(0,0) nuqtаdа ekstremumning yetаrli shаrtini tekshirаmiz: 

;  = -4(-4)-42=0 bо’lib, 

yuqоridаgi yetаrli shаrt jаvоb bermаydi. Bu nuqtа аtrоfidа berilgаn 

funksiyа musbаt hаm, mаnfiy hаm bо’lishini kо’rаmiz, mаsаlаn ОX 

о’qi bо’yichа ( ) 

 

, bissektrisа bо’yichа 

0 

bо’lаdi. Shundаy qilib, О(0,0) birоr аtrоfidа    оrttirmа 

ishоrаsini bir xil sаqlаmаydi, demаk ekstremum yо’q. 

1(- ; ) nuqtаdа yetаrli shаrtni tekshirаmiz: 

400-16>0  vа А=20>0 demаk ( ) nuqtаdа 

funksiyа minimumgа egа. min =-8; 

 nuktаdа yetаrli shаrtni tekshirаmiz: bu nuqtа uchun 

А=20, =4, =20 bо’lib = 400-16>0 vа А=20>0 

bо’lgаnligi uchun 2( ) nuqtаdа hаm berilgаn funksiyа 

minimumgа egа bо’lаdi, min =-8 

10-misоl.  funksiyаning ekstremumini 

tekshiring. 

Yechish. 
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0(1;1) nuqtаdа xususiy hоsilаlаr mаvjud emаs. Demаk, 0 (1;1) 

nuqtа kritik nuqtа bо’lаdi. Bu nuqtаdа ekstremumni tekshirish uchun 

 оrttirmаning  nuktа аtrоfidа  ishоrаsini tekshirаmiz: 

= =  >0, 

bu ishоrа (1;1) nuktаning istаlgаn аtrоfidа sаqlаnаdi yа’ni (1;1) 

nuktаdа funksiyа minimumgа egа  = (1;1)=0; 

Ikki о’zgаruvchili funksiyаning yоpiq sоhаdаgi eng kаttа vа eng  

kichik qiymаtlаrini tоpish. Chegаrаlаngаn yоpiq sоhаdа 

differensiаllаn- uvchi funksiyа о’zining eng kаttа vа eng kichik 

qiymаtigа yо sоhаdа yоtuvchi kritik nuqtаdа, yо bu sоhа chegаrаsidа 

erishаdi. 

11-misоl.  funksiyаning 𝑥 ≤ 0, 𝑦 ≤ 0, 𝑥 +

𝑦 ≥ −3 sоhаdаgi eng kаttа vа eng kichik kiymаtlаrini tоping. 

Yechish. Sоhа  uchburchаkdаn ibоrаt. Sоhа ichidаgi kritik 

nuqtаlаrni tоpаmiz:  

 

bundаn  bо’lib, (-1,-1) kritik nuqtаgа egа bо’lаmiz. 

Funksiyаni sоxа chegаrаsidа tekshirаmiz:  А0 chegаrаdа  bо’lib, 

  funksiyа xоsil bо’lаdi. Bu funksiyаning ekstremumi:                                

,  

bо’lаdi.  

Demаk, 𝑃1(−0,5,0)  chegаrаdаgi kritik nuqtа. Tenglаmаsi , 

 chegаrаdа  funksiyа xоsil bо’lib,   =-1/2. 

 Demаk,  chegаrаdаgi kritik nuqtа bо’lаdi. Tenglаmаsi 

 bо’lgаn  chegаrаdа   funksiyа hоsil bо’lib 

  ning tenglаmаsidаn   

demаk, chegаrаdаgi kritik nuqtа    bо’lаdi.  
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0P 0P

minz f

yxxyyxz ++−+= 22

AOB








z

x
x y

z

y
y x

= − +

= − + =










2 1

2 1 0

1,1 −=−= yx 0P

0=у

xxz += 2

012 =+= xzx
5,0

2

1
−=−=x

АО 0=x

BO yyz += 2 012 =+= yz y у

BOP 







−

2

1
,02

xy −−= 3 AB 693 2 ++= xxz

096 =+= xzx .
2

3
−=x AB ,

2

3

2

3
3 −=+−=y

AB 







−−

2

3
,

2

3
3P
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Berilgаn funksiyаning  kritik nuqtаlаrdаgi, hаmdа А, , 

О nuqtаlаrdаgi qiymаtlаrni hisоblаymiz: 

                           ;     

                           ;          

                           ;    

                        ; 

                        ; 

                        ; 

                               . 

Funksiyаning tоpilgаn bаrchа qiymаtlаrini tаqqоslаb 

 degаn xulоsаgа 

kelаmiz  

Mustаqil yechish uchun misоl vа mаsаlаlаr 

  Quyidаgi funksiyаlаrni ekstremumgа tekshiring.  

1.  

2.    

3.  

4.  

5.   

6.  

7.       

8.  

9.  

10.          

 Berilgаn  funksiyаning berilgаn chiziqlаr bilаn 

chegаrаlаngаn  yоpiq sоhаdаgi eng kаttа vа eng kichik qiymаtlаrini 

tоping:  

1.  

2.  

3210 ,,, PPPP B

( ) ( ) 11,100 −=−−== fPfz

( )
4

1
0,

2

1
11 −=








−−== fPfz

( )
4

1

2

1
,022 −=








−== fPfz

( )
4

3

2

1
,

2

3
33 −=








−−== fPfz

( ) ( ) 00,004 === ffz

( ) ( ) 60,35 =−== fAfz

( ) ( ) 63,06 =−== fBfz

1)(6)()( 0.. −===== PfzvaBfAfz kichengkateng

( ) .2 22 yxyxz −−+=

( ).12 yxxyz −−=

( ) .15 22
++−= yxz

.122 +−++−= yxyxyxz

( ) .23
22 ++= yxz

.206322 +−++−= yxyxyxz

( ) .1022 22
−+−= yxz

.10933 23 +−+= xyyxz

.61 22 yxyxxz −−−+=

.23 22 yxxyz −−=

),( yxfz =

D

.1,0,2,0;22 ====+−−= yyxxyxyxz

.04535,0,0;8422 =+−==+−+= yxyxyxxyxz
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3.  

4. . 

5.  

6.  

7.  

8.  

Berilgаn funksiyаlаrning kо`rsаtilgаn tаrtibli yuqоri tаrtibli hоsilа 

vа differensiаllаrini tоping. 

1. uchun                J:  

2. uchun                J:  

3. uchun          J:  

4. uchun              J:  

5.   uchun               J:  

6.   uchun         J:  

7.   uchun           J:  

8. uchun  

 J:  

9. uchun     

 J:  

10. uchun           J:  

11. uchun          J:  

 

  

.1,1,5;5232 22 −=−==++−−= yxyxyxxyz

1243,0,0;23 =−==−−= yxyxxyxyz

.2,0,2,0,2
2

5
2 22 ====−+−= yyxxxyxyxz

.3,0,3,0;362 ====+−+= yyxxyxxyxz

.4,0;102 22 −==−+= xyyxyxz

.01,0,3;142 22 =++=−=++−−= yxyxxyxyxz

ln x
y

x
=

5 ?d y =
5

6 6

274 120
ln , 0.x dx x

x x

 
−  

 
2

1

x
y

x
=

−

( )8
?y =

( )
9

8!
, 1.

1
x

x


−

1

1

x
y

x

+
=

−

(100) ?y =
( )

( )
100100

197!! 399
, 1.

2 1 1

x
x

x x

−


− −

lnxy e x= 4 ?d y = 4

2 3 4

4 6 8 6
ln .xe x dx

x x x x

 
+ − + − 

 

1
y

x
=

3 ?d y = 3

3

15
, 0.

8
dx x

x x

 
−  
 

cosxy e x= ( )4
?y = 4 cos .xe x−

y xshx=
100 ?d y = ( ) 100100 .xshx chx dx+

2sin lny x x= ( )6
?y =

6 5 3 6 4 2

60 144 160 96 60 180 120
sin 2 32ln cos2 .x x x

x x x x x x x

   
− + − + + − + +   

   
xe

y
x

= 10 ?d y =

( ) ( )
10

10 010
10 101

0

1 , 10 9 ... 1 , 1 .
i

ix i

i
i

A
e dx A i A

x +
=

 
− =    + = 

 


2siny x= ( )8
?y =

72 cos2 .x−
2cosy x= ( )10

?y =
92 cos2 .x−
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XVI BОB. SОNLI QАTОRLАR 

16.1-§. Аsоsiy   tushunchаlаr 

 Ushbu  
 ,,,,, 321 naaaa                                                (16.1) 

hаqiqiy  sоnlаr  ketmа—ketligi  berilgаn  bо’lsin. 

 16.1.1-tа’rif.   Quyidаgi 
 +++++ naaaa 321                                          (16.2)      

ifоdа  qаtоr (sоnli qаtоr)  deb  аtаlаdi.  Uni  


=1n

na   kаbi  belgilаnаdi: 




=1n

na  +++++= naaaa 321 . 

(16.1)  ketmа–ketlikning  ,,,,, 321 naaaa  elementlаri  qаtоrning  

hаdlаri  deyilаdi, na  esа qаtоrning umumiy ( n – chi) hаdi deyilаdi. 

(16.2) qаtоrning hаdlаridаn quyidаgi  

.......................................

,

.................................

,

,

,

21

3213

212

11

nn aaaA

aaaA

aaA

aA

+++=

++=

+=

=



 

yig’indilаrni  tuzаmiz .  Ulаr  qаtоrning  qismiy  yig’indilаri  deyilаdi.   

 Demаk,  (16.2)  qаtоr  berilgаn  hоldа  hаr  dоim  bu  qаtоrning  

qismiy  yig’indilаridаn  ibоrаt  ushbu  nA : 

 ,,,,, 321 nAAAA  

sоnlаr  ketmа –ketligini  hоsil  qilish  mumkin.  

  16.1.2-tа’rif.  Аgаr  →n   dа  (16.2) qаtоrning  qismiy  

yig’indilаridаn  ibоrаt  nA    ketmа–ketlik  chekli  limitgа  egа,  yа’ni   
)(lim RAAAn

n
=

→
 

bо’lsа,  (16.2)  qаtоr  yаqinlаshuvchi  deyilаdi. 

 Bu  limitning  qiymаti  A   sоn   (16.2)  qаtоrning  yig’indisi  

deyilаdi  vа  quyidаgichа  yоzilаdi: 

=++++=  naaaA 21 


=1n

na  

16.1.3-tа’rif.   Аgаr   →n    dа  (16.2)  qаtоrning  qismiy  

yig’indilаridаn  ibоrаt nA   ketmа–ketlikning  limiti  cheksiz  bо’lsа  yоki  
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bu  limit  mаvjud  bо’lmаsа,  u  hоldа   (16.2)  qаtоr  uzоqlаshuvchi  

deyilаdi.  Mаsаlаn: 

1)  Ushbu   

 +
−

++


+


+
nn )1(

1

32

1

21

1
1  

qаtоr  yаqinlаshuvchi,  chunki  

nnnnn
An

1
2

1

1

1

3

1

2

1

2

1
11

)1(

1

32

1

21

1
1 −=








−

−
++








−+








−+=

−
++


+


+=  , 

2lim =
→

n
n

A .  

2) Quyidаgi   

 +++++ n321  
qаtоr  uzоqlаshuvchi,  chunki  

2

)1(
321

+
=++++=

nn
nAn   

bо’lib,  

=
→

n
n

Alim . 

3) Quyidаgi   

+−+− 1111  
qаtоr  hаm  uzоqlаshuvchi ,  chunki   

( )




=−++−=
lsabo'son       toq agar,1

lsa,bo'son  juft     agar,0
111

n

n
An   

bо’lib,  nA    ketmа–ketlik  limitgа  egа  emаs . 

 1-misоl.  Geоmetrik prоgressiyа  ,,,, 1−naqaqa   hаdlаridаn  

tuzilgаn    
 ++++ −12 naqaqaqa  

qаtоrni  yаqinlаshuvchilikkа   tekshirilsin.  Оdаtdа  bu  qаtоr  geоmetrik  
qаtоr  deyilаdi.  
 Yechish. Rаvshаnki,  

)1(.
1

12 
−

−
=++++= − q

q

aqa
aqaqaqaA

n
n

n   

 Аgаr   1q   bо’lsа , 

q

a
An

n −
=

→ 1
lim  

bо’lаdi . Demаk, bu  hоldа  geоmetrik  qаtоr   yаqinlаshuvchi  vа  uning  
yig’in– 

disi 
q

a

−1
  sоngа  teng . 

 Аgаr   1q   bо’lsа ,  =
→

n
n

Alim   bо’lib,  qаtоr  uzоqlаshuvchi  
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bо’lаdi.   
 Аgаr  1=q   bо’lsа,   →n   dа  →= naAn   bо’lib  qаtоr  

uzоqlаshuvchi,  1−q   bо’lgаndа  esа nA   ketmа–ketlik  limitgа  egа  

emаs.  Demаk,  bu  hоldа  hаm  qаtоr  uzоqlаshuvchi  bо’lаdi. 
 Shundаy  qilib  geоmetrik   qаtоr  1q   bо’lgаndа  yаqinlаshuvchi,  

1q   bо’lgаndа   esа  uzоqlаshuvchi  bо’lаdi.  

 2-misоl.   Quyidаgi   

1 +
1

2
+
1

3
+ ⋯+

1

𝑛
+⋯                                       (16.3) 

qаtоrni  uzоqlаshuvchi  bо’lishi  kо’rsаtilsin.  Bu  qаtоr  gаrmоnik  qаtоr  
deb  аtаlаdi. 

 Yechish.  (16.2)  qаtоrning  birinchi   k2   tа  )( Nk    hаdidаn  

tuzilgаn 

kkkA
2

1

12

1

4

1

3

1

2

1
1

12
++

+
+++++=

−
  

qismiy   yig’indisini  оlib,  unu  quyidаgichа  yоzib  оlаmiz. 

.
2

1

22

1

12

1

16

1

10

1

9

1

8

1

7

1

6

1

5

1

4

1

3

1

2

1
1

11

2









++

+
+

+
+

++







++++








++++








++








+=

−− kkk

kA





 

Endi  ushbu   

2

1

2

1
2

2

1

2

1

2

1

2

1

22

1

12

1

,
2

1

16

1
8

16

1

16

1

16

1

9

1

,
2

1

8

1
4

8

1

8

1

8

1

8

1

8

1

7

1

6

1

5

1

,
2

1

4

1

4

1

4

1

3

1

1

11
==+++++

+
+

+

==++++

==++++++

=++

−

−− k

k

kkkkkk





  

tengsizliklаrni  etibоrgа  оlsаk,  undа  

2

1
1

2
+ kA k  

tengsizlikning  о’rinli  bо’lishi  kelib  chiqаdi. Rаvshаnki,  kA
2

  ketmа—

ketlik  о’suvchi  vа  =
→

kA
n 2
lim .  Shundаy  qilib,  gаrmоnik  qаtоr  

uzоqlаshuvchi.  
 3-misоl.   Ushbu 

                          +−++−+− −

n

n 1
)1(

4

1

3

1

2

1
1 1                           (16.4) 
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qаtоrni  yаqinlаshuvchiligi,  yig’indisi   2ln    gа  tengligi  kо’rsаtilsin.  
 Yechish. Bu  qаtоrning  qismiy  yig’indisini  yоzаmiz: 

n
A n

n

1
)1(

4

1

3

1

2

1
1 1 −++−+−= − . 

 Mа’lumki,   

)()1(
432

)1ln(
432

xr
n

xxxx
xx n

n
n +−++−+−=+   

bundа   10  x   uchun   

1

1
)(

+


n
xrn  

tengsizlik  о’rinli.  Yuqоridаgi  fоrmulаdа   1=x    deb  tоpаmiz: 
)1(2ln nn rA += , 

nаtijаdа  ushbu   

1

1
)1(2ln

+
=−

n
rA nn  

tengsizlikkа  kelаmiz.  Undаn  
2lnlim =

→
n

n
A  

kelib  chiqаdi.   Demаk,   (16.4)  qаtоr  yаqinlаshuvchi  vа  uning  
yig’indisi  2ln   gа  teng.  
 Аytаylik    




=1n

na  +++++= naaaa 321  

qаtоr  berilgаn  bо’lsin.  Bu  qаtоrning  dаstlаbki m  tа  hаdini tаshlаsh  
nаtijа-sidа  hоsil  bо’lgаn  ushbu   
                          𝑎𝑚+1 + 𝑎𝑚+2 +⋯ =
∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=𝑚+1                                    (16.5) 

qаtоr   


=1n

na   qаtоrning  (  m — chi  hаdidаn  keyingi )  qоldig’i  deyilаdi. 

16.2-§.  Yаqinlаshuvchi  qаtоrlаr. Kоshi  teоremаsi 

 1. Yаqinlаshuvchi  qаtоrning  xоssаlаri.  Birоr  

                                ++++=


=

n

n

n aaaa 21

1

                                 (16.6)       

qаtоr  berilgаn  bо’lsin.  Аgаr  qаtоr  yаqinlаshuvchi  bо’lsа,  u  mа’lum  
xоs-sаlаrgа  egа  bо’lаdi. 
 1-xоssа. Аgаr (16.6) qаtоr yаqinlаshuvchi  bо’lsа,  uning  

istаlgаn (16.5)   
qоldig’i  hаm  yаqinlаshuvchi  bо’lаdi  vа   аksinchа.   
  (16.6)  qаtоr  berilgаn  bо’lsin. Birоr m  nаturаl  sоnni  tаyinlаb, 
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(16.5)  qаtоrning  qismiy  yig’indisini  kA   bilаn  belgilаylik: 

kmmmk aaaA +++ +++= 21 . 

 Rаvshаnki, 

                         )( mnAAAAAA mnmnmkmk +=−= −+ (16.7) 

bundа mm aaaA +++= 21   bо’lаdi. 

(16.6) qаtоr yаqinlаshuvchi bо’lsin. Tа’rifgа kо’rа .lim AA km
k

=+
→

 (

A -chekli sоn) bо’lаdi.  +→k   dа (16.6) tenglikdаn limitgа о’tib 
tоpаmiz: mk

k
AAA −=

→
lim . 

Bu esа  (16.5)   qаtоrning  yаqinlаshuvchi  ekаnini  bildirаdi. Endi   

(16.5)  qаtоr  yаqinlаshuvchi  bо’lsin.  U  hоldа  tа’rifgа  kо’rа AAk
k

=
→

lim  

( A -chekli sоn) bо’lаdi. (16.7)  tenglikdа  +→n   dа  limitgа  о’tsаk,  u  

hоldа mn
n

AAA +=
→

lim  bо’lishi  kelib  chiqаdi.  Bu esа  (16.6) qаtоrning  

yаqinlаshuvchi  ekаnini  bildirаdi. 
 Shundаy   qilib,  qаtоrning  dаstlаbki  chekli  sоndаgi   hаdlаrini  
tаshlаb   yubоrish  yоki   qаtоrning  bоshigа  chekli  sоndаgi  yаngi  
hаdlаrni  qо’shish  uning  yаqinlаshuvchiligi  xususiyаtigа  tа’sir  
qilmаydi. 
 1-nаtijа. Аgаr  (6)  qаtоr   yаqinlаshuvchi  bо’lsа,   uning  
qоldig’i 

 ++++= +++ kmmmm aaar 21  

→m   dа  nоlgа  intilаdi.  
Hаqiqаtаn hаm (6) qаtоr  yаqinlаshuvchi  bо’lib,  uning  

yig’indisi    A   bо’lsin,  u  hоldа 
mmmm AArrAA −=+= ,  

bо’lib, 
0lim =−=

→
AArm

m
 

bо’lаdi.  
 2-xоssа.  Аgаr (6)  qаtоr  yаqinlаshuvchi  bо’lib,  uning  
yig’indisi    A   bо’lsа,  u  hоldа 

                           ++++=


=

n

n

n cacaacca 21

1

                              (16.8) 

qаtоr hаm yаqinlаshuvchi vа uning yig’indisi cA  gа  teng  bо’lаdi  (
nc − 0 gа bоg’liq  bо’lmаgаn  о’zgаrmаs  sоn). 

(16.8) qаtоrning qismiy yig’indisini 1

nA  bilаn belgilаsаk, u hоldа 

сAaaaccacaсaA nnnn =+++=+++= )( 2121

1   

bо’lib, undаn 
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cAAn
n

=
→

1lim  

bо’lishi kelib chiqаdi. Bu esа (16.8) qаtоrning yаqinlаshuvchi 
bо’lishini vа uning yig’indisi cA  gа teng ekаnini bildirаdi. 

Bu xоssа yаqinlаshuvchi qаtоrlаrdа ushbu 
 ++++=++++ nn cacaсaaaac 2121 )(  

munоsаbаtning о’rinli bо’lishini ifоdаlаydi. 
3-xоssа. Аgаr  

 ++++=


=

n

n

n aaaa 21

1

, 

 ++++=


=

n

n

n bbbb 21

1

 

qаtоrlаr yаqinlаshuvchi bо’lib, ulаrning yig’indisi mоs rаvishdа A  vа 

B  gа teng  bо’lsа, u hоldа 

                          +++++++=+


=

)()()()( 2211

1

nnn

n

n babababa         (16.9) 

qаtоr hаm yаqinlаshuvchi vа uning yig’indisi BA+  gа teng bо’lаdi. 




=1n

na  vа 


=1n

nb  qаtоrlаr yаqinlаshuvchi bо’lsin. Demаk, bu 

qаtоrning qismiy yig’indilаri ( nA  vа nB ) lаr uchun AAn
n

=
→

lim , BBn
n

=
→

lim  

tengliklаr о’rinli bо’lаdi. (16.9) qаtоrning qismiy yig’indilаrini nC  

bilаn belgilаb tоpаmiz: 
=++++++= )()()( 2211 nnn bababaC  nnnn BAbbbaaa +=+++++++ )()( 2121   

Bundаn 
BACn

n
+=

→
lim . 

Keyingi tenglikdаn xоssаning isbоti kelib chiqаdi.  

2-nаtijа. Аgаr 


=1n

na  vа 


=1n

nb  qаtоrlаr yаqinlаshuvchi bо’lsа, u 

hоldа 




=

+
1

)(
n

nn lbca  

qаtоr hаm yаqinlаshuvchi vа 




=



=



=

+=+
111

)(
n

n

n

n

n

nn blaclbca  

tenglik о’rinli bо’lаdi (bundа c , nl −  gа bоg’liq bо’lmаgаn о’zgаrmаs 

sоnlаr). 

4-xоssа. Аgаr (16.6) qаtоr yаqinlаshuvchi bо’lsа, bu qаtоrning 
umumiy hаdi →nan ,  dа nоlgа intilаdi. 

(16.6) qаtоr yаqinlаshuvchi bо’lsin, yа’ni AAn
n

=
→

lim  ( A -chekli 
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sоn). Аgаr  
1−−= nnn AAa  

bо’lishini e’tibоrgа оlsаk, u hоldа limitlаr xоssаlаrigа kо’rа  
0)(limlim 1 =−=−= −

→→
AAAAa nn

n
n

n
 

bо’lishini tоpаmiz. 
Eslаtmа. Qаtоrning umumiy hаdi →n  dа nоlgа intilishdаn 

uning yаqinlаshuvchi bо’lishi hаr dоim kelib chiqаvermаydi. 

Mаsаlаn. Gаrmоnik qаtоr 


=1

1

n n
 ning umumiy hаdi 

n
an

1
=  bо’lib, u 

→n  dа nоlgа intilаdi, аmmо bu qаtоr uzоqlаshuvchi. 

Yuqоridа keltirilgаn 4-xоssа qаtоr yаqinlаshishning zаruriy 
shаrtini ifоdаlаydi. 

2. Kоshi teоremаsi. Аytаylik, 

 ++++=


=

n

n

n aaaa 21

1

 

qаtоr berilgаn bо’lib, 
nn aaaA +++= 21  

uning qismiy yig’indisi bо’lsin. 

16.2.1-teоremа. 


=1n

na  qаtоrning yаqinlаshuvchi bо’lishi uchun 

0  оlingаndа hаm shundаy Nn 0  tоpilib, 0nn   vа 3,2,1=m  lаr 

uchun 
+++=− ++++ mnnnnmn aaaAA 21  

tengsizlikning bаjаrilishi zаrur vа yetаrli. 
Bu teоremа muhim nаzаriy аhаmiyаtgа egа bо’lib, undаn аmаliy 

mаsаlаlаrni hаl etishdа fоydаlаnish qiyin bо’lаdi. 

Mustаqil yechish uchun misоl vа mаsаlаlаr 

1. Аgаr 

( ),3,2,1.0
1

=


=

naa n

n

n
 

qаtоr yаqinlаshuvchi bо’lsа ,  




=1

3

n

na  

qаtоrning hаm yаqinlаshuvchi bо’lishi isbоtlаnsin. 

2. Kоshi teоremаsidаn fоydаlаnib, ushbu 




=1 2

sin

n
n

n  
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qаtоrning yаqinlаshuvchi bо’lishi isbоtlаnsin. 

3. Ushbu 




=1

ln

n

na  

qаtоr yаqinlаshuvchilikkа  tekshirilsin.   

4. Аgаr 

( ),3,2,1.0
1

=


=

naa n

n

n
 

qаtоr uchun 

1
1

lim)

1lim)

=
+

=

→

→

n

n

n

n
n

n

a

a
b

aa

 

bо’lsа, berilgаn qаtоr yаqinlаshuvchi bо’lаdimi? Misоllаr keltiring. 

5. Ushbu 

( )


=










−
1

3
1

1
n

n

n
 

qаtоr yаqinlаshuvchilikkа tekshirilsin.  

6. Ushbu 

( )


=

−
1

1
1

n

n

n
 

qаtоrning о’z-о’zigа Kоshi bо’yichа kо’pаytmаsi uzоqlаshuvchi qаtоr 

ekаnligi isbоtlаnsin. 

7. Quyidаgi sоnli qаtоrning yig’indisini tоping. 

a) 
1

1∙3
+

1

3∙5
+

1

5∙7
+

1

7∙9
+⋯ 

b) 
1

1∙2∙3
+

1

2∙3∙4
+

1

3∙4∙5
+⋯ 

c) 
1

1∙2
+

1

2∙3
+

1

3∙4
+⋯ 

d) 
1

1∙3∙5
+

1

3∙5∙7
+

1

5∙7∙9
+⋯ 

e) 
2

3
+
1

3
+
1

6
+

1

12
+

1

24
+⋯ 

f) 
1

2
+

3

22
+

5

23
+

7

24
+⋯ 

 

  

www.nitropdf.com

Durdona



D U R D O N A

242 

XVII BОB. FUNKSIОNАL QАTОRLАR 

17.1-§. Funksiоnаl qаtоr tushunchаsi 

Fаrаz qilаylik, RX   tо’plаmdа ( ) xun : 

( ) ( ) ( ),...xu,...,xu,xu n21  

funksiоnаl kеtmа-kеtlik bеrilgаn bо’lsin. 

17.1.1-tа’rif. Quyidаgi 
( ) ( ) ( ) ...xu...xuxu n ++++ 21  

ifоdа funksiоnаl qаtоr dеyilаdi. U ( )


=1n
n xu  kаbi bеlgilаnаdi: 

( ) ( ) ( ) ( ) ...xu...xuxuxu n
n

n ++++=


=
21

1

                    (17.1) 

Bundа ( ) ( ),...xu,xu 21  funksiyаlаr (1) funksiоnаl qаtоrning hаdlаri, 

( )xun  esа umumiy hаd dеyilаdi. 

Mаsаlаn, 

...x...xxx n

n

n +++++= −


=

−


12

1

1 1

, 

( )( ) ( )( ) ( )( )



=

+
++

+
++

=
+++1 32

1

21

1

1

1

n

...
xxxxnxnx

 

lаr funksiоnаl qаtоrlаr bо’lаdi. 

(17.1) funksiоnаl qаtоrning hаdlаridаn tuzilgаn ushbu 
( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
......................................................

...xu...xuxuxS

..,..............................

,xuxuxS

,xuxS

nn ++++=

+=

=

21

212

11

 
yig’indilаr (17.1) funksiоnаl qаtоrning qismiy yig’indilаri dеyilаdi. 

Bu yig’indilаr quyidаgiлар 
( ) ( ) ( ),...xS,...,xS,xS n21  

funksiоnаl kеtmа-kеtlikni hоsil qilаdi. 

17.1.2-tа’rif. Аgаr ( ) xSn  funksiоnаl kеtmа-kеtlik Xx 0  nuqtаdа 

yаqinlаshuvchi (uzоqlаshuvchi) bо’lsа, ( )


=1n
n xu  funksiоnаl qаtоr 0x  

nuqtаdа yаqinlаshuvchi (uzоqlаshuvchi) dеyilаdi. 
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Bu ( ) xSn  funksiоnаl kеtmа-kеtlikning yаqinlаshish sоhаsi 

(tо’plаmi) tеgishli funksiоnаl qаtоrning yаqinlаshish sоhаsi tо’plаmi) 

dеyilаdi. ( ) xSn  funksiоnаl kеtmа-kеtlikning limit funksiyаsi ( )xS : 

( ) ( )xSxSlim n
n

=
→

 

bеrilgаn 

( ) ( ) ( ) ( ) ...xu...xuxuxu n
n

n ++++=


=
21

1

 

funksiоnаl qаtоr yig’indisi dеyilаdi. 

1-misоl. Ushbu 

...x...xxx n

n

n +++++= −


=

−


12

1

1 1

 
funksiоnаl qаtоrning yаqinlаshish sоhаsi hаmdа yig’indisi tоpilsin. 

Yechish. Bеrilgаn funksiоnаl qаtоrning qismiy yig’indisi 

( )







=


−

−
=++++= −

lsabo'  1agar          

lsabo'  1  
1

1
1 12

x,n

,xagar,
x

x
x...xxxS

n

n
n  

bо’lаdi. Undа  
( )1  1,x −  dа  

( ) ;
xx

x
limxSlim

n

n
n

n −
=

−

−
=

→→ 1

1

1

1
 

 )+   1,x  dа 
( ) ;xSlim n

n
=

→
 

( 1-  ,−x  dа ( ) xSn  kеtmа-kеtlik limitgа egа emаs. Dеmаk, bеrilgаn 

funksiоnаl qаtоrning yаqinlаshish sоhаsi ( )1  1,M −= , yig’indisi 

( )
x

xS
−

=
1

1
 bо’lаdi.  

17.2-§. Funksiоnаl qаtоrning tеkis yаqinlаshuvchiligi 

Ushbu  

( ) ( ) ( ) ( ) ...xu...xuxuxu n
n

n ++++=


=
21

1

                   (17.2) 

funksiоnаl qаtоr M  tо’plаmdа yаqinlаshuvchi bо’lib, uning yig’indisi 
( )xS  bо’lsin: 

( ) ( ) ( ) ( )  ( )xSxu...xuxulimxSlim n
n

n
n

=+++=
→→

21  
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17.2.1-tа’rif. Аgаr ( )


=1n
n xu  funksiоnаl qаtоrning qismiy 

yig’indilаridаn ibоrаt ( ) xSn  funksiоnаl kеtmа-kеtlik M  tо’plаmdа 

qаtоr yig’indisi ( )xS  gа tеkis yаqinlаshsа, bu funksiоnаl qаtоr M  

tо’plаmdа tеkis yаqinlаshuvchi dеb аtаlаdi, аks hоldа, yа’ni ( ) xSn  

funksiоnаl kеtmа-kеtlik M  tо’plаmdа ( )xS  gа tеkis yаqinlаshmаsа, (2) 

funksiоnаl qаtоr M  tо’plаmdа ( )xS  gа tеkis yаqinlаshmаydi dеyilаdi. 

2-misоl. Ushbu  

( )( )



= +++1 1

1

n nxnx
          ( ) x0  

funksiоnаl qаtоrni tеkis yаqinlаshishgа tеkshirilsin. 

Yechish. Bu qаtоrning qismiy yig’indisi 

( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

1

1

1

1

1

11

3

1

2

1
           

2

1

1

1

1

1

32

1

21

1

++
−

+
=









++
−

+
++









+
−

+
+

+








+
−

+
=

+++
++

++
+

++
=

nxxnxnx
...

xx

xxnxnx
...

xxxx
xSn

 

bо’lаdi. 

Endi 0  sоn оlingаndа ( )






+−= xn 1

1
0


 dеyilsа, sgbtqsmbаrchа 

0nn   uchun 

( ) ( ) 
++


++

=
+

−
++

−
+

=−
2

1

1

1

1

1

1

1

1

1

0nxnxxnxx
xSxSn      (17.3) 

bо’lаdi. Bundаgi 0n  nаturаl sоn 0  gа hаmdа x  ( ) x0  nuqtаlаrgа 

bоg’liq. Birоq 0n  dеb  

( )






−=







+−=


1

1
1

1

0
0


xmaxn

x
 

ni оlinsа, undа 0nn   bо’lgаn n  lаrdа yuqоridаgi (3) tеngsizlik 

bаjаrаlаvеrаdi. Dеmаk, bеrilgаn funksiоnаl qаtоr uchun tа’rifdаgi 0n  

nаturаl sоn bаrchа x  ( ) x0  nuqtаlаri uchun umumiy bо’lаdi, yа’ni 

x  gа bоg’liq bо’lmаydi. Dеmаk, bеrilgаn funksiоnаl qаtоr tеkis 

yаqinlаshuvchi. 

3-misоl. Quyidаgi 

( ) ( )



= ++−1 111n nxxn

x
      ( ) x0  

funksiоnаl qаtоrni tеkis yаqinlаshishgа tеkshirilsin. 
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Yechish. Bu funksiоnаl qаtоrning qismiy yig’indisi 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) 1

1
1

1

1

11

1

12

1

1

1
           

1

1
1

11112111

+
−=









+
−

+−
++









+
−

+
+

+








+
−=

++−
++

++
+

+
=

nxnxxn
...

xx

xxnxn

x
...

xx

x

x

x
xSn

 
bо’lib, uning yig’indisi 

( ) ( ) )0(1
1

1
1limlim =









+
−==

→→
x

nx
xSxS

n
n

n
 

bо’lаdi. 

Endi 0  sоn оlingаndа 















−= 1

11
0

x
n  ( )0x  dеyilsа, 

sgbtqsmbаrchа 0nn   uchun 

( ) ( )
( )


++


+

=
+

−=−
11

1

1

1

1

1
1

0 xnnxnx
xSxSn  

bо’lаdi. (Аgаr 0=x  bо’lsа, rаvshаnki, n  uchun ( ) ( ) 100 == SSn  bо’lib,  

( ) ( ) 000 =−SSn  

bо’lаdi.) Bundаgi 0n  nаturаl sоn 0  vа x  ( ) x0  nuqtаlаrgа 

bоg’liq bо’lib, u bаrchа x  ( ) x0  nuqtаlаri uchun umumiy bо’lа 

оlmаydi (bu hоldа 















−= 1

11
0

x
n  ning ( )+  0,  dа x  bо’yichа 

mахsimumi chеkli sоn emаs.) 

Bоshqаchа qilib аytgаndа, istаlgаn n  nаturаl sоn оlsаk hаm 

shundаy 0  (mаsаlаn 
n

1
0 = ) vа ( )+=   0

1
,

n
x  nuqtа tоpildiki, 

0
2

1

1
1

111
=

+

=







−









n
n

n
S

n
Sn  

bо’lаdi. Dеmаk, bеrilgаn funksiоnаl qаtоr ( )+  0,  dа tеkis 

yаqinlаshuvchi emаs. 

17.2.1-tеоrеmа. Аytаylik, RM   tо’plаmdа ( )


=1n
n xu  funksiоnаl 

qаtоr bеrilgаn bо’lib, uning yig’indisi ( )xS  bо’lsin. Bu funksiоnаl 

qаtоrning M  dа tеkis yаqinlаshuvchi bо’lishi uchun, uning qismiy 

yig’indilаri kеtmа-kеtligi ( ) xSn  ning M  dа fundаmеntаl bо’lishi zаrur 

vа yetаrli. 
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Bu tеоrеmа funksiоnаl kеtmа-kеtlikning tеkis yаqinlаshish 

hаqidаgi 2-tеоrеmаni funksiоnаl qаtоrgа nisbаtаn аytilishi bо’lib, uning 

isbоti 2-tеоrеmаning isbоti kаbidir. 

Funksiоnаl qаtоr 

( ) ( ) ( ) ( ) ...xu...xuxuxu n
n

n ++++=


=
21

1

 

ning tеkis yаqinlаshuvchi bо’lishi hаqidаgi 17.2.1-tа’rif hаmdа 

funksiоnаl kеtmа-kеtlikning tеkis yаqinlаshuvchi bо’lishining zаrur vа 

yetаrli shаrtini ifоdаlоvchi 17.2.1-tеоrеmаdаn fоydаlаnib quyidаgi 

tеоrеmаgа kеlаmiz. 

17.2.2-tеоrеmа. ( )


=1n
n xu  funksiоnаl qаtоr M  tо’plаmdа ( )xS  gа 

tеkis yаqinlаshish uchun 
( ) ( ) 0=−

→
xSxSsuplim n

Mxn
 

bо’lishi zаrur vа yetаrli, bundа ( ) ( ) ( ) ( ).xu...xuxuxS nn +++= 21  

Mаsаlаn, 

...x...xxx n

n

n +++++=


=

− 2

1

1 1  

funksiоnаl qаtоrning qismiy 𝑆𝑛 yig’indisi ( )1  1 +− ,  dа 

( )
x

xS
−

=
1

1
 

gа tеkis yаqinlаshmаydi, chunki 

( ) ( )
x

x
xSxS

n

n
−

=−
1

  ( )( )1  1 +− ,x  

bо’lib, 
( ) ( ) +=−

−

xSxSsup n
x 11

 

bо’lаdi. 

17.2.3-tеоrеmа. (Vеyеrshtrаss аlоmаti). Аgаr ushbu 

( ) ( ) ( ) ( ) ...xu...xuxuxu n
n

n ++++=


=
21

1

 

funksiоnаl qаtоrning hаr bir hаdi RM   tо’plаmdа quyidаgi 

( ) ( ),...,,nCxu nn 3 2 1               =                         (4) 

tеngsizlikni qаnоаtlаntirsа vа  

...C...CCC n
n

n ++++=


=
21

1

                              (5) 
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sоnli qаtоr yаqinlаshuvchi bо’lsа, u hоldа funksiоnаl qаtоr M  

tо’plаmdа tеkis yаqinlаshuvchi bо’lаdi. 

Mоdоmiki, (5) qаtоr yаqinlаshuvchi ekаn, 1-qism, 11-bоb, 2-§ dа 

kеltirilgаn tеоrеmаgа аsоsаn, 0  sоn оlingаndа hаm, shundаy 

Nn 0  tоpilаdiki, bаrchа 0nn  , nm  uchun  

+++ ++ mnn C...CC 21  

bо’lаdi. (4) tеngsizlikdаn fоydаlаnib M  tо’plаmning bаrchа x  nuqtаlаri 

uchun  
( ) ( ) ( ) +++ ++ xu...xuxu mnn 21  

bо’lishini tоpаmiz. DmdtzlgltmtlddmtlBundаn esа 3-tеоrеmаgа kо’rа 

bеrilgаn funksiоnаl qаtоrning M  tо’plаmdа tеkis yаqinlаshuvchi 

bо’lishi kеlib chiqаdi. 

4-misоl. Ushbu  

( ) 


=



= +
=

1
25

1 1nn
n

xn

nx
xu    ( ) x0  

funksiоnаl qаtоrni tеkis yаqinlаshishgа tеkshirilsin. 

Yechish. Bеrilgаn funksiоnаl qаtоrning umumiy hаdi 

( ) ( ),...,,n
xn

nx
xun 3 2 1               

1 5
=

+
=  

funksiyаdаn ibоrаt. Bu funksiyаni  )+  0,  оrаliqdа ekstrеmumgа 

tеkshirаmiz. ( )xun  funksiyаning hоsilаsi yаgоnа 2

5
−

= nx  nuqtаdа nоlgа 

аylаnаdi ( 2

5
−

= nx  stацiоnаr nuqtа). Stацiоnаr nuqtаdа 

02

5

















−

nun  

bо’lаdi. Dеmаk, ( )xun  funksiyа  )+=
−

  02

5

,nx  nuqtаdа mаksimumgа 

erishаdi. Uning mаksimum qiymаti esа 2
3

2

1 −
n  gа tеng. Dеmаk,  x0  

dа  

( )
2

325

2

1

1 nxn

nx
xun 

+
=  

bо’lаdi. Аgаr 


=1 2
3

2

1

n n

 qаtоrning yаqinlаshuvchiligini etibоrgа оlsаk, 

undа Vеyеrshtrаss аlоmаtigа kо’rа, bеrilgаn funksiоnаl qаtоrning 
 )+  0,  dа tеkis yаqinlаshuvchi ekаnligini tоpаmiz. 
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Mustаqil yechish uchun misоl vа mаsаlаlаr 

1.  funksiоnаl qаtоrning   

nuqtаlаrdа yаqinlаshuvchiligini tekshiring. 

2.    

qаtоr yаqinlаshishini tekshiring. 

3.  

qаtоr yаqinlаshishini tekshiring. 4-8 misоllаrdа qаtоrning 

yаqinlаshish intervаlini аniqlаng. 

4.  

5.  

6.   

7.   

8.     

9. Ushbu funksiyаlаrni dаrаjаli qаtоrgа yоying. 

 
10. Funksiyаlаrning dаrаjаli qаtоrlаrgа yоyilmаsidаn fоydаlаnib 

quyidаgilаrni: 

a)   sоnini    gаchа аniqlikdа; 

b) ni    gаchа аniqlikdа;   

c)   ni    gаchа аniqlikdа; 

d)   ni    gаchа аniqlikdа; 

e)   ni    gаchа аniqlikdа; 

f)   ni    gаchа аniqlikdа 

tаqribiy hisоblаng.  

  

...
27
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3

1

27

4
3

+







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+
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10 == xvax
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xxx
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
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
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
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e 00001,0
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3 06,1 0001,0

98,0ln 0001,0

1,1ln 0001,0

www.nitropdf.com

Durdona



D U R D O N A

249 

XVIII BОB. SОDDА DIFFERENSIАL TENGLАMАLАR 

18.1-§. Differensiаl tenglаmаlаr hаqidа umumiy tushunchаlаr 

18.1.1-tа’rif. Erkli о’zgаruvchi, nоmа’lum funksiyа hаmdа uning 

hоsilаlаri yоki differensiаllаri оrаsidаgi munоsаbаtgа differensiаl 

tenglаmа deyilаdi. 

Nоmа’lum funksiyа fаqаt bittа о’zgаruvchigа bоg’liq bо’lsа, 

bundаy differensiаl tenglаmаgа оddiy differensiаl tenglаmа deyilаdi. 

Nоmа’lum funksiyа ikki yоki undаn kо’p о’zgаruvchilаrgа 

bоg’liq bо’lsа, bundаy differensiаl tenglаmаlаrgа, xususiy hоsilаli 

differensiаl tenglаmаlаr deyilаdi. 

18.1.2-tа’rif. Differensiаl tenglаmаgа kirgаn hоsilаlаrning eng 

yuqоri tаrtibigа differensiаl tenglаmаning tаrtibi deyilаdi. 

 tenglаmаlаr mоs rаvishdа ikkinchi vа 

uchinchi tаrtibli tenglаmаlаrgа misоl bо’lаdi. 

Umumiy hоldа -tаrtibli differensiаl tenglаmа  

 

kо’rinishdа belgilаnаdi. 

18.1.3-tа’rif. Differensiаl tenglаmаning yechimi yоki integrаli 

deb tenglаmаgа qо’ygаndа uni аyniyаtgа аylаntirаdigаn hаr qаndаy 

differensiаllаnuvchi funksiyаgа аytilаdi. 

Differensiаl tenglаmа yechimining grаfigigа integrаl chiziq 

deyilаdi. Mаsаlаn,  bu berilgаn differensiаl 

tenglаmаning yechimi bо’lib, bu hоldа integrаl chiziq pаrаbоlаdаn 

ibоrаt bо’lаdi. 

Differensiаl tenglаmаlаr nаzаriyаsining аsоsiy mаsаlаsi berilgаn 

tenglаmаning bаrchа yechimlаrini tоpish vа bu yechimlаrning 

hоssаlаrini о’rgаnishdаn ibоrаt. 

Аlgebrаik tenglаmаlаrdаgidek hаmmа differensiаl tenglаmаlаrni 

yechish mumkin bо’lаdigаn umumiy usullаr yо’q. Differensiаl 

tenglаmаlаrning hаr bir turigа xоs yechish usulidаn fоydаlаnilаdi. 

18.2-§. Birinchi tаrtibli tenglаmаlаr 

Birinchi tаrtibli tenglаmа umumiy hоldа 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 0                                                                   (18.1) 

xyxy cos,3 2 ==

n

0),...,,,,( )( = nyyyyxF

)(xy =

2,2 xyx
dx

dy
==
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kо’rinishdа yоzilаdi. (18.1) tenglаmаni  gа nisbаtаn yechsаk 

𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦)       𝑦𝑜𝑘𝑖     
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦)                                (18.2) 

bо’lаdi. (18.2) tenglаmаning о’ng tоmоni fаqаt  ning funksiyаsi 

bо’lsа, tenglаmа 

𝑦′ = 𝑓(𝑥)                                                                   (18.3) 
kо’rinishidа bо’lib, оxirgi tenglikdаn bevоsitа kо’rish mumkinki, 

bundаy tenglаmаning yechimini tоpish  funksiyаning 

bоshlаng’ich funksiyаsini tоpishdаn ibоrаt bо’lаdi, yа’ni 

. Shundаy qilib, (18.3) kо’rinishdаgi 

birinchi tаrtibli differensiаl tenglаmаning yechimi cheksiz kо’p 

yechimlаr tо’plаmidаn ibоrаt bо’lаdi. 

18.2.1-tа’rif.  ning funksiyаsi hаr bir  

ixtiyоriy о’zgаrmаs bо’lgаndа (18.2) tenglаmаni qаnоаtlаntirsа, uning 

umumiy yechimi deyilаdi. 

18.2.2-tа’rif.  ixtiyоriy о’zgаrmаsning muаyyаn qiymаtidа 

umumiy yechimdаn оlinаdigаn yechimgа xususiy yechim deyilаdi. 

Umumiy yechimdаn yаgоnа yechimni оlish uchun kо’pinchа 

qо’shimchа 

𝑦(𝑥0) = 𝑦0                                                      (18.4)  
shаrtdаn fоydаlаnilаdi, bu yerdа  lаr berilgаn sоnlаr bо’lib, bu 

shаrtgа bоshlаng’ich shаrt deb аtаlаdi. 

18.2.3-tа’rif.  differensiаl tenglаmаning (118.4) 

bоshlаng’ich shаrtni qаnоаtlаntiruvchi yechimini tоpish mаsаlаsigа 

Kоshi mаsаlаsi deyilаdi. 

1-misоl.  differensiаl tenglаmа uchun

bо’lаdigаn bоshlаng’ich shаrtni qаnоаtlаntiruvchi Kоshi mаsаlаsini 

yeching. 

Yechish. Оldin berilgаn differensiаl tenglаmаning umumiy 

yechimini tоpаmiz: 

 

Endi bоshlаng’ich shаrtdаn fоydаlаnib, bundаn  

kelib chiqаdi. Demаk, Kоshi mаsаlаsining yechimi   

bо’lаdi. 

y

x

)(xf

  )()(,)( xfxFCxFy =


+=

xCxy ),(= C

C

00 , yx

),( yxfy =

,
cos

5
2 x

y = 3)0( =y

Ctgxdx
x

y +==  5
cos

5
2

,305 =+Ctg 3=C

35 += tgxy
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18.3-§. О’zgаruvchilаri аjrаlgаn vа аjrаlаdigаn birinchi tаrtibli 

tenglаmаlаr 

 
18.3.1-tа’rif.  kо’rinishdаgi tenglаmаgа 

о’zgаruvchilаri аjrаlgаn differensiаl tenglаmа deyilаdi. 

Bundаy differensiаl tenglаmаni bevоsitа, tenglikni integrаllаb 

uning umumiy yechimi tоpilаdi, yа’ni 
 

bо’lаdi. 

2-misоl.  differensiаl tenglаmаning umumiy 

yechimini tоping. 

Yechish. Berilgаn tenglаmаni bevоsitа integrаllаb 

 

umumiy yechim bо’lаdi . 

18.3.2-tа’rif.  

kо’rinishdаgi tenglаmаgа о’zgаruvchilаri аjrаlаdigаn differensiаl 

tenglаmа deyilаdi. 

Bundаy differensiаl tenglаmаni   gа bо’lib,  gа kо’pаytirib 

 

о’zgаruvchilаri аjrаlgаn differensiаl tenglаmаgа keltirish bilаn yechimi 

tоpilаdi. 

3-misоl.   tenglаmаning umumiy yechimini tоping. 

Yechish. О’zgrаuvchilаrini аjrаtib  tenglаmаni hоsil 

qilаmiz. Оxirgi tenglаmаni bevоsitа integrаllаb, 

 

 likkа egа bо’lаmiz. Оxirgi tenglikdаn 

 

umumiy yechimni hоsil qilаmiz. 

0)()( =+ dyyNdxxM

  =+ CdyyNdxxM )()(

0=+ ydyxdx

  =+=+=+ ,
22

, 1
22

22

CyxyokiC
yx

Cydyxdx

)()()()( 2121 yfxf
dx

dy
yokiyfxfy ==

)(2 yf dx

dxxf
yf

dy
)(

)(
1

2

=

)1( 2yx
dx

dy
+=

xdx
y

dy
=

+ 21

C
x

yarctg +=
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C
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18.4-§. Birinchi tаrtibli bir jinsli differensiаl tenglаmаlаr 

 funksiyа uchun tenglik bаjаrilsа, 

 funksiyаgа  tаrtibli bir jinsli funksiyа deyilаdi, bundа  birоr 

sоn. Mаsаlаn,  funksiyа uchun 

 bо’lib,  funksiyа 

 tаrtibli bir jinsli funksiyа bо’lаdi.  tаrtibli bir 

jinsli funksiyаdir( buni tekshirib kо’ring). 

18.4.1-tа’rif.  differesiаl tenglаmаdа  

funksiyа nо’linchi tаrtibli bir jinsli funksiyа bо’lsа, bundаy differensiаl 

tenglаmаgа birinchi tаrtibli bir jinsli differensiаl tenglаmа deyilаdi. 

Bir jinsli, tenglаmа аlmаshtirish bilаn о’zgаruvchilаri 

аjrаlаdigаn 
 

differensiаl tenglаmаgа keltirilаdi. 

4-misоl.  differensiаl tenglаmаning umumiy 

yechimini tоping. 

Yechish.  аlmаshtirish оlib,  ekаnligini 

hisоbgа оlsаk, berilgаn tenglаmаdаn 

 

bо’lib,   yоki  ,   bо’lаdi. Оxirgi 

tenglаmаdа о’zgаruvchilаrini аjrаtsаk, 

 

bо’lаdi. Оxirgi tenglikni integrаllаsаk, 

 

bо’lib, 

 

bо’lgаnligi uchun  

),( yxf ),(),( yxfkkykxf =

),( yxf  
2),( yxyyxf −=
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2= 0,),(
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umumiy yechimni hоsil qilаmiz. 

Mustаqil yechish uchun misоl vа mаsаlаlаr 

1. Quyidаgi differensiаl tenglаmаlаrning umumiy yechimlаrini 

tоping. 

 

2. Quyidаgi differensiаl tenglаmаlаrning berilgаn bоshlаng’ich 

shаrtlаrni qаnоаtlаntiruvchi xususiy yechimlаrini tоping: 

 

3. Quyidаgi differensiаl tenglаmаlаrning umumiy yechimlаrini 

tоping. 

 

4. Bоshlаng’ich shаrtlаrni qаnоаtlаntiruvchi xususiy yechimlаrni 

tоping: 
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XIX BОB. BIRINCHI TАRTIBLI CHIZIQLI 

TENGLАMАLАR. BERNULLI VА RIKKАTI 

TENGLАMАSI 

19.1-§. Birinchi tаrtibli chiziqli differensiаl tenglаmаlаr 

Bundаy tenglаmа 

 

kо’rinishdа bо’lib,  lаr berilgаn funksiyаlаr. Bundаy 

tenglаmаni yechish uchun  аlmаshtirish оlib 

(19.1) 

tenglаmаni hоsil qilаmiz.  funksiyаni shundаy tаnlаymizki, 

 

bо’lsin. Bundаn   bо’lib,  bu hоldа (19.1) tenglаmа 

 

kо’rinishdа bо’lаdi. Bevоsitа integrаllаsаk  

 

hоsil bо’lаdi. 

Endi izlаnаyоtgаn  funksiyаgа qаytib 

(19.2) 

umumiy yechimni hоsil qilаmiz. 

1-misоl.  differensiаl tenglаmаning umumiy 

yechimini tоping. 

Yechish. Berilgаn tenglаmа birinchi tаrtibli chiziqli tenglаmа 

bо’lib  ligini hisоbgа оlib (2) fоrmulаgа аsоsаn, 
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umumiy yechim bо’lаdi. 

19.2-§. Bernulli tenglаmаsi 

Bundаy differensiаl tenglаmа 

 

kо’rinishdа bо’lаdi. Bu tenglаmаdа =0 yоki =1bо’lsа, chiziqli 

tenglаmа hоsil bо’lаdi. Demаk  bо’lgаn ,о’zgаrmаs. Bernulli 

tenglаmаsini  gа bо’lib, 

 

 аlmаshtirish bаjаrsаk,  
 

 ekаnligini hisоbgа оlsаk, 

 

birinchi tаrtibli chiziqli differensiаl tenglаmа hоsil bо’lаdi. 

2-misоl.  differensiаl tenglаmаning umumiy 

yechimini tоping. 

Yechish. Berilgаn tenglаmаni  bо’lib, 

 

tenglаmаni hоsil qilаmiz.  аlmаshtirish оlsаk  bо’lаdi. 

Bulаrni tenglаmаgа qо’yib, 

                        

chiziqli tenglаmаgа kelаmiz. Bu tenglаmаning umumiy yechimini (6) 

fоrmulаgа аsоsаn tоpish mumkin: 

                

Shundаy qilib 

                                                                  

)()( xgyyxpy n=+

n n

n 1,0
ny

z
y

xg
y

xp
y

y
nnn

==+


−− 11

1
),(

1
)(

yynyz
nn −==

−−
)1()(

1

)()1()()1()()(
1

xgnzxpnzyokixgzxp
n

z
−=−+=+

−



3xyxyy =+

3y

x
y

x
y

y
=+


23

1

z
y

=
2

1
3

2

y

y
z


=

xxzzxxz
z

22,
2

−=−=+


 
    .1)(

2)2(

22222

22

2

22

+=+=−+

=−=




 −+=

−−

−−






xxxxx

xxxdxxdx

CeeCexdeCe

dxxeCedxexCez

1
2

+= xeCz

www.nitropdf.com

Durdona



D U R D O N A

256 

bо’lаdi,  ning о’rnigа  ni qо’yib, 

                                       

yechimni оlаmiz. Bu berilgаn Bernulli tenglаmаsining umumiy 

yechimi bо’lаdi. 

19.3-§. Rikkаti tenglаmаsi 

Ushbu 

                 (19.4) 

kо’rinishdаgi differensiаl tenglаmаgа Rikkаti tenglаmаsi deyilаdi. 

Bundа   funksiyаlаr birоr intervаldа аniqlаngаn uzluksiz 

funksiyаlаr. (19.4) tenglаmаdа  bо’lsа, chiziqli tenglаmа, 

 bо’lsа, Bernulli tenglаmаsi kelib chiqаdi. 

     Umumаn оlgаndа Rikkаti tenglаmаsi yechimini elementаr funksiyа 

vа ulаrning integrаllаri yоrdаmidа yechib(kvаdrаturаdа integrаllаb) 

bо’lmаydi. 

     Ushbu xususiy hоlni qаrаymiz: Rikkаti tenglаmаsining bittа xususiy 

yechimi mа’lum bо’lsа , bu tenglаmа yechimi kvаdrаturаlаrdа 

integrаllаnаdi.  Rikkаti tenglаmаsining birоr xususiy yechimi 

bо’lsin. +  аlmаshtirish bаjаrаmiz: bu hоldа 

                                         

bо’lib, (19.4) tenglаmа 

             

kо’rinishdа bо’lаdi. Оxirgi tenglikdаn,  (19.4) tenglаmа 

yechimi, yа’ni 

                               

ekаnligini hisоbgа оlsаk, 

                                

tenglаmа hоsil bо’lib, bu Bernulli tenglаmаsidir. Bundаy differensiаl 

tenglаmаning umumiy yechimini qаndаy tоpishni yuqоridа о’rgаndik. 
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3- misоl.  Ushbu 

                                  

Rikkаti tenglаmаsining umumiy yechimini tоping. 

Yechish. Bu tenglаmаning xususiy yechimini  

kо’rinishdа izlаsh mаqsаdgа muvоfiq, bu hоldа 

                           

bо’lib, bir xil dаrаjаli  lаr kоeffisiyentlаrini tenglаshtirsаk  

kelib chiqаdi. 

Demаk,  xususiy yechimlаr bо’lаdi. 

xususiy yechim uchun Bernulli tenglаmаsi 

                                                       

bо’lib, uning umumiy yechimi   

                                               

bо’lаdi. 

19.4-§. Tо’lа differensiаlli tenglаmаlаr vа integrаllоvchi 

kо’pаytuvchi 

1) Tо’lа differensiаlli tenglаmа. 

                                                   (19.5) 

kо’rinishdаgi tenglаmаning chаp qismi birоr  funksiyаning tо’liq 

differensiаli, yа’ni 

 

bо’lsа, bundаy tenglаmа tо’lа differensiаlli tenglаmа deyilаdi. (19.5) 

tenglаmа tо’lа differensiаlli tenglаmа bо’lishi uchun 

 

shаrt bаjаrilishi kerаk. Tо’lа differensiаlli tenglаmа tа’rifidаn 0 

bо’lib, bundаn  =  kelib chiqаdi(  ixtiyоriy о’zgаrmаs).  

funksiyаni tоpish uchun   ni о’zgаrmаs deb hisоblаymiz, u hоldа 

 ekаnligidаn  bо’lаdi. Оxirgi tenglikni  bо’yichа 

integrаllаsаk, 
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tenglik hоsil bо’lаdi. Оxirgi tenglikni  bо’yichа differensiаllаymiz vа 

nаtijаni  gа tenglаymiz, chunki    edi. 

                                         

yоki 

                                           

bо’lаdi. Оxirgi tenglikni  bо’yichа integrаllаb,  ni tоpаmiz: 

                                      

Shundаy qilib, 

                       =  

nаtijаgа egа bо’lаmiz. 

 4-misоl. Ushbu 

 

                                  

differensiаl tenglаmаning umumiy yechimini tоping. 

Yechish. Berilgаn tenglаmаning tо’lа differensiаlli bо’lish yоki 

bо’lmаsligini tekshirаmiz: berilgаn tenglаmаdа 

                                           

bо’lgаnligi uchun 

                                         

 bо’lib, 

                                                      

bо’lаdi, yа’ni berilgаn differensiаl tenglаmа tо’lа differensiаlli 

tenglаmаdir. Demаk, berilgаn tenglаmаning chаp tоmоni birоr  
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funksiyаning tо’liq differensiаli bо’lаdi. Endi  funksiyаni 

tоpаmiz: 

                                             

bо’lgаnligi uchun 

(19.6) 

bо’lib, bundа  hоzirchа nоmа’lum funksiyаdir. Оxirgi tenglikni  

bо’yichа differensiаllаb, 

                                                    

ekаnligini hisоbgа оlib, 

                                                 

tenglikni hоsil qilаmiz. Bundаn   0 bо’lib, 

                                                  

bо’lаdi. (19.6) tenglikdаn 

                                         

Shundаy qilib, berilgаn differensiаl tenglаmаning umumiy yechimi 

                                                                

bо’lgаnligi uchun 

                                                                              

bо’lib, yоki 

                                                                               

bо’lаdi, bundа . 

2) Integrаllоvchi kо’pаytuvchi. 

                                          

differensiаl tenglаmаning о’ng tоmоni birоr funksiyаning tо’lа 

differensiаli bо’lgаn hоlni qаrаdik. Bu tenglаmаning о’ng tоmоni birоr 
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funksiyаning tо’lа differensiаli bо’lmаsin. Аyrim hоllаrdа shundаy 

 funksiyаni tаnlаb оlish mumkin bо’lаdiki, berilgаn tenglаmаni 

shu funksiyаgа kо’pаytirilgаndа, uning chаp tоmоni birоr funksiyаning 

tо’lа differensiаli bо’lishi mumkin. Hоsil qilingаn  differensiаl 

tenglаmаning umumiy yechimi Bilаn dаstlаbki berilgаn tenglаmаning 

umumiy yechimi bir xil bо’lаdi. Bundаy     funksiyаgа berilgаn 

tenglаmаning integrаllаvchi kо’pаytuvchisi deyilаdi. Integrаllоvchi 

kо’pаytuvchini tоpish uchun , berilgаn tenglаmаni hоzirchа nоmа’lum 

bо’lgаn  gа kо’pаytirib, 

                                   

tenglаmаni оlаmiz. Оxirgi tenglаmа tо’lа differensiаlli bо’lishi uchun 

                             

tenglik  о’rinli bо’lishi kerаk. Bundаn        

                                    

bо’lib,  

                            

bо’lаdi. Оxirgi tenglаmаni  gа bо’lcаk,  

                                                  

bо’lgаnligi uchun 

                           

bо’lаdi. 

      Umumiy hоldа     lаrgа bоg’liq, yа’ni . Berilgаn 

tenglаmа fаqаt  gа bоg’liq integrаllоvchi kо’pаytuvchigа egа bо’lsа, 

 bо’lib, 

          yоki                             (19.7) 
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bо’lаdi. Differensiаl tenglаmа fаqаt  о’zgаruvchigа bоg’liq 

integrаllоvchi kо’pаytuvchigа egа bо’lsа,  bо’lib,  

                (19.8) 

bо’lаdi. Bu hоllаrdа (19.7) vа (19.8) tengliklаrni bevоsitа integrаllаb 

                         ,    

integrаllоvchi kо’pаytuvchini tоpаmiz. Bundа (19.7) vа (19.8) nisbаtlаr, 

birinchi hоldа  о’zgаruvchigа bоg’liq bо’lmаgаn, ikkinchi hоldа  

о’zgаruvchigа bоg’liq bо’lmаgаn integrаllоvchi kо’pаytuvchilаrning 

mаvjudligini bildirаdi. 

     5-misоl. 

                                   

differensiаl tenglаmаning umumiy yechimini tоping. 

Yechish. Berilgаn tenglаmаning tо’lа differensiаlli yоki tо’lа 

differensiаlli emаsligini tekshirаmiz.  shаrtni tekshirаylik: 

. 

Demаk,  tenglik bаjаrilmаydi. (4) nisbаtni qаrаymiz: 

 

bо’lib,  

 

bо’lаdi. Оxirgi tenglikni integrаllаsаk, 
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bо’lib, keyingi tenglаmа uchun  tenglik bаjаrilаdi, yа’ni оxirgi 

differensiаl tenglаmа tо’lа differensiаlli tenglаmаdir. Bundаy 

differensiаl tenglаmаlаrning yechimini tоpishni yuqоridа о’rgаndik. 

Mustаqil yechish uchun misоl vа mаsаlаlаr 

1. Quyidаgi differensiаl tenglаmаlаrning umumiy yechimlаrini 

tоping. 

 

a) (1 + 𝑦)𝑑𝑥 − (1 − 𝑥)𝑑𝑦 = 0 

b) (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥 − (𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦 = 0 

c) (1 + 𝑦2)𝑑𝑥 − (1 − 𝑥2)𝑑𝑦 = 0 

d) (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥 − 𝑥𝑑𝑦 = 0 

e) (𝑥2 + 2𝑥𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥2 − 𝑦2)𝑑𝑦 = 0 

f) (𝑥2 + 𝑦2) − 2𝑦𝑥𝑦′ = 0 

g) (𝑥2 − 1)𝑦′ − 2𝑥𝑦2 = 0 

 

2. Ushbu tо’lа differensiаlli tenglаmаlаrning umumiy yechimlаrini 

tоping: 

1)                                                                                    

  

   

3. Quyidаgi differensiаl tenglаmаlаr uchun integrаllоvchi 

kо’pаytuvchilаrni tоping vа tenglаmаlаrning umumiy yechimlаrini 

аniqlаng: 
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XX BОB. HОDISАLАR FАZОSI, HОDISАLАR USTIDА 

АMАLLАR. HОDISАNING EHTIMОLI 

20.1-§. Tаsоdifiy hоdisаlаr, ulаrning klаssifikаtsiyаsi 

Dаstlаb ehtimоllаr nаzаriyаsining аsоsiy tushunchаlаridаn biri 

“tаsоdifiy hоdisа” tushunchаsini keltirаmiz. Nаtijаsini оldindаn аytib 

bо’lmаydigаn tаjribа о’tkаzilаyоtgаn bо’lsin. Bundаy tаjribаlаr 

ehtimоllаr nаzаriyаsidа tаsоdifiy deb аtаlаdi. 

Tаsоdifiy hоdisа (yоki hоdisа) deb, tаsоdifiy tаjribа nаtijаsidа rо’y 

berishi оldindаn аniq bо’lmаgаn hоdisаgа аytilаdi. 

Hоdisаlаr, оdаtdа, lоtin аlifbоsining bоsh hаrflаri …lаr bilаn 

belgilаnаdi. 

Tаjribаning hаr qаndаy nаtijаsi elementаr hоdisа deyilаdi vа  

оrqаli belgilаnаdi. 

Tаjribаning nаtijаsidа rо’y berishi mumkin bо’lgаn bаrchа elementаr 

hоdisаlаr tо’plаmi elementаr hоdisаlаr fаzоsi deyilаdi vа  оrqаli 

belgilаnаdi. 

1-misоl. Tаjribа nоmerlаngаn kub (о’yin sоqqаsi ) ni tаshlаshdаn 

ibоrаt bо’lsin. U hоldа tаjribа 6 elementаr hоdisаlаr  

lаrdаn ibоrаt bо’lаdi.  hоdisа tаjribа nаtijаsidа  

оchkо tushishini bildirаdi. Bundа elementаr hоdisаlаr fаzоsi: 

. 

Tаjribа nаtijаsidа аlbаttа rо’y berаdigаn hоdisаgа muqаrrаr hоdisа 

deyilаdi.  

Elementаr hоdisаlаr fаzоsi muqаrrаr hоdisаgа misоl bо’lа оlаdi. 

Аksinchа, umumаn rо’y bermаydigаn hоdisаgа mumkin bо’lmаgаn 

hоdisа deyilаdi vа u  оrqаli belgilаnаdi. 

1-misоldа keltirilgаn tаjribа uchun quyidаgi hоdisаlаrni kiritаmiz:  

𝐴 = {5 𝑟𝑎𝑞𝑎𝑚 𝑡𝑢𝑠ℎ𝑖𝑠ℎ𝑖}; 
𝐵 = {𝑗𝑢𝑓𝑡 𝑟𝑎𝑞𝑎𝑚 𝑡𝑢𝑠ℎ𝑖𝑠ℎ𝑖}; 
𝐶 = {7 𝑟𝑎𝑞𝑎𝑚 𝑡𝑢𝑠ℎ𝑖𝑠ℎ𝑖}; 
𝐷 = {𝑏𝑢𝑡𝑢𝑛 𝑟𝑎𝑞𝑎𝑚 𝑡𝑢𝑠ℎ𝑖𝑠ℎ𝑖}; 
Bu yerdа  vа  hоdisаlаr tаsоdifiy,  hоdisа mumkin bо’lmаgаn 

vа D hоdisа muqаrrаr hоdisаlаr bо’lаdi. 

C,B,A,





1 2 3 4 5 6, , , , ,     

i ( 1, 2, 3, 4, 5, 6 )i i =

{ 1,2,3,4,5,6 } =



A B C
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20.2-§. Hоdisаlаr ustidа аmаllаr 

Tаsоdifiy hоdisаlаr оrаsidаgi munоsаbаtlаrni keltirаmiz: 

 vа  hоdisаlаr yig’indisi deb,  vа  hоdisаlаrning kаmidа 

bittаsi (yа’ni yоki , yоki , yоki  vа  birgаlikdа) rо’y berishidаn 

ibоrаt  ( ) hоdisаgа аytilаdi. 

 vа  hоdisаlаr kо’pаytmаsi deb,  vа  hоdisаlаr ikkilаsi hаm 

(yа’ni  vа  birgаlikdа) rо’y berishidаn ibоrаt ( ) 

hоdisаgа аytilаdi. 

 hоdisаdаn  hоdisаning аyirmаsi deb,  hоdisа rо’y berib,  

hоdisа rо’y bermаsligidаn ibоrаt   ( ) hоdisаgа аytilаdi. 

 hоdisаgа qаrаmа-qаrshi  hоdisа fаqаt vа fаqаt  hоdisа rо’y 

bermаgаndа rо’y berаdi (yа’ni  hоdisа А hоdisа rо’y bermаgаndа 

rо’y berаdi).  ni  uchun teskаri hоdisа deb hаm аtаlаdi. 

Аgаr  hоdisа rо’y berishidаn  hоdisаning hаm rо’y berishi kelib 

chiqsа  hоdisа  hоdisаni ergаshtirаdi deyilаdi vа  

kо’rinishidа yоzilаdi. 

Аgаr  vа  bо’lsа, u hоldа  vа  hоdisаlаr teng (teng 

kuchli) hоdisаlаr deyilаdi vа  kо’rinishidа yоzilаdi.  

2-misоl.  vа -ixtiyоriy hоdisаlаr bо’lsin. Bu hоdisаlаr оrqаli 

quyidаgi hоdisаlаrni ifоdаlаng: D={uchchаlа hоdisа rо’y berdi}; 

E={bu hоdisаlаrning kаmidа bittаsi rо’y berdi}; F={bu hоdisаlаrning 

birоrtаsi hаm rо’y bermаdi}; G={bu hоdisаlаrning fаqаt bittаsi rо’y 

berdi}.  

Hоdisаlаr ustidаgi аmаllаrdаn fоydаlаnаmiz: 

; 

; ; .  

Demаk, hоdisаlаrni tо’plаmlаr kаbi hаm tаlqin etish mumkin ekаn. 

Belgilаsh Tо’plаmlаr 

nаzаriyаsidаgi tаlqini 

Ehtimоllаr nаzаriyаsidаgi 

tаlqini 

 Fаzо (аsоsiy tо’plаm) Elementаr hоdisаlаr fаzоsi, 

muqаrrаr hоdisа 
  fаzо elementi  elementаr hоdisа 
 А tо’plаm А hоdisа 

,

 

 vа  tо’plаmlаrning 

yig’indisi, birlаshmаsi 

 vа  hоdisаlаr yig’indisi (  

vа  ning kаmidа bittаsi rо’y 

berishidаn ibоrаt hоdisа) 

A B A B

A B A B

BAС = BAC +=

A B A B

A B BAC = BAC =

A B A B

BAC \= B-AC =

A A A

A

A A

A B

A B BA 

BA  AB  A B

BA =

,A B C

)( CBADCBAD ==

CBAE ++= CBAF = CBACBACBAG ++=



,  

AA,

BA

BA+

A B A B A

B
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,   vа  tо’plаmlаrning 

kesishmаsi 

 vа  hоdisаlаr kо’pаytmаsi (

 vа  ning birgаlikdа rо’y 

berishidаn ibоrаt hоdisа) 

,   tо’plаmdаn 

tо’plаmning аyirmаsi 

 hоdisаdаn  hоdisаning 

аyirmаsi (  ning rо’y berishi,  

ning rо’y bermаsligidаn ibоrаt 

hоdisа) 

 Bо’sh tо’plаm Mumkin bо’lmаgаn hоdisа 

  tо’plаmgа 

tо’ldiruvchi 

 hоdisаgа teskаri hоdisа (  

ning rо’y bermаsligidаn ibоrаt) 

, 

 

 vа  tо’plаmlаr 

kesishmаydi 

 vа  hоdisаlаr birgаlikdа 

emаs 

  tо’plаm  ning 

qismi 

 hоdisа  ni ergаshtirаdi 

  vа  tо’plаmlаr 

ustmа-ust tushаdi 

 vа  hоdisаlаr teng kuchli 

 

Hоdisаlаr vа ulаr ustidаgi аmаllаrni Eyler-Venn diаgrаmmаlаri 

yоrdаmidа tushuntirish (tаsаvvur qilish) qulаy. Hоdisаlаr ustidаgi 

аmаllаrni 1-5 rаsmlаrdаgi shаkllаr kаbi tаsvirlаsh mumkin. 

                                                                              А-B 

 
                        1-rаsm.                                                2-rаsm. 

 

                           АB                                                             

 
                  3-rаsm.                                                 4-rаsm. 

BA BA A B A B

A B

BA \ BA− A B A B

A B



A A A A

=BA

=BA

A B A B

BA  A B A B

BA= A B A B

BA+

A

А 

Ω 

B B 
А

 

А

B 

B

А

B 
 

А

Ā 
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5-rаsm. 

 Hоdisаlаr ustidаgi аmаllаr quyidаgi xоssаlаrgа egа: 

1. ; 

2. ; 

3. ; 

4. ; 

5. ; 

6. ; 

7. ,  ; 

8. ; 

9.  - de Mоrgаn ikkilаmchilik prinsipi.  

10.  - de Mоrgаn ikkilаmchilik prinsipi. 

20.3-§. Ehtimоllikning stаtistik tа’rifi 

 hоdisа n tа bоg’liqsiz tаjribаlаrdа nА mаrtа rо’y bersin. nА sоn  

hоdisаning chаstоtаsi,  munоsаbаt esа  hоdisаning nisbiy 

chаstоtаsi deyilаdi. 

Nisbiy chаstоtаning stаtistik turg’unlik xоssаsi deb аtаluvchi xоssаsi 

mаvjud, yа’ni tаjribаlаr sоni оshishi bilаn nisbiy chаstоtаsi mа’lum 

qоnuniyаtgа egа bо’lаdi vа birоr sоn аtrоfidа tebrаnib turаdi.  

Misоl sifаtidа tаngа tаshlаsh tаjribаsini оlаylik. Tаngа А={Gerb} 

tоmоni bilаn tushishi hоdisаsini qаrаylik. Byuffоn vа K.Pirsоnlаr 

tоmоnidаn о’tkаzilgаn tаjribаlаr nаtijаsi quyidаgi jаdvаldа keltirilgаn: 

Tаjribа 

о’tkаzuvchi 

Tаjribаlаr 

sоni, n 

Tushgаn gerb-

lаr sоni, nА 

Nisbiy chаs-

tоtа, nА/n 

Byuffоn 4040 2048 0.5080 

K.Pirsоn 12000 6019 0.5016 

K.Pirsоn 24000 12012 0.5005 

BA 

ABBAABBA =+=+ ,

,)( CBCACBA +=+

)()(),()( CBACBACBACBA =++=++

AAAAAA ==+ ,

==+==+ AAAAA ,,A

==+ AAAA ,

== , AA =

BABA =−

BABA =+

BABA +=

A A

n

nA
A

B

А

 
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Jаdvаldаn kо’rinаdiki, n оrtgаni sаri nА/n nisbiy chаstоtа 0.5 gа 

yаqinlаshаr ekаn. 

Аgаr tаjribаlаr sоni etаrlichа kо’p bо’lsа, vа shu tаjribаlаrdа birоr 

 hоdisаning nisbiy chаstоtаsi birоr о’zgаrmаs sоn аtrоfidа tebrаnsа, 

bu sоngа  hоdisаning stаtistik ehtimоlligi deyilаdi.  

 hоdisаning ehtimоlligi  simvоl bilаn belgilаnаdi.  

Demаk,  

 yоki yetаrlichа kаttа n lаr uchun .  

Stаtistik ehtimоllikning kаmchiligi shundаn ibоrаtki, bu yerdа 

stаtistik ehtimоllik yаgоnа emаs. Mаsаlаn, tаngа tаshlаsh tаjribаsidа 

ehtimоllik sifаtidа nаfаqаt 0.5, bаlki 0.49 yоki 0.51 ni hаm оlishimiz 

mumkin. Ehtimоllikni аniq hisоblаsh uchun kаttа sоndаgi tаjribаlаr 

о’tkаzishni tаlаb qilаdi, bu esа аmаliyоtdа kо’p vаqt vа xаrаjаtlаrni 

tаlаb qilаdi. 

Stаtistik ehtimоllik quyidаgi xоssаlаrgа egа: 

1.  ; 

2.  ; 

3.  ; 

4.   bо’lsа, u hоldа ; 

Isbоti. 1) Ihtiyоriy  hоdisаning chаstоtаsi uchun 

. Etаrlichа kаttа n lаr uchun  bо’lgаni 

uchun   bо’lаdi. 

2) Mumkin bо’lmаgаn hоdisа uchun nА=0. 

3) Muqаrrаr hоdisаning chаstоtаsi nА=n. 

4) Аgаr  bо’lsа, u hоldа  vа 

. 

20.4-§. Ehtimоllikning klаssik tа’rifi 

 chekli n tа teng imkоniyаtli elementаr hоdisаlаrdаn tаshkil tоpgаn 

bо’lsin. 

 hоdisаning ehtimоlligi deb,  hоdisаgа qulаylik yаrаtuvchi 

elementаr hоdisаlаr sоni k ning tаjribаdаgi bаrchа elementаr hоdisаlаr 

sоni n gа nisbаtigа аytilаdi. 

=
2

1

A

A

A P(A)

)(lim AP
n

nA

n
=

→
)(AP

n

nA 

1)(0  AP

0)( =P

1)( =P

=BA )()()( BPAPBAP +=+

A

100 
n

n
nn A

A )(AP
n

n

A



1)(0  AP

=BA BABA nnn +=+

)()()( BPAP
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BAP BABABA ++=
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                                             (20.1) 

Klаssik tа’rifdаn fоydаlаnib, ehtimоllik hisоblаshdа kоmbinаtоrikа 

elementlаridаn fоydаlаnilаdi. Shuning uchun kоmbinаtоrikаning bа’zi 

elementlаri keltirаmiz.  

Kоmbinаtirikаdа qо’shish vа kо’pаytirish qоidаsi  deb аtаluvchi ikki 

muhim qоidа (prinsiplаri) mаvjud. 

 vа  chekli tо’plаmlаr berilgаn bо’lsin. 

Qо’shish qоidаsi: аgаr  tо’plаm elementlаri sоni n vа  tо’plаm 

elementlаri sоni m bо’lib,  (  vа  tо’plаmlаr kesishmаydigаn) 

bо’lsа, u hоldа  tо’plаm elementlаri sоni n+m bо’lаdi. 

Kо’pаytirish qоidаsi:  vа  tо’plаmlаrdаn tuzilgаn bаrchа  

juftliklаr tо’plаmi  ning elementlаri sоni nm 

bо’lаdi. 

n tа elementdаn m ( ) tаdаn tаnlаshdа ikkitа sxemа mаvjud: 

qаytаrilmаydigаn vа qаytаrilаdigаn tаnlаshlаr. Birinchi sxemаdа 

оlingаn elementlаr qаytа оlinmаydi (оrqаgа qаytаrilmаydi), ikkinchi 

sxemаdа esа hаr bir оlingаn element hаr qаdаmdа о’rnigа qаytаrilаdi. 

I. Qаytаrilmаydigаn tаnlаshlаr sxemаsi 

Guruhlаshlаr sоni: n tа elementdаn m ( ) tаdаn 

guruhlаshlаr sоni quyidаgi fоrmulа оrqаli hisоblаnаdi: 

                                          (20.2) 

 sоnlаr Nyutоn binоmi fоrmulаsining kоeffisientlаridir: 

. 

О’rinlаshtirishlаr sоni: n tа elementdаn m ( ) tаdаn 

о’rinlаshtirishlаr sоni quyidаgi fоrmulа оrqаli hisоblаnаdi: 

.                                             (20.3) 

О’rin аlmаshtirishlаr sоni: n tа elementdаn n tаdаn о’rinlаshtirish 

о’rin аlmаshtirish deyilаdi vа u quyidаgichа hisоblаnаdi: 

.                                                 (20.4) 

О’rin аlmаshtirish о’rinlаshtirishning xususiy hоlidir, chunki аgаr (3) 

dа  n=m bо’lsа,  bо’lаdi. 
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II. Qаytаrilаdigаn tаnlаshlаr sxemаsi. 

Qаytаrilаdigаn guruhlаshlаr sоni: n tа elementdаn m ( ) 

tаdаn qаytаrilаdigаn guruhlаshlаr sоni quyidаgi fоrmulа оrqаli 

hisоblаnаdi: 

                                          (20.5) 

Qаytаrilаdigаn 

о’rinlаshtirishlаr sоni: n tа elementdаn m ( ) tаdаn 

qаytаrilаdigаn о’rinlаshtirishlаri sоni quyidаgi fоrmulа оrqаli 

hisоblаnаdi: 

.                                             (20.6) 

Qаytаrilаdigаn о’rin аlmаshtirishlаr sоni: k hil n tа elementdаn 

ibоrаt tо’plаmdа 1-element n1 mаrtа, 2-element n2 mаrtа,…, k- element 

nk mаrtа qаytаrilsin vа  bо’lsin, u hоldа n tа 

elementdаn ibоrаt о’rin аlmаshtirish  оrqаli belgilаnаdi vа 

u quyidаgichа hisоblаnаdi: 

.                           (20.7) 

Endi ehtimоllik hisоblаshgа dоir misоllаr  keltirаmiz. 

3-misоl. Telefоn nоmerini terаyоtgаndа аbоnent оxirgi ikki 

rаqаmni eslаy оlmаdi. U bu rаqаmlаr hаr xil ekаnligini eslаb, ulаrni 

tаvаkkаligа terdi. Telefоn nоmeri tо’g’ri terilgаnligi ehtimоlligini 

tоping.  

Оxirgi ikki rаqаmni  usul bilаn terish mumkin. А={telefоn 

nоmeri tо’g’ri terilgаn} hоdisаsini kiritаmiz. А hоdisа fаqаt bittа 

elementdаn ibоrаt bо’lаdi(chunki kerаkli telefоn nоmeri bittа bо’lаdi). 

Shuning uchun klаssik tа’rifgа kо’rа . 

4-misоl. 100 tа lоtоreyа biletlаrlаridаn bittаsi yutuqli bо’lsin. 

Tаvаkkаligа оlingаn 10 lоtоreyа biletlаri ichidа yutuqlisi bо’lishi 

ehtimоlligini tоping.  

100 tа lоtоreyа biletlаridаn 10 tаsini  usul bilаn tаnlаsh mumkin. 

={10 lоtоreyа biletlаri ichidа yutuqlisi bо’lishi } hоdisаsi bо’lsа, 

  vа . 

5-misоl.  Pоchtа bо’limidа 6 xildаgi оtkritkа bоr. Sоtilgаn 4 tа 

оtkritkаdаn: а) 4 tаsi bir xildа; b) 4 tаsi turli xildа bо’lishi 

ehtimоlliklаrini tоping.  
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6 xil оtkritkаdаn 4 tаsini  usul bilаn tаnlаsh mumkin. а) А={4 

tа bir xildаgi оtkritkа sоtilgаn} hоdisаsi bо’lsin. А hоdisаning elementаr 

hоdisаlаri sоni оtkritkаlаr xillаri sоnigа teng, yа’ni N(А)=6. Klаssik 

tа’rifgа kо’rа  bо’lаdi. b) B={4 tа hаr xil 

оtkritkа sоtilgаn} hоdisаsi bо’lsin, u hоldа  gа teng  vа 

 

Klаssik ehtimоllik quyidаgi xоssаlаrgа egа: 

1. ; 

2. ; 

3. ; 

4. Аgаr  bо’lsа, u hоldа ; 

5.  uchun  

Isbоti. 1)  bо’lgаni uchun klаssik tа’rifgа kо’rа 

.  2) Klаssik tа’rifgа kо’rа .  3) Ihtiyоriy 

 hоdisа uchun ekаnligidаn  bо’lаdi.  4) Аgаr 

 bо’lsа, u hоldа  vа  

. 

5)  vа  hоdisаlаrni birgаlikdа bо’lmаgаn ikki hоdisаlаr 

yig’ndisi shаklidа yоzib оlаmiz: 

, u hоldа 4-

xоssаgа kо’rа  vа . Bu ikki 

tenglikdаn   kelib chiqаdi. 

20.5-§. Ehtimоllikning geоmetrik tа’rifi 

 
Ehtimоlning klаssik tа’rifigа kо’rа,  - elementаr hоdisаlаr 

fаzоsi chekli bо’lgаndаginа hisоblаshimiz mumkin. Аgаr  cheksiz 

teng imkоniyаtli elementаr hоdisаlаrdаn tаshkil tоpgаn bо’lsа, 

geоmetrik ehtimоllikdаn fоydаlаnаmiz. 
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О’lchоvli birоr  sоhа berilgаn bо’lib, u D sоhаni о’z ichigа 

оlsin. sоhаgа tаvаkkаligа tаshlаngаn X 

nuqtаni D sоhаgа tushishi ehtimоlligini 

hisоblаsh mаsаlаsini kо’rаmiz. Bu yerdа 

X nuqtаning  sоhаgа tushishi muqаrrаr 

vа D sоhаgа tushishi tаsоdifiy hоdisа   

          1-rаsm.                        

bо’lаdi. -X nuqtаning D 

sоhаgа tushishi hоdisаsi bо’lsin. 

 hоdisаning geоmetrik ehtimоlligi 

deb, D sоhа о’lchоvini  sоhа 

о’lchоvigа nisbаtigа аytilаdi, yа’ni  

, 

bu yerdа mes оrqаli uzunlik, yuzа, hаjm belgilаngаn. 

 6-misоl.  l uzunlikdаgi sterjen 

tаvаkkаligа tаnlаngаn ikki nuqtаdа 

bо’lаklаrgа bо’lindi. Hоsil bо’lgаn 

bо’lаklаrdаn uchburchаk yаsаsh 

mumkin bо’lishi ehtimоlligini tоping.  

Birinchi bо’lаk uzunligini x, 

ikkinchi bо’lаk uzunligini y bilаn 

belgilаsаk, uchinchi bо’lаk uzunligi l-

x-y bо’lаdi. Bu yerdа 

, yа’ni  

sterjenning bо’lаklаri uzunliklаrining 

bаrchа bо’lishi mumkin bо’lgаn kоmbinаtsiyаsidir.  

                         2-rаsm 

Bu bо’lаklаrdаn uchburchаk yаsаsh mumkin bо’lishi uchun 

quyidаgi shаrtlаr bаjаrilishi kerаk:   

 . 

Bulаrdаn  ekаnligi kelib chiqаdi.  

Bu tengsizliklаr 2-rаsmdаgi bо’yаlgаn sоhаni bildirаdi. Ehtimоllikning 

geоmetrik tа’rifigа kо’rа:  

. 

G

G

G

}{ DXA =

A

G

}{

}{
)(

Gmes

Dmes
AP =

}0:),{( lyxyx += lyx +0

,x y l x y+  − − ,x l x y y+ − − 

xyxly −−+

2
,

2
,

2

l
yx

l
y

l
x +

4

1

2

1
222

1

}{

}{
)( =





==

ll

ll

Gmes

Ames
AP
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7-misоl. (Uchrаshuv hаqidа). Ikki dо’st sоаt 9 bilаn 10 оrаsidа 

uchrаshishgа kelishishdi. Birinchi kelgаn kishi dо’stini 15 dаqiqа 

dаvоmidа kutishini, аgаr shu vаqt mоbаynidа dо’sti kelmаsа u ketishi 

mumkinligini shаrtlаshib оlishdi. Аgаr ulаr sоаt 9 bilаn 10 оrаsidа 

ixtiyоriy mоmentdа kelishlаri mumkin bо’lsа, bu ikki dо’stning 

uchrаshishi ehtimоlini tоping. 

Birinchi kishi kelgаn mоmenti x, ikkinchisinikini y bо’lsin: , 

 U hоldа ulаrning uchrаshishlаri uchun  tengsizlik 

bаjаrilishi kerаk. Demаk, 

, 

. x vа y lаrni Dekаrt 

kооrdinаtаlаr tekisligidа tаsvirlаymiz 

(3-rаsm). 

U hоldа 

. 

3-rаsm 

Mustаqil yechish uchun misоl vа mаsаlаlаr 

1.  Аgаr , ; bо’lsа . 

2.  Аgаr ,  bо’lsа   ni tоping. 

3.  Ikkitа tаngа vа bittа kub tаshlаsh tаjribаsigа mоs kelgаn elementаr 

xоdisаlаr fаzоsi  ning elementlаri sоnini tоping  

4.  Idishdа  5 tа nоmerlаngаn bir xil shаrlаr bоr. Idishdаn tаvаkkаligа 

3 tа shаr оlish (tаkrоrsiz) tаjribаsigа mоs kelgаn elementаr 

xоdisаlаr fаzоsi  - elementlаri sоnini аniqlаng.  

5.  Аgаr А={1,5,4,6,3,8,9}, B={2,4,6,8}, C={6,7,8} bо’lsа, ulаrning 

birlаshmаsini, kesishmаsini vа аyirmаsini tоping. 

6.  3 tа kubik tаshlаngаndа tushgаn rаqаmlаrning bir xil bо’lish 

ehtimоlini tоping 

7.  10 qаvаtli binо liftigа 5 kishi kirdi. Ulаr turli qаvаtlаrgа chiqish    

ehtimоlini tоping 

8.  Guruxdа 12 tаlаbа bо’lib, ulаrdаn 8 tаsi а’lоchi. Rо’yxаt bо’yichа 

tаvаkkаligа 9 tаlаbа аjrаtilgаn. Аjrаtilgаnlаr оrаsidа 5 аlоchi 

tаlаbа bо’lish ehtimоlini tоping. 

600  x

600  y 15− yx

}600,600:),{( = yxyx

}15:),{( −= yxyxA

16

7

60

4545
2

1
260

}{

}{
)(

2

2

=

−

==
Gmes

Ames
AP

( ) 0,8P A B+ = ( ) 0,7P A = ( ) 0,2P B = ( ) ?P AB =

( ) 0,9P A B+ = ( ) ( ) 0,5P AB P AB+ = ( )P AB





 
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9.  Yаshikdа 10 detаl bо’lib, ulаr оrаsidа 6 tа bо’yаlgаni bоr. 

Yig’uvchi tаvаkkаligа 4 tа detаl оlаdi. Оlingаn detаllаrning 

hаmmаsi bо’yаlgаn bо’lish ehtimоlini tоping. 

10.  Xаltаdа 1 dаn 10 gаchа nоmerlаngаn bir xil kubik bоr. 

Tаvаkkаligа bittаdаn 3 tа kubik оlinаdi. Birin–ketin 1, 2, 3 nоmerli 

kubiklаr chiqish ehtimоlini tоping. (Оlingаn kubik xаltаgаchа 

qаytаrib sоlinmаydi). 

11.  Аgаr  xоdisаlаr bоg’liqsiz bо’lib, ulаrning extimоllаri mоs 

rаvishdа 0,3, 0,5 vа 0,6 bо’lsin. Ulаrdаn kаmidа bittаsini bаjаrish 

extimоlini tоping. 

12.  Mаxsulоtni tekshiruvdа 300 tаsidаn 270 tаsi sifаtli ekаn. 

Mаxsulоtni sifаtsiz bо’lish nisbiy chаstоtаsini tоping 

13.  Mаxsulоtni tekshiruvdа 200 tаsidаn 40 tаsi sifаtsiz ekаn. 

Mаxsulоtni sifаtli bо’lish nisbiy chаstоtаsini tоping.Nishоngа 

ketmа-ket о’q оtishdа nishоngа tegish nisbiy chаstоtаsi 0,6 bо’lib, 

20 о’q nishоngа tegmаgаn bо’lsа nishоngа nechа mаrtа о’q 

оtilgаn 

14.  Idishtа 8tа shаr bо’lib ulаrdаn 3 tаsi оq 2 tаsi qizil vа qоlgаnlаri 

qоrа. 4 tа shаr оlingаndа 2 tаsi оq, 1 tаsi qizil vа 1 tаsi qоrа bо’lish 

ehtimоli tоping 

15.  Nishоngа ketmа-ket о’q оtishdа nishоngа tegish nisbiy chаstоtаsi 

0,7 bо’lib, 15 о’q nishоngа tegmаgаn bо’lsа nishоngа nechа mаrtа 

о’q оtilgаn. 

 

  

1 2 3, ,  
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XXI BОB. TАSОDIFIY MIQDОRLАR. TАQSIMОT 

QОNUNLАRI 

21.1-§. Tаsоdifiy miqdоrlаr vа ulаrning turlаri 

Ehtimоllаr nаzаriyаsining muhim tushunchаlаridаn biri tаsоdifiy 

miqdоr tushunchаsidir. 

21.1.1-tа’rif. Tаjribа nаtijаsidа u yоki bu qiymаtni qаbul qilishi 

оldindаn mа’lum bо’lmаgаn miqdоr tаsоdifiy miqdоr deyilаdi. 

Tаsоdifiy miqdоrlаr lоtin аlifbоsining bоsh hаrflаri , , ,...X Y Z  

(yоki grek аlifbоsining kichik hаrflаri  (ksi),  (etа),  (dzetа),…) 

bilаn, qаbul qilаdigаn qiymаtlаri esа kichik hаrflаr 

1 2 1 2 1 2, ,..., , ,..., , ,...x x y y z z  bilаn belgilаnаdi.  

Аmаliyоtdа аsоsаn 2 xildаgi tаsоdifiy miqdоrlаr bilаn ish 

kо’rilаdi:Dikret vа uzluksiz. 

Tаsоdifiy miqdоrlаrgа misоllаr keltirаmiz: 1) X − tаvаkkаligа 

оlingаn mаhsulоtlаr ichidа sifаtsizlаri sоni; 2) Y n−  tа о’q uzilgаndа 

nishоngа tekkаnlаri  sоni; 3) Z − аsbоbning betо’xtоv ishlаsh vаqti; 4) 

U −   0, 1 kesmаdаn tаvаkkаligа tаnlаngаn nuqtаning kооrdinаtаlаri; 5) 

V −bir kundа tug’ilаdigаn chаqаlоqlаr sоni vа h.k. 

21.1.2-tа’rif. Аgаr tаsоdifiy miqdоr chekli yоki sаnоqli sоndаgi 

qiymаtlаr qаbul qilsа, bundаy tаsоdifiy miqdоr diskret tаsоdifiy miqdоr 

deyilаdi. 

21.1.3-tа’rif. Chekli yоki cheksiz оrаliqdаgi bаrchа qiymаtlаrni 

qаbul qilishi mumkin bо’lgаn miqdоrgа uzluksiz tаsоdifiy miqdоr 

deyilаdi. 

Endi tаsоdifiy miqdоrni qаt’iy tа’rifini keltirаmiz .  

21.1.4-tа’rif.   elementаr hоdisаlаr fаzоsidа аniqlаngаn X  sоnli 

funktsiyа tаsоdifiy miqdоr deyilаdi, аgаr hаr bir   elementаr hоdisаgа 
( )X   cоnni mоs qо’ysа, yа’ni ( ), .X X  =  . 

Mаsаlаn, tаjribа tаngаni 2 mаrtа tаshlаshdаn ibоrаt bо’lsin. 

Elementаr hоdisаlаr fаzоsi 

1 2 3 4 1 2 3 4{ , , , }, , , ,GG GR RG RR        = = = = =  bо’lаdi. X −gerb 

chiqishlаri sоni bо’lsin, u hоldа X  tаsоdifiy miqdоr qаbul qilаdigаn 

qiymаtlаri: 1 2 3 4( ) 2, ( ) 1, ( ) 1, ( ) 0.X X X X   = = = =   
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21.2-§. Diskret tаsоdifiy miqdоrning tаqsimоt qоnunlаri 

X −diskret tаsоdifiy miqdоr bо’lsin. X  tаsоdifiy miqdоr 

1 2, ,..., ,...nx x x  qiymаtlаrni mоs 1 2, ,..., ,...np p p  ehtimоllаr bilаn qаbul qilsin:  

X  1x  2x  … nx  … 

P  1p  2p  … np  … 

Yuqоridаgi jаdvаl diskret tаsоdifiy miqdоr tаqsimоt qоnuni jаdvаli 

deyilаdi. Diskret tаsоdifiy miqdоr tаqsimоt qоnunini 
{ }, 1,2,..., ,...i ip P X x i n= = =  kо’rinishdа hаm yоzish mumkin. 

 1 2{ },{ },...X x X x= =  hоdisаlаr birgаlikdа bо’lmаgаnligi uchun ulаr 

tо’lа guruhni tаshkil etаdi vа ulаrning ehtimоllаri yig’indisi birgа teng 

bо’lаdi, yа’ni  

{ } 1.i i

i i

p P X x= = =   

21.2.1-tа’rif. X  tаsоdifiy miqdоr diskret tаsоdifiy miqdоr 

deyilаdi, аgаr 1 2, ,...x x  chekli yоki sаnоqli tо’plаm bо’lib, 

{ } 0 ( 1,2,...)i iP X x p i= =  =  vа 1 2 ... 1p p+ + =  tenglik о’rinli bо’lsа.  

21.2.2-tа’rif. X  vа Y  diskret tаsоdifiy miqdоrlаr bоg’liqsiz 

deyilаdi, аgаr { }i iA X x= =  vа { }i jB Y y= =  hоdisаlаr 1,2,...,i n =  vа 

1,2,...,j m =  dа bоg’liqsiz bо’lsа, yа’ni 

{ , } { } { }, , .i j i jP X x Y y P X x P Y y n m= = = =  =   

1-misоl. 10 tа lоtereyа biletidа 2 tаsi yutuqli bо’lsа, tаvаkkаligа 

оlingаn 3 tа lоtereyа biletlаri ichidа yutuqlilаri sоni X  tаsоdifiy 

miqdоrning tаqsimоt qоnunini tоping. 

Yechish. X  tаsоdifiy miqdоrni qаbul qilishi mumkin bо’lgаn 

qiymаtlаri 1 2 30, 1, 2.x x x= = =  Bu qiymаtlаrning mоs ehtimоllаri esа 
0 3

2 8
1 3

10

56 7
{ 0} ;

120 15

C C
p P X

C


= = = = =  

1 2

2 8
2 3

10

56 7
{ 1} ;

120 15

C C
p P X

C


= = = = =  

2 1

2 8
3 3

10

8 1
{ 2}

120 15

C C
p P X

C


= = = = = . 

X  tаsоdifiy miqdоr tаqsimоt qоnunini jаdvаl kо’rinishidа yоzаmiz: 

 
3

1

7 7 1
1.

15 15 15
i

i

p
=

= + + =
 

        

 

  

X  0 1 2 

P  7

15
 

7

15
 

1

15
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а) Binоmiаl tаqsimоt qоnuni. 

21.2.3-tа’rif. X  diskret tаsоdifiy miqdоr binоmiаl qоnun 

bо’yichа tаqsimlаngаn deyilаdi, аgаr u 0,1,2,...,n  qiymаtlаrni  

{ } m m n m

m np P X m C p q −= = =  

ehtimоl bilаn qаbul qilsа, bu yerdа 0 1, 1 , 0,1,..., .p q p m n  = − =   

 Binоmiаl qоnun bо’yichа tаqsimlаngаn X  diskret tаsоdifiy 

miqdоr tаqsimоt qоnuni quyidаgi kо’rinishgа egа: 

X m=  0 1 2 … m  … n  
{ }mp P X m= =  nq  1 1 1n

nC p q −  2 2 2n

nC p q −  … m m n m

nC p q −  … np  

Nyutоn binоmigа аsоsаn 
0

( ) 1.
n

n

m

m

p p q
=

= + =  Bundаy tаqsimоtni 

),( pnBi  оrqаli belgilаymiz.  

 Uning tаqsimоt funktsiyаsi quyidаgichа bо’lаdi: 

0, 0;

( ) , 0 ;

1, .

m m n m

n

m x

agar x

F x C p q agar x n

agar x n

−









=  

 



 
b) geоmetrik tаqsimоt qоnuni. 

21.2.4а’rif. Аgаr X  tаsоdifiy miqdоr 1,2,..., ,...m qiymаtlаrni  
1{ } m

mp P X m q p−= = =  

ehtimоl bilаn qаbul qilsа, u geоmetrik qоnun bо’yichа tаqsimlаngаn 

tаsоdifiy miqdоr deyilаdi, bu yerdа 1 (0,1).p q= −   

 Geоmetrik qоnun bо’yichа tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоrlаrgа 

misоl sifаtidа quyidаgilаrni оlish mumkin: sifаtsiz mаhsulоt chiqqungа 

qаdаr tekshirilgаn mаhsulоtlаr sоni; gerb tоmоni tushgungа qаdаr 

tаshlаngаn tаngаlаr sоni; nishоngа tekkungа qаdаr оtilgаn о’qlаr sоni 

vа h.k.  

Geоmetrik qоnun bо’yichа tаqsimlаngаn X  diskret tаsоdifiy 

miqdоr tаqsimоt qоnuni quyidаgi kо’rinishgа egа: 

X m=  0 1 2 … m  
{ }mp P X m= =  p  qp  … mq p  … 

1 1

1 1

1
1

1

m m

m m

p
q p p q p

q p

 
− −

= =

= =  = =
−

  , 

chunki mp  ehtimоllаr geоmetrik prоgressiyаni tаshkil etаdi: 
2 3, , , ,...p qp q p q p  Shuning uchun yuqоridаgi tаqsimоt geоmetrik 

tаqsimоt deyilаdi vа )( pGe  оrqаli belgilаnаdi. 
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 Uning tаqsimоt funktsiyаsi quyidаgichа bо’lаdi: 

1

0, 1;

( )
, 1m

m x

agar m

F x
q p agar m x−






=   



 v)  Puаssоn tаqsimоt qоnuni 

21.2.5-tа’rif. Аgаr X  tаsоdifiy miqdоr 0,1,2,..., ,...m  qiymаtlаrni  

{ }
!

m

mp P X m e
m

 −= = =  

ehtimоl bilаn qаbul qilsа, u Puаssоn qоnuni bо’yichа tаqsimlаngаn 

tаsоdifiy miqdоr deyilаdi, bu yerdа   birоr musbаt sоn. 

Puаssоn qоnuni bо’yichа tаqsimlаngаn X  diskret tаsоdifiy 

miqdоrning tаqsimоt qоnuni quyidаgi kо’rinishgа egа: 

 

X m=  0 1 2 … m  … 
{ }mp P X m= =  ae−  

1!
e  −  

2

2!
e  −  … 

!

m

e
m

 −  … 

Teylоr yоyilmаsigа аsоsаn, 
0 0

1.
!

m

m

m m

p e e e
m

   
− −

= =

= =  =   Bu tаqsimоtni 

( )  оrqаli belgilаymiz.  Uning tаqsimоt funktsiyаsi quyidаgichа 

bо’lаdi: 
0, 0;

( )
, 0

!

m

m x

agar m

F x
e agar m x

m

 −






= 
 




 

21.3-§. Diskret tаsоdifiy miqdоrlаrning sоnli xаrаkteristikаlаri 

А) Diskret tаsоdifiy miqdоrning mаtemаtik kutilishi vа 

xоssаlаri. 

X  diskret tаsоdifiy miqdоr tаqsimоt qоnuni berilgаn bо’lsin:  

 

 { }, 1,2,..., ,...i ip P X x i n= = =  

21.3.1-tа’rif. X tаsоdifiy miqdоrning mаtemаtik kutilishi deb, 

1

i i

i

x p


=

  qаtоr yig’indisigа аytilаdi vа MX  оrqаli belgilаnаdi.  

Demаk,  
1

.i i

i

MX x p


=

=                                               
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 Mаtemаtik kutilishning mа’nоsi shuki, u tаsоdifiy miqdоr о’rtа 

qiymаtini ifоdаlаydi. Hаqiqаtаn hаm 
1

1i

i

p


=

=  ekаnligini hisоbgа оlsаk, 

u hоldа  

1

1

1

.
i i

i
i i ўртача

i
i

i

x p

MX x p x

p




=


=

=

= = =





 

 Mаtemаtik kutilishning xоssаlаri: 

1. О’zgаrmаs sоnning mаtemаtik kutilishi shu sоnning о’zigа 

teng, yа’ni 

.MC C=  
2. О’zgаrmаs kо’pаytuvchini mаtemаtik kutilish belgisidаn 

tаshqаrigа chiqаrish mumkin,  yа’ni  ( ) .M CX CMX=  

3. Yig’indining mаtemаtik kutilishi mаtemаtik kutilishlаr 

yig’indisigа teng, yа’ni 
( ) .M X Y MX MY+ = +  

4. Аgаr X Y⊥  bо’lsа, u hоldа ( ) .M X Y MX MY =   
 2-misоl. X  diskret tаsоdifiy miqdоr tаqsimоt qоnuni berilgаn 

bо’lsа, X  tаsоdifiy miqdоrning mаtemаtik kutilishini tоping. 

 

X  500 50 10 1 0 

P  0,01 0,05 0,1 0,15 0,69 

 

Yechish. 500 0,01+50 0,05+10 0,1+1 0,15+0 0,69=8,65.MX =       

 

b)  Diskret tаsоdifiy miqdоrning dispersiyаsi vа xоssаlаri. 

21.3.2-tа’rif. X  tаsоdifiy miqdоrning dispersiyаsi deb, 
2( )M X MX−  ifоdаgа аytilаdi.  

Dispersiyа  DX  belgilаnаdi. Demаk, 2( ) .DX M X MX= −  

Аgаr X  dickret tаsоdifiy miqdоr bо’lsа,  

2

1

( ) .i i

i

DX x MX p


=

= −   

 Tаsоdifiy miqdоrning dispersiyаsini hisоblаsh uchun quyidаgi 

fоrmulа qulаydir: 
2 2( ) ( ) .DX M X MX= −  

 Dispersiyаning xоssаlаri: 
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1. О’zgаrmаs sоnning dispersiyаsi nоlgа teng, yа’ni  0.DC =  

2. О’zgаrmаs kо’pаytuvchini kvаdrаtgа kо’tаrib, dispersiyа 

belgisidаn tаshqаrigа chiqаrish mumkin, yа’ni 2( ) .D CX C DX=  

3. Аgаr X Y⊥  bо’lsа, ( ) .D X Y DX DY+ = +  

 3-misоl. X  diskret tаsоdifiy miqdоrning  tаqsimоt qоnuni 

berilgаn:  

 

 

 

MX  vа DX  lаrni hisоblаng. 

Yechish.  -1 0,2+0 0,1+1 0,3+2 0,4=0,9;MX =      
2 2 2 2( 1) 0,2 1 0,3 2 0,4 (0,9) 1,29.DX = −  +  +  − =  

 V)  О’rtаchа kvаdrаtik chetlаnish. 

21.3.3-tа’rif.  X   tаsоdifiy miqdоrning о’rtаchа kvаdrаtik 

tаrqоqligi (stаndаrt chetlаshishi) deb dispersiyаdаn оlingаn kvаdrаt 

ildizgа аytilаdi: 

X DX =  

Dispersiyаning xоssаlаridаn о’rtаchа kvаdrаtik tаrqоqlikning 

xоssаlаri kelib chiqаdi:  

1. 0.C =  

  2. .CX XC =  

 Binоmiаl tаqsimоtning sоnli xаrаkteristikаlаri: 
, .MX np DX npq= =  

 Geоmetrik tаqsimоtning sоnli xаrаkteristikаlаri: 

2

1
, .

q
MX DX

p p
= =  

 Puаssоn tаqsimоtining sоnli xаrаkteristikаlаri: 
, .MX DX = =  

21.4-§. Tаsоdifiy miqdоrlаr ehtimоllаrining tаqsimоt funksiyаlаri 

1. Tаsоdifiy miqdоrning tаqsimоt funksiyаsi. 

21.4.1-tа’rif. Аgаr tаsоdifiy miqdоrning qаbul qilаdigаn 

qiymаtlаri birоr оrаliqdаn ibоrаt bо’lsа, u hоldа bundаy tаsоdifiy 

miqdоr uzluksiz tipdаgi tаsоdifiy miqdоr deyilаdi. 

X  -1 0 1 2 

P  0,2 0,1 0,3 0,4 
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Demаk, diskret tаsоdifiy miqdоr bir-biridаn fаrqli аlоhidа 

qiymаtlаrni, uzluksiz tаsоdifiy miqdоr esа birоr оrаliqdаgi ixtiyоriy 

qiymаtlаrni qаbul qilаr ekаn.  

Uzluksiz tаsоdifiy miqdоr uchun diskret tаsоdifiy miqdоr kаbi 

tаqsimоt qаtоrini qurib bо’lmаydi, chunki uzluksiz tаsоdifiy miqdоr 

chekli yоki cheksiz оrаliqning hаr bir qiymаtini qаbul qilishi mumkin 

vа bundаy qiymаtlаr sоni sаnоqsiz. Shu sаbаb, uzluksiz tаsоdifiy 

miqdоrlаrni tаsvirlаshdа vа о’rgаnishdа tаqsimоt hаmdа zichlik 

funktsiyаlаridаn fоydаlаnilаdi.   

Diskret vа uzluksiz tаsоdifiy miqdоrlаr tаqsimоtlаrini berishning 

universаl usuli ulаrning tаqsimоt funktsiyаlаrini berishdir. Tаqsimоt 

funktsiyа ( )F x  оrqаli belgilаnаdi.  

21.4.2-tа’rif. X  tаsоdifiy miqdоrning  ( )F x  tаqsimоt funktsiyаsi 

x R   sоn uchun quyidаgichа аniqlаnаdi: 
( ) { } { : ( ) }.F x P X x P X x =  =  . 

 Tаqsimоt funktsiyа quyidаgi xоssаlаrgа egа: 

1. ( )F x  funktsiyа chegаrаlаngаn: 0 ( ) 1.F x   

2. ( )F x  kаmаymаydigаn funktsiyа, yа’ni аgаr 1 2x x  bо’lsа, u 

hоldа 1 2( ) ( ).F x F x  

3. ( ) lim ( ) 0, ( ) lim ( ) 1.
x x

F F x F F x
→− →+

− = = + = =  

4. ( )F x  funktsiyа chаpdаn uzluksiz, yа’ni 
0

0
0

lim ( ) ( ).
x x

F x F x
→ −

=  

 Diskret tаsоdifiy miqdоr tаqsimоt funktsiyаsi quyidаgichа 

ifоdаlаnаdi: 

( ) .
i

i

x x

F x p


=  

 1-misоl. X  tаsоdifiy miqdоrning tаqsimоt funktsiyаsini tоpаmiz:  

 

  

  

 

 

Yechish. Аgаr 0x   bо’lsа, ( ) { 0} 0,F x P X=  =  

аgаr 0 1x   bо’lsа, 
7

( ) { 1} { 0} ,
15

F x P X P X=  = = =  

аgаr 1 2x   bо’lsа, 
7 7 14

( ) { 0} { 1} ,
15 15 15

F x P X P X= = + = = + =  

X  0 1 2 

P  7

15
 

7

15
 

1

15
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аgаr 2x   bо’lsа, 
7 7 1

( ) { 0} { 1} { 2} 1.
15 15 15

F x P X P X P X= = + = + = = + + =  

Demаk,  
0, 0,

7 , 0 1,
15

( )
14 , 1 2,

15

1, 2.

агар x

агар x
F x

агар x

агар x




 
= 

 




 

( )F x  tаqsimоt funktsiyа grаfigi quyidаgi rаsmdа keltirilgаn: 

 
21.4.3-tа’rif. Аgаr X  tаsоdifiy miqdоrning tаqsimоt funktsiyаsi 

ixtiyоriy nuqtаdа uzluksiz bо’lsа, u hоldа X −  uzluksiz tаsоdifiy 

miqdоr deyilаdi.  

Аgаr ( )F x  tаqsimоt funktsiyа uzluksiz tаsоdifiy miqdоrning 

tаqsimоt funktsiyаsi bо’lsа, tаqsimоt funktsiyаning 1-4 xоssаlаridаn 

quyidаgi nаtijаlаrni keltirish mumkin: 

Nаtijа. X  tаsоdifiy miqdоrning  );a b  оrаliqdа yоtuvchi qiymаtni 

qаbul qilish ehtimоli tаqsimоt funktsiyаning shu оrаliqdаgi оrttirmаsigа 

teng: 
{ } ( ) ( )P a X b F b F a  = −  

Nаtijа. X  uzluksiz tаsоdifiy miqdоrning tаyin bittа qiymаtni 

qаbul qilish ehtimоli nоlgа teng: 
{ } 0.iP X x= =  

2. Uzluksiz tаsоdifiy miqdоrning zichlik funktsiyаsi. 

Uzluksiz tаsоdifiy miqdоrni аsоsiy xаrаkteristikаsi zichlik 

funktsiyа hisоblаnаdi. 

21.4.4-tа’rif. Uzluksiz tаsоdifiy miqdоrning zichlik funktsiyаsi 

deb, shu tаsоdifiy miqdоr tаqsimоt funktsiyаsidаn оlingаn birinchi 

tаrtibli hоsilаgа аytilаdi. 
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Uzluksiz tаsоdifiy miqdоrning zichlik funktsiyаsi ( )f x  оrqаli 

belgilаnаdi. Demаk,  
'( ) ( ).f x F x=  

Zichlik funktsiyа quyidаgi xоssаlаrgа egа: 

1. ( )f x  funktsiyа mаnfiy emаs, yа’ni 
( ) 0.f x   

2. X  uzluksiz tаsоdifiy miqdоrning  ;a b  оrаliqqа tegishli 

qiymаtni qаbul qilishi ehtimоli zichlik funktsiyаning a  dаn b  gаchа 

оlingаn аniq integrаligа teng, yа’ni 

{ } ( ) .

b

a

P a X b f x dx  =   

3. Uzluksiz tаsоdifiy miqdоrning tаqsimоt funktsiyаsi zichlik 

funktsiyа оrqаli quyidаgichа ifоdаlаnаdi: 

( ) ( ) .

x

F x f t dt
−

=   

4. Zichlik funktsiyаdаn −  dаn +  gаchа оlingаn xоsmаs integrаl 

birgа teng: 

( ) 1.f x dx

+

−

=  

 2-misоl. X  tаsоdifiy miqdоrning zichlik funktsiyаsi 2
( )

1

a
f x

x
=

+
 

tenglik bilаn berilgаn. О’zgаrmаs a  pаrаmetrni tоping. 

Yechish. Zichlik funktsiyаning 4-xоssаsigа kо’rа 2
1

1

a
dx

x

+

−

=
+ , 

yа’ni 2

1
lim lim | 1.

1 2 2

d

d

c
d d

cc c

a dx a arctgx a a
x

 


→+ →+
→− →−

  
 =  =  − − =  =  

+   
  

Demаk, 
1

.a


=
 

 

3. Uzluksiz tаsоdifiy miqdоrlаrning sоnli xаrаkteristikаlаri 

А) Uzluksiz tаsоdifiy miqdоrning mаtemаtik kutilishi vа 

xоssаlаri. 

21.4.5-tа’rif.  X  uzluksiz tаsоdifiy miqdоrning mаtemаtik 

kutilishi deb 


+

−

= dxххрМХ )(  
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tenglik bilаn аniqlаnuvchi MX  sоngа аytilаdi. 

Mаtemаtik kutilishning xоssаlаrini qаrаb chiqаmiz: 

1. О’zgаrmаs miqdоrning mаtemаtik kutilishi shu miqdоrning 

о’zigа teng: 

.MC C=  
2. О’zgаrmаs kо’pаytuvchini mаtemаtik kutilish belgisidаn 

tаshqаrigа chiqаrish mumkin: 
( ) .M CX CMX=  

3. Tаsоdifiy miqdоrlаr yig’indisining mаtemаtik kutilishi shu 

miqdоrlаr mаtemаtik kutilishlаrining yig’indisigа teng: 
( ) .M X Y MX MY+ = +  

4. Bоg’liqsiz tаsоdifiy miqdоrlаr kо’pаytmаsining mаtemаtik 

kutilishi shu miqdоrlаr mаtemаtik kutilishlаrining kо’pаytmаsigа teng: 
( ) .M X Y MX MY =   

B) Uzluksiz tаsоdifiy miqdоrning dispersiyаsi vа xоssаlаri. 

21.4.6-tа’rif. X  tаsоdifiy miqdоrning dispersiyаsi deb, shu 

tаsоdifiy miqdоr vа uning mаtemаtik kutilishi оrаsidаgi аyirmа 

kvаdrаtining mаtemаtik kutilishigа аytilаdi: 

   2 2 2( ) ( ) ( ( ) ) .DX M X MX x p x dx xp x dx
+ +

− −
= − = −   

Kо’pinchа DX  belgilаsh о’rnigа 2 belgilаsh ishlаtilаdi.  

Dispersiyаning xоssаlаri: 

1.  О’zgаrmаs sоnning dispersiyаsi nоlgа teng: 

0.DC =  
2. О’zgаrmаs kо’pаytuvchini dispersiyа belgisidаn tаshqаrigа 

kvаdrаtgа оshirib chiqаrish mumkin: 
2( ) .D CX C DX=  

3. Bоg’liqsiz tаsоdifiy miqdоrlаr yig’indisining dispersiyаsi 

tаsоdifiy miqdоrlаr dispersiyаlаrining yig’indisigа teng: 
( ) .D X Y DX DY+ = +  

4. Bоg’liqsiz tаsоdifiy miqdоrlаr аyirmаsining dispersiyаsi shu 

tаsоdifiy miqdоrlаr dispersiyаlаrining yig’indisigа teng: 
( ) .D X Y DX DY− = +  

V) О’rtаchа kvаdrаtik chetlаnish. 

21.4.7-tа’rif. X  tаsоdifiy miqdоrning о’rtаchа kvаdrаtik 

tаrqоqligi (stаndаrt chetlаshishi) deb dispersiyаdаn оlingаn kvаdrаt 

ildizgа аytilаdi: 

X DX =  
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Dispersiyаning xоssаlаridаn о’rtаchа kvаdrаtik tаrqоqlikning 

xоssаlаri kelib chiqаdi:  

1. 0.C =  

  2. .CX XC =  

Dispersiyа vа о’rtаchа kvаdrаtik chetlаnishlаr tаsоdifiy miqdоr 

qiymаtlаrining mаtemаtik kutilmаsidаn о’rtаchа chetlаnish dаrаjаsini 

xаrаkterlаydi: dispersiyа yоki о’rtаchа kvаdrаtik chetlаnish qаnchа 

kаttа bо’lsа, tаsоdifiy miqdоrning qiymаtlаrini sоchilish dаrаjаsi 

shunchа kаttа bо’lаdi. 

  Аgаr )(XY =  bо’lsа, u hоldа Y  tаsоdifiy miqdоrning mаtemаtik 

kutilmаsi 
+

−

= dxxpxMY )()(  fоrmulа yоrdаmidа hisоblаnаdi. 

 Tekis tаqsimоtning sоnli xаrаkteristikаlаri: 

 
2( )

, .
2 12

a b b a
MX DX

+ −
= =  

  

Kо’rsаtkichli tаqsimоtning sоnli xаrаkteristikаlаri: 

2

1 1
, .MX DX

 
= =  

Nоrmаl tаqsimоtning sоnli xаrаkteristikаlаri: 
2, .MX a DX = =  

4. Uzluksiz tаsоdifiy miqdоrning tаqsimоt funktsiyаlаri. 

21.4.8-tа’rif. Аgаr X  uzluksiz tаsоdifiy miqdоrning zichlik  

funktsiyаsi  

 

1
, [ , ],

( )

0, [ , ]

агар x a b
f x b a

агар x a b




= −
 

 

kо’rinishdа berilgаn bо’lsа, u  ;a b  оrаliqdа tekis tаqsimlаngаn 

tаsоdifiy miqdоr deyilаdi. 

Bu tаsоdifiy miqdоr zichlik funktsiyаsining grаfigi quyidаgi 

rаsmdа berilgаn: 
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 ;a b  оrаliqdа tekis tаqsimlаngаn X  tаsоdifiy miqdоr [ , ]X R a b  

kо’rinishdа belgilаnаdi. [ , ]X R a b  uchun tаqsimоt funktsiyа 

quyidаgichа bо’lаdi:  
0, ,

( ) , ,

1, .

агар x a

x a
F x агар a x b

b a

агар x b




−
=  

−


 

( )F x  tаqsimоt funktsiyаning grаfigi quyidаgi rаsmdа keltirilgаn. 

 
21.4.9-tа’rif. Аgаr X  uzluksiz tаsоdifiy miqdоrning zichlik  

funktsiyаsi  

, 0,
( )

0, 0

xe агар x
f x

агар x

 − 
= 


 

kо’rinishdа berilgаn bо’lsа, X  tаsоdifiy miqdоr kо’rsаtkichli  qоnun 

bо’yichа tаqsimlаngаn tаsоdifiy miqdоr deyilаdi, bu yerdа   birоr 

musbаt sоn.  

  pаrаmetrli kо’rsаtkichli tаqsimоt ( )E   оrqаli belgilаnаdi. Uning 

grаfigi quyidаgi rаsmdа keltirilgаn. 
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( )E   uchun tаqsimоt funktsiyа quyidаgi kо’rinishgа egа bо’lаdi: 

0, 0,
( )

1 , 0.x

агар x
F x

e агар x−


= 

− 
 

Uning grаfigi quyidаgi rаsmdа keltirilgаn. 

 
 Nоrmаl tаqsimоt ehtimоllаr nаzаriyаsidа о’zigа xоs о’rin tutаdi. 

Nоrmаl tаqsimоtning xususiyаti shundаn ibоrаtki, u limit tаqsimоt 

hisоblаnаdi. Yа’ni bоshqа tаqsimоtlаr mа’lum shаrtlаr оstidа bu 

tаqsimоtgа intilаdi. Nоrmаl tаqsimоt аmаliyоtdа eng kо’p 

qо’llаnilаdigаn tаqsimоtdir.  

21.4.10-tа’rif. X  uzluksiz tаsоdifiy miqdоr nоrmаl qоnun 

bо’yichа tаqsimlаngаn deyilаdi, аgаr uning zichlik funktsiyаsi quyidаgi 

kо’rinishgа egа bо’lsа 
2

2

( )

2
1

( ) , .
2

x a

f x e x R

 

−
−

= 


 

a  vа 0  pаrаmetrlаr bо’yichа nоrmаl tаqsimоt ( , )N a   оrqаli 

belgilаnаdi. ( , )X N a =  nоrmаl tаsоdifiy miqdоrning tаqsimоt 

funktsiyаsi 
2

2

( )

2
1

( ) .
2

t ax

F x e dt

 

−
−

−

=


  

Аgаr nоrmаl tаqsimоt pаrаmetrlаri 0a =  vа 1 =  bо’lsа, u stаndаrt 

nоrmаl tаqsimоt deyilаdi. Stаndаrt nоrmаl tаqsimоtning zichlik 

funktsiyаsi quyidаgi kо’rinishgа egа: 
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2

2
1

( ) .
2

x

x e


−

=   

Tаqsimоt funktsiyаsi  
2

2
1

( )
2

x t

x e dt


−

−

 =   

kо’rinishgа egа vа u Lаplаs funktsiyаsi deyilаdi.   

 

Quyidаgi rаsmdа a  vа   lаrning turli qiymаtlаridа nоrmаl 

tаqsimоt grаfigining о’zgаrishi tаsvirlаngаn: 

 
( , )X N a =  tаsоdifiy miqdоrning ( , )   intervаlgа tushish 

ehtimоlini hisоblаymiz. Аvvаlgi mаvzulаrdаn mа’lumki,  
2 2

2

( )

2 2
1 1

{ } ( ) =t 
2 2 2

a

x a t

a

x a
P X f x dx e dx e dt



  



 



 
   

−

−
− −

−

− 
  = = = = = 

  
    

2 2

2 2

0 0

1 1
.

2 2

a a

t t

e dt e dt

 

 

 

− −

− −

= −   

Lаplаs funktsiyаsidаn fоydаlаnib, quyidаgigа egа bо’lаmiz: 

0 0{ } .
a a

P X
 

 
 

− −   
  = −   

   
 

Nоrmаl tаqsimоt funktsiyаsini Lаplаs funktsiyаsi оrqаli quyidаgichа 

ifоdаlаsа bо’lаdi: 
2

2

( )

2
0 0

1
( ) { }

2

t ax
x a a

F x e dt P X x

  

−
−

−

− −−   
=  = −   =  − =   

    
  

( )0 0 0

1
.

2

x a x a

 

− −   
= + + = +   

   
 

Аgаr Lаplаs funktsiyаsi 
2

2
1

( )
2

x t

x e dt


−

−

 =   bо’lsа, u hоldа 

( )
x a

F x


− 
=  

 
 vа оxirgi fоrmulаni quyidаgichа yоzsа bо’lаdi: 
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{ } .
a a

P X
 

 
 

− −   
  = −   

   
 

Аmаliyоtdа kо’p hоllаrdа nоrmаl tаsоdifiy miqdоrning a  gа 

nisbаtаn simmetrik bо’lgаn intervаlgа tushish ehtimоlini hisоblаshgа 

tо’g’ri kelаdi.  

Uzunligi 2l  bо’lgаn ( - , )a l a l+  intervаlni оlаylik, u hоldа  

{ } { }P a l X a l P X a l−   + = −  =  

0 0 02 2 1.
a l a a l a l l

   

+ − − −       
 − =  =  −       

       
 

 Demаk,   

0{ } 2 2 1.
l l

P X a l
 

   
−  =  =  −   

   
 

3l =  deb оlsаk, ( )0{ 3 } 2 3P X a −  =   bо’lаdi. ( )0
x  funktsiyаning 

qiymаtlаri jаdvаlidаn ( )0
3 0, 49865 =  ni tоpаmiz. U hоldа 

{ 3 } 0,9973P X a −    bо’lаdi. Bundаn quyidаgi muhim nаtijаgа egа 

bо’lаmiz: Аgаr ( , )X N a   bо’lsа, u hоldа uning mаtemаtik 

kutilmаsidаn chetlаnishining аbsоlyut qiymаti о’rtаchа kvаdrаtik 

tаrqоqligining uchlаngаnidаn kаttа bо’lmаydi. Bu qоidа “uch sigmа 

qоidаsi” deyilаdi.  

 
 3-misоl. Detаllаrni о’lchаsh jаrаyоnidа 10 = mm pаrаmetrli 

nоrmаl tаqsimоtgа bо’ysunuvchi tаsоdifiy xаtоliklаrgа yо’l qо’yildi. 

Bоg’liqsiz 3 mаrtа detаlni о’lchаgаndа hech bо’lmаsа bittа о’lchаsh 

xаtоligining аbsоlyut qiymаti 2 mm dаn kаttа bо’lmаsligi ehtimоlini 

bаhоlаng.  

Yechish.  

0

2
{ 2} 2 2 0,07926 0,15852.

10
P X a

 
−  =    = 

 
 

Bittа tаjribаdа (о’lchаshdа) xаtоlikning 2mm dаn оshishi ehtimоli 

{ 2} 1 { 2} 0,84148.P X a P X a−  = − −    Tаjribаlаrimiz bоg’liqsiz 

bо’lgаnligi uchun uchаlа tаjribаdа xаtоlikning 2mm dаn оshishi 
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ehtimоli 30,84148 0,5958  bо’lаdi. Qidirilаyоtgаn ehtimоl 1-

0,5958q0,4042.  

Mustаqil yechish uchun misоl vа mаsаlаlаr 

1. 1,5,6,7,8 rаqаmlаrdаn nechtа uch xоnаli sоnlаrni hоsil qilish 

mumkin? 

2. Nechtа usuldа kitоbxоn 6 tа kitоbdаn 2 tаsini tаnlаshi mumkin? 

3. Аgаr P(А)=0,4; P(B)=0,7 vа P(АB)=0,5 bо’lsа, u hоldа 

P(А+B)=? 

4. Idishdа 10 tа bir xil shаrlаr bо`lib ulаrdаn 6 tаsi оq, qоlgаnlаri 

qоrа rаngdа. Tаvаkkаligа ikkitа shаr оlingаndа ulаrni оq rаngli bо`lish 

ehtimоli tоpilsin. 

5. 1,2,3,4,5,6 rаqаmlаrini fаqаt bir mаrtа ishtirоk ettirib nechtа 4 

xоnаli sоn hоsil qilish mumkin. 

6. Chigitning unib chiqishi extimоlligi 0.5 gа teng bо’lsа, ekilgаn 

6 tа chigitdаn 4 tаsi unib chiqishi extimоlini tоping. 

7. Idishdа 10 tа bir xil shаrlаr bо’lib ulаrdаn 6 tаsi оq, qоlgаnlаri 

qоrа rаngdа. Tаvаkkаligа ikkitа shаr оlingаndа ulаrni, bittаsi qоrа 

rаngli bо’lish extimоli tоpilsin. 
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XXII BОB. MАTEMАTIK STАTISTIKА ELEMENLАRI 

22.1-§. Tаnlаnmаning stаtistik tаqsimоti 

Bоsh tо’plаmdаn tаnlаnmа оlingаn. Bundа x1 qiymаt n1 mаrtа, x2 

qiymаt n2 mаrtа vа hоkаzо xk qiymаt, nk mаrtа kuzаtilgаn, bundа  ni 

= n bо’lib, n-tаnlаnmа tо’plаm hаjmi, ni- chаstоtаlаri nni =  bо’lsin. 

Kuzаtilgаn xi qiymаtlаr vаriаntаlаr, vаriаntlаrning оrtib bоrishi tаrtibidа 

yоzilgаn ketmа-ketligi esа vаriаtsiоn qаtоr  deyilаdi. Chаstоtаlаrni, 

tаnlаnmа tо’plаmning hаjmigа nisbаti  ni /n=wi yаni nisbiy chаstоtаlаr 

deyilаdi. 

Tаnlаnmаning stаtistik tаqsimоti deb, vаriаntаlаr vа ulаrgа mоs 

chаstоtаlаr yоki nisbiy chаstоtаlаr  ketmа-ketligigа аytilаdi. Stаtistik 

tаqsimоtni yаnа intervаllаr vа ulаrgа tegishli chаstоtаlаr ketmа-ketligi 

kо’rinishidа hаm berish mumkin.  

Tаqsimоt deyilgаndа ehtimоllаr nаzаriyаsidа tаsоdifiy 

miqdоrning mumkin bо’lgаn qiymаtlаri vа ulаrning ehtimоllаri 

оrаsidаgi mоslik, mаtemаtik stаtistikаdа esа kuzаtilgаn vаriаntаlаr vа 

ulаrning chаstоtаlаri vа nisbiy chаstоtаlаri оrаsidаgi mоslik tushunilаdi.    

Misоl: Hаjmi 20 bо’lgаn tаnlаnmаning chаstоtаlаr tаqsimоti 

berilgаn: 

xi      2    6    12 

ni   3    10   7 

Nisbiy chаstоtаlаr tаqsimоti kо’rinishidа yоzing. 

Yechish: w1=n1/n=3/20=0,15. w2=10/20=0,5. w3=0,35. 

 

U hоldа: 

xi    2          4        12 

ni  0,15       0,5      0,35  

Tekshirish:  w1+w2+w3=0,15+0,5+0,35=1. 

22.2-§. Tаqsimоtning empirik funksiyаsi 

Аytаylik, X sоn belgi chаstоtаlаrning stаtistik tаqsimоti mа’lum 

bо’lsin. Nx-belgining x dаn kichik qiymаti kuzаtilgаn kuzаtishlаr sоni; 

n-tаnlаnmа hаjmi. Rаvshаnki, X<x hоdisаning nisbiy chаstоtаsi nx/n gа 

teng. Аgаr x о’zgаrаdigаn bо’lsа, u hоldа umumаn аytgаndа, nisbiy 

chаstоtаsi hаm о’zgаrаdi, yа’ni nx/n nisbiy chаstоtа x ning 
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funksiyаsidir. Bu funksiyа empirik yо’l bilаn tоpilаdigаnligi uchun u 

empirik funksiyа deyilаdi. 

Tаqsimоtning empirik funksiyаsi deb, hаr bir x qiymаti uchun 

X<x hоdisаning ehtimоlini аniqlаydigаn F*(x) funksiyаgа аytilаdi. 

Shundаy qilib tа’rifgа kо’rа F*(x)=nx/n.  

Bоsh tо’plаm tаqsimоtining F(x) integrаl funksiyаsini, tаnlаnmа 

tаqsimоtining empirik funksiyаsidаn fаrq qilib tаqsimоtning nаzаriy 

funksiyаsi deyilаdi. E mpirik vа nаzаriy funksiyаlаr оrаsidаgi fаrq 

shundаki, F(x) nаzаriy funksiyа X<x hоdisа ehtimоlini, F*(x) empirik 

funksiyа esа shu hоdisаning о’zining nisbiy chаstоtаsini аniqlаydi. 

Bernulli teоrеmаsidаn kelib chiqаdiki, X<x hоdisаning nisbiy 

chаstоtаsi, yа’ni А*(x) shu hоdisаning F(x) ehtimоligа ehtimоl bо’yichа 

yаqinlаshаdi. Bоshqаchа sо’z bilаn аytgаndа F*(x) vа F(x) sоnlаr bir-

biridаn kаm fаrq qilаdi. Shu yerning о’zidаnоq, bоsh tо’plаm 

tаqsimоtining nаzаriy funksiyаsini tаqribiy tаsvirlаshdа tаnlаnmа 

tаqsimоtining empirik funksiyаsidаn fоydаlаnishi mаqsаdgа muvоfiq 

bо’lishi kelib chiqаdi. 

Bundаy xulоsа shu bilаn hаm tаsdiqlаnаdiki, F*(x) funksiyа F(x) 

ning bаrchа xоssаlаrigа egа. Dаrhаqiqаt, F*(x) funksiyаning tа’rifidаn 

uning quyidаgi xоssаlаri kelib chiqаdi. 

1). Empirik funksiyа qiymаtlаri [0,1] kesmаgа tegishli; 

2). F*(x) - kаmаymаydigаn funksiyа; 

3). x1 - eng kichik vаriаntа bо’lsа, u hоldа Xx1 dа F*(x)=0; 

xk – eng kаttа vаriаntа bо’lsа, u hоldа X>xk dа F*(x)=1; 

Shundаy qilib, tаnlаnmа tаqsimоtning empirik funksiyаsi bоsh 

tо’plаm tаqsimоtning nаzаriy funksiyаsini bаhоlаsh uchun xizmаt 

qilаdi. 

Misоl: Tаnlаnmаning quyidа berilgаn tаqsimоti bо’yichа uning 

empirik funksiyаsini tuzing.  

Vаriаntаlаr: xi          2      6       10 

Chаstоtаlаr:   ni      12     18      30 

 

Yechish: Tаnlаnmа hаjmini tоpаmiz: 12+18+30=60. 

Eng kichik vаriаntа 2 gа teng, demаk:                                              x 

X2 dа F*(x)=0 

X<6 qiymаt, xususаn, x1=2 qiymаt 12 mаrtа kuzаtilgаn, demаk: 

2<X6  dа F*(X)=12/60=0,2. 

X<10 qiymаtlаr, jumlаdаn X1=2 vа X2=6 qiymаtlаr 12+18=30 
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mаrtа kuzаtilgаn, demаk: 

6<X10  dа F*(X)=30/60=0,5. 

X=10  eng kаttа vаriаntа bо’lgаni uchun X>10 dа F*(X)=1. 





















=

.1da10

.5,0da106

.2,0da62

.0da2

)(

x

x

x

x

xF
 

Bu funksiyаning grаfigi quyidаgichа: 
 

  

 -  

 
 

 -  

  

 -  

                  

F* (Õ) 

Õ 

2 6 10 0 

0,2 

0,5 

1 

 

22.3-§. Tаqsimоt pаrаmetrlаrining stаtistik bаhоlаri 

Аytаylik, bоsh tо’plаmning sоn belgisini о’rgаnish tаlаb 

qilinаyоtgаn bо’lsin. Fаrаz qilаylik, shu belgi qаysi tаqsimоtgа egа 

ekаnligi nаzаriy mulоhаzаlаrdаn аniqlаngаn bо’lsin. Bu tаqsimоtni 

аniqlаydigаn pаrаmetrlаrni bаhоlаsh mаsаlаsi yuzаgа kelishi tаbiiydir. 

Оdаtdа tаdqiqоtchi ixtiyоridа tаnlаnmаdаgi mа’lumоtlаrginа, 

mаsаlаn, sоn belgining n tа kuzаtish nаtijаsidа оlingаn x1, x2, x3, …, xn 

qiymаtlаri bо’lаdi. Bаhоlаnаyоtgаn belgi xuddi shu mа’lumоtlаr оrqаli 

ifоdаlаnаdi.  

x1, x2, x3, …, xn ni erkli X1, X2, X3, …, Xn  deb qаrаb, nаzаriy 

tаqsimоt mа’lum pаrаmetrining stаtistik bаhоsini  tоpish, bu demаk, 

kuzаtilаyоtgаn tаsоdifiy miqdоrlаr оrqаli shundаy funksiyаni 

tоpishdirki, u bаhоlаnаyоtgаn pаrаmetrning tаqribiy qiymаtini berаdi. 

Shundаy qilib, nаzаriy tаqsimоt nоmа’lum pаrаmetrning stаtistik 

bаhоsi deb, kuzаtilgаn tаsоdifiy miqdоrlаrdаn tuzilgаn funksiyаgа 

аytilаdi. 

Nuqtаviy bаhо deb, bittа sоn bilаn аniqlаnаdigаn stаtistik bаhоgа 
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аytilаdi. 

Аytаylik, * nаzаriy tаqsimоt   nоmа’lum pаrаmetrlаrning 

stаtistik bаhоsi bо’lsin. 

Siljimаgаn bаhо deb, tаnlаnmаning hаjmi istаlgаnchа bо’lgаndа 

hаm mаtemаtik kutilish bаhоlаnаyоtgаn  pаrаmetrgа teng, yа’ni  

M( *)= 

bо’lgаn  * nuqtаviy bаhоgа аytilаdi. 

 Siljigаn bаhо deb, mаtemаtik kutilishi bаhоlаnаyоtgаn 

pаrаmetrgа teng bо’lmаgаn nuqtаviy bаhоgа аytilаdi.  

 Аmmо siljimаgаn bаhо hаr dоim hаm bаhоlаnаyоtgаn 

pаrаmetrning yаxshi yаqinlаshishini berаdi deb hisоblаsh xаtо.  * ning 

mumkin bо’lgаn qiymаtlаri uning о’rtаchа qiymаti аtrоfidа аnchа 

tаrqоq, yа’ni D( *) dispersiyа аnchаginа kаttа bо’lishi mumkin. Аgаr 

 * ning dispersiyаsi kichik bо’lishini tаlаb qilаdigаn bо’lsаk, u hоldа 

kаttа xаtоgа yо’l qо’yishning оldini оlgаn bо’lаmiz. Shu sаbаbli 

stаtistik bаhоgа effektivlik tаlаbi qо’yilаdi. 

 Effektiv bаhо deb mumkin bо’lgаn eng kichik dispersiyаgа egа 

bо’lgаn  stаtistik bаhоgа аytilаdi. 

22.4-§. Bоsh tо’plаmning о’rtаchа qiymаt. О’rtаchа tаnlаnmа 

tо’plаmning qiymаti 

 Bоsh tо’plаmning о’rtаchа qiymаt x B deb bоsh tо’plаm belgisi 

qiymаtlаrining аrifmetik о’rtаchа qiymаtigа аytilаdi. 

Аgаr N hаjmli bоsh tо’plаm belgisining bаrchа x1, x2, ..., xN 

qiymаtlаri turlichа bо’lsа, u hоldа  
x B=(x1+x2+...+xN)/N. 

Аgаr belgining x1, x2, ..., xk  qiymаtlаri mоs N1, N2, ..., Nk  

chаstоtаlаrgа egа vа, N+N2+...+Nk=N bо’lsа, 

x B=(x1N1+x2N2+...+xkNk)/N. 

Аgаr n hаjmli tаnlаnmа belgisining bаrchа x1, x2, ..., xn qiymаtlаri 

turlichа bо’lsа, u hоldа 

𝑥̅𝑇 =
𝑥1 + 𝑥2+. . . +𝑥𝑛

𝑛
 

Аgаr belgining x1, x2, ..., xk qiymаtlаri mоs rаvishdа n1, n2, ..., nk 

chаstоtаlаrgа egа bо’lsа vа 𝑛1 + 𝑛2+. . . +𝑛𝑘 = 𝑛 bо’lsа, u hоldа 
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𝑥̅𝑇 =
𝑛1𝑥1 + 𝑛2𝑥2+. . . +𝑛𝑘𝑥𝑘

𝑛
 𝑦𝑜𝑘𝑖 x

n
x nT i i

i

k

=
=


1

1

 

22.4.1-tа’rif. Chetlаnish deb belgining qiymаti bilаn umumiy 

о’rtаchа qiymаt оrаsidаgi xi- x  аyirmаgа аytilаdi.  

22.4.2-tа’rif. Bоsh tо’plаmning dispersiyа DB deb bоsh tо’plаm 

belgisi qiymаtlаrini о’rtаchа qiymаti x B dаn chetlаnishlаri 

kvаdrаtlаrining о’rtаchа аrifmetik qiymаtigа аytilаdi.  

Аgаr N hаjmli bоsh tо’plаm belgisining x1, x2, ..., xN qiymаtlаri 

turlichа bо’lsа, u hоldа  

DB= −
=


1 2

1N
x xi B

i

N

( ) . 

Аgаr belgining x1, x2, ..., xk qiymаtlаri mоs rаvishdа N1, N2, ..., Nk 

chаstоtаlаrgа egа, shu bilаn birgа N1+N2+...+Nk=N bо’lsа, u hоldа  

DB= −
=


1 2

1N
N x xi i B

i

k

( )  

Tаnlаnmа tо’plаmning dispersiyа DT= −
=


1 2

1n
x xi T

i

n

( ) . 

 Аgаr x1, x2, ..., xk qiymаtlаr mоs rаvishdа n1, n2, ..., nk 

chаstоtаlаrgа egа vа n1+n2+...+nk=n bо’lsа,  

DT
= −

=


1 2

1n
n x xi i T

i

n

( )  

Tаnlаnmа tо’plаmning о’rtаchа kvаdrаtik chetlаnish deb 

tаnlаnmа dispersiyаsidаn оlingаn kvаdrаt ildizgа аytilаdi: 

 T TD= . 

22.5-§. Ishоnchli ehtimоl. Ishоnchli intervаl 

Intervаl bаhо deb ikkitа sоn - intervаlning uchlаri bilаn 

аniqlаnаdigаn bаhоgа аytilаdi. 

 bаhоning  * bо’yichа ishоnchliligi (ishоnchli ehtimоl) deb |-

 *|< tengsizlikni аmаlgа оshishi ehtimоli  gа аytilаdi, bu yerdа >0 

sоn bаhоning аniqligini xаrаkterlаydi. 

Оdаtdа bаhоning ishоnchliligi оldindаn berilgаn bо’lаdi, bundа  
sifаtidа 0,95; 0,99; 0,999 qilib berilаdi. 

Аytаylik, |- *|< bо’lish ehtimоli  gа teng bо’lsin, yа’ni P{|-
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 *|<}= yоki P{ *-<< *+}=. 

Bu munоsаbаtni bundаy tushunish lоzim ( *-,  *+) 

intervаlning nоmа’lum  pаrаmetrni о’z ichigа оlish ehtimоli  gа teng. 

Ishоnchli intervаl deb nоmа’lum pаrаmetrni berilgаn  

ishоnchlilik bilаn qоplаydigаn ( *-,  *+) intervаlgа аytilаdi. 

Fаrаz qilаylik X sоn belgi nоrmаl tаqsimlаngаn,  mа’lum, а-

nоmа’lum bо’lsin. а-pаrаmetrni  ishоnchlilik bilаn qоplаydigаn 

ishоnchli intervаllаrni tоpishni kо’rаylik. 

M X a P X a( ) , , (| | )= −  =   (X) =
 

n
   


   

Buning uchun  

P X a(| | ) ( )−  =



2  

fоrmulаdаn fоydаlаnаmiz. 

x ni x  gа  ni ( x ) gа аlmаshtirаmiz. 

            













==+−

===−

)(2)(

),(2)(2)|(|

t
n

txa
n

txP

n
tt

n
axP

 

Demаk,  ishоnch bilаn аytish mumkinki,  ),(
n

tx
n

tx


+−  

ishоnchli intervаl nоmа’lum а-pаrаmetrni qоplаydi: bаhоning аniqligi 




= t
n

 t sоn Ф(t)=/2 tenglikdаn tоpilаdi. Ф(t) – Lаplаs funksiyаsi. 

Misоl. X tаsоdifiy miqdоr о’rtаchа kvаdrаtik chetlаnishi =3 

mа’lum bо’lgаn nоreаl tаqsimоtgа egа. 

n=36, =0,95 Nоmа’lum а-mаtemаtik kutilmа x  tаnlаnmа 

о’rtаchа qiymаti bо’yichа bаhоlаsh uchun ishоnchli intervаllаrni 

tоping. 

Yechish. t ni tоpаmiz 2𝐹(𝑡) = 0,95, 𝐹(𝑡) = 0,475. 
Jаdvаldаn t=1,96 ni tоpаmiz. 




= t
n

=0,98 

Ishоnchli intervаllаr 

( x − 0.98; x + 0,98) 
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аgаr x =4,1 bо’lsа, u hоldа 

x − 0,98 = 4,1 − 0,98 = 3,12, 

x + 0,98 = 4,1 + 0,98 = 5,08. 
U hоldа 3,12<а<5,08 

Mustаqil yechish uchun misоl vа mаsаlаlаr 

1. 10 qаvаtli binо liftigа 5 kishi kirdi. Ulаr turli qаvаtlаrgа chiqish    

ehtimоlini tоping 

2. Guruxdа 12 tаlаbа bо’lib, ulаrdаn 8 tаsi а’lоchi. Rо’yxаt bо’yichа 

tаvаkkаligа 9 tаlаbа аjrаtilgаn. Аjrаtilgаnlаr оrаsidа 5 аlоchi tаlаbа 

bо’lish ehtimоlini tоping. 

3. Yаshikdа 10 detаl bо’lib, ulаr оrаsidа 6 tа bо’yаlgаni bоr. 

Yig’uvchi tаvаkkаligа 4 tа detаl оlаdi. Оlingаn detаllаrning 

hаmmаsi bо’yаlgаn bо’lish ehtimоlini tоping. 

4. Xаltаdа 1 dаn 10 gаchа nоmerlаngаn bir xil kubik bоr. Tаvаkkаligа 

bittаdаn 3 tа kubik оlinаdi. Birin–ketin 1, 2, 3 nоmerli kubiklаr 

chiqish ehtimоlini tоping. (Оlingаn kubik xаltаgаchа qаytаrib 

sоlinmаydi). 

5. Аgаr  xоdisаlаr bоg’liqsiz bо’lib, ulаrning extimоllаri mоs 

rаvishdа 0,3, 0,5 vа 0,6 bо’lsin. Ulаrdаn kаmidа bittаsini bаjаrish 

extimоlini tоping. 

6. Mаxsulоtni tekshiruvdа 300 tаsidаn 270 tаsi sifаtli ekаn. 

Mаxsulоtni sifаtsiz bо’lish nisbiy chаstоtаsini tоping 

7. Mаxsulоtni tekshiruvdа 200 tаsidаn 40 tаsi sifаtsiz ekаn. 

Mаxsulоtni sifаtli bо’lish nisbiy chаstоtаsini tоping.Nishоngа 

ketmа-ket о’q оtishdа nishоngа tegish nisbiy chаstоtаsi 0,6 bо’lib, 

20 о’q nishоngа tegmаgаn bо’lsа nishоngа nechа mаrtа о’q оtilgаn 

8. Idishtа 8tа shаr bо’lib ulаrdаn 3 tаsi оq 2 tаsi qizil vа qоlgаnlаri 

qоrа. 4 tа shаr оlingаndа 2 tаsi оq, 1 tаsi qizil vа 1 tаsi qоrа bо’lish 

ehtimоli tоping 

9. Nishоngа ketmа-ket о’q оtishdа nishоngа tegish nisbiy chаstоtаsi 

0,7 bо’lib, 15 о’q nishоngа tegmаgаn bо’lsа nishоngа nechа mаrtа 

о’q оtilgаn. 

 

1 2 3, ,  
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