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UDC 517.518.5
ARNOL’DNING E; TIPIDAGI MAXSUSLIGI BILAN BOG’LANGAN TEBRANUVCHAN
INTEGRALLAR HAQIDA

D. I. Akramova
Samargand davlat universiteti,
akramova.shoda@mail.ru

Annotatsiya. Ushbu maqolada biz o'lchovlar Fur’e almashtirishining ma'lum daraja bilan yig’ilishi
muammosini ko'rib chiqgamiz. Uch o'lchovli Evklid fazosida, faza funksiyasi Arnol’dning E¢ tipidagi
maxsusligiga ega bo’ladigan, sirtda mujassamlashgan o'lchovlarning Fur’e almashtirishi p>3 bo’lganda LP
fazoga qgarashli bo'lishi ko'rsatigan. Bundan tashgari darajaning aniq ekanligi isbotlangan.

Kalit so'zlar: Tebranuvchan integrallar, Fur’e almashtirishi, sirtda mujassamlashgan o'lchovlar,
oddiy maxsuslik, gradient ideal, kritik nugtalarning karraliligi.

00 ocuMNIMIATOPHBIX MHTErpasiax, CBA3aHHBIX ¢ 0ocobeHHocTell Tuna Es ApHoabaa

AHHOTanms. B nanHo# cTaThe MBI paccMaTpuBaeM MpodIeMy HHTETPHPYEMOCTH IIpeodpa3oBaHuUs
dyppe Mep C HEKOTOpOW CTemeHbl0. MBI MOKa)KeM, YTO B TPEXMEPHOM EBKJIHMIIOBOM IPOCTPAHCTBE
npeodpazoBanue Oypbe MEphl, COCPEIOTOYCHHON Ha THIIEPIIOBEPXHOCTH (ha30Basi (PyHKIMS KOTOPOH UMEeT
ocobennocTh ApHojibaa Tria Ee, npunamiexur 8 LP mpu p>3. K ToMy 3Ke 10Ka3aHa TOYHOCTH TIOKAa3aTeIs.

KiroueBble c1oBa: OcriyuIITOpHBIC HHTETpaibl, Ipeodpa3zoBanue Dypbe, MOBEpXHOCTHBIE MEPHI ,
mpocTasi 0cOOEHHOCTh, TPAaANEHTHBIN HIeall, KpaTHOCTh KPUTHIECKIX TOUYEK.

On the oscillatory integrals related to the Arnold singularities of type Es.

Abstract. In this paper we consider the integrability problem for the Fourier transform of measures
with some degree. We show that in three-dimensional Euclidean space the Fourier transform of the surfaces-
carried measures belongs to the space LP for p>3 in the case when the phase function associated to the surface
has Arnol’d’s Es type singularity. Moreover, the exponent is sharp.

Keywords: Oscillatory integrals, Fourier transform, surface-carried measures, simple singularities,
gradient ideal, multiplicity of critical points.

Mathematics Subject Classification (2010): 42A38, 32D10(primary); 31C45 (secondary).

1. Umumiy masalaning qo’yilishi va asosiy ilmiy natija
Faraz gilaylik S < R® silliq gipersirt va ¢ € C, (S) kompact tashuvchili (support) cheksiz sillig
funksiya bo’lsin. Quyidagi ko’rinishdagi zaryadni qaraymiz: dg(X):=¢@(X)dS, bunda dS S
gipersirtning yuzasi orali berilgan o’lchov. Xususan, @ nomanfiy funksiya bo’lsa biz musbat Borel
0’Ichoviga ega bo’lamiz. Yuqorida aniqlangan dz zaryadning (0’lchovning) Fur’e almashtirishi quiyidagi
ko’rinishdagi sirt integrali orqali aniqlanadi:

o~

du(£) = [ " “du(X), M
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Bunda X -& X va & vektorlarning skalyar ko’paytmasi. Shuni ta’kidlash joizki bu integral gz zaryadga

mos umumlashgan funksiyaning tagsimot ma’nosidagi Fur’e almashtirishiga mos keladi (qarang [11]).
Aslida klassik Paley-Wiener teoremasiga ko’ra kompakt tashuvchili istalgan tagsimotning Fur’e

almashtirishi C" fazoga analitik davom etadigan cheksiz silliq funksiyaga mos keluvchi regulyar tagsimot
bo’ladi. O’zimizga bir oz erk berib bunday taqsimotning Fur’e almashtirishi analitik funksiya bo’ladi
deyishimiz mumkin.

e~

Bizni asosan dg(&) funksiyaning cheksizdagi xarakteri gizigtiradi. Umumiy holda kompakr

tashuvchili tagsimiotning cheksizdagi xarakteri ixtiyoriy darajali tartibda bo’lishi mumkin. Buni D“S

(bunda D“ ¢ — tartibli xususiy hosila va & Dirak "del’ta"si). Lekin kompakt tashuvchili (bu sirt integrali
orqali aniglangan bo’lishi ham shart emas) zaryadning Fu’e almashtirishi doimo chegaralangan funksiya
bo’ladi. Bu tasdiq zaryad uchun Han yoyilmasi deb ataluvchi yoyilmadan osongina kelib chigadi.

Bu ishda garaladigan asosiy masalani keltiramiz: Quyidagi

e~

{p e[1,0):VpeCy(S) funksiyauchunushbu munosabatbajariladi:du € L’ (R™™)}

to’plamning aniq quyi chegarasi P ni toping, bunda LP(R™) p(1<p<oo)— daraja bilan
integrallanuvchi o’lchovli funksiyalar sinflari fazosi, agar P = o0, bo’lsa u holda biz muhim qiymatlari
to’plami chegaralangan funksiyalar fazosiga ega bo’lamiz, ya’ni muhim chegaralangan funksiyalar fazosini
garaymiz.

Keyinchalik biz pg sonini S sirtda mujassamlashgan dg zaryadning aniq yig’ilish ko’rsatkichi

deb ataymiz.
Eslatma. Bu masalada S sirt gipersirt bo lishi shart emas, ya’ni sirtning koo’lchovi birdan katta
bo’lishi ham mumkin. Bundan tashqari nisbatan oson bo’lgan chegarasi yetarlisha silliq bo’lgan kompakt

sohalar xarakteristic funksiyasi uchun ham shunga o’xshash masalani qarash mumkin. Chegarasi c'-
Sillig sohalar uchun shunga o’xshash masala [9] ishda qaralgan va masalaning tugal yechimga yagqin
yechimi olingan. Umumiy holda bu masala yechilmagan. Bu masalaning yechimi bir necha sohalar xususan
analitic sonlar nazariyasida paydo bo’ladigan Terri muammoSi ham shu shaklda ifodalanishi mumkin,
bundan tashqari bu kabi masala Garmonik analiz va matematik fizika masalalarida ham katta rol o ’ynaydi

15].

ol Bu ishda biz Arnol’dning sodda deb ataluvchi E tipdagi maxsusligiga ega funksiyaning grafigi
shaklida berilgan uch o’lchovli fazodagi sirtlar uchun yuqorida keltirilgan masalani qaraymiz. Agar @
funksiyaning tashuvchisi sirt Eg tipidagi maxsuslikkka ega nugtaning yetarlicha kichik atrofida
mujassamlashgan bo’lsa, u holda Duistermaat tomonidan [12] ishda isbotlangan tekis bahodan osongina
Ps <3h(g) baho kelib chigadi, bunda h(¢) berilgan ¢ funksiyaning A.N. Varchenko tomonidan (garang
[17]) kiritilgan balandligi. Bizning holda h(¢) =12/7. Shunday gilib biz osongina ps <36/7 bahoga ega
bo’lamiz. Ammo, bu baho aniq bahodan ancha yiroq. Yana ham aniqroq aytadigan bo’lsak pg = 3h(¢)
teglik o’rinli bo’lishi uchun h(@) =1, ya’ni ¢ funksiya bilan berilgan sirtning Gauss egriligi, zichlik
funksiyasi noldan farqli bo’lgan har bir nuqtada noldan farqli bo’lishi zarur va yetarlidir.

Biz ¢ funksiya nolning yetarli kichik atrofida aniglangan va bu nugtada E, tipidagi maxsuslikka
ega bo’lganda Pg =3 tenglikning o’rinli bo’lishini ko’rsatamiz. Bundan tashqaro biz pg =3 tengsizlik
ixtiyoriy sillig sirtlar uchun bajarilishini ko’rsatamiz.

Asosiy Teorema. Faraz gilaylik ¢(X,,X,) silliq funksiya quiyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
$#(0)=0,V@(0)=0 va (0,0) nugtada bu funksiya E, ripidagi maxsuslikka ega bo'Isin. Agar S < R®
funksiya X, = @(X,, X,) shaklda berilgan bo’Isa, u holda (0,0,0) nugtaning shunday U atrofi topiladiki,

e~

istalgan @ € C;'(U) funksiya uchun du e L°(R®) munosabat ixtiyoriy P >3 uchun o’rinli bo’ladi.
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Bundan tashqari ¢(0) >0 bo lib uning tashuvchisi nolning yetarli kichik atrofida joylashgan bo’lsa du
funksiya L3(R3) fazoning elementi bo’lmaydi. Boshqacha so’zlar bilan aytganda S sirt yugoridagi
shartlarni ganoatlantiruvchi ¢ funksiyaning grafigi bo’lsa Py = 3 tenlik o 'rinli bo’ladi.

2 Masalaning gisgacha tarixi va dolzarbligi.

Zaryadlar Fur’e almashtirishining yig’ilishi masalasining dolzarbligi bir necha sabablarga ega:
1) Terri muammosi: Faraq gilaylik Q :=[0,1] = R* kub va p(x,a) ko’effitsentlari a €R"
fazoga qarashli bo’lgan, (X,,..., X, ) 0’zgaruvchilarga bog’liq ko’phad bo’lsin. Quyidagi integral

© p = JR”
integralga maxsus integral deyiladi.
Bu integralning P sonining ganday giymatlarda yaginlshishi hagidagi masala Terri muammosi deb
yuritiladi [1].
Agar p(X,a) ko’phad

i p
jqez”‘p‘x""‘)dx‘ da

p(x,a):=ax +...+aX, +...
ko’rinishda bo’lsa biz bu fazali trigonometrik integralni y,0s (Bunda y, Q kubning xarakteristik

funksiyasi, 05 P ko’phadni aniqlovchi monomlar orgali aniglangan silliq sirt ustidagi del’ta funksiya)

tagsimotning Fur’e almashtirishi shaklida yozishimiz mumkin.
Quyidagi tasdiq Terri muammosi bilan biz qarayotgan muammo orasidagi bog’liqlikni ko’rsatadi:

1-tasdiq. Agar 0< @ e C; (R") berilgan funksiya uchun ixtiyoriy X € Q nugtada ¢(x)=1

tenglik bajarilsa hamda @& € L'(R")(q>1) munosabat o’rinli bo’lsa, u holda istalgan <P

bo’lganda maxsus integral © p Yaginlashuvchi bo’ladi.

1-tasdigning isboti. aeR" vektorni a=(a’,a"”) shaklida yozib olamiz, bunda
a':=(a,...,a,)cR" va a"eR"™. Istalgan xe€Q uchun ¢@(X)=1 bo’lgani bois Biz quyidagi
ayniyatni yozishimiz mumkin:
27p(x,a) — 27p(x,a) - 27p(x,a)
er dx JQe p(X)dx J'Rke o (X)o(X)dX.
Endi p(X,a) funksiyaning ko’rinishidan
p(x,a) = (a',x)+ p,(x,a")
shaklda yozamiz, bunda (@’,X) @' va X vektorlarning skalyar ko’paytmasi. Shunday qilib
J@,a") = [ &™) 1o ()dx = [ f(x,a") f,(x)dx,
bunda
m .— 527p (x.a") _
f.(xa"):=e ™ o(x),  f,(X) = 20(X).
Singulyar integral operatorlar nazariyasidan ma’lumki ([16]119 betdagi 4-teoremaga garang), istalgan
1< p <o uchun

: ’ i " p
[ 13@.a)P da'<C,[,[ e ™ P px)dx da

tengsizlik bajariladi.

Shuni ta’kidlaymizki e>"1**”
istalgan tayinlangan a@"” uchun uning Fur’e almashtirishi Schwartz funksiyasi bo’ladi va tayinlangan a”
uchun albatta @" bo’yicha istalgan ' >1 uchun r — daraja bilan integrallanuvchi bo’ladi.

Ammo, uning integrali albatta a” ga bog’liq bo’ladi.

@(X) funksiya cheksiz marta differensiallanuvchi bo’lgani bois
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Suning uchun endi biz < p deb olamiz va 1-tasdigning integrallanuvchilik shartidan
foydalanamiz va osongina:

IkaR”‘k [J(@,a")|" da< CpIkaR”‘k

tengsizlikka kelamiz. Shunday qilib biz 1-tasdigni isbotladik.

Bundan tashqari, standard birning yoyilmasidan foydalanib biz ¢ ning tashuvchisi yetarlicha kichik
deb faraz qilishimiz ham mumkin. Shunday qilib biz Terri muammosini biz qo’yilgan asosiy muammoga,
ya’ni amplitudasi chesiz silliq hamda tashuvchisi yetarlicha kichik bo’lgan tebranuvchan integral orgali
aniglangan funksiyaning biror daraja bilan integrallanishi masalasiga keltirdik.

Endi yana bir masalani keltiramiz. Faraz gilaylik E(X) biror sillig funksiya hamda a € R uning

o 270 (X8 P
2@ pydx da

RK

kritik giymatlar to’plamidan tashqarida yotsin, ya’ni ixtiyoriy X € E™*(a) uchun VE(X)#0 bo’lsin. U
. - ={X:E(X) = a} sirt cheksiz silliq sirt bo’ladi.
Xususan E(X) =c0os(x,)+...+C0S(X,) bo’lsa E(X) funksiyaga diskret Schrodinger operatori uchun

holda oshkormas funksiya haqidagi teoremaga ko’ra S

dispersion munosabat va S, sirtga Ferma sirti deyiladi. Bu holda S, sirtda mujassamlashgan o’lchivlar

uchun yig’ilish masalasi (K = 3 bo’lgan holda [3] ishda o’rganilgan va bu baho Schrédinger operatori bilan
bog’langan singulayar integralning xarakterini o’rganishga qo’llanilgan.

Bu kabi o’Ichovlarning tekis baholari ham keng qo’llanilgan.

Asosiy masala yechimining yana bir qo’llanilishi Fur’e almashtirishini toraytirish ("Fourier

restriction problem™) hagidagi quyidagi a-prior baho orqali ifodalanuvchi masaladir: Faraz gilaylik S < R"
biror tayinlangan silliq sirt (gipersirt bo’lishi shart emas) va @ nomanfiy kompakt tashuvchili funksiya
bo’lsin. Bu masala quyidagicha ifodalanadi:

1
1@ e@ds@) <c, PP,
tengsizlik istalgan Schwartz funksiyasi uchun o’rinli bo’ladigan barcha (P, (]) juftliklar to’plamini toping,

bunda C, , fagat (p,q) juftlikka bog’liq bo’lgan son.

Bu masala hozirgacha yechilmagan masalalardan biri hisoblanadi ([15], [8] ga garang).
Yugoridagi asosiy masalaning yechimi (p, () sonlariga chegaralash hagidagi oxirgi tengsizlik
o’rinli bo’lishi uchun ba’zi zaruriy shartlarni keltirib chigaradi.

(R™)

3 Arnol’dning E, maxsusligi hagida
Biz bubo’limda E, maxsuslik hagidagi ba’zi ma’lumotlarni keltiramiz. Faraz gilaylik p, (X, X,)
darajasi k > 0 bo’lgan bir jinsli k — darajali ko’phad bo’lsin. Biz msl(pk) orgalinolmas p, ko’phadning,
markazi koordinatalar boshida bo’lgan birlik aylanadagi nollari tartiblarining eng kattasini belgilaymiz.
Masalan, p,(X,,X,) =X — X5 bo’lsa msl(pz) =1va p,(X,X,) =X +X; bo’lsa msl(pz) =0, hamda
P, (%, %) = (% =X,) bo’lsa M, (P,) =2 bo’ladi.
Faraz, gilaylik ¢(X;,X,) cheksiz silliq funksiya bo’lib ixtiryoriy | & |:= & + o, <2 multiindeks
uchun D“@(0) = 0 shart bajarilsin. U holda ¢(X,, X,) funksiya Teylor qatori uchun
X %) = Pa(X, %) + Py (X, X5) + -y

yoyilma o’rinli bo’ladi.
2-tasdig. Yuqoridagi ¢ funksiya koordinatalar boshida E, tipidagi maxsuslikka ega bo lishi

uchun msl(ps) =3 va Res(p,, p,) #0 bo'lishi zarur va yetarlidir, bunda ReS(Ps, P,) Ps, P,

ko 'phadlarning rezultanti. Boshqacha so 'zlar bilan aytganda ¢ funksiya koordinatalar boshida E, tipidagi
maxsuslikka ega bo lishi uchun My (ps) =3 va ps, p, ko’phadiar S* aylana ustida umumiy nolga ega

bo’Imasliklari zarur va yetarli.
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2-tasdigning isboti. Albatta bu tasdiq Arnol’dning umumiy nazariyasidan kelib chiqadi. Biz
o’quvchilarga qulay bo’lishi uchun 2- tasdigning elementar va bevosita isbotini keltiramiz. Faraz gilaylik

My (p;) =3 va p,, p, ko’phadlar S* aylana ustida umumiy nolga ega bo’Imasin. Agar m (ps) =3

bo’lsa u holda aqalli bittasi noldan fargli bo’lgan shunday b,,b, hagigiy sonlari topiladiki
P, (X, X,) = (0,x, +b,%,)° tenglik o’rinli bo’ladi. Biz quyidagi teskarlanuvchi chizigli almashtirishni
qo’llaymiz: 'y, =-b,X +bX,, Y, =bX +b,x,. Belgilashlarni soddalashtirish uchun yangi Y
o’zgaruvchilarni yana X orqali va bu koordinatalarda yozilgan yangi funksiyani yana ¢ orqali belgilab
quyidagini hosil gilamiz:
P4, Xp) = X5 + Py (% %)+
Endi 2-tasdigning sharti p,(x,,0) = C,X,;' va C, =0 shaklida yoziladi. Biz agar zarurat bo’lsa chiziqli
almashtirishni bagarib
P, (%,0) = COX14 +CX X +03X1X§ +CXp, (2)

ya’ni Xfx2 monom oldidagi koeffitsient nolga teng holga keltirishimiz mumkin.

Endi p, (2) ko’rinishga egaligini hisobga olib 6§¢(X1, X,) =0 tenglamani garaymiz. Oshkormas
funksiya haqidagi teoremaga ko’ra bu tenglama (0,0) nugtaning yetarli kichik atrofida X, = X"@(X,)

ko’rinishdagi yechimga ega bo’ladi, bunda m>2 va @ silliq funksiya. Agar yechim tekis funksiya
bo’lmasa @(0) # 0 deb olamiz, aks holda u cheksiz silliq bo’lib biz m > 2 sonini xohlagancha katta deb

olishimiz mumkin va yana @ silliq bo’lib, qo’shimcha ravishda @(0) =0 shart bajariladi.

Endi ¢ funksiyani (X, —X"@(X,))* ga bo’lamiz ([5] va [10] monografiyalardagi Veyershtrassning
bo’lish haqidagi teremasiga qarang) va quyidagi natijaga kelamiz:

k
B(X11 %;) = 00X, %) (% =X @(%)) + X350, (%) + X%, (%) + Xy (%),
bunda b, j =0,1,2 silliq funksiyalar bo’lib b, (0) = ¢, # 0 va b(0,0) =1. Endi X"@(x,) funksiyaning
aniglanishini e’tiborga oladigan bo’lsak b, =0 tenglikka kelamiz, bundan tashgari yugoridagi p,
ko’phadning (2) shaklidan K, >4 ekanligi kelib chigadi. Shunday, gilib
K
B(X1, %,) = DX, X, ) (X, = X @(%,))” + X,y (%) + Xy (%),

tenglikka kelamiz.

Nihoyat, k, >4 ekanligini hisobga olib

Yi =X [0y (%) |% ‘i/l"' X, 7 %v Y, =3/b(X, X,) (X, — X (), (3)

almashtirishni olamiz. Teskari akslantirish haqidagi teoremaga ko’ra bu akslantirish (0,0) nugtaning biror

atrofida teskariga ega va teskarisi ham cheksiz differentsiallanuvchi bo’ladi. Osongina ko’rish mumkinki
(Yy,Y,) koordinatalarda ¢ quyidagi shaklga ega bo’ladi:

P (Y1, Y2) %o (Y1, ¥2)) = yg +sign(b, (O:O))yf- 4

Diffeomorf almashtirish orgali (4) ko’rinishga keluvchi funksiyalar Arnol’dning E, tipidagi maxsusligi
deyiladi.

Shunday gilib biz ¢ funksiya uchun msl(pa) =3 bo’lib (albatta P, =0(k <2) shart ostida)

P;, P, ko’phadlar S' ustida umumiy nolga ega bo’lmasa u holda ¢ funksiya koordinatalar boshida E,

tipdagi maxsuslikka ega ekanligini ko’rsatdik.
2-tasdiqning isbotini yakunlash uchun uning teskarinsini ko’rsatamiz: Ya’'ni agar ¢ koordinatalar

boshida E, tipdagi maxsuslikka ega bo’lsa, u holda yuqoridagi shartlar bajarilishini ko’rsatamiz. Avvalo,

shuni ta’kidlaymizki, agar ¢ ikki o’zgaruvchili funksiya bo’lsa bu funksiyaning maxsus nuqtadagi
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Hessianining rangi (xuddi shunday korangi) diffeomorf almashtirishga bo’gliq emas. Shu boisdan biz
0<k <2 uchun p, =0 ekanligiga kelamiz. Ikkinchi tomondan ixtiyoriy diffeomorf akslantirish p,

ko’phadga chiziqli akslantirish sifatida ta’sir qiladi. Chiziqli akslantirish esa ravshanki msl(p3) ni

o0’zgartirmaydi. Shuning uchun agar zarurat bo’lsa biz chiziqli akslantirishni qo’llab P, (X, X,) = Xg deb
faraz qilishimiz mumkin.

Nihoyat p,(%,,0) = C,%,' va ¢, #0 ekanligini ko’rsatish qoldi xolos.

Buning uchun bizga ba’zi tushinchalar kerak bo’ladi [2]. Faraz qilaylik ¢ koordinatalar boshining
biror atrofida aniglangan C® funksiya bo’lib ¢(0)=0,V@#(0)=0 bo’lsin. Quyidagi halqaga
ly, 1= 0,0C" (R?)+0,4C* (R?) gradiyent ideal deb ataladi, bu erda C*(R?) koordinatalar boshida
aniglangan C” funksiyalarning ekvivalentlik sinflaridan tuzilgan algebra. Ikki f,, f, funksiyalar
koordinatalar boshining biror atrofida aynan teng bo’lsa ularga ekvivalent funksiyalar deb ataladi.

Maxsuslikning lokal algerasi deb Q,:= C""(F\’Z)/Iqu faktor algebraga aytiladi. Agar bu faktor
algebra chekli R —modul strukturasiga ega bo’lsa, ya’ni 0’zimizga bir oz erk berib chekli o’chovli chizigli
fazo bo’lsa, u holda dimg Q¢ =k soniga x =0 kritik nugtaning karraliligi deb ataladi va unga chekli
karrali kritik nugta deyiladi. Aks holda kritik nugta cheksiz karrali kritik nugta deyiladi. Masalan
B(X, %,) =X bo’lsa, ya'ni u X, o’zgaruvchiga bog’liq bo’lmasa, X =0 cheksiz karrali kritik nugta
bo’ladi.

Gradient idealning ta’rifidan kelib chiqadiki istalgan F :(R*0) (R*0) koordinatalar
boshining biror atrofida diffeomorf akslantirish bo’lib F(0) =0 shart bajarilsa

Iy = logery Q= Quur
tengliklar o’rinli bo’ladi. Xususan, kritik nuqtaning karrasi diffeomorf akslantirishda o’zgarmaydi.

Shuning uchun biz @(X,, X,) = X5 +X; deb olishimiz mumkin (#(X,,X,) = X; —x;’ hol shunga
o’xshash tavsiflanadi).

Bu holda |V¢ =< X22,X13 >, ya’ni gradient ideal yasovchilari X22,X13 bo’lgan idealdir. Hamda
maxsuslikning lokal algebrasi Q, ni {1, X,, X2, Xy, X, X, , X7 X, } bazisga ega bo’Igan chizigli fazo deyishimiz

mumkin. Demak k =6 bo’lib shuning uchun ham E, orqali belgilangan, ya'ni E ning indeksi kritik

nuqtaning karralik ko’rsatkichini bildiradi.
Endi 1- tasdigning isbotiga qaytamiz. Isbhot teskarisini faraz gilish orgali amalga oshiriladi. Faraz

gilaylik ps(X,,%,) = X5 va p,(%,0) =0 bo’lsin.

U holda yana 85¢(X,,X,) =0 tenglamaning X["a(X,) yechimini olib va (X, —X"@(x,))’ ga
bo’lib

B% %) =150, %) 06 = X))’ + XX, (%) + 3By (%)
munosabatga kelamiz, bunda k; >3 va k, >5. Yoki X, —X"@(X,) > X, almashtirish olib
B% %) =050, %)% +%,%,7b, (%) + 3B ()

buerda b,(0,0)=1 va k; >3 hamda k, >5.

Endi, ikki holni alohida qarab chigamiz. Faraz gilaylik k; =3 va b, (0) # 0 hamda k, =5 bo’lsin
u holda @(X,, X,) quyidagi shaklda yoziladi:

B(X, %) = % +%X0 (0)+...,

bu erda "..." Xlllxé2 shaklidagi 21,/9+1,/3>1 shartni ganoatlantirivchi monomlarning formal

yig'indisidan iborat. Shuning uchun 1, X, X,, X3, X, X,, X, X5, X, monomlar Q, fazoda chizigli erkli bo’ladi.
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Xuddi shunday k; >3 va 3k; < 2K, bo’lgan holda ham bu monomlar o’sha fazoda chiziqli erkli bo’ladi.

3k, > 2k, bo’lganda esa 1,X1,...,X1ko

monomlar sistemasini tashkil giladi ([2] 169- betga garang). Ikkala holda ham dimRQ¢j > 7 tengsizlik o’rinli

-2 kq—2 PR .
s Xgy XXy ee s XX © © monomlar Q, fazoda chizigli erkli

bo’ladi. Shuning uchun ¢ bu holda Ej tipidagi maxsuslikka ega bo’lishi mumkin emas, aks holda biz
6 =dim;Q, > 7 ziddiyatga kelamiz. 2-tasdiq isbot bo’ldi.

2-tasdigdan quyidagi natijaga kelamiz.

3- Natija. Agar ¢ koordinatalar boshida E tipidagi maxsuslikka ega bo’lsa, u holda u chizigli
almashtirish orgali quyidagi shaklda yoziladi:

B% %) = B3 (%, X,) 0% =X 0(%))° + %%y () + Xy (%)

bu erda b,,b,b,, @ silliq funksiyalar bo’lib, b;(0,0)=1,b,(0)#0 hamda m=>2,k >4 shartlar
bajariladi.

4 Rendel maksimal funksiyalarining yig’ilishi masalasi

e~

Ma’lumki dz(&) quyidagi karrali integral shaklida yoziladi:

v [ a0 g )
du(&) = [ £ (x x, (%, X)W [ VB0, 0) Pdidx,. (9)
Bizning farazimizga ko’ra ¢ funksiyaning tashuvchisi koordinatalar boshining yetarli kichik atrofida

joylashgan va V¢(0) = 0. Shu boisdan aniglik uchun | & [< max{] & |,| &, [} bo’lganda faza funksiyasi
deb ataluvchi quyidagi

D(X,S) 1= d(X, X,) + S % + S, X, (6)
(bunda s; =&;/&;,j =1,2) funksiya uchun max{|s, |,|s, [}>1 bo’lib biror & >0 topilib, ixtiyoriy
(X, %,) € supp(e(-, #(-)) nugta uchun |VD(X,S)[> o tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlikka asosan,

o~

bo’laklab integrallash formulasidan foydalanib katta |&| larda dz(£) =O(|£|™) munosabatga ega

bo’lamiz. Shuning uchun biz bundan keyin max{|s, |,| S, [} <1 deb faraz gilamiz va (5) ni quyidagicha
yozib olamiz:

J(A,8):= J.Rze”q’(x’s)a(x)dx, @

bunda

a(X) = a0%, X,) 1= @, X, B0 X)L+ VK, X,) P
amplituda deb ataluvchi funksiya.
Biz ishning golgan gismida J(A4,S) tebranuvchan integralning A,S parametrlarga nisbatan
xarakterini 0’rganamiz. Buning uchun Rendel funksiyasi deb ataluvchi funksiyani kiritamiz [14]:
m(s):=sup| 4| I(4,9)]. (8)

[41>0

Bu funksiya Borel ma’nosida o’Ichovli funksiya bo’ladi.
4-teorema. Agar ¢ funksiya koordinatalar boshida E, tipdagi maxsuslikka ega bo’lsa, u holda

*>9(R?) munosabat

nol nugtaning shunday U atrofi topiladiki, istalgan a € C;"(U) funksiyauchun m e L,
o’rinli bo’ladi.
Bu erda biz tabiiy ravishda aniglanadigan L7 (R?) = M pes Lioc (R?) belgilashdan foydalandik.

Eslatma. 4-teoremaning tasdig’i anigqdir. Ya'ni agar $(X,%,) =X, +X, hamda a(0)>0

bo’lib, uning tashuvchisi koordinatalar boshining yetarli kichik atrofida joylashgan bo’lsa, u holda
3

me Ly, (RZ) ekanligini ko ’rsatish mumkin. Bundan tashqari amplitudaning tashuvchisi nolning yetarli
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kichik atrofida joylashgan holda hamda | s |>1 shartda m(S) chegaralangan funksiva bo’ladi. Shuning

uchun |s|<1 va hatto | S| yetarlicha kichik son deb faraz gilishimiz ham mumkin.
4-teoremani isbot qilish uchun singulyar integral tenglamalar nazariyasida keng qo’llaniladigan
birning yoyilmasidan foydalanamiz.
Faraz gilaylik x; =1/4 u x, =1/3 vamusbat r soni uchun S, quyidagi formula bilan aniglangan
cho’zishni belgilaymiz: &, (X) := (r'1x,,r"?x,).
Vazn deb ataluvchi x — juftlikka mos "masofa"ni quyidagicha aniglaymiz:
1
P (X4, %) = (0 +X%5) 2.
Faraz gilaylik 8 quyidagicha aniglangan nomanfiy silliq funksiya bo’Isin
1 ide p . (x)<1,
BX)=1 ©)
0 10é p.(X)=2.
Istalgan natural keN soni uchun X funksiyani quyidagicha  aniglaymiz:
7 (X)= ﬂ(é'zk_l(x))—,B(é'2k (x)). U holda supp(y,) = D bunda D quyidagicha aniglangan halga:

1
D:={(x,%,) R’ ZE < p,. (X, X,) <2}. Bundan tashqari quyidagi formula o’rinli:

i;{k(x) = /3(52k071(x))1 bunda x=0. (10)

k=kq
Shuni ta’kidlaymizki {0 < p_(X) <2 °} sohada (10) qator lokal chekli yig’indidir, ya’ni ixtiyoriy
x° # 0 nugtaning shunday U (x°) atrofi topiladiki, quyidagi to’plam {k € N:U (x°) ~supp(x,) = &}
faqat chekli sondagi elementlarga ega bo’ladi. Shuning uchun ham (10) gator {0 < p_(X) < Z_ko}
to’plamda lokal tekis yaqinlashadi va uning yig’ndisi cheksiz marta differentsiallanuvchi funksiya bo’ladi.

Aniglik uchun J(A4,S) tebranuvchan integral amplitudasining tashuvchisi {o_(x) < 2_k°_l}

to’plamda yotadi deb faraz qilamiz. Nihoyat birning yoyilmasi bo’lgan (10) tenglikdan foydalanib
quyidagiga ega bo’lamiz:

I9)= 33, (49), (11)

k=k0
bunda
3, (4,8):= [ La() 1 ()" 0 Idx,  Gaafi k= Ky ko +1,....

J, (4,9) integralda cho’zish orqali berigan almashtirishni bajaramiz: 52k X — X va quyidagini olamiz:

3, (9= 2] A, () z(e” "

bunda
| & |:= & + 16, D, (X, 0) 1= G (X, X,) + 0% + 0, %,
bu erda
B (% %,) = (S, (0)(%, =22 "V X (2 X)) +

XX B2 ) X o2 Xy =2 s (=12).

Shuni ta’kidlaymizki, J, (4,S) integral amplitudasining tashuvchisi D halgada yotadi va k >k,
hamda K, yetarlicha katta natural son. Shuning uchun ham biz ¢, (X, X,) funksiyani quyidagi, nolda
yakkalangan kritik nuqtaga ega bo’lgan b(0,0)x5 + X, 3,(0) ko’phadning kichik deformatsiyasi deb

2(1—)(2 —4l(l)k)
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garashimiz mumkin. Shuning uchun ham C, va k, musbat sonlari topiladiki | o [> C, va k >k, bo’lganda

quyidagi baho o’rinli bo’ladi:

C27"PaP
1+| A2 o |

bunda P - Pcl C' fazoning tabiiy normasi. Yuqoridagiga o’xshash shunday musbat son & >0 topiladiki

13 (4,9)|< : (12)

| o |< ¢ tengsizlik bajarilganda:
C2*"PapP
C

J(4,9)IE—————
1 9,(4,9)] A2

(13)

baho o’rinli bo’ladi.
Endi J, (4,S) integralning xarakterini o € X :={¢ <| o |<C,} shartlarda o’rganamiz. Bu holda
standard 2 kompaktni chekli goplamasidan foydalanamiz.
5- lemma. Shunday musbat Kk, soni topiladiki, ixtiyoriy k > K, bo lganda shunday v, € L>°(X)
funksiya mavjud va bu funksiya orgali quyidagi baho:
C2y, (o)PaP_,

| 2]
o’rinli bo’ladi, bundan tashqari istalgan tayinlangan 1< p <3 soni uchun y, funksiyaning L"(X)

|3, (4,9) <

, (14)

normasi K > K, ga nisbatan tekis chegaralangan bo’ladi.

Isbot. Faraz gilaylik, ¢°=(c’,07)€X ixtiyoriy tayinlangan nugta bo’lsin. Avvalo &°
nugtaning ikkala komponentasi, ya’ni U? # 0(] =1,2) noldan fargli deb faraz gilamiz. U holda quyidagi
funksiya

b(0,0)X; + X, 3,(0)+ &, X, + T2 X, (15)

ko’pi bilan ikkita xosmas kritik nuqtaga ega bo’ladi. Shuning uchun shunday musbat K, soni va o’

nugtaning shunday V (c°) atrofi topiladiki k >k, va o €V (c°) bo’lganda quyidagi baho o’rinli bo’ladi:

C2(l"’“')kPaPCZ
| 2]

Endi faraz gilaylik 0'10 =0 bo’Isin. U holda X to’plamning aniqglanishiga ko’ra: O'g # 0. Bundan

kelib chigadiki b(0,0)o <O shart bajarilganda (15) funksiya ikkita A, tipidagi maxsuslikka ega bo’ladi.

Agar b(0,0)5; > 0 bo’lsa, uholda faza funksiyasi kritik nuqtalarga ega bo’lmaydi. So’nggi holda bo’laklab
integrallash formulasini qo’llab (16) shakldagi bahoga kelamiz.
Shuning uchun shunday musbat &,,3d,,K, sonlari topiladiki istalgan k >k, bo’lganda

| J(4,8)I< (16)

V.0 €L 7((=6,8)x(0; —8,,0, +6,)) funksiya topilib ixtiyoriy tayinlangan 1< p<3 uchun
quyidagi integral

iy ¥ 0 (@2:2)) doy an

k>k,,0, € (o) —5,,09 +35,), 0’zgaruvchilarga nisbatan tekis chegaralangan bo’lib quyidagi baho
o’rinli bo’ladi:
1-|x])k
20D ¥\ 0 (0-110-2)PaPC2
| 4]

|3 (4,9)[<
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<o, |<C, to’plam kompakt bo’lganligi bois shunday musbat K, soni va K>k, soniga bog’liq
W € L°((-95,,8,)x[&,C,]) funksiya topiladiki ixtiyoriy 1< p <3 bo’lganda (17) shaklidai
funksiyaning integrali kK >K,, o, €[&,C,] o’zgaruvchilarga nisbatan tekis chegaralangan bo’ladi.

Shunga o’xshash agar O'g =0 bo’lsa, u holda faza funksiyasi A, tipdagi maxsuslikning R, versal
deformatsiyasi bo’ladi ([2]ga garang). Shuning uchuin ham shunday musbat son Kk, va istalgan k >k,
uchun shunday w,, € L*°([¢,C,]x (=8,,8,)) funksiya topiladiki ixtiyoriy tayinlangan 1< p < 4 uchun
quyidagi integral

Jio, s Fro(02,02)) o, (18)

k >k,,o;, €[&,C,] o’zgaruvchilarga nisbatan tekis chegaralangan bo’ladi.
0O’z-o0’zidan ravshanki quyidagicha aniqlangan funksiya
v (o) = Papcz (CZ[slvcl]z (o) + X (-8,.0)4e.C,] (0 o(o) + 16,.C,1x(=6,.5,) (0o ()
5-lemma tasdiglarini ganoatlantiradi. Bu erad y, — A to’plamning xarakteristik funksiyasi. 5-lemma ishot
bo’ldi.
4-teoremaning isboti. Faraz gilaylik V R? nol nuqtaning biror chegaralangan atrofi bo’lsin va
1< p <3 tayinlangan son bo’lsin. U holda quyidagiga ega bo’lamiz:

(-1, )k (1-x5)k Akl e
[ @75, 202" s,)) dsds, = 20724 [ (y (07, 0,)) dodo, <C, 202
Nihoyat quyidagi funksiyani aniglaymiz:

. o (-Ikk
P (s):=2 CZI(Z(l—rcl)k R (S)Papcl +
Cy (s)PaP
(I-x)k  (I-x5)k 1
T 5.2 K $5)1>Cq C ry, (2(1_Kl)k Sl,2(l—K2)k Sz)
|o(s)]

Ravshanki 2 < p <3 bo’lganda quyidagi munosabat o’rinli bo’ladi:

.[/(\Pk (s,,5,)) " ds,ds, = 20 Dk+(xi-2k .LZ (¥, (61,0,))*doydo, <C, Uk p+(x-2)k

Endi |« |= é < 1/2 bo’lani uchun quyidagi qator

W(sy,s,) = i\{]k (s1,8,)

k=k0
2 < p <3 shart bajarilganda L" fazoda yaqinlashadi. Bundan tashgari V to’plam chekli 0’lchovga ega

bo’lgani uchun W € L*°(V). Bu 4-teorema ishotini yakunlaydi.
5 Asosiy teoremaning isboti.

o~

4-teoremadan dz(&) uchun quyidagi baho kelib chigadi:

o~

| du(ro) < M@ (19)
r+1

bu erda @< S? bunda S* markazi koordinatalar boshida bo’lgan birlik sfera, M e L*°(S?). Bundan
tashqari klassik J. J. Duistermaat [ 12] teoremasiga ko’ra

e~

|du(ro)|<
Endi biz (19) va (20) baholarni interpolyatsiya gilib

C
- 20
(r+1)7/12 ! ( )
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—

|du(re) s SM7 (@) 1)

M-a) '

(r+1) ©

bahoga ega bo’lamiz, bunda 0 < <1.

Faraz gilaylik p >3 ixtiyoriy tayinlangan son bo’lsin. U holda shunday 0 < <1 sonini topish
mumkinki par <3 va (7(1-a)/12+a)p >3 tengsizliklar bajariladi. Hagigatan, ham agar p > 36/7
bo’lsa o = 0 deb olish yetarli. Endi p = 36/7 deb olsak 0 < o yetarlicha kichik sonni olishimiz mumkin,

masalan « = 0.1 deb olish yetarli. Nihoyat, 3 < p < 36/7 sonini olaylik. U holda biz
o<12( _”’j <3
5 12
tengsizlikka ega bo’lamiz. Endi
0<£(3_E\J<a<§<l
12 p
deb olish yetarli.

Shunday qilib biz istalgan p >3 soni uchun dg e LP (R®) munosabat o’rinli bo’lishini isbot
qildik.

Nihoyat, agar ¢@(0)>0 va ¢ funksiyaning tashuvchisi nol nugtaning yetarli kichik atrofida
joylashgan bo’lsa dy funksiya L*(R®) fazoga qarashli emasligini ko’rsatamiz.

Bu munosabatni isbotlash uchun quyidagi umumiy holda bajariladigan tasdigdan foydalanamiz.

6- lemma. Agar J(A,S) tebranuvchan integralda faza ¢ va a amplituda funksiyalari R fazo
koordinatalar boshining biror atrofida cheksiz marta differensiallanuvchi va a(0,0) >0 shart bajarilib

amplitudaning tashuvchisi nol nuqtaning yetarli kichik atrofida joylashgan bo’lsa u holda nol nugtaning
shunday V atrofi topiladiki bu atrof uchun quyidagi munosabat o rinli bo ladi:

[ 1329 ds= %m(ﬁ”), bunda A —> 4o, 22)

bundan tashgari ¢ = 0.

6-lemmaning isboti. Aslida bu kabi natija Maslov kanonik operatorining unitarligi nomi bilan
mashhur [12]. Biz bu lemmaning elemetar isbotini keltiramiz.

X orqali nomanfiy nolning yetarli kichik atrofida aynan birga teng bo’lgan kompakt tashuvchili

funksiyani (cut-off function deb ataladigan funksiyani) belgilaymiz.
Quyidagi munosabat 0’°z-0’zidan ravshan:

(R s) 1= [, e 2o 0 a( x)a(y,, v, )dnddydy,.
X"y
Endi biz quyidagi integralni garaymiz:

(D)= LI Fds=[, , e“*Ia(x)a(y)x(s)dxdyds
x" Ny s

Bu erda

(D(X’ Y, S) = ¢(X1' Xz) _¢(y11 yz) + Sl(xl - yl) + sz(xz - yz)-
Endi 1(A) integralda o’zgaruvchilarni quyidagicha almashtiramiz: Z, = X, —V;,Z, =X, — Y, va 0’sha
integralni yangi o’zgaruvchilarda yozamiz:

1(2) = [ Lay)dy[, """ a(z+y)y(s)dzds,
y z7s

Bu erda
D(z2,Y,8):= H(2 + Y1, 2, + ¥,) = h(Y1, V2) + 8,2, +5,2,.
Endi ichki integralni garaymiz:

1. (4,y):= J' e"*Y)a(z +y) y(s)dzds,

2.2
RZ><RS
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Faza funksiyasi ®(z,y,S) Y parametrga bog’liq quyidagi kritik nuqtaga ega bo’ladi:
z°(y)=0,5°(y) =—Vé¢(y). Bundan tashgari det Hessd(z°(y),y,s (y))=1, va kritik nuqtada
Hessian matritsasining signaturasi nolga teng va yana ®(z°(y), y,s°(y)) =0. Shuning uchun agar a va
x funksiyalarning tashuvchilari yetarlicha kichik bo’lsa odatdagi stationary faza usuliga ko’ra ([4] ga
garang) quyidagi asymptotik yoyilmaga ega bo’lamiz:

1 (4,9) ::c%ff(y”w(mg),

bunda ¢ # 0 biror 0’zgarmas. Bu sonning aniq giymatini ham ko’rsatishimiz mumkin. Ammo, bu hozircha

5
bizga shart emas. Shuni ta’kidlash joizki O(|A| ?) qoldig had Yy esupp(a)ga nisbatan tekis
5 _5
munosabatdir. Ya’ni shunday C soni topiladiki ixtiyoriy Yy esupp(a) uchun |O(| 1] 2)|<C|A] 2
tengsizlik bajariladi.
Biz y funksiyani shunday tanlaymizki istalgan y € supp(a) uchun y(s°(y)) =1 bo’ladi.
Nihoyat olingan asymptotik munosabatni integrallab

[.a%()dy s
1(2) = c—=——+0(| 4] )

| 4]
izlangan munosabatga keldik.
Bu 6-lemmani isbot giladi, hagigatan hambiz VV atrofda y(S) =1 deb olsak hamda a funksiyaning

tashuvchisi yetarlicha kichik bo’lsa u holda s € R*\V  uchun dastlabki faza funksiyasi ®(X,s) supp(a)
to’plamda kritik nuqtalarga ega bo’lmaydi. Shuning uchun biz
[13s)Fds= [ ,2(8)1I(AS)F ds+O(A™) = 1(A)+O(A[™),
S

bunda N > 3 istalgan son. Oxirgi tenglik 6-lemma isbotini yakunlaydi.

Nihoyat, asosiy teorema isbotining yakuniy qismiga o’tamiz. Endi @ nuqta (0,0,1) nugtaning

yetarlicha kichik atrofida o’zgaradi deb faraz qilib du(&) o’lchov Fur’e almashtirishini tebranuvchan
o
A
nugtaning yetarli kichik atrofi. Agar @ nomanfiy funksiya bo’lib a(0) >0 shart bajarilsa, u holda 6-
lemmani inobatga olib yetarli katta A lar uchun navbatdagi quyi bahoni olamiz:

L|J(z,s)|2dszi

|A[

integral J(A,s) shaklida yozib olamiz, bunda A4:=&;,s;==-,]=12 va seV, bunda V nol

bunda C biror musbat son.
Boshga tomondan 2 < p bo’lganda Holder tengsizligini qo’llab quyidagiga kelamiz:

L|J(/1,s)|pd32C(.[v|J(ﬂ,s)|2 ds)gzl/”p.

Pirovard natijada, p <3 bo’lganda

led:taf)l" déZfﬂszL |J(4,s)|° ds>

p
.2 2 © p2-p —
jlzdz(Lu(;t,sn ols)E zcjlz dl =0
munosabatga kelamiz.
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— e~

du(&) chegaralangan funksiya bo’lgani bois P <3 bo’lganda dz(&) ¢ L”(R*) munosabatga
kelamiz. Asosiy teorema isbot bo’ldi.
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VIK: 519.8
JIOTMYECKHI METO/] HAXOK/IEHUSI MAKCUMAJIbHBIX COBMECTHUX
MMOJICUCTEM CUCTEM BYJIEBBIX YPABHEHMIA

A.B. Ka6y:i08’, 3.YpyH6aeBZ, M.A.Bepaumyponos!
Hayuonansnoui ynusepcumem Yzbexucmana
2Camapranockuti 20cy0apcmeeHtblll yHusepcumen

AHHoTauus. Perraercs 3a7a4a MoMCKa MAKCHMAIIBHOW COBMECTHO# MOACHCTEMbI CHCTEM OYIIEBBIX
ypaBueHuii. [Ipenaraercs aaropuT™ HaXOXKICHUSI MAKCHMAIILHOTO BEPXHETO HYJIsi MOHOTOHHO# OyJeBoii
¢byukuuu. Uccnenyercst u pa3padbateiaercs 3¢ HeKTHBHAS IPOLeypa BEIYMCICHHS 3HAUECHU I MOHOTOHHBIX
¢ynxuuii f ma mabopax n - MepHOro Ky6a. Pa3paGaTeIBaeTcsl alrOPMTM PEIIEHHMS CHCTEM OyJIEBBIX

ypaBHEHHI Ha OCHOBE MOMCKA MAKCHMAIILHOTO BEPXHETO HYJISi MOHOTOHHBIX (DYHKIIHMI aireOphl JIOTHKH.
KaroueBble caoBa: CucreM OyilneBBIX ypaBHEHHH, MOHOTOHHOW OylieBOW  (DyHKIIHH,
MaKCHMAJIBHOTIO BEPXHEr0 HYJIs, COBMECTHO# MOJACHCTEMBI.
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