T.H.RASULOV
A.SH.RASHIDOV

OLIY MATEMATIKA

(o°‘quv go‘llanma)

“Durdona” nashriyoti
Buxoro - 2022



UO'K 512(075.8)
22.1ya’73
R 25
Rasulov, T.H., Rashidov, A.Sh.
Oliy matematika [Matn] : o‘quv qo‘llanma / T.H. Rasulov, A.Sh. Rashidov.-
Buxoro: "Sadriddin Salim Buxoriy" Durdona, 2022. -188 b.
KBK 22.1ya73

Ushbu o‘quv qo‘llanma Oliy ta’lim muassasalarining Tasviriy san at va
muhandislik grafikasi va Amaliy san'at ta’lim yo‘nalishida tahsil olayotgan
talabalar uchun mo‘ljallab yozilgan.

Tagrizchilar:
Teshayev Muxsin  O‘zR FA  V.I.LRomanovskiy = nomidagi
Xudoyberdiyevich Matematika institutining Buxoro bo‘linmasi
bosh ilmiy xodimi,
f.-m.f.d, professor
Rasulov Xaydar Buxoro davlat universiteti “Matematik analiz”
Raupovich kafedrasi, f.-m.f.n., dots.

O’quv go’llanma O‘zbekiston Respublikasi Oliy va o‘tra maxsus
ta’lim vazirligining 2022-yil 2-vagustdagi 257-sonli buyrug‘iga
asosan nashr etishga ruxsat berilgan.

Ro‘yxatga olish raqami 257-046.

ISBN 978-9943-8538-8-1



ANNOTATSIYA

Ushbu o‘quv qo‘llanma Oliy ta’lim muassasalarining 60111200 - Tasviriy
san at va muhandislik grafikasi va 60210800-Amaliy san'at ta’lim yo‘nalishi
uchun qabul qilingan davlat ta’lim standarti, malaka talablari asosida
“Matematika” fanidan tuzilgan fan dasturi asosida shakllantirilgan. Qo‘llanma
analitik geometriya, differensial va integral hisob hamda ehtimolliklar nazariyasi
qisqa kursini o‘z ichiga oladi. Mazkur qo‘llanmada asosan Oliy matematika fani
dasturida keltirilgan barcha mavzulari to‘liq gamrab olingan. Barcha mavzularda
nazariy ma’lumotlar, namunaviy masalalar yechimlari va talabalar mustaqil
bajarishlari uchun mo‘ljallangan test topshiriqlari keltirilgan.

AHHOTALIUS

VY4eOHuk npeaHasHayeH i CTYJCHTOB BBICIIMX YYEOHBIX 3aBEJACHUMN 1O
criennanbHOCTSIM «Martematukay 60111200 — M300pa3urenbHOe MUCKYCCTBO H
unxeHepras rpabuka u 60210800 — Ilpuxmamnoe wuckycctBo. Ilocobue
BKJIFOYAET KPATKUU KypC aHAIUTUYECKON TreoMeTpuu, TudQepeHInarIbHOro U
UHTETPAIIbHOTO HCUMCICHUSI W TEOpuM BepoaTHocTeil. [IpemycMoTpeHsl
TEOPETUYECKHE U MPAKTHUUYECKUE 3aHATUS IO TeMaM, a TakXKe TeCThbl Jid
CaMOCTOSITETILHOT'O BBIMOJHEHHUS.



KIRISH

Ushbu o‘quv qo‘llanma Oliy ta’lim muassasalarining 60111200
- Tasviriy san"at va muhandislik grafikasi va 60210800-Amaliy sanat
ta’lim yo‘nalishi uchun gabul qilingan davlat ta’lim standarti, malaka
talablari asosida “Matematika” fanidan tuzilgan fan dasturi asosida
shakllantirilgan. Qo‘llanma analitik geometriya, differensial va
integral hisob hamda ehtimolliklar nazariyasi kurslarini o’z ichiga
oladi.

Mazkur qo‘llanmada asosan Oliy matematika fani dasturida
keltirilgan barcha mavzulari to‘liq gamrab olingan. Ular:

1-mavzu: Matematika faniga kirish

2-mavzu: To plamlar va ular ustida amallar

3-mavzu: Matematik mantiq elementlari

4-mavzu: Matritsa va determinantlar

5-mavzu: Vektorlar. tekislik va fazoda ikki nuqta orasidagi
masofa

6-mavzu: To g ri chiziq tenglamalari

7-mavzu: Tekislik tenglamalari

8-mavzu: Funksiya

9-mavzu: Funksiya limiti

10-mavzu: Funksiya hosilasi

11-mavzu:Anigmas integral

12-mavzu: Aniq integral

13-mavzu: Kombinatorika elementlari

14-mavzu: Ehtimollar nazariyasi va matematik statistika
elementlari

15-mavzu: Matematik modellar

Barcha mavzularda nazariy ma’lumotlar, namunaviy masalalar
yechimlari va talabalar mustaqil bajarishlari uchun mo‘ljallangan keys
topshiriglari keltirilgan. Bundan tashqari, qo‘llanmada keltirilgan
mavzular bo‘yicha egallangan bilimlarni mustahkamlash uchun test
topshiriglari ham o‘z aksini topgan.



1-MAVZU: MATEMATIKA FANIGA KIRISH

REJA:
1. Matematika faniga kirish. Matematika fanining rivojlanish
tarixi va bosqichlari
2. Matematikaning aksiomatik qurilishi va uning usullarini
jamiyat taraqqgiyotidagi tutgan o’rni
3. Matematik belgilar va amallar

Qadim ota-bobolarimiz dastlab bor narsalarni tagsimlash
(masalan meros bo’lish) jarayonida, har bir shaxs yoki to’daning
haqgini ajratib berish hisobini olib borishgan. Turmush va hayotiy
sharoitlar bunday hisoblar soni, sifatini oshirib borgan.

Fan sifatida eramizdan oldingi 11l asrda grek olimi Evklid

yozgan (to’plagan) 5 tomdan iborat va «Nachalo» (Boshlang'ich) deb
atalgan kitoblardan boshlanadi. To eramizning XVI asrigacha bu
matematika tarraqqiyoti yo’lida bizning bobolarimiz ham sezilarli
hissa qo’shishgan.
Al-Xorazmiy (787-850) Abdullo Muhammad ibn Muso al Majusiy
«Hind hisobi1» kitobini yozib arifmetika fanining asoschisi bo’lgan.
Unda hozirda sizu-biz ya'ni butun dunyo foydalanadigan o’nlik sanoq
sistemasi taklif gilingan.

Algebra atamasi Xorazmiyning «Al-kitob al muxtasar fi hisob
Al-jabr val-muqobala» (Al-jabr va-lI-mugobala hisobi hagida gisgacha
kitob) nomli risolasidagi «Al-jabr» so’zining lotincha yozilishidan
olingan.

Bizgacha yetib kelgan nusxasi 1342 yili ko’chirilgan arabcha
nusxasidir.

1145 vyili Robert Gester ingliz tiliga, 1160 vyili italiyalik
Gerardo lotinchaga tarjima gilgan, 1486 yilda logan Vidman Leypsig
universitetida qgilgan dokladida Xorazmiy kitobidan olinganligini
keltirgan.

«Men arifmetikaning sodda va murakkab masalalarni o’z ichiga
oluvchi al-jabr va-lI-mugobala hisobi hagida gisgacha kitob yozdim,
chunki u odamlarga meros tagsimlashda, vasiyatnoma yozishda,
boylik bo’lish va adliya ishlarida, savdo-sotiqda, turli xil



munosabatlarda, kanal gazishda va geometrik hisoblashlarda juda ham
zarury.
(deb yozadi kitob mugaddimasida Al-Xorazmiy)

«Hind hisobi» kitobi undan keyingi arifmetikadan asar yozuvchi
barcha olimlarga qolip bo’lib xizmat qilgan bo’lsa, «Al-jabr va-I-
mugqobala kitob» asari algebraga asos soldi. Undan oldin hyech kim
algebra bo’yicha bunday kitob yozmagan.

Abu Rayxon (Beruniy) Muhammad Ibn Ahmad (973-1048)

Evklidning “Nachalo” sini, Ptolomeyning Al’magest asarlarini
sanskritdan zamon  tiliga aylantirgan «Astrolyabiya traktati»,
«Hindiston» asarlari bilan dunyoga mashhur geometr, faylasuf
sifatida tanilgan.
U cos3a=4cos® a— 3cosa

sin2a,sina/ 2,

sin oc/4:\/2—«/2+2cosa
sina/4:\/2—\/2+\/2+2cosa

... formulalarning birinchi ijodkoridir.

Umar Xayyom (1048-1131) (Xayyom Abul Fatx Omar lbn-
Ibroxim) Sa-margandda (Xurosondan haydalib) yashagan davrida
«Algebra va-lI-muqobala asarlarining davomi haqida traktat», 1077 yili
«Evklid asosiy postulatlari hagida kommentariylar» traktatini yozgan.
Bularda egri chizigli trapetsiya tushunchalariga asos solingan.

Abul-Vafo Al-Buzjoniy (940-998).

Abu-Ali Ibn Sino al- Xusayn ibn Abdullo (980-1037).
Nasritdin at Tusiy (1201-1274)-100 dan ortiq matematik asarlar
avtori.

Al Koshi G’iyositdin Jamshid ibn Masud (1394-1449)
Ulug’bek observatoriyasida ishlagan, 1427 yilda «Arifmetika kaliti»
asarini yozgan.

Hurmatli o’quvchilar bu sohada ko’proq ma'lumot olishni
istasangiz (1), (2) adabiyotlarga murojaat gilishingiz mumkin.

XV asrlardan boshlab matematikaning yangi amallari vujudga
kela boshladi va XVIII asrga kelib biz hozirgi vaqtda  «Oliy
matematika» deb ataydigan qismi, to’la 0’z asosi va isbotiga ega
bo’lib, shakllandi. Bunda «Dekart o’zgaruvchi miqdorlari
matematikada burilish nuqtasi bo’ldi, keyinchalik u differensial va
integral hisob taraqqiyotiga asos bo’ldi» -deb yozadi F.Engels.
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Dekartning matematikada olib borgan ishlari uni analitik
geometriyaning buyuk asoschilaridan deb atashga imkon beradi. Juda
ko’p tadbiqlarga ega bo’lgan Dekart spirali (p=a), Dekart qiyshiqligi,
Dekart yaprog'i kabi chiziglar matematikada anchagina bo’lib, uning
nomi bilan ataladi.

Davrimiz (XX asr) da oliy matematika shunchalik zo’r taraqqiy
etib ketdiki, u kirib bormagan fan, igtisodiy yoki texnik soha yo’q.
Unda ijod qilib, yangi-yangi sohalar ochayotgan olimlar besanog.
Bizning xalqimiz farzandlari ham bu ulkan fan oqimida o0’z
o’rinlariga ega. Masalan, T.A.Sarimsoqov, S.H.Sirojiddinovlar
dunyoga tanigli , Toshkent ehtimollar nazariyasi maktabini vujudga
keltirdilar.

Bugungi kunda biz, matematika zimmasiga tushgan barcha
vazifalarga matematika tadbiq etilayotgan barcha sohalarga nazar
solib, «U qganday fan ?” degan savolga yaxshigina javob olamiz.
«Matematika bu borligni shakliy ko’rinishda va miqdoriy
munosabatlarda o’rganuvchi fan». Ha borligning mazmunini uning
shakli va migdori belgilaydi. Shakl va migdor o’zgarishi hodisalar
deb ataladi.

Har bir hodisada bir va bir nyecha faktor ishtirok etadi. Har bir
faktor o’z kattaligiga ega bo’lib, hodisa jarayonida yoki aktiv
ishtirok etadi yoki shu hodisada namayon bo’ladi. Aynan bir hodisada
ishtirok etayotgan barcha faktorlar o’zaro bog'liqgdir. Ana shu
bog’liklikni o’rganuvchi fan matematikadir.

O’rganishni  osonlashtirish uchun matematika 0’z simvol
(belgi)lariga ega. Simvollar bu amal belgilari va faktor kattaliklari
belgilaridir.

(+—X%:.....d, 0, lim...o)(x, y,z,t,v,w, T ,.....)
Masalan.  Y=KX matematik ifoda bo’lib, hayotdagi ko’pgina
hodisalarni ifodalay oladi.



a) X- yer maydoni ( o’lchami ar, gektar, KBM,.....)
Y- yerdan olinadigan hosil migdori, (sentner,tonna)
K- mutanosiblik koeffisiyenti (bog’liglik koeffisiyenti:
9 T
2a’'2a
maydoniga bog™ lig ekan. Bu ikki faktor ishtirok etayotgan hodisa
ekin ekib hosil olish hodisasidir.

b) Agar (a) bo’limdagi hosil olish protsessini chuqurroq tekshiradigan
bo’lsak, yig’ib (yetishtirib) olinayotgan hosil miqdoriga yer
maydonidan (X) tashgari yana bir qadar boshqa faktorlar ta’sir
etayotganligini ko’ramiz.

Q- Ekinning o’sish davrida ekin gabul gilayotgan issiglik
(quyosh energiyasi) miqgdori;

H- sepilgan o’git miqgdori

H — namlik (suv, yomg'ir, qor suvi, ... )

Unda vyig'ib olinayotgan hosil miqdorining unga ta’sir
ko’rsatuvchi faktorlarga bog'ligligini
Y =K X +K,Q+K,N+K,H +... deb ifodalash mumkin.

Matematika fani o’zining o’rganish qurollariga-apparatlariga
ega. Ana shu apparatlarning xususiyatlarini, ta’sir sohalarini va tadbiq
doiralarini o’rganuvchi gismlariga uning xususiy bo’limlari deymiz.
Sizga tagdim etilayotgan matematika «Oliy matematika» deyiladi. U
quyidagi qismlarni 0’z ichiga oladi.

. Chizigli algebra va analitik geometriya elementlari.
. Matematik analizga kirish.
. Bir o’zgaruvchi funktsiyaning differensial hisobi.
. Anigmas va aniq integral hisob.
. Oddiy differensial tenglamalar.
. Sonli va funksional gatorlar nazariyasi.
. Ko’p argumentli funksialar, ularning differensial hisobi.
. Karrali va egri chizigli integrallar.
. Maydon nazariyasi elementlari.
10. Operatsion hisob, uning tadbiq elementlari.
11. Matematik fizika tenglamalari.
12. Ehtimollar nazariyasi va matematik statistika elementlari

...) deb belgilaydigan bo’lsak, yerdan olinadigan hosil ekin

OO NOo Uk~ WNBE



1.1.1-Jadval. Matematik belgilar

Belgilar

Ma’nolari

+

Qo’shish

Ayirish

#yOKi x yokKi -

Ko’ paytirish

/ yoki +

Bo’lish

Qo’shish yoki ayirish

n— daraja

Cheksizlik

Ildiz yoki n— darajali ildiz

Il
~

i=k dan i=1I gacha x; lar yig’indisi

Tegishlilik belgisi

Tegishli emaslik belgisi

To’plam gismi

Kichik

Kichik yoki teng

Katta

Katta yoki teng

Teng

Teng emas

Ihtiyoriy, barcha

Mavjudlik belgisi

Va

Yoki

Kelib chigadi

@U<>'—U<[*H~I| vV [V |IAIA N ™M

Teng kuchlilik belgisi

1.1.2-Jadval. Grek harflari

Katta harflar

Kichik
harflar

Ingliz O’qilishi

alpha Alfa

beta Beta

gamma gamma

delta Delta

epsilon epsilon

N> ®

"N e | R IR

Zeta Zeta
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H n eta Eta
©] 0 theta teta
I i iota iota
K K kappa kappa
A A lambda lambda
M M mu miu
N % nu niu
= ¢ Xi Ksi
o] 0 omicron omicron
I1 V3 pi Pi
P p rho Ro
)) o sigma sigma
T T tau tau
Y ) upsilon upsilon
@ @ phi Fi
X X chi Xi
¥ 4 psi psi
Q @ omega omega
Takrorlash uchun savollar
1. Al-Xorazmiy nechanchi asrda yashab ijod etgan?
2. Arifmetika fanining asoschsi kim?
3. Algebra atamasi qaysi so’zdan kelib chiqgan?
4. O’nlik sanoq sistemasini kim amaliyotga joriy etgan?
5. “Al-jabr va-l-muqobala” risolasining bizgacha yetib kelgan
nusxasi nechanchi yilda yozilgan?
6. Abu Rayxon Beruniy nechanchi asrda yashab ijod etgan?
/. Evklidning ‘“Nachalo” sini, Ptolomeyning Al’magest asarlarini
sanskritdan zamon tiliga kim aylantirgan?
8. Umar Xayyom nechanchi asrda yashab ijod etgan?
9. Trapetsiya tushunchalariga kim tomonidan asos solingan?

10. Abul-Vafo Al-Buzjoniy nechanchi asrda yashab ijod etgan?
11. Abul-Vafo Al-Buzjoniy Matematika faniga qo’shgan xissasi?
12. Al Koshi nechanchi asrda yashab ijod etgan
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Testlardan namunalar
1. Sanoq davomida ishlatiladigan sonlar to"plami ganday nomlanadi?.
a) Butun D) ratsional c¢) natural d) hagiqgiy
2. Tenglamani yeching: x?+5x—6=0.
a)-6,1 b)6,1 c)-6, -1 d)g, -1
3. Kasr ko'rinishida yozish mumkin bo’lgan sonlar to plami ganday
nomlanadi?
a) Butun b)ratsional c)natural d)natural
1. Tenglamaning yechimlari yig indisini toping: 2x*+10x—12=0
a) -6 b)0 c¢)-5 d)6
2. Qaysi formula noto g ri berilgan?
a) (a+b)2:a2+2ab+b2 C)(a—b)2=a2—2ab—b2
b) (a+b)(a—b):a2—b2 d)(a+b)2=a2+b2+2ab
6. Haqgiqiy sonlar to"plami ganday belgilanadi?
a)Z b)N ¢) Q dR
7. Qaysi formula noto g ri berilgan?
a) (a+b)’=a?+2ab+b> D) (a—b)y’ =a>-2ab-b> C)(a+b)(a-b)=a’*-b’
D) (a+b)’ =a%+b?+2ab
8.0 zbekistonning matematika fanidagi yutuglari bilan dunyo tan
olgan atoqgli olimning ismi sharifini ko rsating?
a) C.S.0'rozboyev c¢)V.K.Qobulov
b) A.S.Sodigov d)S.H.Sirojiddinov
9. Qaysi tenglik noto g'ri berilgan?
a) (3+b)" =9+6b+b? b)(a—l)2=a2—2a—1
C) (2+b)(2-b)=4-b? d)(a+1)’=a*+1+2a
10. Aksioma so zining lug aviy ma nosi?
a) hurmat, ehtirom
b) isbot, tasdiq
¢) Yugori, aniq
d) sifatli, ko rkam
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2-MAVZU: TO‘'PLAMLAR VA ULAR USTIDA
AMALLAR

REJA:
1. To‘plamlar va ularga doir tushunchalar.
2. To‘plamlar ustida amallar va ularning xossalari.

2.1. To‘plamlar va ularga doir tushunchalar. To‘plamlar
nazariyasi deyarli barcha matematik fanlarnining asosida yotadi. Bu
nazariya asoslari 1879-1884 yillarda olmon matematigi Georg Kantor
tomonidan chop etilgan bir gator magolalarda yoritib berildi. To ‘plam
matematikaning poydevorida yotgan boshlang‘ich tushunchalardan
biri bo‘lgani uchun u ta’rifsiz qabul etiladi. To‘plam deyilganda biror
bir xususiyati bo‘yicha umumiylikga ega bo‘lgan obyektlar majmuasi
tushuniladi. Masalan, I kurs talabalari to‘plami, [0,1] kesmadagi
nuqtalar to‘plami, natural sonlar to‘plami, firma xodimlari to‘plami,
korxonada ishlab chiqarilgan mahsulotlar to‘plami va hokazo.
Matematikada to‘plamlar A,B,C,D,... kabi bosh harflar bilan
belgilanadi. A,B,C,D,... to‘plamlarga kiruvchi obyektlar ularning
elementlari deyiladi va odatda mos ravishda kichik a,b ,c ,d,... kabi
harflar bilan belgilanadi. Bunda «a element A to‘plamga tegishli
(tegishli emas)» degan tasdiq ac A (agA) kabi yoziladi.

1.2.1-TA’RIF: Birorta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam
bo‘sh to‘plam deyiladi va & kabi belgilanadi.

Masalan, { sinx = 2 tenglamaning yechimlari}=&, { perimetri 0
bo‘lgan kvadratlar }=¢ , { kvadrati manfiy bo‘lgan haqiqiy sonlar
}=0.

Algebrada 0 soni qanday vazifani bajarsa, to‘plamlar nazariyasida
& to‘plam shunga o‘xshash vazifani bajaradi.

1.2.2-TA’RIF:  Agar A to‘plamga tegishli har bir a element
boshqa bir B to‘plamga ham tegishli bo‘lsa (a€ A = a<B), u holda A
to‘plam B to‘plamining qismi deyiladi va AcB (yoki BoA) kabi
belgilanadi.

Quyidagi 1-rasmda B kvadratdagi, A esa uning ichida joylashgan
doiradagi nuqtalar to‘plamimni ifodalasa, unda AcB bo‘ladi.
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Masalan, korxonada ishlab chiqarilayotgan oliy navli mahsulotlar
to‘plamini A, barcha mahsulotlar to‘plamini esa B deb olsak , unda
AcB bo‘ladi.

Ta’rifdan ixtiyoriy A to‘plam uchun Ac A va JcA tasdiglar
o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi. Shu sababli to‘plamlar uchun — belgisi
sonlar uchun < belgiga o‘xshash ma’noga egadir.

1.2.3-TA’RIF: Agarda A va B to‘plamlar uchun AcB va BcA
shartlar bir paytda bajarilsa, bu to‘plamlar teng deyiladi va A=B kabi
yoziladi.

Masalan, A={-1;1} va B={x>-1=0 tenglama ildizlari},

C= {badity asarni yozish uchun ishlatilgan harflar} va
D={alfavitdagi harflar} to‘plamlari uchun A=B, C=D bo‘lad..

2.2.To‘plamlar ustida amallar va ularning xossalari.
Algebrada a va b sonlar ustida qo‘shish va ko‘paytirish amallari
kiritilgan bo‘lib, ular

at+b=b+avaab=ba (kommutativlik , ya’ni o‘rin almashtirish),
a+(b+c)=(a+b)+c va a(bc)=(ab)c  (assotsiativlik, ya’ni guruhlash),

a(b+c)=ab +ac (distributivlik, ya’ni tagsimot)

qonunlariga bo‘ysunadilar. Bulardan tashqari har ganday a soni uchun
a+0=a va a- 0=0 tengliklar ham o‘rinli bo‘ladi.
Endi to‘plamlar ustida algebraik amallar kiritamiz.

1.24-TA’RIF: A va B to‘plamlarning birlashmasi (yig ‘indisi)
deb shunday C to‘plamga aytiladiki, u A va B to‘plamlardan kamida
bittasiga tegishli bo‘lgan elementlardan tashkil topgan bo‘ladi va
AUB kabi belgilanadi.

Agar A kvadratdagi, B esa uchburchakdagi nugtalar
to‘plamidan iborat bo‘lsa, unda ularning birlashmasi AUB quyidagi 2-
rasmdagi shtrixlangan sohadan iborat bo‘ladi:
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y
2-rasm A é B
.

Shunday qilib AUB to‘plam yoki A to‘plamga , yoki B
to‘plamga, yoki A va B to‘plamlarning ikkalasiga ham tegishli
elementlardan iboratdir.

Masalan, A={1,2,3,4,5} va B={2,4,6,8} bo‘lsa
AUB={1,2,3,4,5,6,8},

C={I navli mahsulotlar} va D={II navli mahsulotlar } bo‘lsa, unda
CuD={I yoki II navli mahsulotlar} to‘plamni ifodalaydi.
To‘plamlarni birlashtirish amali , sonlarni qo*shish amali singari,
AUB =BUA (kommutativlik),

(AUB) U C=AuU (BUC) (assosiativlik)
qonunlarga bo‘ysunadi. Bulardan tashqari AUZ=A va, sonlardan
fargli ravishda, AUA=A, BcA bo‘lsa AUB=A tengliklar ham o‘rinli
bo‘ladi. Bu tasdiglarning barchasi to‘plamlar tengligi ta’rifidan

foydalanib isbotlanadi. Misol sifatida, oxirgi tenglikni isbotlaymiz:
Xxe AUB=xeA yoki xeB=xe A= (AUB)CA

Xe A=>xeAuB=Ac(AuUB)
Demak, (AUB)c A, Ac(AUB) va, ta’rifga asosan, AUB =A.
Bir nechta A1, A2, Az, ..., Ax to‘plamlarning yig‘indisi

A1UA2UA3 U ...UA, = LnJAk
k=1

kabi belgilanadi va wulardan kamida bittasiga tegishli bo‘lgan
elementlar to‘plami sifatida aniglanadi.

1.2.5 -TA’RIF: A va B to‘plamlarning kesishmasi
(ko ‘paytmasi) deb shunday C to‘plamga aytiladiki, u A va B
to‘plamlarning ikkalasiga ham tegishli bo‘lgan elementlardan tashkil
topgan bo‘ladi va AmnB kabi belgilanadi.

Agar A kvadratdagi, B esa uchburchakdagi nuqtalar to‘plamini

belgilasa, unda ularning ANB kesishmasi 3-rasmdagi shtrixlangan
soha kabi ifodalanadi:
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A

3-rasm % B

ANB

Shunday qilib AnB to‘plam A va B to‘plamlarning umumiy
elementlaridan tashkil topgan bo‘ladi. Shu sababli agar ular umumiy
elementlarga ega bo‘lmasa, ya’ni kesishmasa, unda AnB=2 bo‘ladi.

Masalan, A={1,2,3,4,5} va B={2,4,6,8} bo‘lsa AnB={2,4},
C={Tekshirilgan mahsulotlar} va D={Sifatli mahsulotlar} bo‘lsa,
unda
CnD={Tekshirishda sifatli deb topilgan mahsulotlar} to‘plamni
ifodalaydi.

To‘plamlarni kesithmasi amali quyidagi qonunlarga bo‘ysunadi:

ANB =BNA (kommutativlik),

(AmB) "C=An (BNC) (assotsiativlik),
AN (BUC)=(AnB) U (ANC),
AU (BNC)=(AuB) N (AUC) (distributivlik)
Shu bilan birga AnNA=A, AN = va BcA bo‘lsa AnB=B tengliklar
ham o‘rinli bo‘ladi. Bu tasdiglarning o‘rinli ekanligiga Yuqorida
ko‘rsatilgan usulda ishonch hosil etish mumkin.
Birnechta A1, A2, Az, ..., A, to‘plamlarning kesishmasi
AiNnAzN...NAnR= ﬁAk
k=1

kabi belgilanadi va barcha A« (k=1,2, - - -, n) to‘plamlarga tegishli
bo‘lgan umumiy elementlardan tuzilgan to‘plam kabi aniglanadi.

1.2.6-TA’RIF: A va B to‘plamlarning ayirmasi deb A
to‘plamga tegishli, ammo B to‘plamga tegishli bo‘lmagan
clementlardan tashkil topgan to‘plamga aytiladi va A\B kabi
belgilanadi.

Agar A uchburchakdagi, B esa kvadratdagi nuqtalar to‘plamini
belgilasa, unda ularning A\B ayirmasi 4-rasmdagi shtrixlangan
sohadan iborat bo‘ladi :

15



4-rasm >
A B

A\B

Masalan, A={1,2,3,4,5} va B={1,3,7,9} bo‘lsa, unda A\B={2,4,5},
B\A={7,9};
C={Korxonada ishlab chigarilgan mahsulotlar}va D={Sifatli
mahsulotlar} bo‘lsa,
C\D={ Korxonada ishlab chigarilgan sifatsiz mahsulotlar }.

Demak, A\B to‘plam A to‘plamning B to‘plamga tegishli

bo‘lmagan elementlaridan hosil bo‘ladi. To‘plamlar ayirmasi uchun
A\A=QD, A=A, O\A=C

va AcB bo‘lsa A\B=& munosabatlar o‘rinlidir.

1.2.7-TA’RIF: Agar ko‘rilayotgan barcha to‘plamalarni biror Q
to‘plamning qism to‘plamlari kabi garash mumkin bo‘lsa, unda Q
universal to‘plam deb ataladi.

Masalan, sonlar bilan bog‘liq barcha to‘plamlar uchun Q=(—oo,
o) , insonlardan iborat to‘plamlar uchun Q={Barcha odamlar}
universal to‘plam bo‘ladi.

1.2.8 -TA’RIF: Agar A to‘plam € universal to‘plamning qismi
bo‘lsa, unda Q\A to‘plam A to ‘plamning to ‘ldiruvchisi deb ataladi va
C(A) kabi belgilanadi.

Agar quyidagi chizmada € universal to‘plam doiradagi, A
to‘plam esa uning ichida joylashgan to‘ri to‘rtburchakdagi nuqtalardan
iborat bo‘lsa, uning to‘ldiruvchisi C(A) 5-rasmdagi shtrixlangan
sohadan iborat bo‘ladi:

5-rasm

A C(A)
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Demak, C(A) to‘plam A to‘plamga kirmaydigan elementlardan

tashkil topgan bo‘ladi, ya’ni xe A=xgC(A), xgA=xeC(A).

Masalan, Q={Barcha korxonalar}, A={Rejani bajargan
korxonalar} bo‘lsa, unda C(A)={ Rejani bajarmagan korxonalar}
to‘plami bo‘ladi;
0O={1,2,3, - - -, n, - -}—natural sonlar to‘plami, A={2,4,6, - - -, 2n, - -
-}—juft sonlar to‘plami, B={5,6,7, - - -, n, - - -}— 4dan katta natural
sonlar to‘plami bo‘lsa, unda
C(A)={1,3,5,---,2n-1, - - -}—toq sonlar, C(B)={1,2,3,4}-5dan kichik
natural sonlar to‘plamlarini ifodalaydi.

1.2.9-TA’RIF: A va B to‘plamlarning Dekart ko paytmasi deb
AxB kabi belgilanadigan va (x, y) (x€A, yeB) ko‘rinishdagi
juftliklardan tuzilgan yangi to‘plamga aytiladi.

Masalan, A=[0,2] va B=[0,1] bo‘lsa, AxB to‘plam tekislikdagi
(X, y) (xeA=[0,2], yeB=[0,1] ) nuqtalardan, ya’ni uchlari Mz1(0,0),
M2(0,1), M3(2,1) va Ma(2,0) nuqtalarda joylashgan to‘g‘ri
to‘rtburchakdan iborat bo‘ladi (6-rasmga garang):

Y
M-
1 2 M-
B /
M Ma
2 X
O A 2

6-rasm

Agar C={Tajribali ishchilar} va D={Yosh ishcilar} bo‘lsa, unda
CxD tajribali va yosh ishchidan iborat bo‘lgan turli “ustoz-shogird”
juftliklaridan iborat to“plamni ifodalaydi.

Umuman olganda to‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi uchun
AxB#BxA, ya’ni kommutativlik qonuni bajarilmaydi. Masalan,
A=[0,2] va B=[0,1] to‘plamlar uchun AxB asosining uzunligi 2,
balandligi 1 bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchakni , BxA esa asosining
uzunligi 1, balandligi 2 bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchakni ifodalaydi va
bunda AxB#BxA bo‘ladi.
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Takrorlash uchun savollar

To‘plamlar nazariyasining ahamiyati nimadan iborat?
To‘plamlar nazariyasiga kim asos solgan?

To‘plam deganda nima tushuniladi?

To‘plam elementi ganday aniglanadi?

To‘plamlarga misollar keltiring.

Qanday to‘plam bo‘sh to‘plam deyiladi?

To‘plam qismi ganday ta’riflanadi?

Qachon ikkita to‘plam teng deyiladi?

. To‘plamlar birlashmasi qanday kiritiladi?

10. To‘plamlar birlashmasi amali ganday xossalarga ega?
11. To‘plamlar kesishmasi qanday ta’riflanadi?

12. To‘plamlar kesishmasi amali qanday xossalarga ega?
13. To‘plamlar ayirmasi qanday aniqlanadi?

14. Universal to‘plam nima?

15. To‘plam to‘ldiruvchisi deb nimaga aytiladi?

16. To‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi ganday aniglanadi?
17. To‘plamlarning Dekart ko‘paytmasi uchun kommutativlik
qgonuni o‘rinlimi ?

©CoNogabhwdE

Testlardan namunalar

1. To‘plamlar nazariyasining asoschisi kim ?
A) Pifagor; B) Dekart; C)Kantor; D)Ferma; E) Gauss.

2. Quyidagi to‘plamlardan qaysi biri bo‘sh to‘plam emas?
A) Kvadrati manfiy bo‘lgan haqiqiy sonlar;
B) sinx = 2 tenglama yechimlari to‘plami;
C) Ikkita burchagi o‘tmas bo‘lgan uchburchaklar to‘plami;
D) Kubi manfiy bo‘lgan sonlar to“plami;
E) Ikkiga bo‘linmaydigan juft sonlar to‘plami.

3. Qachon A to‘plam B to‘plamning qismi deyiladi?
A) Agar A va B bir xil elementlardan tashkil topgan bo‘lsa.
B) Agar A va B har xil elementlardan tashkil topgan bo‘lsa.
C) Agar B to‘plamning har bir elementi A to‘plamga
tegishli bo‘lsa.
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D) Agar A to‘plamning har bir elementi B to‘plamga
tegishli bo‘lsa.
E) To‘g‘ri javob keltirilmagan.

4. Quyidagi tasdiglardan qaysi biri noto‘g‘ri?
A) bo‘sh to‘plam barcha to‘plamlarning to‘plam ostisi bo‘ladi;
B) har bir to‘plam o‘zining to‘plam ostisi bo‘ladi;
C) Agar AcB va CcA bo‘lsa, unda CcB bo‘ladi;
D) Agar BcA bo‘lsa, unda AnB=B bo‘ladi;
E) Agar BcA bo‘lsa, unda AUB=B bo‘ladi;

5. A va B to‘plamlar birlashmasi amali gayerda ifodalangan ?
A) Au B; B) A N B; C) AcB; D) A oB; E) A\B.

6. Agar xe A U B bo‘lsa, quyidagi tasdiglardan qaysi biri o‘rinli
emas ?
A) xeA , xgB; B) xgA ,xeB; C)xgA,h6xgB;
D) xeA,xeB; E) barcha tasdiglar o‘rinli bo‘ladi .

/. To‘plamlar birlashmasi amalining xossasi gayerda noto‘g‘ri
ko‘rsatilgan ? (€2 — universal to‘plam, & — bo‘sh to‘plam)
A) AUB=BUA B) Avg=A; C) AUA=A
D) AuQ=Q. E) Barcha xossalar to‘g‘ri
ko‘rsatilgan.

8. A=[3;,0]vaB =(-1; 5] to‘plamlar birlashmasi gayerda
to‘g‘ri ko‘rsatilgan?
A) [-3; 5]; B)[-3;-1]; C)(-1;0); D) (0;5];
E) [-1; 5].

9. A va B to‘plamlar kesishmasi amali qayerda ifodalangan?
A) AU B; BIAnB; C)AcB; D)AoB; E)A\B.

10. Agar xeA m B bo‘lsa, quyidagi tasdiglardan qaysi biri
o‘rinli bo‘ladi ?

A) xeA, xegB; B) xgA,xeB; C)xgA,6 xgB;
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D) xeA,xeB; E) barcha tasdiglar o‘rinli emas .

11. Agar universal to‘plam Q=(—0, ©) va A=(2,5] bo‘lsa, C(A)
to‘plam gayerda to‘g‘ri ifodalangan ?
A) C(A)=[-=2];  B)C(A)=(5,]; C) C(A)=[0,2] U(5,
) ;
D) C(A)= (-, 2] U(5, ©) ; E)to‘g‘ri javob keltirilmagan .

Mustaqil ish topshiriglari

1. Quyidagi A va B to‘plamlar bo‘yicha AUB, AnB, A/B va B/A
to‘plamlarni toping:
A={n-3,n-2, n-1, n, n+1}, B={ n-1, n, n+1, n+2, n+3, n+4}.

2. Quyidagi A va B to‘plamlar bo‘yicha AUB, AnB, A/B va B/A
to‘plamlarni toping:

A=[ n-3, n+1], B=(n-1, n+5)

3. Quyidagi A va B to‘plamlarning AxB va BxA Dekart

ko‘paytmalarini aniglang:
A={n-3, n-2, n-1}, B={n, n+1, n+2, n+3}

3-MAVZU: MATEMATIK MANTIQ ELEMENTLARI

Reja:

1. Bir  o‘zgaruvchili  tengsizliklar = kon’yunksiyasi va
diz’yunksiyasi.

2. Ikki o‘zgaruvchili tenglama, ularning sistemasi, ularni
yechish usullari. Ikki o‘zgaruvchili tengsizliklar va ularning
grafigi.

3. Ikki o‘zgaruvchili tengsizliklarning kon’yunksiyasi va
diz’yunksiyasi, ularni grafik usulda yechish.

3.1. Bir of‘zgaruvchili tengsizliklar kon’yunksiyasi va
diz’yunksiyasi.

Ikkita bir o‘zgaruvchili 5x — 3 va 2x ifodalarni olamiz va ularni
tenglik belgisi bilan birlashtiramiz, bunda 5x—3 =2x jumla hosil
bo‘ladi. Bu bir o‘zgaruvchili predikat bo‘lib, x o‘rniga son qo‘yilsa, u
mulohazaga aylanadi. Masalan, x =1 desak, rost mulohaza, x ning
boshga qiymatlarida yolg‘on mulohaza hosil bo‘ladi. 5x—3 =2x
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o‘zgaruvchili tenglik, bir o‘zgaruvchili tenglama deyiladi.
O‘zgaruvchini noma’lum migdor deb ham ataladi.

Ta’rif. Biror f(x) va ¢(x) x o‘zgaruvchili ifodalar X to‘plamda
aniqlangan bo‘lsin, u holda f(x)=¢(x) ko‘rinishdagi bir joyli
predikat bir o ‘zgaruvchili tenglama deyiladi.

O‘zgaruvchining  tenglamani  to‘g‘ri  sonli  tenglikka
aylantiradigan X to‘plamdan olingan giymati, tenglamaning yechimi
(ildizi) deyiladi. Berilgan tenglamaning yechimlari to‘plamini topish,
(ya’ni berilgan predikatning chinlik to‘plami T ni topish) bu
tenglamani yechish demakdir. Biz kelajakda f(x)=¢(x) xeX
predikatning chinlik to‘plamini tenglamaning yechimlar to ‘plami, bu
to‘plamga kiruvchi elementlarni esa yechimi deymiz.

Masalan, (x+5)(x+6)(x—4)=0 tenglama uchta -5, -6 va 4
ildizlarga ega. Demak, uning yechimlar to‘plami T = {—5;—6;4}.
Tenglamalarning yechimlar to‘plami bo‘sh bo‘lishi ham mumkin.
Masalan, 3(5x + 1) = 15x + 1 tenglama x ning hech ganday giymatida
to‘g‘ri sonli tenglikka aylanmaydi.

Ta’rif. f(x) = @(x) va F(x) = @(x) tenglamalarning yechimlar
to‘plami teng bo‘Isa, bu ikki tenglama teng kuchli deyiladi.

Masalan, (x—3)(x+5)=0 va (x+ 1)? =16 tenglamalar teng
kuchli, chunki birinchi tenglamaning yechimlar to‘plami {3;-5},
ikkinchi tenglamaning yechimlar to‘plami {-5; 3} ga teng.

Ta’rif. Agar f(x)=e¢(x) tenglamaning har bir ildizi,
F(x) = ®(x) tenglamaning ham ildizi bo‘lsa, F(x) = ®(x) tenglama
f(x) = ¢(x) tenglamaning natijasi deyiladi.

Masalan, (x+1)2=16 tenglama x+1=4 tenglamaning
natijasi bo‘ladi.

Ta’rif. Ikki tenglama teng kuchli deyiladi, fagat va fagat,
gachonki ularning har biri ikkinchisining natijasi bo‘lsa.

Ba’zi hollarda berilgan tenglamadan unga teng kuchli
tenglamaga o‘tmasdan uning natijasiga 0°tiladi. Bu holda yechimlar
to‘plami kengayadi. Shuning uchun oxirida topilgan yechimlarni
tenglamaga qo‘yib tekshirish kerak.

1-Teorema. Agar, f(x) = ¢(x) tenglama X to‘plamda berilgan
va h(x) shu to‘plamda aniglangan ifoda bo‘lsa, u holda f(x) = ¢(x) va
f(x)+h(x) =¢@(x)+ h(x) tenglamalar X to‘plamda teng kuchli
bo‘ladi.
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1-natija. Agar tenglamaning ikkala gismiga ayni bir xil son
qo‘shilsa, berilgan tenglamaga teng kuchli tenglama hosil bo‘ladi.

2-natija. Agar tenglamaning birorta qo‘shiluvchisini bir
gismdan ikkinchi gismga ishorasini garama-qarshisiga o°‘zgaritrib
o‘tkazilsa, berilgan tenglamaga teng kuchli tenglama hosil bo‘ladi.

3—-natija. Har ganday tenglama F(x)=0 Kko‘rinishdagi
tenglamaga teng kuchli.

Hagigatdan, f(x)=¢(x) tenglamani F(x)=0 ko‘rinishga
keltirish uchun uning har ikkala gismiga —@(x) ni qo‘shish va
f(x) —@(x) = F(x) deb belgilash kerak.

2-Teorema. Agar, f(x)=@(x) tenglama X to‘plamda berilgan
hamda h(x) shu to‘plamda aniglangan va X to‘plamdagi x ning hech
bir giymatida nolga aylanmaydigan ifoda bo‘lsa, u holda f(x) = ¢(x)
va f(x)h(x) = ¢(x)h(x) tenglamalar X to‘plamda teng kuchli bo‘ladi.

4—natija. Agar tenglamaning ikkala gismi noldan fargli ayni bir
songa ko‘paytirilsa (yoki bo‘linsa), berilgan tenglamaga teng kuchli
tenglama hosil bo‘ladi.

Yuqoridagi teoremalar va ularning natijalaridan foydalanib
berilgan tenglamalarga teng kuchli tenglamalar hosil gilish mumkin.
Agar ulardagi shartlar buzilsa, yangi tenglama berilgan tenglamaga
teng kuchli bo‘lmasdan qoladi.

Masalan, x(x — 5) = 7x tenglamani garaymiz. Buning har ikkala
tomonini x ga bo‘lsak, x —5=7 hosil bo‘ladi. Topilgan tenglama
berilgan tenglamaga teng kuchli emas, chunki tenglikning har ikkala
tomonini X =R to‘plamning barcha nugqtalarida aniqlanmagan i

funksiyaga ko‘paytirildi, ya’ni 2-teorema sharti buzildi. Shuning
uchun x —5 =7 dan x = 12 yechimning topilishi tenglamaning barcha
yechimlari bo‘la olmaydi. Bu tenglamani to‘g‘ri yechish uchun uni
x(x—=5)—7x=0, x(x—12)=0 deb yozish kerak. Bu holda
yechimlar, x = 0 va x = 12 lardan iborat bo‘ladi. Teoremani noto‘g‘ri
qo‘llash ildizlarning birining yo‘qolishiga sabab bo‘layapti. Shuni
eslatib o‘tamizki, 1— va 2—-teoremalarning sharti bajarilmasligi tufayli
nafaqat ildizlar yo‘qolishi mumkin, balki chet ildizlar ham paydo
bo‘lishi mumkin.

Masalan, _ *=%9

(xX+DH(x=7)
ikkala tomonini (x + 1)(x — 7) ga ko‘paytirib, 7x — 49 = 0 tenglamaga

-0 tenglama berilgan bo‘lsin. Uning har
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kelamiz. Uning yechimi x =7 bo‘ladi. Bu ildiz berilgan tenglama
uchun begonadir (chet ildiz). Bunga sabab tenglamaning chap tomoni
X = R to‘plamning x = 7 nuqtasida aniglanmaganligidir.

Agar tenglamalar biror to‘plamda aniqlangan bo‘lib, hech biri bu
to‘plamda yechimga ega bo‘lmasa, bunday holda ham tenglamalar
teng kuchli deyiladi. Masalan, x* + 1 =0, x* + 1 = 0 tenglamalarning
hech biri X = R to‘plamda yechimga ega emas. Ular R to‘plamda teng
kuchli tenglamalar bo‘ladi. Bu tenglamalar kompleks sonlar
to‘plamida teng kuchli emas.

Hagiqgatdan, birinchi tenglama ikkita x = +i yechimga, ikkinchi
tenglama esa x = ii—z (1 + i) dan iborat to‘rtta yechimga ega.

Bir o‘zgaruvchili tengsizliklar: Bizga x o‘zgaruvchini o‘zida
saqlovchi aniglanish sohasi X to‘plamdan iborat f; (x) va £ (x) ifodalar
berilgan bo‘lsin.

Ta’rif: fi(x) < f,(x), xeX yoki fi(x) > f,(x), xeX bir o‘rinli
predikatlarga bir o‘zgaruvchili tengsizlik deyiladi.

Bunday tengsizliklarni yechish deganda x ni o‘rniga qo‘yganda
tengsizlikni chin tengsizlikga aylantiruvchi sonlar to‘plami T ni topish
tushuniladi. Bu sonlar to‘plami tengsizlikni yechimlar to‘plami
deyiladi. Bir tengsizlikni har bir yechimi ikkinchi tengsizlikni yechimi
bo‘lishi mumkin. U holda ikkinchi tengsizlik birinchi tengsizlikning
natijasi deyiladi. Masalan, x >3 va x > 6 tengsizliklarni olaylik.
Bundan 6 dan katta son 3 sonidan ham katta bo‘ladi. Shuning uchun
x > 3 tengsizlik x > 6 tengsizlikning natijasi. Shu sababli berilgan
tengsizlik natijasi bo‘lgan tengsizlikni yechimlar to‘plami Q berilgan
tengsizlik yechimlar to‘plami T ni 0z ichiga oladi ya’ni 7 Q. Agar
ikkita tengsizlik bir xil yechimlar to‘plamiga ega bo‘lsa u tengsizliklar
teng kuchli deyiladi. U holda bu tengsizliklar bir-birining natijasi
bo‘ladi.

Masalan, biror a soni 7 dan katta deyish bilan a + 1 soni 8 dan
katta deyish teng kuchli. Shuning uchun x>7 va x+1>8
tengsizliklari teng kuchli. x ni1 o‘zida saqlovchi tengsizliklar
predikatlar bo‘lgani uchun, ularni kon’yunksiyasi va diz’yunksiyasi
to‘g‘risida gapirish mumkin.

Masalan @ soni 3x—8>1 va 2x+5 <15 tengsizliklarni
ganoatlantirsa, u son tengsizliklarning (3x—8> 1)A(2x+5 < 15)
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kon’yunksiyasini ham qanoatlantiradi. Bu a soni esa 4 sonidan iborat.

Maktab kursida kon’yunksiya deb aytmasdan, uni quyidagi sistema
ko‘rinishida yozish gabul gilingan:
{ 3x—8=>=1
2x+5 <15

Agar biror a sonida ikki va undan ortiq tengsizliklardan kamida
bitta tengsizlik chin qiymatga ega bo‘lsa, u tengsizliklar
diz’yunksiyasi shu a sonida chin qiymatga ega bo‘ladi.

Masalan, -2 soni (2x>8)v(3x<-3) (1) tengsizliklar
diz’yunksiyasi yechimlar to‘plamiga tegishli. Hagigatan ham bu sonni
birinchi tengsizlikga qo‘ysak, u holda 2-(—2)>8 degan yolg‘on
tengsizlik kelib chigadi. Ikkinchi tengsizlikga qo‘ysak, 3-(—2) < —3
degan chin tengsizlik hosil bo‘ladi. Demak, —2 soni (1) tengsizliklar
diz’yunksiyasi yechimlar to‘plamiga tegishli.

Agar 0 sonini olsak, bu son tengsizliklar diz’yunksiyasi yechimlar
to‘plamiga tegishli emas, chunki 0 sonini (1) ga Kkiruvchi
tengsizliklarga qo‘ysak 2-0>8 va 3-0< -3 degan yolg‘on
tengsizliklarga ega bo‘lamiz. Qoidaga ko‘ra tengsizliklar yechimlar
to‘plami cheksiz, buni koordinatalar o‘qida ko‘rgazmali tasvirlaydilar.
Bunda yechimlar to‘plami bir qancha jufti-jufti bilan kesishmaydigan
nugtalar, kesmalar, oraliglar va nurlar orgali ifodalanadi.

3-Teorema. Agar F(x) ifoda ixtiyoriy xeX giymatlarda aniglangan
bo‘lsa, u holda fi(x)<fi(x) va f[E)+FX)<fi(x)+F(x)
tengsizliklar teng kuchli.

4-Teorema. Agar F(x) ifoda barcha xeXx larda aniglangan hamda
X sohada musbat bo‘lsa, u holda f, (x) < f; (x) va f; x)F(x) < f, (x)F(x)
tengsizliklar teng kuchli. Boshgacha aytganda, F(x) manfiy bo‘lmasa,
u holda £, (x) < £, (x) va fi,(x)F(x) < f, (x)F(x) tengsizliklar ham teng
kuchli.

1-natija. Agar a soni musbat ya’ni a>0 bo‘lsa, u holda
fi(x) < f, (x) va af; (x) < af,(x) tengsizliklar teng kuchlidir.

2-natija. Agar a<0 bo‘lsa, fi(x) < fi(x) va af,(x) > afy(x)
tengsizliklar teng kuchli. Demak, tengsizlik manfiy songa
ko‘paytirilsa, tengsizlik belgisi teskariga olmashadi.
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5-Teorema. 0 < f,(x) < f,(x) va 0 < f—:x] <z zx] tengsizliklar bir-
biriga teng kuchli.

1-Misol. 3x — 4 = x + 6 tengsizlik yechilsin.

Yechish:3-teoremaga asosan 3x—x >4+ 6 Yyoki 2x=>10. 4-
teorema natijalariga ko‘ra x > 5.

Demak tengsizlik yechimlar to‘plami (5;+0) nurdan iborat.

2-Misol. (2x-3<5) A(Bx-5>1) tengsizliklar kon’yunksiyasi
yechilsin.

Yechish: Dastlab birinchi keyin ikkinchi tengsizlikni yechamiz.
2X—-3<5 < 2Xx<8=x<4
X-5>1=3X>6=X>2

Bu tengsizlik kon’yunksiyasini qanoatlantiruvchi sonlar ikkita
tengsizlikni ham qanoatlantirishi kerak. Shu sababli kon’yunksiya
yechimlar to‘plami topilgan yechimlar to‘plamining kesishmasidan
iborat bo‘ladi, ya’'ni x < 4 va x > 2 nurlarning kesishmasidan iborat
bo‘ladi. Demak, yechimlar to‘plami 2 < x < 4 sonlar intervalidan
iborat.

3.2. IKkKki o‘zgaruvchili tenglama, ularning sistemasi, ularni
yechish usullari. lkki o‘zgaruvchili tengsizliklar va ularning
grafigi.

ax + by = ¢ Kko‘rinishdagi tenglamaga birinchi darajali ikki
o‘zgaruvchili tenglama deyiladi. Ikkita x va y o‘zgaruvchiga ega
bo‘lgan tenglama ikki o‘rinli predikat hisoblanadi. Ikki o‘zgaruvchili
tenglamaning yechimi deb, shu tenglamani to‘g‘ri tenglikka
aylantiradigan o‘zgaruvchilarning giymatlari juftiga aytiladi.

Masalan, (3;14) juftlik 2x + 4y = 62 tenglamaning bitta yechimi
hisoblanadi. Bu yechimdan boshqga (1;15), (5;13) va boshga juftliklar

ham bu tenglamaning yechimlari bo‘la oladi. Bundan ko‘rinadiki, ikki
o‘zgaruvchili tenglamaga uning juftliklardan tashkil topgan ko‘pgina
yechimlari mos keladi. Bu juftliklar esa x va y o°‘zgaruvchilarni
aniglanish sohasi X va Y lardan olingan bo‘lishi kerak. (a; b)

juftliklarni (aeX va beY) tekislikda a va b koordinatalarga ega bo‘lgan
M = M(a; b) nuqgta bilan tasvirlash mumkin.

25



Ikki o‘zgaruvchili tenglama yechimlar to‘plamini tekislikda
joylashtirib tekislik nuqgtalar to‘plamining to‘plam ostiga ega
bo‘lamiz. Bu to‘plam ostiga tenglamaning grafigi deyiladi.

Odatda ikki o‘zgaruvchili tenglama cheksiz ko‘p yechimlarga
ega. Shu sababli uning grafigi cheksiz ko‘p nuqgtalarga ega.

Misol. y —x = 0 tenglamani yechimi abssissasi va ordinatasi bir-
biriga teng bo‘lgan (a;a),aeR juftliklardan iborat. Agar tekislikda
M(a; @) ko‘rinishdagi nugtalardan bir nechtasini olsak, ya’ni M(1;1),
M(2;2),... bu nugtalarni koordinata boshidan o‘tib, absissa o‘qining
musbat yo‘nalishi bilan 45° burchak hosil giluvchi to‘g‘ri chizigda
yotishini ko‘ramiz.

6-Teorema: Agar f(x;y) ifoda x va y larning barcha giymatlari
uchun aniglangan, hamda x va y ning hech bir giymatida nolga
aylanmasa, u holda F(x;y) = ®(x;y) va
F(x;v) - f(x;v) = @(x;¥) - f(x;v) tenglamalar teng kuchli.

Tenglamalar sistemasi yechish usullari.

{alx +by=0¢, (1)
a,x+ b,y =c,
ko‘rinishdagi tenglamalar sistemasi ikki o°zgaruvchili chiziqli
tenglamalar sistemasi deyiladi, bunda a4, b,,c; va a,,b,, ¢, lar hagiqgiy
sonlar.
Agar (1) sistemada ¢; = ¢, = 0 bo‘lsa, tenglama

a,x+b,y=0
{azx +b,y=10 (2)
ko‘rinishga keladi. (2) tenglamalar sistemasi bir jinsli sistema

deyiladi.

Boshgacha aytganda a,x+ b,y =c¢, tenglamaning yechimlar
to‘plami B1 va a,x+ b,y = ¢, tenglamaning yechimlar to‘plami B:
bo‘lsa, har ikkala tenglamaning ganoatlantiradigan, har ikki tenglama
uchun umumiy bo‘lgan yechimlar Bi va B2 to‘plamlarning
kesishmasidan, ya’ni B, B, to‘plamdan iborat bo‘ladi.

Tenglamalar sistemasini yechish uning barcha yechimlar
to‘plamini topish demakdir.

Kamida bitta yechimga ega bo‘lgan sistema birgalikdagi sistema
deb, bironta ham yechimga ega bo‘lmagan sistema birgalikda
bo‘lmagan sistema deyiladi.
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Ikki o‘zgaruvchili chizigli tenglamalar sistemasini yechishning
quyidagi usullari mavjud:

1) algebraik qo‘shish usuli: Bu usulda (1) sistemaning birinchi
tenglamasini b, ga, ikkinchisini —b, ga ko“paytirib, o‘zaro qo‘shsak

(a1b; —azby) - x = bycy — bycy
tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglamadan x topiladi.
X = bZCl _ b1C2 (3)
a1b2 o a2b1
birinchi tenglamani —a,ga,ikkinchisini a, ga ko‘paytirib o‘zaro
qo‘shsak
(a1b, —a,b;) -y = a;6, — a,c,
tenglama hosil bo‘ladi, bu tenglamadan y topiladi.
_ 46 T a4 (4)
ab, —a,b,
topilgan x va y lar (1) sistemaning yechimi bo‘ladi.

2) O‘rniga qo‘yish usuli.(1) sistemani o‘rniga qo‘yish usuli bilan
yechish uchun tenglamadan biror o‘zgaruvchini ikkinchi o‘zgaruvchi
orgali ifodalab, bu ifoda ikkinchi tenglamaga qo‘yiladi (odatda
koeftitsienti kichik son bo‘lgan o‘zgaruvchi topiladi).

Masalan, birinchi tenglamadan y ni topamiz:

y= C;ﬂ (b10) buni (1)
1
sistemaning
c, —ax

ikkinchi tenglamasiga qo‘ysak a,x+D, =c, bir o‘zgaruvchili
1

tenglama

hosil bo‘ladi. Bundan x o‘zgaruvchi aniglanadi. x ning aniqlangan

giymatini y = Q;j ifodaga qo‘yib, y topiladi.

1
3.3. Ikki o‘zgaruvchili tengsizliklaning kon’yunksiyasi va

diz’yunksiyasi, ularni grafik usulda yechish.

1-misol. Tekislikda a) x(x—y)>0 b)|x+|y|<1 tengsizliklarning
yechimlar to‘plamini ko‘rsating.

Yechimi: a) x(x—y)>0 tengsizlikni yechishda quyidagi ikki hol
bo‘lishi mumkin:

1) x > 0vax >y bo‘lgan hol, 2) x < 0 va x < y bo‘lgan hol.
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1) holda tengsizlik y = x to‘g‘ri chiziqdan pastdagi x > 0 o‘ng
yarim tekislikni tasvirlaydi. (1-a chizma);

2) holda esa tengsizlik y = x to‘g‘ri chizigdan yuqoridagi chap
yarim tekislikni tasvirlaydi (1-6 chizma).

y \
a) N _ ‘)
W
\ i 4)

1-chizma.

Tengsizlikning barcha yechimlar to‘plami esa chizmada
ko‘rsatilgan shtrixlangan soha (1-b chizma). Shtrixlangan sohani
chegaralovchi x =0 va y==x chiziglar sohaga kirmaydi (chunki
tengsizlik qat’iy tengsizlik).

b) dastlab x = 0 va y = 0 bo‘lsin. U holda quyidagi sistemaga ega
bo‘lamiz.

X=>0
y>0
X+y<1l

x +y =1 koordinata o‘qlaridan 1 birlik kesma kesuvchi to‘g‘ri
chizig bo‘lgani uchun yuqoridagi tenglamalar sistemasi x+y=1
to‘g‘ri chiziq va koordinata o‘qlari bilan chegaralangan shtrixlangan

sohani ifodalaydi (2-a chizma). Qolgan choraklardagi sohalar ham
yugoridagi uchburchaklarga simmetrik bo‘ladi. Bu esa (x;y) nuqtaga
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simmetrik bo‘lgan (—x;v), (x;—v), va (—x;y) nuqtalar tengsizlikni
qanoatlantirishidan yaqqol ko‘rinadi.(2-b chizma)

y
¥ L | @)
y +
\ x\5 R&
2N ==
(‘-{; O) k X
L N \,y/\, A
0 1\ X <A
(0 ;' - f)
a) 2-chizma b)

2-misol. z=(y-x*)(x—y?) funktsiyaning XoY tekislikda musbat
yoki manfiy sohalarini ko‘rsating.

Yechimi: xoY tekislikda y = x? va y < x? shuningdek x = y? va
x < y? sohalarni bir-biridan ajratuvchi y = x? va x = y? parabolalarni
yasaymiz

y (3-chizma). Ikkita chizmani bir-biri

' . ustiga  joylashtiramiz. U  holda
% ] e kesishgan  shtrixlar  joylashgan,
SR —— e shtrixlanmagan soha mushat soha,
P || = golganlari manfiy soha bo‘ladi.
MM Umuman 5 ta soha mavjud bo‘lib

undan ikkitasi manfiy, uchtasi musbat
hisoblanadi.
Ikki o°zgaruvchili tengsizlikni ikki o‘zgaruvchili predikat sifatida
garash mumkin. Shu sababli

i(:;:(x; y)=0
(Gy) <0
ko‘rinishdagi  ikki noma’lumli tengsizliklar sistemasini bu
tengsizliklarning (f(x9) = 0OA(glxy) < 0) kon’yunksiyasi

ko‘rinishida yozish mumkin.

Bu Kkon’yunksiyani yechimlar to‘plami
har  bir predikat chinlik to‘plamlari <
kesishmasidan iborat bo‘ladi. E
3-misol. y > 3Ax? + y2 = 25 yoki \

{ v =3 = -
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Buni grafigi markazi koordinatalar boshida radiusi 5 ga teng doirani
absissa o‘qiga parallel va undan 3 birlik yugoridan o‘tuvchi to‘g‘ri
chiziq bilan kesishgan yugorigi gismini ifodalaydi.

Ta’rif: f(x;¥) =0 yoki f(x;¥) <0 ko‘rinishdagi o‘zgaruvchili
ifodalarga ikki o‘zgaruvchili tengsizlik deyiladi.

Ikki o‘zgaruvchili f(x;¥) =0 yoki f(x;y) =<0 tengsizlikning
yechimi deb, sonlarning tartiblangan barcha (a, b) juftlariga aytiladiki,
bu sonlar tengsizlikdagi noma’lumlar o‘rniga qo‘yilgandan keyin chin
tengsizlik hosil bo‘ladi. Qisqa qilib, sonlarning (a;b) jufti berilgan
tengsizlikni ganoatlantiradi, deyiladi.

Masalan: (4;2) juftlik x? +y? <25 tengsizlikni yechimlar

to‘plamiga tegishli, chunki x ni 4 ga y ni 2 ga almashtirsak
42 +22 <25 chin tengsizlik hosil bo‘ladi. Agar tengsizlikning
yechimlari to‘plamidan olingan har bir (x;y) juftga mos ravishda
tekislikning M(x;y) nuqtasini qo‘ysak, u holda berilgan tengsizlikka
mos tekislik nuqtalar to‘plamiga ega bo‘lamiz. Bunga berilgan
tengsizlikning grafigi deyiladi.

Odatda tengsizlik grafigi tekislik sohalaridan iborat bo‘ladi.
F(x;v) = 0 tengsizlikni yechimlar to‘plamini tasvirlashda quyidagiga
amal qgilinadi: Dastlab tengsizlik belgisi tenglik belgisi bilan
almashtiriladi va F(x;y) =0 tenglamaga mos chiziq chiziladi. Bu
chiziq tekislikni bir gancha bo‘laklarga bo‘ladi. Bu bo‘laklarni har
birida bitta nuqgta olinib, bu nugtada F(x;y) = 0 tengsizlik bajarilishi
tekshiriladi. Agar tengsizlik shu nuqgtada bajarilsa, bu tengsizlik
tekislikning shu bo‘lagida to‘la bajariladi. Shunday qismlar
birlashtirilib berilgan tengsizlikning yechimlar to‘plami hosil gilinadi.

Uni koordinata tekisligida tasvirlash mumkin. Masalan,

ax+by+c>0 (1) ax+by+c<0 (3)

ax+by+c>0 (2) ax+by+c<0 (4)
chiziqli tengsizliklar yechimlari to‘plami (1) va (3) tengsizliklar uchun
a va b koeffitsientlar ishoralariga bog‘liq ravishda ochiq yarim
tekisliklarni ifodalaydi. (4-a,b-chizmalar). Agar tengsizliklar noqgat’iy
bo‘lsa, ya’ni (2) va (4) ko‘rinishda bo‘lsa, yechimlar to‘plami yarim
tekisliklardan iborat bo‘ladi, boshgacha aytganda yechimlar
to‘plamiga ax+by+c =0 tenglamani qganoatlantiruvchi nuqgtalar

to‘plami ham kiradi.
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y \ ax+8y+C >0

% 2

a) 4-chizma
x> +y? <r’ tengsizlikning yechimlari to‘plami markazi koordinatalar
boshida va radiusi r bo‘lgan doiradan
iborat (qat’iy  tengsizlikda aylana Y
chizig‘idagi nuqtalar yechimlar
to‘plamiga tegishli emas), nogqat’iy
tengsizlikda aylana chizig‘idagi nugqtalar

e
v
D9
=2
_
Ry

bu to‘plamga tegishli. § -
X’ +y°>r® tengsizlikning yechimlari \y

to‘plami esa bu doiraning to‘ldirmasidir.

Test
savollari:
1. Quyidagi tenglamalardan gaysi biri ildizga ega emas?
A)3x2—6x+2=0 B)3xZ2—6x+4=0
C)3x2+6x—2=0 D) 3x2—6x—4 =0.

2. x>+ 5x+a =0 tenglamaning bir ildizi 2 ga tengligi ma’lum.
Uning ikkinchi ildizini toping.

A)3 B) -3 C)a D) -7
3. Tenglamani yeching: v—x=x + 2

A) ildizi yo‘q B) -1 C) -4 D) -1va-4
4. Tenglamani yeching: x2 —3|x| =0

A)0 B) 3 C)-3 D)0 va +3
5. Tenglamani yeching: |x + 2|+ 2|x—3| =7

A) -2 B) -2 va 3 C)1va 3% D) 3
6. Tenglamani yeching: log, x+2log, x+4log,; x =3

A)l B) 2 C)4 D) 8

7. Tenglamani yeching: (2x-1)*=0
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8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

A): B) 1 C)2va-1 D) 1 va -2
Tenglamani yeching: 10* =5

A)?2 B) C) lg5 D) log, 10
Tenglamani yeching: 3*(3* -12) =-27
A)3va9 B)3va?2 C)lva2 D) log,12

Tengsizlikni yeching: x* > x
A) (0;+0) B) (1;+e) C) (0;1) D) (—o=;0) U (1;4)

Tengsizlikni yeching: %>1
A) (0;1) B) (1;4%) C) (—=2;0) U (1;4+%) D) (—;0) U (0;1)
Tengsizlikni yeching: log,,, x>-1
A)0<x<?2 B)x>2 C)x <2 D) x >~
Tengsizlikni yeching: lg(x* +2x) <0
A) [F1-v2-1+42] B) (0;+0)
C) (—1—+2;-2)u (0;—1++2) D)
(—o0; =1 —=v2) U (=1 ++/2; +o0)
Tengsizlikni yeching: 2° > 4*
A)x=0 B)x<0 C)0<x<2 D)bo‘shto‘plam.
Tengsizlikni yeching: (0,3)* < (0,09)*
A) bo‘sh to‘plam B) (—oo;4+x)  C) (—1;3) D)

(—oo; —1) U (3;+0).

N

Nazorat savollari:

. Bir o‘zgaruvchili (noma’lumli) tenglama deb nimaga aytiladi?
. Ikki o‘zgaruvchili tengsizlikni ta’rifini ayting.
. Tenglamalalarning teng kuchliligi haqgidagi teoremalar va

ularning natijalarini ayting.

. Tengsizliklar kon’yuksiyasi va diz’yunksiyasini misollar

yordamida yechib ko‘rsating.

. Ikki o‘zgaruvchili tenglamalar sistemasini yechish usullarini

misollar yordamida tushuntiring.
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4-MAVZU: MATRITSA VA DETERMINANTLAR
Reja:
Matritsa hagida tushuncha. Matritsalarning tengligi.
Matritsalar ustida amallar.
3. Ikki va uch noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasining
matritsasi.

N

4.1. Matritsa hagida tushuncha. Matritsalaming tengligi.
1-Ta’rif: m ta satr va n ta ustundan iborat to‘g‘ri to‘rtburchak
shaklidagi m-n ta sondan tashkil topgan jadval m x n tartibli matritsa,

uni tashkil etgan sonlar esa matritsaning elementlari deb ataladi.

Matritsalar A,B,C,... kabi bosh harflar bilan, ularning i-satr va j-
ustunida joylashgan elementlari esa odatda a;; , b;, ¢; kabi mos kichik
harflar bilan belgilanadi. Masalan,

2 13
A=|1 -2
5 0.4

matritsa 3x2 tartibli, ya’ni 3 ta satr va 2 ta ustun ko‘rinishidagi 3-2=6 ta
sondan tashkil topgan. Uning 1-satr elementlari a11 =2, a1 = 13; 2-satr
elementlari a2 =1, a2 =-2 va 3-satr elementlari as1 =5, as» =0.4
sonlardan iborat. Bu matritsaning 1-ustuni ai1 =2; a21 =1 a3z =5; 2-
ustuni a2 = 13 va a2z =-2, as2 =0.4 elementlardan tuzilgan

Agar biror A matritsaning tartibini ko‘rsatishga ehtiyoj bo‘lsa, u
Amxn ko‘rinishda yoziladi va umumiy holda

a, &, - q,

_ Ay Ay Ay,

Ana .
a'ml amz e amn

yoki gisqacha 4, ~» =( a;; ) ko‘rinishda ifodalanadi.

2-Ta'rif: Agar matritsa n ta satr va n ta ustundan iborat bo‘lsa, u
holda u nxn tartibli kvadrat matritsa deyiladi.

Agar matrisa fagat bitta satrdan iborat bo‘lsa, u holda bu
matrisani — satr matritsa; agar faqat bitta ustundan iborat bo‘lsa, uni
ustun matritsa deyiladi.

- 0 -
(-5 812 )—satr matrisa; {7Justun matrisa
4
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Ann Kkvadrat matritsa gisqacha A4n kabi belgilanadi va n-tartibli
kvadrat matritsa deyiladi.
3-Ta’rif: Agar ikkita A va B matritsalarning barcha mos
elementlari o‘zaro teng bo‘lsa, u holda ular teng matrirsalar deyiladi.
A va B matritsalarning tengligi A=B ko‘rinishda belgilanadi.
AZ[—7+4 2-3]’ BZ[—s 6}
5-2 4:4 3 1
matritsalar o‘zaro teng, ya’ni A=B bo‘ladi.

4-Ta’rif. Anx, matritsada i=j bo‘lgan elementlar diagonal
elementlar deyiladi.

0 9 4
Masalan, Am:(

L 3 2} matritsaning diagonal elementlari @11 =0

va az2 =3 bo‘ladi.
5-Ta’rif: Diagonal elementlaridan boshga barcha elementlari
nolga teng bo‘lgan kvadrat matritsa diagonal matritsa deyiladi.

0 00
-0 0 0 B—_SO
A= : 2710 1
00 8

6-Ta’rif. Barcha diagonal elementlari birga teng bo‘lgan diagonal
matritsa birlik matritsa deyiladi.
0
0].
1

10
%o 1) & =
o°‘lgan matritsa nol

7-Ta’rif: Barcha elementlari nollardan iborat
matritsa deb ataladi.

O O =
UOI—‘O

00 0 0 O 0O 0O
02x3:(0 0 OJ’ O3x0=|0 0/, 03x3=03=|0 0 O
0O 0 O 0O

4.2. Matritsalar ustida amallar.

8-Ta’rif: Ixtiyoriy tartibli 4.x, matritsaning istalgan A songa
ko‘paytmasi deb bu matritsaning har bir elementini A songa
ko‘paytirishdan hosil bo‘lgan matritsaga aytiladi va AA kabi
belgilanadi.

124 2.(-1) 22 2-4) (-2 4 8
A=|56 7 2:-A=|2.5 2.6 2.7|=| 10 12 14

301 2.3 20 21 6 0 2
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O-Ta’rif: Bir xil tartibli A va B matritsalarning mos
elementlarining yig‘indisidan tashkil topgan matritsa A va B
matritsalar yig‘indisi deyiladi va A+B ko‘rinishda yoziladi.

2 -3 9-5
A=A,=| 10| va B=B,,=| 0 13
13 13

matritsalar uchun
2+9 -3+(-5) 11 -8
A+B_{1+O 0+13 J—{l 13]
-1+(-1) 3+3 -2 6
Matritsalarni songa ko‘paytirish va o‘zaro qo‘shish amallari
quyidagi qonunlarga bo‘ysunishi bevosita ularning ta’riflaridan kelib
chigadi:
|. A+B=B+A (qo°‘shish uchun kommutativlik qgonuni);
Il. A+(B+C) = (A+B)+C (qo‘shish uchun assotsiativlik qonuni);
1. A(A+B)=AA+AB, (A+n)A=AA+uA (distributivlik qonuni).
Bundan tashqari yuqoridagi ta’riflar orqali bu amallar ushbu
xossalarga ham ega bo‘lishini ko‘rsatish qiyin emas:
A+O=A, A+A=2A, 0-A=0, Ar-0=0.
10-Ta’rif: Bir xil tartibli A va B matritsalarning mos

elementlarining ayirmasidan tashkil topgan matritsa A va B matritsalar
ayirmasi deyiladi va A-B ko‘rinishda yoziladi.

2 -3 9-5
A=A,=| 1 0| va B=B,,=| 0 13
13 13

matritsalar uchun

2-9  -3-(-5) (-7 2
A-B=|1-0 0-13 |=| 1 -13
1-(-1) 3-3 0 0

11-Ta’rif: An~p=(aij) va Bpx,=(bij) matritsalarning ko ‘paytmasi
deb shunday C.x,=(Cij) matritsaga aytiladiki, uning cij elementlari
ushbu

p
Cij Zkz_:laikbkj, i=12 - m; j=12--n

yig‘indilar kabi aniqlanadi.
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Ikki A va B matritsalarning ko‘paytmasi birinchi matritsaning
ustunlar soni ikkinchi matritsaning satrlari soniga teng bo‘lgandagina
Kiritiladi.

a [t 1 o (10 1), (114
><2_1 _21 2><3_2 _3 4 2x3 T _8 1 8

Matritsalar ko‘paytmasi va yig‘indisi quyidagi qonunlarga
bo‘ysunadi hamda ushbu xossalarga ega bo‘ladi:
l. A(BC)=(4B)C, (AA)B=A(LB) (ko‘paytirish uchun assotsiativlik
gonuni);
ll. A(B+C)=4B+AC (ko‘paytirish va qo‘shish amallari
(4+B)C=AC+BC uchun distributivlik gqonunlari);
1. AE=EA=A4, 0-A=0, A-O=0, 0-A=0.
12-Ta’rif: A kvadrat matritsani o‘zaro m marta (m — birdan katta
ixtiyorly natural son) ko‘paytirish natijasida hosil bo‘lgan kvadrat
matritsa A matritsaning m- darajasi deyiladi va A™ kabi belgilanadi.
Daraja ta’rifidan uning quyidagi xossalari bevosita kelib chiqadi
(m,k-natural sonlar, A-haqiqiy son):
1. Am _Ak — Am+k : 2 (Am)k — Amk :
3.(AA" =A"A" ;4. E"=E; 50"=0.

el )
werne(y e 5

13-Ta’rif: Matritsaning yo‘l va ustunlar o‘rinlarini almashtirish
transponirlash deyiladi.
A matritsaning transponirlangani AT kabi belgilanadi. Agar A

matritsa mxn o‘lchovli bo‘lsa, uning transponirlangani AT nxm
o‘Ichovli bo‘ladi.

1 4
. (123
Aaxzz 2 5| = A2><3:(4 5 GJ'

3 6
Matritsani transponirlash amali quyidagi xossalarga ega bo‘ladi:
1. (AT)T=A; 2. (MA)T=MAT (A~ ixtiyoriy

haqiqiy son);

3. (A+B)'=AT+BT; 4.(A4-B)"=BT-AT.
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4.3. Ikki va uch noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasining
matritsasi.
14-Ta’rif: n noma’lumli m ta chizigli tenglamalar sistemasi deb
quyidagi ko‘rinishdagi sistemaga aytiladi:
Q1% 817Xy +a3X3 + o+ By Xy =y
Ao Xq +Ax Xy +AxzXg + -+ Xy =Dy

1)

A Xy + 8maXo + 8p3X3 + -+ 8 Xy =Dy

Bu yerda ajj va bi (i=1,2, ..., m; j=1,2, ..., n) —berilgan va ixtiyoriy
o‘zgarmas sonlar bo‘lib, aij sonlari (1) sistemaning koeffitsiyentlari, bi
esa 0zod hadlari deyiladi. Bu sistemada x; ( j=1, 2, ... , n)
noma’lumlar bo‘lib, ularning giymatlarini topish talab etiladi.

Yig‘indi belgisi yordamida (1) sistemani qisqacha quyidagicha yozish
mumkin:

iainjzbi, i:1,2,°”,m. (2)
j=1

Endi (1) yoki (2) chizigli tenglamalar sistemasining aij
koeffitsiyentlaridan tuzilgan to‘rtburchakli A matritsani, Xj
noma’lumlar va bi ozod hadlardan hosil gilingan X va B ustun
matritsalarni kiritamiz:

8y . 9y X b,
a, .. a X b

A= Ay 22 2n X = :2 _ (Xl X, X )T . B= :2 (3)
aml am2 amn Xn bn

Unda, matritsalarni ko‘paytirish amalidan foydalanib, (1)
sistemani ixcham va qulay bo‘lgan quyidagi matritsaviy ko‘rinishda
yozish mumekin:

AX=B
(4)

15-Ta’rif: (1) yoki (2) chizigli tenglamalar sistemaning
yechimi deb shunday xi1=au1, X2=a, ..., Xr=on Sonlarga aytiladiki, ular
tenglamalar  sistemasiga  qo‘yilganda har  bir tenglamani
qanoatlantiriladi, ya’ni to‘g‘ri tenglikka aylanadi.

Sistemaning yechimlari
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ustun matritsa ko‘rinishda yozilsa, u (4) matritsaviy tenglamani
to‘g‘ri tenglikka aylantiradi. Bunda n ta sondan tuzilgan X ustun
matritsa sistemaning bitta yechimi bo‘lib hisoblanadi.
Masalan,
{2X1 — X, +3%, =1 (5)
4x, +3X, —X; =9
n=3 noma’lumli m=2 ta tenglamalar sistemasi uchun x;=—2, x2=
0 va x3=1 yoki
-2
X =|0
3

ustun matritsani tashkil etgan sonlar yechim bo‘ladi. Haqigatan
ham bu sonlarni berilgan (5) sistema tenglamalariga qo‘ysak,

2%, — X, +3%, =2-(-2) —0+3-1=-1
4%, +3%, — X3 =4-(-2)+3-0-1=-9
to‘g‘ri tengliklarga ega bo‘lamiz.

33 ) ) - e

2 1 3y ° 1
I
1
Sistemaning yechimini mavjudligini tekshirish va yechim
mavjud bo‘lgan taqdirda, uni topish sistemani yechish deb ataladi.
Chizigli tenglamalar sistemasini yechishda uch hol bo‘lishi mumkin.
1-hol. Sistema yechimga ega va bu yechim yagona. Masalan,
3% +4x, =-14
{ 2% —3X%, =19
sistema uchun x1=2 va x2=—5 yagona yechim bo‘ladi.
2-hol. Sistema yechimga ega va bu yechim bittadan ortiq.
Masalan, yuqoridagi (5) sistema uchun ko‘rsatilgan yechimdan
tashgari x1=-5, X2=26 va X3=43 ham yechim bo‘lishini bevosita
tekshirish mumkin.
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3-hol. Sistema yechimga ega emas. Masalan,
X+ X, =1
sistema yechimga ega emas, chunki yig‘indisi bir paytning
o‘zida ham 1, ham 0 bo‘ladigan sonlar mavjud emas.

Test savollari:
1. Qaysi shartda Amn va Bpq matritsalarni ko‘paytirish mumkin?
A) m=p; B) m=q; C) n=p; D) n=q;
2. Quyidagi A va B matritsalar ustida ganday amallar bajarish
mumkin?

b, b
&, &, &y 11 12
_ B=
A (a‘Zl a,, azsj (bzl bzzj
A) A-B; B) 4'B; C) B-4; D) A+B.
3. A:(z 3],32[1 OJ 44+3B="
4 5 2 3
N B) (22 3 C)(2 = D) ..(° 3
[22 29) [4 15 J (14 5j _(4 25)
4. Matritsa mazmuni qayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?
A) sonlar yig‘indisi; B) sonlar ko‘paytmasi;
C) sonlar to‘plami; D) sonlar jadvali.

5. (Z ;3_2] matritsaning tartibini aniglang.

A) 2x2; B) 2x3; C) 3x2; D) 3x3;
6. Elementlari ajj bo‘lgan matritsa gachon nol matritsa deyiladi?
A) Barcha ajjelementlarning yig‘indisi nolga teng bo‘lsa;
B) Barcha ajj elementlari nolga teng bo‘lsa;
C) Barcha ajj elementlarning ko‘paytmasi nolga teng bo‘lsa;
D) Biror satridagi barcha ajj elementlar nolga teng bo‘lsa;
7. Quyidagi matritsalarning gaysi biri nol matritsa bo‘lmaydi?

A)[O Oj; B)(0 0 0); C)(O 0 Oj;

00 0 00

D) Keltirilgan barcha matritsalar nol matritsa bo‘ladi.
8.  Elementlari ajj bo‘lgan kvadrat matritsa gachon birlik matritsa
deyiladi?
A) Barcha ajj elementlar birga teng bo‘lsa; B) aii=1 va aij =0
(i#£)) bo‘lsa;
C) Barcha aji diagonal elementlar birga teng bo‘lsa;
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D) Biror satrdagi barcha ajj elementlar birga teng bo‘lsa;
9.  Birlik matritsani ko‘rsating.

A) (1 Oj; B) (1 Oj; C) (1 1} D) [O 1].
00 01 11 10
10. Birlik matritsani ko‘rsating.
A) 111; B)(llll; Q) 10 0;
111 000 010
D) bu yerda birlik matritsa yo‘q.

36 1
11. Quyidagi matritsaning a3 elementini toping: A_{G 0 _4J
1 4 -2
A) 4 B) 4 C)6 D) -2
12. Quyidagi matritsaga teng matritsani toping: @2 153]

A) (2*: 3—0) B) (3*4 3—0) C) G*; 3—0) D) [124 13)

5-10 8:2 5+10 5+10 5
13. Quyidagilardan qaysi biri ustun matritsa bo‘ladi?
0 3 2
10 11 12
A)|-3 0 _4} B)(O -3 9) C) (7] D) (22 29)
-2 4 0
2 -3 4
14. Quyidagi matritsaning transponirlanganini toping: A_{S 4 —2}
4 2 3
2 -3 4 2 3 4 4 3 2
A) A"":[s 4 2}, B)AT=|-3 4 2|, C)AT=|2 4 -3|,
4 2 3 4 -2 3 3 -2 4

D) Barcha javoblar to‘g‘ri

S¥ +3X, =62, .
15. { ! : ikki noma’lumli ikkita chiziqli tenglamalar

4%, +5X, =73

sistemasining matritsasini yozing.
() ) e e
i) ol ) = e
onf) ) LY = ax
R S IS




Nazorat savollari:

1. Matritsalarni songa ko‘paytirish va o‘zaro qo‘shish amallari
uchun distributivlik gonuni o‘rinli bo‘lishini ko‘rsating.

2. Matritsani songa ko‘paytirish va matritsalarni ko‘paytirish uchun
assotsiativlik gonuni o‘rinli bo‘lishini ko‘rsating.

3. Apxq =( a; ) matritsaning p # q bo‘lganda m — darajasini (m —
birdan katta ixtiyoriy natural son) hisoblash mumkin emasligini
ko‘rsating.

4. Istalgan tartibli matritsalarni ko‘paytirish mumkin emasligini
ko‘rsating.

111 2 4
5. A=|1 2 4| X=|3| B=|4| = AX=B ekanligini ko‘rsating.
139 -1 2

4-1-MAVZU: IKKINCHI VA UCHINCHI TARTIBLI
DETERMINANT, UNING XOSSALARI. KRAMER
FORMULALARI.
Reja:
1. Determinant tushunchasi va uni hisoblash.
2. Determinantlarning asosiy xossalari.
3. Kramer formulalari.

4-1.1. Determinant tushunchasi va uni hisoblash.
1-Ta’rif: Ixtiyoriy n x n o‘lchovli kvadrat matritsa

a, a, - &,
AM _ aZl Ay v Ay,
a, a, - a,
ning elementlaridan tuzilgan ushbu
a, 4, -
Ay Ay o Ay,
a, a, - a,

ifoda (matritsa kabi n ta yo‘l va n ta ustunga ega bo‘lgan ifoda) 4
matritsaning n-tartibli determinanti deyiladi va det4 (yoki |4|, yoki A
) kabi belgilanadi:
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7 app - 9y
W:detA: 21 22 2n
dnp Qpp 0 Qpp

2-Ta’rif: Berilgan |A| determinantni tashkil etgan ajj (i,j=1,2, ...
,n) sonlar determinantning elementlari, gorizontal ko‘rinishda
joylashgan ajj (j=1,2, ... ,n) elementlar determinantning i- satri (i=1,2,
... ,Nn), vertikal ko‘rinishda joylashgan ajj (i=1,2, ... ,n) elementlar esa
determinantning j ustuni (j=1,2, ... ,n) deyiladi.
Matritsa elementi determinantning ham elementi deyiladi.

Masalan, n = 1 bo‘lganda A = (a,,) bo‘lib, detA = a,;

a a .
n=2bo’lgandad = (42 ,2*)bolib,
Ay
det A= =y Ay — Ay, - Ay (1)
dy Ay

dem:li _53|=2-5—(—3j-4=10+12=22.
Ay Aq5 Q43

n =3 bo‘lganda 4 = ("121 Az2 aza) bo‘lib,

A3y Oz; (dgz3
dy Gy g
detA=lay ay Gy|=ay 0y A+ 0y Gy Ay + Ay~ Gy Gy —
a3 d3p g (2

T3 Uy Uy — Ay " Uyy " Uyz —Uy3 sz * Ay

)

bo‘ladi.
2 3 4

detA=[5 -2 1/=2.(-2)-3+3-1.1+5:2-4-4-(-2)-1-3-5-3-1.2.2=-10
1 2 3

Odatda (1) va (2) mos ravishda ikkinchi va uchunchi tartibli
determinantlar deyiladi.

Demak, determinantlar sonlarni ifodalaydi.
Faraz qgilaylik, biror

42



ayy 4y dgg

Uy Ay Ay

a3 dzp Ay
uchinchi tartibli determinant berilgan bo‘lsin. Bu determinantning
biror a;;, (i = 1,2,3; k= 1,2,3) elementini olib, shu element joylashgan

yo‘lni hamda ustunni o‘chiramiz. Ravshanki, qolgan elementlari
ikkinchi tartibli determinantni hosil giladi. Bu determinantga ay,

elementning minori deyiladi va u M, kabi belgilanadi.
USth Aiﬁ: = E_ljﬁ-k ) Mik
miqgdor a,, elementning algebraik to‘ldiruvchisi deyiladi.

Masalan:
4 -1 2
|4l =13 &5 1
1 4 -2
determinant uchun
Haz — (_113+2 '531' §| — 2, 1‘:111 — E_1]1+1 i _12| =—14

va hokazolar.

Teorema. Determinantning biror yo‘lida joylashgan barcha
elementlarning ularga mos algebraik  to‘ldiruvchilari  bilan
ko‘paytmasidan tashkil topgan yig‘indi shu determinantning
giymatiga teng bo‘ladi.

Ikkinchi tartibli determinant, ta’rifga ko‘ra

dyp Q|
=y lyy — Gy Ay
dy Ay
bo‘ladi.
Uchinchi tartibli determinant, ta’rifga ko‘ra
&; d, ap
a, a, a,=a &y Ay _a &y 8y ‘a & 8y
1 2 3 M1 2 3
Ay Qg 8y O T
A3 8y A

bo‘ladi. Bu tenglikda qatnashgan ikkinchi tartibli determinantlarni
hisoblab topamiz:
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A A, Qg

a, Ay a%::an(an'a%'_aB'aﬁ)_au(am'a%‘_aﬁ'aa)+

A3 8y Ay

+ay5 (a21 "5 —ay - a31) = 811855853 + A;,8,385, + Q38,83 — A;8,3A3, —
—58,,853 — 385,85

1 -2 3 5 2 4 2 4 5
5 _1- —(-2)- 3. — 110,
g > _22 |3 —2| |5 —2|+ |6 3|

Demak, uchinchi tartibli determinant 6 ta had yig‘indisidan iborat
bo‘lib, ularning uchtasi musbat ishorali, uchtasi manfiy ishorali
bo‘ladi.

Musbat va manfiy ishorali hadlarni yozishda quyidagi
tasvirlangan sxemalardan foydalanish qulay bo‘ladi,

2

Agar uchinchi tartibli determinantni quyidagi ko‘rinishda yozib olsak
17 Qg3 G133 @11 Gg2

37 Q2 Gz3 Q37 Ay

(37 Q33 Gzz @z; Az
determinantning giymatini Sarrius usuli deb ataluvchi usul bilan ham
hisoblash mumkin;

-
2 4

detA=1|3 1 3|3 1=14+60+0—-(-5)—0—-84=-5,
5 0 715 0

4-1.2. Determinantlarning asosiy xossalari.

e Agar determinantning biror satri (ustuni) fagat nollardan
iborat bo‘Isa, determinantning qiymati nolga teng bo‘ladi.

Masalan,
3 2 1
0 0 0/=3-0-7+2-0-5+1-0-6—1-0-5-—
5 6 7

—2-0-7-3-0-6=0.
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e Agar determinantning ixtiyoriy ikkita satri (ikkita ustuni)
elementlari proporsional bo‘lsa, determinantning giymati nolga teng
bo‘ladi.

Masalan,
2 -1 1
6 —3 3[=0
0 -2 1

e Agar determinantning biror satri (ustuni) biror A o‘zgarmas
songa ko‘paytirilsa, determinantning qiymati ham A ga ko‘payadi.

e Agar determinantning ixtiyoriy ikkita satrlari (ikkita
ustunlari) o‘rinlarini almashtirilsa, determinant ishorasini o‘zgartiradi.

Masalan,
2 1 0 2 0 1
3 4 5|=—|3 5 4|
-6 7 8 -6 8 7

e Agar determinantning bir satrini (ustunini) o‘zgarmas songa
ko‘paytirib, uni boshga satriga (ustuniga) qo‘shilsa, determinantning
giymati o‘zgarmaydi.

Masalan,
2 1 0 2 1 0
3 4 5/=|2-2+3 2-14+4 2-0+5|=-60,
-6 7 8 —6 7 8

e Agar determinantda har bir i-satr (i=1,2,3, ---,n) i-ustun bilan
almashtirilsa, uning qiymati o‘zgarmaydi.

Masalan,
1 2 3 1 4 7
4 5 6|=2 5 8|=0.
7 8 9 3 6 9

e Agar determinantning ikkita satr (ustun) elementlari bir xil
bo‘lsa, uning qiymati nolga teng bo‘ladi.

Masalan,

-2 1 1

-1 3 3

-3 2 2

e Agar determinantning biror satr (ustun) elementlari umumiy A
ko‘paytuvchiga ega bo‘lsa, uni determinant belgisidan
tashgariga chigarib yozish mumkin.

Masalan,

=0.
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0 3 1 0 3 1
1 2 1 |=2-|1 2 1|=-14.
2-2 2-3 2-4 1 3 4

e Agar determinantning biror i-satri ikkita qo‘shiluvchi
yig‘indisidan iborat, ya’ni aj + Dbijj ko‘rinishda bo‘lsa, bu
determinantni ikkita determinantlar yig‘indisi ko‘rinishida
yozish mumekin.

Masalan,
5 2] _13+2 21_ 13 21,12 2]_ _
|5 1_|1+4 1_|1 1|+|4 1=
e Diagonal matritsaning  determinanti  uning  diagonal
elementlari ko‘paytmasiga teng bo‘ladi.

Masalan,
4 0 0

0 5 0
0 0 2

e Agar A va B bir xil tartibli kvadrat matritsalar bo‘lsa, u holda
|4-B|=|A|‘|B| tenglik o‘rinlidir.
Masalan,
G -G 2=l 3l 2
4-1.3. Kramer formulalari.
Uch noma’lumli uchta chiziqli tenglamadan iborat ushbu
A X+, Y +a,z =h,
X t+anY+anl= b2’ (3)
AnX+ 85y + 857 :bs
sistemani garaymiz. Sistema uchta X,y va z noma’lumli chiziqli
tenglamalar sistemasi deyiladi, bunda a,,,8,,,8,3,8,,8,,,8,,8;,8;,,ds,
sonlar tenglamalar sistemasining koeffitsientlari, b,b,vab, sonlar

ozod hadlar deyiladi. Bu sistemaning koeffitsientlaridan quyidagi

a; ad,
A= d, QAy Ay

8y 83 Ady
tenglamalar sisremasining uchinchi tartibli asosiy determinanti hosil
gilamiz. So‘ng bu determinantning birinchi, ikkinchi va uchinchi
ustunlarini mos ravishda ozod hadlar bilan almashtirib quyidagi
yordamchi determinantlarni tuzamiz:

=4-5-2 =40,
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b a, a, a; b a, a; &, b

Ax = bz Ay Ayl Ay =18y bz Qs A, =gy a, bz .

b3 a32 a33 a31 bS a33 a31 a32 b3
Demak, (1) sistema berilgan holda har doim A,A,,A A,

determinantlarga ega bo‘ladi.
Teorema. Agar
1) A=0 bo‘lsa, u holda (1) sistema yagona (x,y,z) yechimga
ega bo‘lib,
A A,
X==5, y=—o, oz (4)
bo‘ladi;
2) A=0 bo‘lib, A #0,A #0bo‘lsa, u holda (3) sistema
yechimga ega bo‘lmaydi;
3) A=A, =A,=A,=0 bo‘lsa, u holda (1) sistema cheksiz ko‘p
yechimga ega bo‘ladi.
Yuqgorida keltirilgan tenglamalar sistemasining yechimini topish
formulalari Kramer formulalari deyiladi.
Misol. Ushbu
2X+3y -7 =5,
X+y+2z=1,
2X—-y+z=1
tenglamalar sistemasi yechilsin.

Avvalo  sistema  koeffitsientlaridan  tuzilgan ~ Aasosiy
determinantni hisoblaymiz:

2 3 -1
A=1 1 2|=2+12+1-(-2)—(-4)-3=18=0.
2 -1 1

Demak, berilgan sistema yagona yechimga ega. Endi A ,A ,A
yordamchi determinantlarni hisoblaymiz:

5 3 -
A =7 1 2|=5+6+7-(-1)—(-10)-21=8,
1 -1 1
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2 5 -1
A, =1 7 2 :14+20—1—(—14)—4—5:38,
2 1 1
2 3 5
A, =1 1 7|=2+42-5-10—(-14)-3=40.
2 -1 1
Unda
(A8 4 A 38 190 A _40_20
A 189 YTATIB 9 AT 18 9
bo‘ladi.
Test savollari:
1. Quyidagi determinantning a;, elementini toping.
6 1 4
detA=10 5 3
7 2 1
A) 7 B) 2 C)5 D)0
2. Tenglamani yeching:
| X 3|=5
2—x 2
A) 2= B) 1 C)-1 D) -
3. Quyidagi determinantning diagonal elementlari yig‘indisini
toping.
0 2 8
|Al=[9 5 3
4 7 1
A) 17 B) 13 C) 10 D) 6
4. Quyidagi determinantning a,, va a,; clementlari yig‘indisini
toping.
-3 2 0
Al =|-4 1 1
1 2 3
A) -3 B) 2 C)3 D) -2
5. Quyidagi determinantda a,,elementning algebraik
to‘ldiruvchisini hisoblang
0 0 1
lAl=[2 2 0
1 0 1
A) 0 B) 2 C) -2 D)1
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6. Determinantning a,, elementining minorini toping.

3 4
"q|=|5 6
A)5 B) -5 C)4 D) -4
7. Ushbu determinantni hisoblang.
1 1 1
|Al=[2 3 3
4 6 7
A) -1 B)1 C)2 D) 3

8. Tenglamalar sistemasini yeching.
x; +4x,—5x; =8
{21:1 +3x;, —4x,=09
X;—2X;—X3=26
A) (2;-4;10) B)(2;,-1;-2) C)(-21;2) D) (21;2)
2x;, —3x,=05

* . . . ¢
3x, +x, =2 sistemaning yechimi bo‘lsa,

9. (x4;x,) sonlar jufti {

x, + x, Ni toping.

A) 2 B) 1 C)0 D) -1
10. Ushbu determinantni hisoblang.
2 0 0
|[A]=2 3 ©
4 6 4
A) 24 B) 12 C)6 D) 8
11. Tenglamani yeching:
6 xl -6
x+1 2
A)x,=3;x,=2 B)x,=-3;x,=2
C)x;=-3; x,=-2 D)x;, =3; x, =2
12. Quyidagi determinant a,,va a,, elementlarining algebraik

to‘ldiruvchilari
ayirmasini toping.

1 1 1
|A|=12 3 3
4 6 7
A) 0 B) 2 C) -2 D)3
13. Quyidagi determinant a,; va a,, elementlarining
yig‘indisini toping.
1 1 0
[AlI=12 3 1
0 2 3
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A) 4 B) 3 C)5 D) 1

14, Ushbu determinant a,, va a,, elementlari minorlarining
ko‘paytmasini toping.
1A| = |3 4|
5 6
A) 12 B) 30 C) 20 D) 15
15. Ushbu determinantni hisoblang.
_|-1 4
4= "5 3
A) -22 B) 22 C) 18 D) -18

Nazorat savollari:

1. detA = detAT tenglik o‘rinli bo‘lishini isbotlang,.

2. Ixtiyoriy 3-tartibli determinant giymatini uning 2-satrining
algebraik to‘ldiruvchilari yordamida hisoblang.

3. Ixtiyoriy 2 ta 3-tartibli determinant uchun |4-B|=|A|:|B| tenglik
o‘rinli bo‘lishini ko‘rsating.

4. Ixtiyoriy 4-tartibli determinantni biror satr yoki ustuni bo‘yicha
yoyib hisoblang.

5. Uch noma’lumli wuchta chizigli tenglamalar sistemasi
A=A =A,=A,=0 shartlar bajarilganda cheksiz ko‘p

yechimga ega bo‘lishini ko‘rsating.

5-1-MAVZU: VEKTORLAR VA ULAR USTIDA
AMALLAR.

REJA:
1. Vektorlar va ular bilan bog ‘liq tushunchalar.
2. Vektorlar ustida amallar.
3. Vektorlarning koordinatalari.

5-1.1.Vektorlar va ular bilan bog‘liq tushunchalar. Hayotda
uchraydigan harorat, bajarilgan ish, ish hagi, jismning massasi, ishlab
chigarish hajmi, tovarning narxi, partiyadagi mahsulotlar soni kabi
kattaliklar ularni ifodalovchi sonli qiymatlar orqali to‘liq aniglanadi.
1-TA’RIF: Sonli qiymatlari bilan to‘liq aniglanadigan
kattaliklar skalyarlar deb ataladi.
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“Skalyar” atamasi lotin tilidagi “scala” so‘zidan olingan bo‘lib,
“pog‘ona” degan ma’noni ifodalaydi. Skalyarlar a, b, ¢, ... kabi
harflar bilan belgilanadi.

Kuch, kuch momenti, tezlik, tezlanish, bosim, siljish, elektr
maydonining kuchlanishi, oqim kabi kattaliklarni aniglash uchun
ularning sonli qiymatlaridan tashqari yo‘nalishlarini ham ko‘rsatish
zarurdir.

2-TA’RIF: Ham sonli qiymati, ham yo‘nalishi  bilan
aniglanadigan kattaliklar vektorlar deyiladi.

“Vektor” lotincha “vehere” so‘zidan olingan va “yo‘llovchi”
- >

ma’nosiga ega. Vektorlar Z, b, c,--- yokia, b, c, ... kabi belgilanadi.
3-TA’RIF: Har ganday a vektorning sonli giymati uning

moduli yoki uzunligi deb ataladi va |a| kabi belgilanadi.
Geometrik nugtai-nazardan vektorlar yo‘naltirilgan kesmalar

singari garaladi. Boshi A va oxiri B nuqtada bo‘lgan yo‘naltirilgan

kesma bilan aniglanadigan vektor AB kabi belgilanadi. Bunda A

nugta vektorning boshi, B nugta esa vektorning uchi deyiladi. Bu
yerda AB kesma uzunligi vektor modulini ifodalaydi, ya’ni

IAB|=| AB| bo‘ladi.
4-TA’RIF: Boshi va uchi bitta nugtadan iborat bo‘lgan vektor
nol vektor deyiladi.
Nol vektor 0 kabi belgilanib, uning moduli [0]=0 bo‘ladi. Nol
vektorning yo‘nalishi to‘g‘risida so‘z yuritib bo‘Ilmaydi.
S5-TA’RIF: Bir to‘g‘ri chizigda yoki parallel to‘g‘ri chiziglarda
joylashgan vektorlar kollinear vektorlar deb ataladi.
Kelgusida a va b vektorlarning kollinear ekanligini allb kabi
belgilaymiz.
Masalan, ABCD parallelogramm bo‘lsa (9-rasmga garang),

unda

B

9-rasm

o1



AD || BC va AB [ CD ,ammoﬁ va AB : BC va cD vektorlar
kolllinear bo‘lmaydi.
Izoh. Nol vektor 0 har ganday a vektorga kollinear deb
hisoblanadi.
6-TA’RIF: Quyidagi uchta shartlar bajarilganda a va b teng
vektorlar deyiladi:
1. a||b, ya’ni bu vektorlar kollinear;
2. |al=[b|, ya’ni bu vektorlar bir xil uzunlikka ega;
3. avab vektorlar bir xil yo‘nalishga ega.
Agar a va b teng vektorlar bo‘lsa, a=b deb yoziladi. Masalan,

yuqoridagi ABCD parallelogrammda AD=BC, AB =DC bo‘ladi.
Bu yerdan vektorlarni parallel ko‘chirish mumkinligi kelib chiqadi.
7-TA’RIF: Bitta yoki parallel tekisliklarda joylashgan uch va
undan ortig vektorlar komplanar deyiladi.
Masalan, uchburchakning turli tomonlarida joylashgan vektorlar
komplanar bo‘ladi.
5-1.2.Vektorlar ustida amallar. Endi vektorlar ustida arifmetik
amallar kiritamiz.
8-TA’RIF: a vektorni A songa (skalyarga) ko‘paytmasi deb
quyidagi uchta shart bilan aniglanadigan yangi bir ¢ vektorga aytiladi:
1. |c|= [Al|a], ya’ni a vektorning uzunligi [A| marta o‘zgaradi;
2. ¢ || a, ya’ni bu vektorlar kollinear;
3. >0 bo‘lsa ¢ va a bir xil yo‘nalgan, A<0 bo‘lsa ¢ va a garama-
qarshi yo‘nalgan.
a vektorni A songa ko‘paytmasi Aa kabi belgilanadi. Masalan,
ABCD trapetsiya bo‘lib, uning AD va BC asoslarining uzunliklari

IAD|=8 va |BC|=4 bo‘lsa, unda AD =2 BC va AD=-2 CB tengliklar
o‘rinli bo‘ladi.

Vektorlarni songa ko‘paytirish amali quyidagi xossalarga ega:
1. A(Ba)=p(ra) 2. (\xP)a=r atP a 3. 0- a=0.
Bu yerda A va B ixtiyoriy sonlarni, a esa ixtiyoriy vektorni
ifodalaydi.

O-TA’RIF: (-1)a vektor a vektorga garama-garshi vektor
deyiladi va —a kabi belgilanadi.
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. . —> _—>
Masalan, yuqorida ko‘rilgan ABCD parallellogramda AD va CB,

—

AB va CD garama-qarshi vektorlar, ya’ni AD=-CB, AB=-CD
bo‘ladi.

Endi ikkita a va b vektorlarni qo‘shish amalini kiritamiz.
Buning uchun parallel ko‘chirish orqali ularning boshlarini bitta A

nugtaga keltiramiz. Unda bu vektorlarni a= AD : b=AB kabi

belgilab, ABCD parallelogrammni hosil gilamiz (10-rasm).
10-TA’RIF: a va b vektorlarning yig‘indisi deb ABCD

parallelogrammning A uchidan chiquvchi diagonalidan hosil gilingan

AC vektorga aytiladi va a+b kabi belgilanadi.

B

a
10-rasm

Vektorlar yig‘indisining bu usulda aniqlash parallelogramm qoidasi
deyiladi va unga moddiy nuqtaga qo‘yilgan ikkita kuchning teng ta’sir
etuvchisini topish asos gilib olingan. Bu yig‘indini uchburchak
qoidasi deb ataladigan quyidagi usulda ham topish mumkin. Bunda
dastlab parallel ko‘chirish orqali b vektorning boshi a vektorning uchi
ustiga keltiriladi (11-rasm). So‘ngra a boshidan chigib, b uchida
tugaydigan vektor hosil gilinadi va u a+b yig‘indini ifodalaydi.
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11-rasm

Bir nechta ai, az as, ..., an (n>3) vektorlarning yig‘indisi
parallelogramm qoidasini bir necha marta ketma-ket qo‘llash yoki
ko ‘pburchak qoidasi deb ataladigan ushbu usulda topiladi. Bu usulda
parallel ko‘chirish orgali a: uchiga a. boshi, a> uchiga as boshi va
hokazo an1 uchiga an boshi keltirib qo‘yiladi. Hosil bo‘lgan siniq
chizigning boshi (ar vektor boshi) bilan oxiri (an vektor uchi)
tutashtirilib, a=a:1+ ax+ ast+ ...+ an yig‘indi vektor topiladi. Masalan,
uchta ai, a2 va as vektorlarning a=ai+az+as yig‘indisini topish
quyidagi 12-rasmda ko‘rsatilgan:
a

a: as

a=a;+atas

12-rasm

Agar ai, a2 va as bir tekislikda joylashmagan vektorlar bo‘lsa,
ko‘pburchak qoidasi bilan topilgan a=ai+az+as yig‘indi qo‘shiluvchi
vektorlarni parallel ko‘chirish orgali umumiy bir O boshga keltirib
hosil gilinadigan parallelepipedning 0 uchidan chiquvchi diagonali
kabi ham topilishi mumkin. Bu parallelepiped qoidasi deb ataladi.
Vektorlarni qo‘shish amali quyidagi xossalarga ega:
1. a+b =b+a — kommutativlik (o‘rin almashtirish) qonuni;
2. (atb)+c = a+(b+c) — assotsiativlik (guruhlash) qonuni;
3. Mat+tb)=Aa+Ab; 4. at+0 =a.
11-TA’RIF: a va b vektorlarning ayirmasi deb a va -b
vektorlarning yig‘indisiga aytamiz.
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a va b vektorlarning ayirmasi a-b kabi belgilanadi bu
vektorlardan hosil gilingan ABCD parallelogrammning B uchidan

chiquvchi BD diagonalidan iborat bo‘ladi (13-rasmga garang).

13-rasm

5-1.3.Vektorlarning  koordinatalari.  Dastlab  tekislikdagi
vektorlarning koordinatalari tushunchasini Kiritamiz. Buning uchun
tekislikda o‘zaro perpendikulyar bo‘lgan va O nuqtada kesishuvchi
OX(abssissalar o‘qi) va OY (ordinatalar o‘qi) o‘qlaridan tuzilgan
XOY  Dekart koordinatalar sistemasini olamiz. Bu sistemada
tekislikdagi har bir M nuqta o‘zining OX va OY o‘qlardagi
proyeksiyalari bo‘lmish Mx va My nugtalar orgali (14-rasmga garang)
quyidagicha aniglanadi. Mx va My nuqgtalardan O koordinata
boshigacha bo‘lgan |OMx| va |OM,| masofalar orgali M nugtaning
koordinatalari deb ataladigan x=+|OMy| (abssissa) va y=+|OMy|
(ordinata) sonlar aniglanadi. Bunda (x,y) koordinatalarning ishoralari
-1V choraklarda mos ravishda (+,+), (—+), () va (+—) kabi
olinadi. Shunday qilib, tekislikdagi har bir M nuqta o‘zining
koordinatalari bo‘lmish (x,y) sonlar juftligi orgali bir giymatli
aniglanadi va bu hol M(x,y) kabi yoziladi.

[l Y I
M
My @mmmmmaomeae R
Oo ¢ > X
[ IV My
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Xuddi shunday tarzda tekislikdagi har bir a vektorni sonlar juftligi
orgali ifodalash mumkin. Buning uchun mos ravishda OX va OY
koordinata o°qlarida joylashgan, musbat yo‘nalishga ega va
uzunliklari birga teng bo‘lgan 1 va j vektorlarni  kiritamiz (15-
rasm).

A
Y
Y Y
ay ay
. A
]
> > » X
ax
0 i
15-rasm

Kiritilgan 1 va j vektorlar ort vektorlar yoki gisgacha ortlar deb
ataladi. Endi berilgan a vektorni yo‘naltirilgan kesma sifatida garab,
uningg OX va OY o‘qdagi proyeksiyalarini garaymiz. Bu
proyeksiyalar ham yo‘naltirilgan kesmalar bo‘lib, ular a vektorning
OX va OY o‘qdagi proyeksiyalari deb ataladi va ax , ay kabi
belgilanadi. Koordinatalar o‘qlarida joylashgan ax , ay vektorlar mos
ravishda shu o‘qlardagi i, j ortlarga kollinear bo‘ladi va shu sababli ax
=+|ax|i hamda ay =+|ay|] deb yozish mumkin. Bunda proyeksiyalar va
ortlar bir xil yo’nalishda bo‘lsa +, garama-qarshi bo‘lsa — ishorasi
olinadi. Unda vektorlarni qo‘shish ta’rifiga asosan quyidagi
tengliklarni yoza olamiz:
a=ax +ay= (Hax|)i +([ay])j=xi +yj . (1)
12-TA’RIF: (1) tenglik a vektorning ortlar bo‘yicha

yoyilmasi, x va y sonlari esa uning koordinatalari deb ataladi .

Koordinatalari x va y , ya’ni (1) yoyilmaga ega bo‘lgan a vektor
gisgacha a=(x,y) kabi ifodalanadi. Masalan, yoyilmasi a=2i-3j
bo‘lgan vektorning koordinatalari x=2, y= — 3 bo‘ladi va a=(2,-3)
deb yoziladi. Nol vektor uchun yoyilma 0 = 0-i+0-j=(0,0), ya’ni uning
koordinatalari x=0, y=0 bo‘ladi.
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Shunday qilib tekislikdagi ixtiyoriy a vektor o‘zining x va y
koordinatalari, ya’'ni (x,y) sonlar juftligi bilan (1) tenglik orqali to‘liq
aniglanadi.

Xuddi shunday tarzda fazodagi nugta va vektorlar uchun
koordinatalar tushunchasi Kkiritiladi. Buning uchun fazoda o‘zaro
perpendikulyar bo‘lgan va O nuqtada kesishuvchi OX, OY va OZ
(applikatalar) o‘qlarini kiritamiz. Bunda fazodagi har bir M nuqta
o‘zining OX, OY va OZ o‘qlaridagi proyeksiyalari Mx , My va M;
orgali tekislikda garalgani singari X, y va z koordinatalari bilan bir
giymatli aniglanadi va bu M(X, y, z) kabi ifodalanadi.

Vektorlarning koordinatalarini aniglash uchun oldin kiritilgan i va
J ortlarga qo‘shimcha ravishda OZ koordinata o‘qida joylashgan k ort
vektorni  kiritamiz. Unda, fazodagi vektorlarni qo‘shishning
parallelepiped goidasidan foydalanib,

a=ax +ayt a; = (FHax|)i +(Hay|)j+(Eaz))k =xi +yj+zk (2)
yoyilmani hosil etamiz. Bu yerda X, y, z sonlar uchligi fazodagi a
vektorning koordinatalari bo‘lib, a=( X, y, z) deb yoziladi.

Koordinatalari bilan berilgan vektorlarning tengligi va ular
ustidagi qo ‘shish, ayirish, songa ko‘paytirish amallarining natijalari
oson aniglanadi. Bularni fazodagi vektorlar uchun ifodalaymiz.
Tekisikdagi vektorlar uchun tegishli natijalar z=0 holda kelib chigadi.

1-TEOREMA: a=(x1,y1, z1) Va b=(x2,)2, z2) vektorlar teng
bo‘lishi uchun ularning mos koordinatalari teng, ya’ni x1=x2 , y1=y2 ,
Z1=22 bo‘lishi zarur va yetarli.

Teoremaning isboti (2) yoyilmadan kelib chiqadi va o‘quvchiga
havola etiladi.

2-TEOREMA: a=(x1,y1, 71) Va b=(x2,)2, z2) vektorlarning
yig‘indisi yoki ayirmasining koordinatalari qo‘shiluvchilarning mos
koordinatalari yig‘indisi yoki ayirmasiga teng bo‘ladi, ya’ni

atb=(x1,y1, 21)*£(x2,y2, 22)= (x1% x2, Y1£ Y2, Z1£ Z2). (3)

Isbot: Vektorlarning (2) yoyilmasi va ularni o‘zaro qo‘shish, songa
ko‘paytirish amallarining xossalariga asosan

atb=(x1,1, Z1)E(x2,y2, Z2)=(X1 | +y1j+z1 K)£ (X2 1 +y2 j+22 k)=

=(X1£ X2)i+(y1x y2)j+(z1% 22)k
tenglikni olamiz va undan (3) formula o‘rinli ekanligini ko‘ramiz.

Masalan, a=(4,-2,1) va b=(5,9,0) vektorlar uchun

atb=(4+5,-2+9,1+0)=(9,7,1) , a-b=(4-5-2-9,1-0)=(-1, -11,1).
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3-TEOREMA: Har ganday a=(x, y, z) vektorning ixtiyoriy A
songa ko‘paytmasining koordinatalari uning har bir koordinatasini A
songa ko‘paytirishdan hosil bo‘ladi, ya’ni Aa=A-( x, y, 2)= (Ax, Ay,
AZ).

Teoremaning isbotini o‘quvchilarga mustaqil ish sifatida havola
etamiz. Masalan, a=(3, —4, 1) va A=6 bo‘lsa, 6a=6(3, -4, 1)=(18, —24,
6) bo‘ladi.

Bu natijalardan foydalanib ushbu masalalarni yechamiz.

Masala Ne 1: Boshi A(Xi1, Y1, 21) va uchi B(xz, Y2, z2) nugtada

joylashgan ﬁvektorning koordinatalarini toping.
Yechish: Berilgan vektorning A boshi va B uchini koordinatalar

boshi O bilan tutashtirib OA va OB vektorlarni hosil etamiz (16-
rasmga garang).

y ] A

16-rasm

— —
Bunda OA =(X1, Y1, 21), OB =(X2, Y2, z2) bo‘ladi va vektorlarning
ayirmasi ta’rifi hamda 2-teoremaga asosan quyidagi natijani olamiz:

AB =(X, Y, )= OB — OA =(X2, Y2, Z2)— (X1, Y1, Z1)= (X2 — X1, Y2 — VY1, 22
—121). (4)

Demak, vektorning koordinatalarini topish uchun uchining
koordinatalaridan boshini koordinatalarini ayirish kerak. Masalan,
boshi A(5,—4, 2) va uchi B(7, 1, 0)
nuqtalarda joylashgan vektorning koordinatalari quyidagicha bo‘ladi:

X= X2 — X1=7-5=2, y=y, — y1=1-(-4)=5, =22 — 21=0 2= -2.
Masala Ne 2: Uchlari A(xy, y1, z1) va B(Xz, Y2, z2) nuqtalarda
joylashgan AB kesmani berilgan A (A>0) nisbatda bo‘luvchi C(Xo, Yo,
Zo) nugtaning koordinatalarini toping.
Yechish: Oldingi masalaga asosan
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AC =(Xo — X1, Yo — VY1, Zo —21), CB =(X2 —Xo, Y2 — Yo, Z2 — Zo)
deb yozishimiz mumkin. Masala sharti, vektorni songa ko‘paytirish
ta’rifi va 3-teoremaga asosan ushbu tengliklar o‘rinli bo‘ladi:

| AC|=A|CB| = AC=ACB =
= (Xo — X1, Yo —VY1, Zo —21)=MX2 — Xo, Y2 — Yo, Z2 —20) =
=(Xo — X1, Yo —VY1, Zo —21)= (A X2 — X Xo, A Y2 — A Yo, A Z2 — A 20).
Bu yerdan, 1-teoremaga asosan, izlanayotgan xo koordinata ushbu
tenglamadan topiladi:
X, + AX,
1+ 4
Xuddi shunday tarzdagi mulohazalar orgali izlangan nugtaning
koordinatalari
XO:xl+ﬂ,x2’ :y1+/1y2’ ; :zl+2,22 (5)
1+ 4 1+4 1+ 4
formulalar bilan topilishini aniglaymiz.
Masalan, uchlari A(2,-3, 1) va B(16, 11, 15) nugtalarda
joylashgan AB kesmani A=2:5 nisbatda bo‘luvchi nuqtaning
koordinatalari (5) formulaga asosan quyidagicha bo‘ladi:

X, =X =AX, = %X,) = L+ )X, =X, + X, = X, =

2+§-16 —3+§-11 1+§-15
XOI 2 :6’ yO:—2:1’ 20: 2 :7
1+— 1+— 1+-—
3) 3) 3)

Xususiy, A=1 bo‘lgan, holda AB kesmaning o‘rta nuqtasi

koordinatalari uchun ushbu formulaga ega bo‘lamiz:
XO:Xl;XZ’ y0:Y1ZY2’ 20221222_ (6)

Masalan, uchlari A(4,-1, 5) va B(2, 11, -13) nugtalarda
joylashgan AB kesmaning o‘rta nuqtasining koordinatalari (6)
formulaga asosan quyidagicha bo‘ladi:

Xo=(4+2)/2=3,  yo=(-1+11)/2=5,  zo=(5+(-13))/2=—4 .
Takrorlash uchun savollar
1. Qanday kattaliklar skalyarlar deyiladi?
2. Skalyarlarga ganday misollar bilasiz?
3. Qanday kattaliklar vektorlar deb ataladi?
4. Vektorlarga ganday misollar bilasiz?
5. Vektorlarning geometrik ma’nosi nimadan iborat?
6. Vektorning moduli deb nimaga aytiladi?
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7. Qanday vektor nol vektor deyiladi?

8. Qanday vektorlar kollinear deyiladi?

9. Qachon vektorlar teng deb hisoblanadi?

10. Vektorni songa ko‘paytmasi qanday aniglanadi?

11. Vektorni songa ko‘paytmasi ganday xossalarga ega?

12. Vektorlar yig‘indisi qanday aniqlanadi?

13. Vektorlar yig‘indisi qanday xossalarga ega?

14. Ort vektorlar deb ganday vektorlarga tushuniladi?

15. Vektorning ortlar bo‘yicha yoyilmasi ganday aniglanadi?

16. Vektorning koordinatalari ganday topiladi?

17. Koordinatalari bilan berilgan vektorlarning tenglik sharti
nimadan iborat?

18. Koordinatalari bilan berilgan vektorlar ustida arifmetik amallar
ganday bajariladi?

19. Vektorning koordinatalari uning boshi va uchi bo‘yicha gqanday
topiladi?

20.  Kesmani berilgan nisbatda bo‘luvchi nuqtaning koordinatalari
ganday topiladi?

21. Kesma o‘rta nuqtasining koordinatalari qanday topiladi?

Testlardan namunalar

1. Skalyar deb nimaga aytiladi?

A) Faqat yo‘nalishi bilan aniglanadigan kattalikka skalyar deb
aytiladi.

B) Fagat son giymati bilan aniglanadigan kattalikka skalyar deb
aytiladi.

C) Ham son qiymati, ham yo‘nalishi bilan aniglanadigan kattalikka
skalyar deb aytiladi.

D) Yo‘nalgan kesmaga skalyar deb aytiladi.

E) Har ganday kattalik skalyar deyiladi.
2. Vektor kattalik deb nimaga aytiladi?

A) Faqat yo‘nalishi bilan aniqlanadigan kattalikka vektor deb
aytiladi.

B) Fagat son giymati bilan aniglanadigan kattalikka vektor deb
aytiladi.

C) Ham son giymati, ham yo‘nalishi bilan aniglanadigan kattalikka
vektor deb aytiladi.

D) Har ganday kesmaga vektor deb aytiladi.
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E) Har ganday kattalik vektor deyiladi.

3. Quyidagi kattaliiklardan qaysi biri vektor bo‘ladi ?
A) sirt yuzasi; B) jism hajmi; C) kesma uzunligi;
D) kuch; E) Birorta ham kattalik vektor bo‘lmaydi.

4. Qachon vektorlar kollinear deb aytiladi ?

A) Bir xil yo‘nalgan vektorlar kollinear deb aytiladi.

B) Har ganday a va b vektorlar kollinear vektorlar deb aytiladi.

C) Bir xil yo‘nalgan va uzunliklari teng bo‘lgan vektorlar kollinear
deb aytiladi.

D) Bitta to‘g‘ri chiziqda yoki parallel to‘g‘ri chiziglarda yotuvchi a
va b vektorlarga kollinear vektor deb aytiladi.

E) Bitta tekislikda yoki parallel tekisliklarda yotuvchi a va b
vektorlarga kollinear vektor deb aytiladi.
5. Qachon vektorlar teng deb aytiladi ?

A) Bir xil yo‘nalgan vektorlar teng deb aytiladi.

B) Bir xil uzunlikli a va b vektorlarga teng vektorlar deb aytiladi.

C) Bir xil yo‘nalgan va uzunliklari teng bo‘lgan vektorlar teng deb
aytiladi.

D) a va b vektorlar kollinear, bir xil yo‘nalgan va uzunliklari teng
bo‘lsa, ular teng vektorlar deb aytiladi.

E) Kollinear va bir xil yo‘nalgan vektorlar teng deb aytiladi.
6. Ta’rifni to‘ldiring: Uchta vektor komplanar deyiladi, agar ular

-+ joylashgan bo‘lsa.

A) bitta to‘g‘ri chiziqda ; B) bitta tekislik yoki parallel
tekisliklarda ;

C) parallel to‘g‘ri chiziglarda ; D) o‘zaro perpendikulyar to‘g‘ri
chiziglarda ;

E) o‘zaro perpendikulyar tekisliklarda.
7. Fazodagi ort vektorlar ganday aniqlanadi?

A) OX, OY, OZ koordinata o‘qlarida joylashgan, musbat
yo‘nalishda ega va uzunliklari birga teng bo‘lgan vektorlar;

B) Uzunliklar1 birga teng bo‘lgan uchta vektor;

C) O‘zaro perpendikulyar bo‘lgan uchta vektor;

D) O‘zaro kollinear bo‘lgan uchta birlik vektor;

E) Uchta komplanar birlik vektorlar.
8. a=(2, —5) vektorning i va j ortlar bo‘yicha yoyilmasi qayerda

to‘g‘ri ko‘rsatilgan ?
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A) a=2i-5); B)a=-5i+2j; C)a=-2i+5; D) a=5i-2j;

E) a=2i+5j .

Mustaqil ish topshiriglari

1. Boshi A(n, 2n+3, 5-2n), uchi esa B(2n+3, 2n-1, n) nuqgtada
joylashgan a vektorning koordinatalarini toping.

2. Berilgan a=(n-2, n+3, n-1) va b=(n, n-4, n+2) vektorlar
bo‘yicha na, a+b, a—b va 3a+nb vektorlarni toping.

3. Boshi A(n-2, n+3, n) va uchi B(n+1l, n-3, n-1) nuqtada
joylashgan vektorning koordinatalarini toping.

4. Uchlari A(n—2, n+3, n) va B(n+l, n-3, n-1) nugtalarda
joylashgan AB kesmani A=(n-1): (n+2) nisbatda bo‘luvchi
C(x,y,z) nuqgta koordinatalarini aniglang.

5-2-MAVZU: VEKTORLARNING SKALYAR
KO‘PAYTMASI, UNING XOSSALARI VA
TATBIQLARI.

REJA:
1.  Vektorlarning skalyar ko ‘paytmasi va uning xossalari.
2. Skalyar ko ‘paytmaning koordinatalardagi ifodasi.
3. Skalyar ko ‘paytmaning tatbiglari.

5-2.1. Vektorlarning skalyar ko‘paytmasi va uning xossalari. Biz
vektorlarni songa ko‘paytirish, go‘shish va ayirish amallarini ko‘rib
o‘tdik. Endi wvektorlarni o‘zaro ko‘paytirish masalasiga o‘tamiz.
Buning uchun dastlab fizikadan kuch bajargan ishni hisoblash
formulasini eslaymiz. Biror moddiy nugtaga f kuch vektori ta’sir etib,
uni s vektor bo‘yicha harakatlantirgan bo‘lsin. Bunda kuch va harakat
vektorlari orasidagi burchak ¢ bo‘lsa, unda moddiy nuqtani
ko‘chirishda bajarilgan ish A=|f|-|s|-cose formula bilan hisoblanadi.
Bu formulada [f| — kuch kattaligini, |s| — bosib o‘tilgan masofani
ifodalaydi.

1-TA’RIF: IKkkita a va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasi deb
ularning modullari bilan ular orasidagi burchak kosinusining
ko‘paytmalariga aytiladi.
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a va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasi a-b, ab yoki (a,b) kabi

belgilanadi va , ta’rifga asosan,
a-b = |a|-|b|-cosp (1)

formula bilan aniglanadi. Bu yerda ¢ orqali (0<p<m) a va b
vektorlar orasidagi burchak belgilangan bo‘lib, u a vektordan b
vektorgacha eng gisga burilish burchagi kabi aniglanadi. Ikki vektorni
(1) ko‘rinishda ko‘paytirish natijasida son, ya’ni skalyar kattalik hosil
bo‘ladi va shu sababli a‘b vektorlarning skalyar ko‘paytmasi deb
ataladi.

Skalyar ko‘paytma ta’rifi bo‘yicha yuqorida ko‘rib o‘tilgan ish
formulasini A=f-s deb yozish mumkin. Demak, kuch va harakat
lektorlarining skalyar ko‘paytmasi bajarilgan ishni ifodalaydi va bu
skalyar ko‘paytmani mexanik ma’nosi bo‘ladi.

Skalyar ko‘paytmaning ta’rifidan uning quyidagi xossalari kelib
chigadi:

1.  ab = b-a, ya’ni skalyar ko‘paytma uchun kommutativlik
gonuni bajariladi.

Hagqiqatan ham, skalyar ko‘paytma ta’rifini ifodalovchi (1) formulaga
asosan
a-b =|a|-|b|-cose=|b|-|al-cosp=b-a.

2. ara=|al?, ya’ni vektorni o‘ziga - o‘zining skalyar ko‘paytmasi
(bu ba’zan vektorning skalyar kvadrati deyiladi va a? kabi belgilanadi)
uning moduli kvadratiga teng. Bu xossa ham skalyar ko‘paytma
ta’rifini ifodalovchi (1) formuladan bevosita kelib chigadi:

a-a = |a|-|al-cos0=|al? .

3. Ixtiyoriy A soni uchun (Aa,b)=(a, Ab)=A(a,b).

Dastlab (Aa,b)=(a, Ab) tenglikni o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz. (1)
formulaga asosan

(Aa,b)= [Aa|[b|cose = [A|-[a]-[b|cose = |a]-[A]-[b|cose = |a][Ablcose= (a,
AD).

Endi (Aa,b)= A(a,b) tenglikni to‘g‘riligini ko‘rsatamiz. Agar A>0

bo‘lsa
(Aa,b)= |A|-|a]-|b|cose =A-|a|-|b|cose= A (a, b).

Agar A<0 bo‘lsa, Aa vektor a vektorga garama-qarshi yo‘nalgan va
shu sababli Aa bilan b vektor orasidagi burchak m—¢ bo‘ladi. Bu holda
cos(m—¢)=— cosop va
A =—[A| bo‘lgani uchun
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(Aa,b)=[A|-|a]-|b|cos(m—¢) =—|A|-|al-|b|cose= A-|a|-|b|cose= A (a, b).
Jumladan A=0 holda har ganday a vektor uchun -0=0-¢=0 natijani
olamiz.

4. a(b+c)=ab+ac , ya’ni vektorlarning skalyar ko‘paytmasi uchun
distributivlik gonuni bajariladi.

Bu xossani isbotsiz gabul etamiz.

2-TA’RIF: Agar a va b vektorlar orasidagi burchak ¢=90°
bo‘lsa, ular ortogonal vektorlar deyiladi.

Kelgusida a va b vektorlarning orthogonalligini alb kabi
belgilaymiz. Masalan, oldin kiritilgan i, j va k ort vektorlar o‘zaro
ortogonal, ya’ni ilj, iLk va jLk bo‘ladi.

TEOREMA: Noldan fargli a va b vektorlar ortogonal bo‘lishi
uchun ularning skalyar ko‘paytmasi ab =0 bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot: Dastlab teorema shartini zaruriyligini ko‘rsatamiz:
alb =¢=90° = ab = |a|-|b|-c0s90° =|a|-|b|-0=0;
Endi teorema shartini yetarli ekanligini ko‘rsatamiz:

ab = |a|-|b|-cosp=0, |a| £0 , |b]#20 = c0Se=0 =¢=90° = alb.
5-2.2.Skalyar ko‘paytmaning koordinatalardagi ifodasi. Oldingi
mavzuda koordinatalari bilan berilgan vektorlar wustida songa
ko‘paytirish, qo‘shish va ayirish amallari oson bajarilishini ko‘rib
o‘tgan edik. Endi bu masalani vektorlarning skalyar ko‘paytmasi
uchun garaymiz. Tekislikda koordinatalari bilan berilgan a =(xt, y1) va
b=(x2, y2) vektorlarning skalyar ko‘paytmasini topamiz. Skalyar
ko‘paytmaning 2-Xx0ssasi va yugoridagi teoremadan ortlar uchun
ushbu tengliklar o‘rinli ekanligini ko‘ramiz:

i-i=li*=1, jj=|iF=1, ij=ji=0.
Endi a =(x1, y1) va b=(x2, y2) vektorlarning yoyilmasi hamda skalyar
ko‘paytmaning 3 va 4 - xossalaridan foydalanamiz:
ab = (it y1]) Qo2 i+ y2])= x1x2 ii+ x1y2 i + ywee joi + ywy2 jij =
= xox2- 14 x1y2-0+ yix2-0+ y1y2-1= x1x2+ y1y2.
Demak

ab = x1y2+ y1y2 (2)
ya’ni vektorlarning skalyar ko‘paytmasi ularning mos koordinatalari
ko‘paytmalarining yig‘indisiga teng bo‘ladi.
Masalan, a=(3,6) va b=(5,-2) vektorlarning skalyar ko‘paytmasi
ab = x1y2+ y1y2=3-5+6-(-2)=15-12=3.
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Xuddi shunday tarzda fazodagi a=(x1, y1, z1) va b=(x2, y2, 22)

vektorlarning skalyar ko‘paytmasi uchun
ab = xix2+y1y2+7122 (3)

formula o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatish mumkin.
5-2.3.Skalyar  ko‘paytmaning  tatbiqlari. Endi  skalyar
ko‘paytmaning tatbiqlari sifatida quyidagi masalalarni ko‘ramiz.

1-masala. Fazoda koordinatalari bilan berilgan a=(x, y, 2)
vektorning modulini toping.

Yechish. Skalyar ko‘paytmaning 2- xossasiga va (3) formulaga
asosan

a2 =ara=xx+yy+zz = 2 +2 +22 = [a] =2+ 12 + 2% . (4)
Masalan, a=(3,4,12) vektorning moduli
|a| =+/32 + 42 +12% = /9 + 16+ 144 = 169 =13.
(4) formulada z=0 deb tekislikda koordinatalari bilan berilgan a=(x, y)

vektorning moduli
ja =% + 2

formula bilan hisoblanishini ko‘ramiz.
2-masala. Fazodagi koordinatalari bilan berilgan a=(x1, y1, z1) va
b=(x2, y2, z2) vektorlar orasidagi ¢ burchakni toping.
Yechish. Skalyar ko‘paytma ta’rifi (1), (3) va (4) formulalarga
asosan

X Xp Vo + 4125 (5)
\/ 2, 2 2\/ 2, .2, .2
X+ T4 X3+ + 17
Masalan, a=(1,0,1) va b=(0,1,1) vektorlar orasidagi ¢ burchak
uchun

cosQp =

1-0+0-1+1-1 1

RN Y S N Y L
natijani olamiz va undan ¢=60° ekanligini topamiz.
(5) formulada z1=0, z>=0 deb tekislikda koordinatalari bilan berilgan

a=(x1, y1) va b=(x2, y2) vektorlar orasidagi ¢ burchak

X1Xo + )2
UK+ 158 +
formula bilan topilishini ko‘ramiz.

3-masala. a=(x1, y1, 21) va b=(x2, y2, 22) vektorlarning ortogonallik
shartini toping.

coSQp =
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Yechish. alb bo‘lgani uchun ular orasidagi burchak ¢=90°
bo‘ladi va shu sababli cose=0. Unda (5) formuladan
xwx2ty1y2+z1z2 = 0 (6)
tenglikni hosil gilamiz. Bu ikki vektorning ortogonallik shartidir.
Masalan, a=(3,-2,1) va b=(5,7, -1) vektorlar ortogonaldir,
chunki
xwetyyetzaze = 3-5+(-2)-7+1-(-1) = 15-14-1=0.

(6) formulada z1:=0, z>=0 deb tekislikda koordinatalari bilan berilgan
a=(x1, y1) va b=(x2, y2) vektorlarning ortogonallik shartini topamiz:

xx2+y1y2=0

4-masala. Fazodagi A(xi,y1, Z1) va B(xz, y2, Z2 ) nuqgtalar
orasidagi d masofani toping.

Yechish. Bu nuqtalarni kesma bilan tutashtirib, boshi A(x1,y1,21)
nuqtada va uchi B(x2, )2, z2 ) nuqtada bo‘lgan a vektorni hosil
qilamiz. Ma’lumki, bu vektorning koordinatalari uning uchi bilan
boshi koordinatalari ayirmasiga teng bo‘ladi, ya’ni a=(x2—x1, y2—y1,
Z>—21). Unda d=|a| va, (4) formulaga asosan,

d =0 —x0)? + (2~ 1) + (22 - 22)? (7)
tenglikka ega bo‘lamiz.
Masalan, A(5,-3,1) va B(8,1,13) nuqtalar orasidagi masofa
d=+/(8-5)% + (1-(-3))? + (13-1)% =/9+16+144 = /169 =13
bo‘ladi.

(7) formulada z:=0, z,=0 deb tekislikda koordinatalari bilan berilgan

A(x1, y1) va B(x2, y2) nugtalar orasidagi d masofa uchun

d= \/(Xz = %) +(v2 = 11)°
formula o‘rinli bo‘lishini ko‘ramiz.
5-masala. Korxona ishlab chigarayotgan mahsulotlar tannarxi
(zi) va hajmi (gi) bo‘yicha ma’lumotlar quyidagi jadvalda keltirilgan:

Iqtisodiy ko‘rsatgich I I Il
mahsulot | mahsulot | mahsulot

Mahsulot tannarxi (zi), 350 500 250
so‘m
Mahsulot hajmi (qi), dona 500 700 1200

Mabhsulotlarni ishlab chiqgarish xarajatlarini toping.
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Yechish. Ishlab chigarilgan mahsulotlarning tannarx vektorini
2=(z1,22,23), hajm vektorini q=(q1,02,03) deb belgilasak, unda ishlab
chigarish xarajatlari

Z101+Z202+2Z303= 2°q ,
ya’ni z va q vektorlarning skalyar ko‘paytmasiga teng bo‘ladi. Bizning
masalada
g=(500, 700, 1200),  z=(350, 500, 250),
2°q=21Q1+Z202+2303=350-500+500-700+250-1200=825000.

Demak ko‘rsatilgan mahsulotlarni ishlab chiqarish uchun

korxona 825 ming so‘m xarajat qilgan.
Takrorlash uchun savollar
1. Vektorlarning skalyar ko‘paytmasi qanday aniglanadi?
2. Vektorlar skalyar ko‘paytmasining mexanik ma’nosi nimadan
iborat?
3. Skalyar ko‘paytma qanday xossalarga ega?
4. Qanday vektorlar ortogonal vektorlar deyiladi?
5. Vektorlar ortogonalligining zaruriy va yetarli sharti nimadan
iborat?
6. Skalyar ko‘paytma vektorlarning koordinatalari orgali ganday
ifodalanadi?
Ikki vektor orasidagi burchak gqanday topiladi?
8. Ikki vektorning ortogonallik sharti koordinatalarda ganday
ifodalanadi?
9. IKki nugta orasidagi masofa ganday topiladi ?

=~

Testlardan _namunalar
1. a va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasi qayerda to‘g‘ri
ifodalangan ?
A) a-b=|a|+|b|; B) a-b=l|al|b| cosp ; C) a-b=|al-|b] sing ;
D) a-b=[a|b| tge ; E) a-b=|al-|b| ctge .

2. Qaysi holda a va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasi
la-b|=|a|+|b| sartni ganoatlantiradi ?
A) a va b bir xil uzunlikka ega bo‘lsa; B) avab ort
vektorlar bo‘lsa;
C) avab orthogonal bo‘lsa; D) a va b kollinear bo‘lsa;
E) hech gaysi a va b vektorlar uchun bu shart bajarilmaydi.
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3. a va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasining xossasi gayerda
noto‘g‘ri ifodalangan ?
A) a‘b=b-a; B)a-a=|a> ; C)a:(b+c)=ab+ac;
D) (Aa,b)= (a, Ab)=A(a, b); E) Barcha xossalar to‘g"ri.

4. 1, J, k ort vektorlarning skalyar ko‘paytmalari boyicha quyidagi
tasdigqlardan qaysi biri o‘rinli emas ?
A) ii=1,ij=0,i1-k=0; B) jj=1,ji1=0, j-k=0; C) k-k=1,
k-i=0 ,k-J=0;
D) j-(i+k)=0, i-(k+j)=0, k- (i+})=0;
E) j-(i+ k+))=0, i- (k+j+i)=0, k- (i+j+k)=0;

5-3-MAVZU: VEKTORIAL KO‘PAYTMA, UNING
XOSSALARI VA TATBIQLARI

REJA:
1. Vektorial ko‘paytma va uning xossalari.
2. Vektorial ko‘paytmaning koordinatalardagi ifodasi.
3. Vektorial ko‘paytmaning tatbiqlari.

5-3.1.Vektorial ko‘paytma va uning xossalari. Ikkita a va b
vektorlarning skalyar ko‘paytmasi natijasida son hosil bo‘lishini
ko‘rib o‘tdik. Endi bu vektorlarning shunday ko‘paytmasini
aniglaymizki, natijada yana vektor hosil bo‘lsin.

1-TA’RIF: Fazodagi a va b  vektorlarning  vektorial
ko‘paytmasi deb, quyidagi uchta shart bilan aniglanuvchi yangi c
vektorga (17-rasmga garang) aytiladi:

1. ¢ wvektorning moduli a va b vektorlarga  qurilgan
parallelogramm yuziga teng bo‘lib, |c|=|a||b[sing formula bilan
aniglanadi. Bunda ¢ berilgan a va b vektorlar orasidagi burchakni
ifodalaydi.

2. ¢ vektor a va b vektorlar yotgan tekislikka perpendikulyar, ya’'ni
clLavaclb bo‘ladi.

3. ¢ vektor shunday yo‘nalganki, uning uchidan garaganda a
vektordan b vektorga eng qisqa burilish soat mili harakatiga teskari

bo‘ladi.
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17-rasm

a va b vektorlarning vektorial ko‘paytmasi axb yoki [a,b] kabi
belgilanadi.

Vektorial ko‘paytma ta’rifi fizikadan kuch tushunchasi bilan
bog‘lig masaladan kelib chiqgan. Agar radius vektori r bo‘lgan
moddiy A nuqgtaga f kuch ta’sir etayotgan bo‘lsa, unda fxr
vektorial ko‘paytma f kuchni A nuqtaga nisbatan momentini
ifodalaydi.

Vektorial ko‘paytma xossalari bilan tanishamiz.

1. Vektorial ko‘paytmada ko‘paytuvchilar o‘rni almashsa,

natijada faqat ishora o‘zgaradi, ya’'ni
axb= - bxa.

Bu tasdiq vektorial ko‘paytma ta’rifining 3-shartidan bevosita
kelib chigadi. Demak, vektorial ko‘paytma uchun kommutativlik
gonuni bajarilmaydi.

2. Vektorial ko‘paytmada o‘zgarmas A ko‘paytuvchini tashgariga
chigarish mumkin, ya’ni

[Aa, b]=[a, Ab]= 2[4, b].
Jumladan, A=0 holda har ganday a vektor uchun [a,0]=[0, a]=0
ekanligini ko‘ramiz.

3. Vektorial ko‘paytma uchun tagsimot qonuni o‘rinli, ya’ni

ax(b+c)=axb + axc.

4. Agar a va b kollinear vektorlar bo‘lsa, ularning vektorial
ko‘paytmasi axb=0 bo‘ladi. Aksincha noldan farqli a va b vektorlar
uchun axb=0 bo‘lsa, bu vektorlar kollinear bo‘ladi.

Isbot: 1) a va b kollinear vektorlar bo‘lsin. Bu holda ular orasidagi
burchak ¢=0 yoki ¢@=n va shu sababli sing=0 bo‘ladi. Unda
vektorial ko‘paytma ta’rifining 1-shartiga asosan
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| axb |=|a||b|-sinp=|a|-|b|-0=0 = axb=0.
2) axb=0 va |a|#0 , |b|#0 bo‘lsin. Unda
|a|-|b|-sinp=| axb |=0 = sing=0 = ¢@=0 yoki ¢=m.

Bundan a va b kollinear vektorlar ekanligi kelib chigadi.

Natija: Ixtiyoriy a vektor uchun axa=0 bo‘ladi.
Misol: (a—2b)x(2a+b) ko‘paytmani soddalashtiring.
Yechish: Vektorial ko‘paytmaning ko‘rib o‘tilgan xossalariga asosan
(a—2b)x(2a+h)=2-axa+ axb — 4-bxa -2-bxb=2-0+ axb + 4-axb —
2:0=5-axb.
5-3.2.Vektorial ko‘paytmaning koordinatalardagi ifodasi. Endi
fazoda koordinatalari bilan berilgan a=(x1,y1,21) va b=(x2,y2,22)
vektorlarning  vektorial ko‘paytmasini topish masalasi bilan
shug‘ullanamiz. Dastlab I, | va K ortlarning vektorial ko‘paytmalarini
hisoblaymiz. Vektorial ko‘paytmaning 4-xossasidan kelib chiggan
natijaga asosan

IXi=0, jxj=0, kxk=0.
Vektorial ko‘paytma va ortlar ta’riflaridan (18-rasm) quyidagi
tengliklar kelib chigadi:
Ixj=Kk, jxk=i, kxi=j.

k

18-rasm

I
Yuqgoridagi  natijalarni ~ 18-rasmdan  topish  uchun  vektorial
ko‘paytmadagi ikkinchi ko‘paytuvchidan soat miliga teskari
yo‘nalishda burilib, vektorial ko‘paytmani topamiz. Masalan, i X |
ko‘paytmani topish uchun j ortdan soat miliga teskari yo‘nalishda
burilib, k ort vektorga kelamiz.
Vektorial ko‘paytmaning 1- Xossasiga binoan
jxi:_k, kxj:_i, ixk:_j

tengliklarni olamiz. Bu natijalarni yuqgoridagi rasmda soat mili
bo‘yicha burilib topishimiz mumkin.

Yugqgoridagi ortlar uchun tengliklar va vektorial ko‘paytma
xossalaridan foydalanib ushbu natijaga kelamiz:
axb=(xai + y1j + 1K) x (Xai + y2J + 22K)= XaX2 i1 X1 + Xy2 i X]+ X122 1 XK+
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+ y1Xo | X1+ y1y2 | XJ+ y1Z2 | XK+ zixo KX + 21y Kxcj+ 2122 kxk=
= X1y2 k— X122 - y1Xxo K+ y122 i+ 21x2 j — z1y2 i=
=( Y122 — z2y2)i+( Z1X2 —X122) J+( Xay2 — Y1X2) K=( Y122 — z1y2 , Z1X2 —X122,
X1y2 — Y1X2).

Demak, a=(x1,y1,21) va b=(x2,y2,22) vektorlarning vektorial
ko‘paytmasi axb=(x, y, z ) koordinatalari

X=VY1Z2 —171Y2, VY =121X2—X1Z2, Z=X1Y2—Y1X2
formulalar bilan topiladi. Ammo bu formulalarni esda saglab qolish
oson emas. Shu sababli bu natijalarni qulayroq ko‘rinishda yozish
magsadida koordinatalar uchun topilgan natijalarni ikkinchi tartibli
determinantlar orgali ifodalaymiz:
i 4
2 42
TN
X2 Yo
Laplas teoremasidan foydalanib, ushbu uchinchi tartibli determinantga
kelamiz:

X 4

; Y=1241Xy — X2y =—
Xy 1y

X=Y1Zp =41, =

1)

L=X1Yo —Y1Xp =

i j Kk
k= XY 4y
X2 y2 ZZ
Demak, a=(x1,y1,z1) va b=(x2,y2,z2) vektorlarning vektorial
ko‘paytmasini determinant orqali
i j Kk
axb=x, y; 7 (2)
X2 Y2 2y
formula bilan topish mumkin.
Misol: a=(2; 3; —1) va b=(3; —1; —4) vektorlarning vektorial
ko‘paytmasini toping.
Yechish: (2) formulaga asosan

X

1 Zl

z

yl Zl | _
2 ZZ

X Y

ax b =Xi+yj+zk = }

j+

2 2 2 2

I ] kK
axb=]2 3 -1/=-13i+5j-11k= (-13, 5, -11). (3)
3 -1 -4

5-3.3.Vektorial ko‘paytmaning tatbiqlari. Endi vektorial
ko‘paytmaning tatbiqglari sifatida quyidagi masalalarni yechamiz.
1-masala. a=(x1, y1,21) va b=(xz, Y2, z2) vektorlardan hosil gilingan
parallelogramm yuzini toping.
71



Yechish: Vektorial ko‘paytma ta’rifining 1-sharti va (1) formulaga
asosan parallelogramm yuzi S quyidagicha topiladi:

2
laxhl= /"2 v2.,2_ |[Y1 & X Y
S=|axh |=x? +y? +2 \/yz 5 .y, (4)
Misol: a=(2; 3; —1) va b=(3; —-1; —4) vektorlarga yasalgan
parallelogramm yuzasini toping.
Yechish: Bunda (3) tenglikdan axb= -13i+ 5j-11k= (-13, 5, —11)
ckanligi ma’lum. Shu sababli (4) formulaga asosan
S=./(-13)% +5° + (-11)® =169 + 25+ 121 = /315 =335
Natija. a va b vektorlardan yasalgan uchburchakning yuzi

2 2
SA=£|a><b|=l \/ i, 4 N
2 2\lY2 17 X2 Y2
formula bilan topiladi.

2-masala. a=(x1, y1, z1) va b=(xz, y2, z2) vektorlarning kollinearlik
shartini toping.

Yechish: Oldin ko‘rilgan vektorial ko‘paytmaning 4-X0ssasiga
asosan a=(X1,y1,21) va b=(X2,y2,z2) vektorlar kollinear bo‘lishi uchun
ularning vektorial ko‘paytmasi axb=0 bo‘lishi kerak. Unda (1)
formuladan quyidagi tengliklar kelib chigadi:

X=Y1Z =21Y, =0, y=2X = %2, =0; Z=XY, -y X, =0=

Yo 22 X2 I Y2 X X2 Yo 23
Demak, a=(x1,y1,21) va b=(X2,y2,22) vektorlar kollinear bo‘lishi

uchun

2

2
X 4
Xy I

+ +

2
A
Xy 1

+

()

X_YN_14
X2 Y2 2 ©)
shart bajarilishi, ya’ni ularning mos koordinatalari proporsional
bo‘lishi kerak.
Misol: a=(m,3,2) va b=(4,6,n) wvektorlar m va n
parametrlarning ganday giymatlarida kollinear bo‘lishini aniglang.

Yechish: (6) kollinearlik shartiga asosan
m 3 2
—=—=—=>m=2,n=4
4 6 n
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Takrorlash uchun savollar
Vektorial ko‘paytma ganday ta’riflanadi?
Vektorial ko‘paytmaning mexanik ma’nosi nimadan iborat?
Vektorial ko‘paytma qanday xossalarga ega?
Ortlarning vektorial ko‘paytmasi ganday topiladi?
Vektorial ko‘paytma koordinatalarda qanday ifodalanadi?
Ikkita vektordan hosil qilingan parallelogramm va uchburchak
yuzalari ganday topiladi?
Vektorlarning kollinearlik sharti nimadan iborat?

Testlardan namunalar
1. Agar c=axb bo‘lsa, quyidagi tasdiglardan gaysi biri o‘rinli
emas ?
A)|c|=[a|[b|sine (¢— a va b vektorlar orasidagi burchak);
B)clLa; C) clLb; D)c,avab vektorlar bir tekislikda
yotadi;
E) Barcha tasdiqglar o‘rinl..
2. Qanday a va b vektorlarning skalyar va vektorial
ko‘paytmalari o‘zaro teng bo‘ladi ?
A) Bu vektorlar teng bo‘lsa; B) Bu vektorlar kollinear bo‘lsa;
C) Bu vektorlar ortogonal bo‘lsa; D) Bu vektorlar garama-garshi
bo‘lsa;
E) Bunday vektorlar mavjud emas.
3. Qaysi shartda a va b vektorlar uchun |axb|=|a||b| tenglik
o‘rinli ?
A) Bu vektorlar teng bo‘lsa; B) Bu vektorlar kollinear bo‘lsa;
C) Bu vektorlar ortogonal bo‘lsa; D) Bu vektorlar garama-garshi
bo‘lsa;
E) Bunday vektorlar mavjud emas.
4. Agar |a|=4, |b|=5 va ¢=30° bo‘lsa, |[axb|=?
A)20; B)10; C)10+3; D)41; E) 0.
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6-MAVZU:TO G RI CHIZIQ TENGLAMALARI

REJA:
1. To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi.
2. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi.
3. To‘g‘ri chizigning koordinata o‘qlaridan kesgan kesmalari
bo‘yicha tenglamasi.

6.1. To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi. Bizga ma’lumki
tekislikdagi ixtiyoriy 2 ta nugtadan bir xil uzoglikda yotgan
nuqtalarning geometrik o‘rni to‘g‘ri chiziqgni ifodalaydi. Bizga
N(x.;v1) va K (x,;y,) nuqtalar berilgan bo‘Isin.

/‘/H(&m
[ _J
M(x;y) Ny

Berilgan ikki nuqtadan teng uzoqlikda yotgan to‘g‘ri chizigda
M(x;y) nugta olamiz. Bu yerda |[KN| = [NM|ekanligidan

INM| = /(x —x,)+(y—y1)* va [|KEN|=/(x —x)*+(y—y,)* teng

bo‘ladi. Bu tengliklardan
VOE-—x)P+ = 3) = V(- x)* + (7 —32)?

X2 —2xx, + x5+ Y =2y i =x% — 230, + .0+ Y — 29y, + 9,2
2XX, — 2X%; + X2 — 0,2+ 2y, — 2y, oyt — i =0

(22, — 2x)x+ (29, — 2y )y + 22— 0,7+  —y,2 =0

kelib chiqib, 2x, —2x;, =4, 2y, =2y, =B va x,2— x,2+ 3,2 —y,2 =C

belgilash keritsak,
Ax+By+C=0 (A2 + B%+0) (1)

to ‘g ‘ri chizigning umumiy tenglamasi hosil bo‘ladi.

Unda A va B koeffitsiyentlar, C esa ozod had deyiladi.

(1) tenglama orgali aniglanadigan n=(A,B) #0 vektor bu tenglama
ifodalaydigan to‘g‘ri chiziqqa nisbatan perpendikular bo‘ladi va uning
normal vektori deb ataladi.

74



Masalan, 2x —7y+9 =0 tenglama M(—1;1) nuqtadan o‘tuvchi
va n=(2;-7) vektorga perpendikular bo‘lgan to‘g‘ri chizigni
ifodalaydi.

Endi (1) tenglama uchun ayrim xususiy hollarni ko‘ramiz:

1. A=0 va B +#0 bo‘lsa, By+ C =0 bo‘ladi va bundan y = —

ekanligi kelib chiqadi. Bu to‘g‘ri chiziq tenglamasi absissa o‘qiga
parallel va (U;—gj nuqtadan o‘tadi;

2. A#0 va B=0 bo‘lsa, Ax+ € =0 bo‘ladi va bundan x = —5

ekanligi kelib chigadi. Bu to‘g‘ri chiziq tenglamasi ordinata o‘qiga
parallel va (—E ; 0) nuqtadan o‘tadi;

3.A%0, B0 va(C =0 bo‘lsa, Ax + By = 0 bo‘ladi va berilgan

to‘g‘ri chizig‘imiz koordinata boshidan o‘tadi.

4, C=0 va B=0 bo‘lsa, Ax=0 yoki, A#0 bo‘lgani uchun
(A2+B?#0 shartga asosan), x=0 tenglamaga kelamiz. Bu tenglama OX
koordinata o‘qi joylashgan to‘g‘ri chizigni ifodalaydi.

5. C=0 va A=0 holda y=0 tenglamaga kelamiz. Bu tenglama OY
koordinata o‘qi joylashgan to‘g‘ri chizigni ifodalaydi.

Misol. Berilgan N;(3;1) va N,(—2;5) nugtalardan teng uzoglikda

joylashgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini toping.
Yechish: Yugorida berilgan (1) formulada

V=340 -1)2=J(x+2)*+ (y—5)
(x*—6x+9)+(y*-2y+1)=(x*+4x+4)+ (y* — 10y +25)
—6x+9—-2y+1=4x+4—-10y+ 25

—10x+10= -8y + 24
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ckanligi ma’lum bo‘ladi. Bundan kelib chiqib, N; va N, nugtalardan
teng uzoglikda joylashgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi 10x —8y + 14 =0

ko‘rinishda bo‘ladi.
6.2.To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi.
To‘g‘r1 chizigning 0X o‘qining musbat yo‘nalishi bilan hosil

gilgan burchagi @ va to‘g‘ri chizigning ordinatalar o‘qidan ajratgan
kesmasining kattaligini b berilganda, uning tekislikdagi holati aniq

bo‘ladi. Masalan, b=3, « =125 bo‘lsa, uning holati aniq bo‘ladi

(2-chizma).
:}J'A A }J
j M
a = 1‘25“ @ A B
0 ) g X ‘ 0 A
X
(2-chizma) (3-chizma)

Yugoridagi miqdorlar berilganda to‘g‘ri chizigning tenglamasini
keltirib chigaramiz. M(x,y) to‘g‘ri chiziqqa tegishli ixtiyoriy nuqta
bo‘lsin (3-chizma). AMB to‘g‘ri burchakli uchburchakdan

% =tga, bundan BM = ABtgox

3-chizmadan y=BC+BMyokiy=ABtga+b, AB=xbo‘lganligi
uchun y=xtga+b bo‘ladi. tga to‘g‘ri chizigning__burchak
koeffitsiyenti deyiladi va tga =k bilan belgilaymiz. Shunday qilib,
y=kx+Db (2)
munosabat kelib chiqadi. Bunga to‘g‘ri chizigning burchak

koeffitsiyentli tenglamasi deyiladi. Bunda b=0 bo‘lsa, to‘g‘ri chiziq
koordinatalar boshidan o‘tib, tenglamasi y =kx bo‘ladi. k =1 bo‘lsa,

y=X bo‘lib, bu birinchi koordinatalar burchagining bissektrisasi
bo‘ladi.

76



Misol. 0X o‘qi bilan 60° burchak hosil giluvchi va oY o‘qini
B(0;2) nuqgtada kesib o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.

Yechish. Shartga ko‘ra, to‘g‘ri chiziq 0¥ o‘qini B(0;2) nuqtada
kesib o‘tadi, demak b = 2. Bu nuqtadan 0X o‘qiga parallel chiziq
o‘tkazamiz, hamda shu to‘g‘ri chiziq bilan 60° burchak hosil giluvchi

tomon, yasalishi kerak bo‘lgan to‘g‘ri chiziq bo‘ladi.

Endi shu to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozamiz. Bu holda
k=tg60°=+/3, b=2 bo‘lganligi uchuny=+3x +2 to‘g‘ri chizigning
burchak koeffitsiyentli tenglamasi bo‘ladi.

To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasini k va b lar

bo‘yicha tahlil qilamiz:
1. k>0 bo‘lsa, tga >0 bo‘ladi. Bunda a € (D;gj = a o‘tkir

burchak;
2. k<0 bo‘lsa, tga <0 bo‘ladi. Bunda « € (g;ﬂ:] = @ o‘tmas

burchak;
3. b =0 bo‘lsa, to‘g‘ri chiziqgimiz ordinata o‘qini musbat tomoni

bilan kesishadi;
4. b < 0 bo‘lsa, to‘g‘ri chizigimiz ordinata o‘qini manfiy tomoni

bilan kesishadi.
k va b larni o‘zaro kombinatsiyasidan quyidagilar kelib chigadi:

1. k=0,b>0 Dbo‘lsa, to‘g‘ri chizigimiz koordinatalar
sistemasining I,II va Il choragidan o‘tadi;

2. k=0,b<0 bo‘lsa, to‘g‘ri chizigimiz koordinatalar
sistemasining I, III va IV choragidan o‘tadi;

3. k<0,b>0 bo‘lsa, to‘g‘ri chizigimiz koordinatalar

sistemasining I,II va IV choragidan o‘tadi;
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4, k<0,b<0 bo‘lsa, to‘gri chiziqimiz koordinatalar
sistemasining {1,111 va IV choragidan o‘tadi.

Misol. Umumiy tenglamasi 2x+4y—5=0 bo‘lgan to‘g‘ri
chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasini toping.
Yechish: Berilgan to‘g‘ri chiziq tenglamasidan burchak
koeffitsiyenti va boshlang‘ich ordinatasini topamiz:
2x+4y—-5=0=24y=-2x+5=

1 +5
Y="3*"}4
hosil bo‘ladi. Bu yerda
k= ! b—5
27 4

ga teng bo‘ladi.
M, (x5;v,) va M, (x,;y,) nuqtalar orqali o‘tgan to‘g‘ri chizigning
burchak koeffitsiyenti, k = 2= formula bilan aniglanadi.

Misol. M, (3;2) va M,(4;3) nuqtalar orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq-
ning burchak koeffitsiyentini toping.
Yechish: k = 2= formulaga ko‘ra k = E, bundan k = tga =1

Demak, a = 45°.
6.3. To‘gri chizigning koordinata o‘qlaridan kesgan kesmalari
bo‘yicha tenglamasi.
Ax+ By+C=0 to‘g'ri chizigni aniglovchi A(g;0) nuqta 0X
o‘qida, B(0;b) nuqgta 0Y o‘qida yotsin (4-chizma).
A(a;0) va B(0;b) nuqgtalar Ax+ By+C=0 tenglamasini
ganoatlantirgani uchun quyidagi tengliklar o‘rinli bo‘ladi:

C

Aa+B-0+C=0_ |A=7

b
Bu to‘g‘ri chiziq koordinatalar boshidan o‘tmagani sababli
quyidagi natijaga kelamiz:

AX + By+C:O:>—9x+(—9)y+C:O:>—C(5+X—l):0:>§+i—1:0.
a b a b a b

Bundan
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X . ¥_
a+b 1 (3)

tenglama kelib chigadi. Ushbu tenglama to‘g‘ri chizigning koordinata
o‘qlaridan ajratgan kesmalar bo‘yicha tenglamasi deyiladi.

To‘g‘ri chizig‘imiz 0X o‘qidan a uzunlikdagi kesmani, 0Y
o‘qidan esa b uzunlikdagi kesmani ajratadi.

\k

B(0;b)

~ A(a; 0)

Masalan, To‘g‘ri chiziq tenglamasi 6x—4y-24=0. Uning koordinata
o‘qglari bilan kesishgan nuqtalarini topamiz:

Kesishgan nugtalarning koordinatalarini topish uchun, berilgan
to‘g‘ri chiziq tenglamasini to‘g‘ri chizigning koordinatalar o‘qlaridan
ajratgan kesmalarga nisbatan tenglamasi (3) ko‘rinishiga keltiramiz
(4-chizma).

Xy

6x—4y—24:0:>£x—iy—1:0:> —=1
24 24 4 6

Demak, koordinata o‘qlari bilan kesishish nuqtalari A(4;0) va
B(0;—6) ga teng.
Test savollari:
1. To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi ganday ifodalanadi?
A)Ax+By+C=0 B)y=kx+b C)>+3=1 D)y=x’
2. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi qanday
ifodalanadi?
A)y=kx+b B)y=E C)y=x2 D);}f=L

X x—1
3. Quyidagi nuqgtalardan qaysi biri x —2y+4 =0 to‘g‘ri chiziqda
yotadi?
A)M(—1;2) B) M(0;1) C) M(0;2) D) M(2;1)
4. M(5;1) nugta x — 2y — 5 = 0 to‘g‘ri chizigda yotadimi?
A)yotadi B) yotmaydi C) 5 ga teng masofada yotadi
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D) 7ga teng masofada yotadi
5. Tenglamalardan qaysi biri koordinatalar boshidan o‘tuvchi
to‘g‘ri chizigni ifodalaydi?
Ax—y=1 B)3x+y=1 OCx—-3y—2=0
D)2x+y=0
6. Ushbu 2x + 3y — 1 = 0 tenglama bilan berilgan to’g’ri chizigning
burchak koeffitsiyentini toping.
A)> B)-- C)-= D)
/. M(3;—-2) nuqta orqgali o‘tuvchi va yo‘naltiruvchi vektori
d = (1;—1) bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
A)x—y—-5=0B)y=x+5 OClx+y=5
D)x—vy+5=0
8. 4x + 6y — 3 = 0 to‘g‘ri chizigning normal vektorini ko‘rsating.
Arn={4;-3} B)rn={6;-3} COn={0;,-3} D)rn={4;6}
9. M,(3;2) va M,(4;3) nuqtalar orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning
burchak koeffitsiyentini toping.
A)60° B) 30° C) 90° D) 45°
10. 0X o‘qi bilan 30° burchak tashkil etib M(+/3;3) nugta
orgali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
A)V3x—y—5=0B)x—V3y+2V3=0 C)x—y=7

D) tj.yo‘q
11. y =x + 7 to‘g‘ri chizigning 0X o‘qining musbat yo‘nalishi
bilan tashkil gilgan burchagini toping.
A)45° B) 30° C) 60° D) 75°
12. kK ning ganday giymatida y=kx+6 to‘g'ri chiziq
M(0,5;4,5) nuqtadan o‘tadi.
A)3 B) -3 C) -2 D) 4
13. Berilgan §+ f = 1 to‘g‘ri chiziq koordinata o‘qlarini qaysi
nuqtalarda kesib o‘tadi.
A) (4;0) va (0;5) B) (1;0) va (0;5)
C) (5;0) va (0;4) D) (1;0) va (0;4)
14, 6x+5y—4 =0 to‘g‘ri chizigning k& va b parametrlarini
toping.
Ak =>vab =2 B)k=—2vab=2
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Ck=6vab=—4 D)k=—Svab="2

4x—3y—12=0 to‘g‘ri chizigning kesmalarga nishatan
tenglamasini yozing.
A)y=Ix—4 B)X-Y=1 C)ax-3y=12

B)D) ;-1=1

Nazorat savollari:

. To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi va uning Xususiy
hollarini misollar yordamida tahlil giling hamda koordinatalar
o‘qida tasvirlang.

. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasini k va b lar

bo‘yicha misollarda tahlil qiling hamda uning grafigini dekart
koordinatalar sistemasida tasvirlang.

. To‘g‘ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglamasini chizmada
tushuntiring.

. To‘g‘ri  chizigning  umumiy  tenglamasidan  burchak
koeffitsiyentli  tenglamaga qganday o‘tiladi? Misollarda
tushuntiring.

. Qanday to‘g‘ri chiziglar uchun ularning kesmalardagi tenglamasi
mavjud bo‘ladi? To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasidan
kesmalardagi tenglamaga qanday o‘tiladi?

6-1-MAVZU: TO‘G‘RI CHIZIQLARNING
PARALLELLIK VA PERPENDIKULYARLIK
SHARTLARI. IKKI TO‘G‘RI CHIZIQ ORASIDAGI

BURCHAK. TO‘G‘RI CHIZIQLARNING KESISHISH

NUQTASI VA UNI TOPISH USULLARI.

REJA:

1. IKkKi to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak.
2. To‘g‘ri chiziglarning parallellik va perpendikulyarlik

shartlari.

3. To‘g‘ri chiziqlarning kesishish nuqtasi va uni topish usullari.
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6-1.1. IkKi to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak.
Bizga I,va 1, to‘g‘ri chiziglar quyidagi umumiy tenglamalar bilan
berilgan bo‘lsin:
li:Ax+Byy+C, =0 (1)
L:4,x+B,y+C, =0 (2)
I, va 1, to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak deganda, bu to‘g‘ri
chiziglarning yo‘naltiruvchi vektorlari orasidagi burchakka aytiladi (¢
burchak 0° dan 90° gacha oraliqda o‘zgaradi).
I_; = {A;;B,} vektor I, to‘g‘ri chizigning, E = {4,;B,} vektor 1,
to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektoridir. U holda 1, va 1, to‘gri
chiziglar orasidagi burchak quyidagi formuladan aniglanadi:

I
cosg = cos(ly, L) = s = e A= (3)

el laZ+52. [a2+B2
"‘-.I 1 1"‘-.' z z

Masalan: Umumiy tenglamasi x —y+3=0 va 7x+y—7=0
bo‘lgan to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchakni toping.
Bizga berilgan A, =1, B, =—-1, 4,=7 va B, =1 ekanligidan,

yugorida berilgan (3) formuladan foydalanib,

AA+BB, 17+ (-D-1  7-1 3
JA2+B2-\JA2+BZ J12+(-1)2-V72+12 +2-450 5

cos@ =

ikkita to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak ¢ = arccos> ekanligi kelib

chigadi.
I, va [, to‘g‘rt chiziglar burchak koeffitsiyentli tenglamalari

bilan berilgan bo‘lsin (1-chizma).
lLi:yv=kyx+b,

L:y=k,x+ b,
Bu holda ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi ¢ burchakni topish uchun:

l; to‘g‘ri chiziq Ox o‘qining musbat yo‘nalishi orasidagi burchakni «

desak, bundan tga = k.
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I, to‘g‘ri chiziq Ox o‘qining musbat yo‘nalishi orasidagi burchakni

desak, bundan tgp = k, kelib chigadi.

~

A

/ L 4

/

Uchburchakning ichk1 burchaklari yig‘indisi formulasidan
a+180—-F+¢@=180 = o =F—a = tge=tg(f —a)

oo — tgf —tga
g9 = 1+tgpf-tga
kelib chigadi. Yugoridagi belgilashlardan foydalansak,
-
t9¢ = iw, (4)

formula kelib chigadi.

(4) formula to‘g‘ri chiziglar perpendikular bo‘lmagan holda
ishlatiladi.

Masalan: y=3x+1 va y=2x—3 to‘g‘ri chiziglar burchak
koeffitsiyentli tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin, ular orasidagi
burchakni toping

Bizga berilgan k, =3 va k, = 2 ekanligidan, yuqorida berilgan

(4) formuladan foydalanib,

kz_kl 2_3 1
tge =

1+k,-k, 1+3-2 7

ikkita to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak qp=—a"rctg$ tengligi kelib

chigadi.
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6-1.2. To‘g‘ri chiziqlarning parallellik va perpendikulyarlik
shartlari.
To‘g‘ri chizigning parallellik alomatlari.
To‘g‘ri  chiziqlar A,x+B,y+C,=0 va A,x+B,v+(C, =0
umumiy tenglamalari bilan berilgan bo‘lsa, u holda
L _5 ©)

Az By

ikki to‘g‘ri chizigning parallellik sharti hisoblanadi.
Masalan: Umumiy tenglamasi bilan berilgan 5x +py +1 =0 va

2x—3y+5=0 to‘g‘ri chiziqlar ¢ ning ganday giymatida parallel

bo‘ladi.
Bizga berilgan 4, =5, B, =u, 4, =2 va B, = —3 ekanligidan,

yugorida berilgan formuladan foydalanib,

Ay _ By _, z_t — pu=—7,5gateng bo‘ladi.

A, B, 2 -3
Ikkita y =k,x+b;, va y=k,x+b, to‘g‘ri chiziglar burchak

koeffitsiyentli tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin:
Agar y =k;x+b; to‘g‘ri chiziq y=k,x+ b, to‘g‘ri chiziqga

kp—ky =0
1+ky ky

parallel bo‘lsa, ya’ni ¢ =0 bo‘lganda, tge =0 bo‘lib,
bo‘ladi. Bu yerda k, — k,=0 bo‘lsa, k, = k, bo‘lishi kelib chiqadi.
Agar @ = B bo‘lsa, tga = tgB bo‘ladi. Bundan
k, =k, (6)

ekanligi kelib chigadi. To‘g‘ri chiziglar parallel bo‘lishi uchun
ularning burchak koeffitsienti teng bo‘lishi kerak.
Masalan: y=4x+7 va y=4x—2 to‘g‘ri chiziglar o‘zaro

parallel, chunki k, =4, k, =4 =k, = k..
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To‘g‘ri chizigning perpendikulyarlik alomatlari.
To‘g‘ri chiziqlar A;x+B,y+C;=0 va A, x+B,y+(, =0
umumiy tenglamalari bilan berilgan bo‘lsa, u holda
AA,+B,B, =0 (7)
ikki to‘g‘ri chizigning perpendikularlik sharti hisoblanadi.
Ikkita y =k,x+b;, va y=k,x+b, to‘gri chiziglar burchak

koeffitsiyentli tenglamalari bilan berilgan bo‘lsin:
Agar y =kyx+b, to‘gri chizig y=k,x+b, to‘g‘ri chiziqga

perpendikulyar bo‘lsa, tge = tg90° bo‘ladi. tg90° mavjud bo‘lmasligi
va aniqglanmagan bo‘lishi kerak. Bu uchun 1+ k; -k, =0 bo‘lishi
kerakligidan & - k, = —1 bo‘ladi. Bundan kelib chiqadiki,

k, = —— (8)

Ky

to‘g‘ri chiziglar perpendikulyar bo‘lishi uchun ularning burchak
koeffitsientlari ham teskari ham garama- garshi ishorali bo‘lishi kerak.
Masalan: y=8x+5 to‘g‘ri chiziqqa perpendikulyar to‘g‘ri

chizigni toping.
y = 8x+ 5 to‘g‘ri chiziqqa perpendikulyar to‘g‘ri chiziqni topish

uchun yuqoridagi (8) formuladan foydalanib, y=—§x—|—c ekanligi

kelib chigadi.
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Berilgan nuqtadan o‘tib berilgan to‘g‘ri chiziqqa parallel
bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi.
X0Y tekisikdagi L:y=kx+b to‘g'ri chiziq va koordinatalari

A(x1;y1) nuqtalar berilgan bo‘lsin. A4 nuqtadan o‘tib I to‘g‘ri chiziqqa

parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzaylik.
1-usul. y =kx+b to‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘lgan y =kx+c¢

to‘g‘ri chiziq A(xy;y;) nuqtadan o‘tishi uchun y, = kx; + ¢ tenglik

o‘rinli bo‘lish1 kerak.
c =y, — kx, bu tenglikdan

y=kx+ (y; —kxy) (9)

kelib chigadi.
2-usul. A(xy;y,) nugtadan o‘tuvchi to‘g ri chiziglar dastasi

Y=y =d(x—x;),
y =dx +y, —dx, (10)

ko‘rinishida ifodalaniladi.
Bu to‘g‘ri chiziq y = kx + b bilan parallel bo‘lishi uchun d =k

bo‘lishi kerak. Bundan kelib chiqib,
v=kx+y, —kx;

ko‘rinishidagi tenglamamiz berilgan nuqtadan o‘tib berilgan to‘g‘ri
chiziqga parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi deyiladi.
Masalan: Berilgan A(1;2) nuqtadan o‘tib,y =2x+4 to‘g‘ri

chizigqa parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
1-usul. Bu to‘g‘ri chiziq ¥ = kx + b bilan parallel bo‘lishi uchun

N =k bo‘lsa, y = kx + vy, — kx, ekanligidan y = 2x + ¢ formuladan

2-14+c=2=24c=2 = c=0
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J::Zx

kelib chigadi.
2-usul: Bu to‘g‘ri chiziq y = kx + b bilan parallel bo‘lishi uchun

N =k bo‘lsa, v = kx + y, — kx, ekanligidan
v—2=kix—1) = y=kx—k+2 =k=2
v=2x—2+12
Vv =2x
kelib chigadi. A(1;2) nugtadan y =2x+4 to‘g‘ri chiziqga parallel
bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi y = 2x ko‘rinishida bo‘ladi.

Berilgan nuqtadan of‘tib Dberilgan to‘g‘ri chiziqqa
perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi.
Bizga dekart koordinatalar tekisligida y = kx+ b to‘g‘ri chiziq

va M(x,;¥,) nuqgta berilgan bo‘lsin. Bu to‘g‘ri chiziqqa perpendikulyar
va M nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq ten%lamasini tuzamiz.

}.F
M(xq;¥5)

3-chizma

1-usul. Berilgan to‘g‘ri chizigga parpendikulyar bo‘lgan
Vo = —ixﬂ +c

tenglamadan ¢ ni topsak, ¢ = y, + lec.

1 1
V= —Ex—i—yo —|—Ex0
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ko‘rinishda bo‘ladi.
2-usul. y—y, =d(x—x,) tenglamadan d ni topsak,

y=dx +y, —dx,
d = —— ekanligi kelib chigadi hamda
y=—%x—|—}h+%xu (11)

to‘g‘ri chizig tenglamasini topdik.
Masalan: Berilgan M(3;-2) nuqtadan o‘tib berilgan y = 3x+5

to‘g‘ri chiziqqa perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi
toping.

Yuqorida berilgan (11) formuladan, y =3x+5 to‘g‘ri chiziq
tenglamasiga perpendikulyar bo‘lgan y = —Elx + ¢ tenglamasidan, ¢ va

d ni topamiz.

1
—2=—§-3—|—c = c=-1

(y+2)=d(x—3)
y+2=dx—3d = y=dx—3d—2 = d=—§.
M(3;-2) nuqtadan o‘tib berilgan y=3x+5 to‘g‘ri chiziqqa

perpendikulyar
bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi y = — i x — 1 bo‘ladi.

Berilgan nuqtadan o‘tib, berilgan vektor bo‘yicha yo‘nalgan

to‘g‘ri chiziq tenglamasi.
Bizga dekart koordinatalar sistemasida d(x,;v,) vektor va

M, (x4,y;) nuqta berilgan bo‘lIsin.
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M, nuqtadan o‘tib d@ vektor bo‘yicha yo‘nalgan to‘g‘ri chiziq

tenglamasini tuzamiz. Bu to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzish uchun
berilgan to‘g‘ri chizigda yotgan ixtiyoriy M nuqtasini olamiz. Bundan

x va ¥ bog‘ligligini ko‘rsatib, to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzamiz.

y A
y
M(x,y)
/ M, Cxy; 1)

0 X
4-chizma

Buyerda M;M = {x — x;; ¥y — 1}, d = {xq; Vo}- M, M va @ vektorlar

kollinearligidan
X=X _Y~ N

Xp Yo

yoki
YoX — Xp¥ + Xy, — XV =0 (12)

ko‘rinishida bo‘ladi.
Masalan: d(—2;3) vektor va A(1;4) nugta berilgan. A nugtadan

o‘tib d vektor bilan bir xil yo‘nalgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini

toping.
Berilgan (12) formuladan
x—1 y—4
-2 3

—3x—3=—-2y+8
ekanligi kelib chigadi.
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Agar tenglama y = —1,5x + 5,5 ko‘rinishda bo‘lsa, bu tenglama

to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsienti tenglamasi. To‘g‘ri chizigning
umumiy tenglamasi esa, ushbu 3x + 2y — 11 = 0 ko‘rinishida bo‘ladi.

Berilgan nuqtadan o‘tib, berilgan vektorga perpendikulyar
to‘g‘ri chiziq tenglamasi.

Dekart koordinatalar sistemasida #i(a; b)) vektor va to‘g‘ri
chiziqda yotgan M,(x;;v,) nuqta berilgan bo‘lsin. Buning uchun
to‘g‘ri  chiziq  ustidan  ixtiyoriy = M(x,y) nuqgta olib,
M,M={x—x;; y—y,} vektorni yasaymiz. # va M;M vektorlar
perpendikulyar bo‘lishi uchun skalyar ko‘paytmasi 0 ga teng bo‘lishi
kerak.

1i(g;B)
M(xy;y,)

M,y
Ya’ni, MM = {x —x,; y—y,} van(a;b), M,M-7# = 0.

a(x—x ) +b(y—y,) =0
ax+by—ax, — by, =0
ax + by — (ax; + by;) =0 (13)
to‘g‘ri chiziq tenglamasi 7(a; b) vektorga perpendikulyar bo‘ladi va bu
7i(a; b) vektor to‘g‘ri chizigning normal vektori deyiladi.

6-1.3. To‘g‘ri chiziqlarning kesishish nuqtasi va uni topish

usullari.

Umumiy tenglamasi bilan berilgan A;x+B,y+C; =0 va
A,x + B,y + C, =0 to‘g‘ri chiziglarning M, (xy;¥,) Kesishish nugtasini
topish kerak bo‘lIsin.
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M, (x0; Vo) kesishish nugtasi ikkala to‘g‘ri chiziglarga tegishli
bo‘lgani uchun uning koordinatalari ham ikkala to‘g‘ri chizigning
umumiy tenglamalarini ganoatlantiradi. Demak, M, (x;v,) kesishish
nuqgtasining koordinatalari ushbu chizigli tenglamalar sistemasidan
topiladi:

Agar (14) sistemada
ALB
A, By

shart bajarilsa, u yagona (x,;y,) yechimga ega bo‘ladi va bu to‘g‘ri
chiziqglar fagat bitta M, (x,; ¥, ) nugtada kesishadi.
Agar (14) sistemada
A_B_G
A2 BZ C2
shart bajarilsa, u cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi va bu to‘g‘ri
chiziglar ham cheksiz ko‘p nuqtalarda kesishadi, ya’ni ular ustma-ust
tushadi.
Agar (14) sistemada
A_B G
A2 BZ CZ
shart bajarilsa, u yechimga ega bo‘lmaydi va bu to‘g‘ri chiziqglar
birorta ham nuqtada kesishmaydi, ya’ni ular parallel joylashgan
bo‘ladi.
Masalan: Umumiy tenglamalari 2x+y-3=0va x+y-2=0
bo‘lgan to‘g‘ri chiziglarning M, (xy;y,) Kesishish nugtasini topamiz.
Bu holda (14) sistema va uning yechimi quyidagicha bo‘ladi:

2x+y-3=0, _ Jx=1
X+y—-2=0 y=1"

Demak, bu to‘g‘ri chiziglar M, (1;1) nuqtada kesishadi.

Test savollari:
1. Ikkita y =k,x+b;, va yv=k,x+b, to‘gri chiziglar orasidagi
burchakni topish formulasini ko‘rsating.

A) ctga:%; B) tga =
kz_kl

k2 _kl .
1+kk,
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k, -k k, —k
Lz . D)tga=——>2.
A x+Byy+C;=0 va A,x+B,y+(C, =0 to‘g‘ri chiziglarning

parallellik shartini ko‘rsating.

C) ga =

A) A,A,+B,B, =0 B) =2
C)A,B, +A,B, =0 D) To‘g‘ri javob yo‘q.

.y =kyx+b, va y =k,x+ b, to‘g‘ri chiziglarning
perpendikulyarlik shartini ko‘rsating.
A) ky = ky; B)k,-k,=1;, C)ky—k,=-1;

D) ky -k, =—1

. 2x+puy+9=0 va 3x—5y+6=0 to‘g‘ri chiziglar ux ning
ganday qiymatida perpendikulyar bo‘ladi.

A)p=12 B) u=3: C)u=5 D)u=2

. y=3x+9 va y=—-2x—7 to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakni
toping.
A) 90°; B) 60°; C) 45% D) 30°.

. Berilgan M(0;1) nuqtadan o‘tib,y =3x—2 to‘g‘ri chiziqqa

parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi tuzing.
A) y=-3x-2 B)y=3x C)y=-3x+1 D)y=3x+1

. Berilgan A(—1;2) nuqtadan o‘tib berilgan y = —2x +5 to‘g‘ri

chiziqqa perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi
toping.
A)y=5x+7 B)y=5x—7 C)y=-5x+7 D)y=-x+7

. 4(2;—1) nuqtadan o‘tib d(1;—3) vektor bilan bir xil yo‘nalgan
to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

A)3x+2y—8=0 B)3x—2y—8=0
C)—-3x—2y—11=0 D)-3x+2y—8=0

. 6x+8y+5=0 va 2x—4y—-3=0 to‘g‘ri chiziglarning kesishish
nugtasini toping.

A) M(1;7) B) M(—1;7)  C) M(0,1;—0,7) D) M(—0,1;0,7)
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10. 3x—4y+16=0 va 4x+3y—-3=0 to‘g‘ri chiziglar orasidagi
burchakni toping.

A) 30°; B) 60°; C) 45 D) 90°.
11. —ux +9y+9=0 va 2x—2uy+7=0 to‘g‘ri chiziglar u
ning qanday qiymatida parallel bo‘ladi.
A)u=+3 B)u=3 Cu=-3 D) u=+9
12. y = %x —7 to‘g‘rt chiziqga parallel to‘g‘ri chizigning
burchak koeffitsiyentini toping.
A k=-2 B) k=1 Ck=-2 D)k="1
3 3 2 2

C..*

13. y= %x —7 to‘g‘ri chizigga perpendikulyar to‘g‘ri
chizigning burchak koeffitsiyentini toping.

A)k=—2 B) k=12 C)k=—> D) k=2

14. y=x+4 va y= —éx +6 to‘g‘ri chiziglar kesishish
nuqgtasining absissasini toping.
A) 15 B) —1,5 C)5,5 D) —5,5

15. 4x—6y+1=0 va 2x+2y+3=0 to‘g‘ri chiziglar
kesishish nuqgtasining ordinatasini toping.
A) —1,5 B) 1,5 C) 0,5 D) —0,5

Nazorat savollari:

1. To‘g‘r1 chiziglarning umumiy tenglamasiga ko‘ra ularning
kesishishi, parallel bo‘lishi, ustma-ust tushish shartlarini
ifodalang. Bu shartlar chizigli tenglamalar sistemasi yechimlari
soni bilan ganday bog‘langan?

2. Koordinatalar tekisligida ikkita to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak
tangensi va kotangensi formulasini keltirib chigaring. Misollarda
ko‘rsating.

3. A(3;1) nugtadan o‘tuvchi va absissalar o‘qiga hamda ordinatalar
o‘qiga parallel to‘g‘ri chiziq tenglamalarini yozing.

4. Ikkita to‘g‘ri chizigning perpendikulyarlik sharti nima?
Misollarda ko‘rsating.

5. Berilgan nuqtadan o‘tib, berilgan vektorga perpendikulyar to‘g‘ri
chiziq tenglamasi ganday topiladi? Misollarda ko‘rsating.
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7-MAVZU: TEKISLIK TENGLAMALARI

REJA:
1. Bir nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqlar dastasi.
2. Berilgan ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi.
3. Tekislikda to‘g‘ri chiziqlarga doir aralash masalalar.

7.1. Bir nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqlar dastasi.

To‘g‘r1 chiziglar dastasi ikki xil bo‘ladi: kesishuvchi to‘g‘ri
chiziglar dastasi va parallel to‘g‘ri chiziglar dastasi. Agar
Aix+Byy+C,;=0 va A,x+B,y+C, =0 tenglamalar bilan
ifodalanuvchi to‘g‘ri chiziglar biror nuqtada kesishsa, u nuqta orqali
o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasini tashkil
giladi. Shu nuqgta dasta markazi deyiladi.

Agar A, x+B,y+C,=0va A,x+ B,y+ C, =0 to‘g‘ri chiziglarni
yo‘naltiruvchi vektorlari parallel yoki ustma - ust tushsa, u holda shu
yo‘nalishdagi to‘g‘ri chiziglar parallel to‘g‘ri chiziglar dastasini
ifodalaydi. Kesishuvchi to‘g‘ri chiziqlar dastasining markazi orqali
o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq quyidagi tenglama bilan aniqlanadi:

a(A;x+ B, v+ C)+B(A;x+ B,y +(C,) =0
bu yerda a va B lar bir vaqtda nolga teng bo‘lmagan har xil
giymatlarni gabul giladi. Agar kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasi
markazining koordinatlari (x,;v,) berilgan bo‘lsa, u holda dasta
tenglamasi quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:

a(A;xp+ Byyo + C1) + B(Azxg+ By +(5) =0 (1)

Masalan: To‘g‘ri chiziglar 3x—2y+5=0 va 2x+4y—3 =0
tenglamalar bilan berilgan. Shu to‘g‘ri chiziglar va M(—1;2) nuqgta
orgali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi tuzilsin.

Dastlab berilgan to‘g‘ri chiziglardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar
dastasi tenglamasini tuzamiz:

3x—2y+5+4(2x+4y—-3)=0 (*)

Bu to‘g‘ri chiziglar dastasidan M(—1;2) nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri
chizigni ajratib olishimiz kerak. Biz izlayotgan to‘g‘ri chiziq
tenglamasini M nuqta koordinatalari ganoatlantirishi kerak. Shuning
uchun M nugqta koordinatalarini (*) tenglamaga qo‘yamiz:

2

3-(-1)—2-2+5+4Q2-(-1)+4-2-3)=0; 4=2,

3
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Bu giymatni (*) tenglamaga qo‘yib izlanayotgan to‘g‘ri chiziq
tenglamasini olamiz:
13x+2y+9=0,
Berilgan  M,(x4;y,) nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar
tenglamasini topish masalasi qo‘yilgan bo‘lsin.
Izlangan L to‘g‘ri chiziglarning burchak koeffitsiyentli
y = kx + b tenglamasidan foydalanamiz. Berilgan M,(xs;v,) nuqgta L
to‘g‘ri chizigda yotgani uchun uning koordinatalari bu tenglamani
qanoatlantiradi, ya’ni y, = kx, + b tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikni
oldingi tenglamadan hadma-had ayirib, masala javobini quyidagi
ko‘rinishda topamiz:
Y= Yo = k(x—x) (2)
Bunda burchak koeffitsiyenti & bir giymatli aniglanmaydi va uning
giymatini ixtiyoriy ravishda tanlash mumkin. Buning sababi shundan
iboratki, berilgan M, (x,;y,) nuqta orqali cheksiz ko‘p to‘g‘ri chiziq
o‘tkazish mumkin. (2) berilgan nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar
dastasi tenglamasi deyiladi.
Masalan, M,(5;—3) nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasi
tenglamasi
y+3=k-(x—5) =y =kx— (5k+3)
ko‘rinishda bo‘ladi. Agar k =2 desak, M,(5;—3) nuqtadan o‘tuvchi
aniq bir to‘g‘ri chiziq tenglamasi y=2x—13 hosil bo‘ladi.
Masalan: (—2;5) nuqtadan o‘tib, 0X o‘qi bilan 45° li burchak
tashkil qiluvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi topilsin.
Izlanayotgan to‘g‘ri  chizigning burchak koeffitsiyenti
k =tg45°=1 ga teng. Shu sababli (2) tenglamadan foydalanib,
topamiz:
y—5=1-(x—(-2))yokix —y+7=0.
7.2. Berilgan ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasi.

Bizga ma’lumki ikki nuqta orgali yagona to‘g‘ri chiziq o‘tadi.
Agar M,va M, nuqgtalarning {0;7;j} sistemaga nisbatan koordinatalari
ma’lum bo‘lsa shu nuqtalar orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini
topamiz.

Aytaylik M, (x3;v1); M,(x,;y,) bo‘lsin. Izlanayotgan a to‘g‘ri
chiziqda ixtiyoriy M(x;y) nugta olamiz.
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Agar M;M, = (x, — x4;v, — ;) vektor M;M = (x — x;;v —y;) Vvektorga
kollinear bo‘lsa, M nuqta to‘g‘ri chiziqda yotadi, bu deganimiz
quyidagi munosabat o‘rinli bo‘ladi:

M,M = tM;M, (3)
(3) munosabatda vektorlarni tengligiga asosan
X=X, =t(x—x)vay—y, =t — ) (4)

ga ega bo‘lamiz.
Bundan esa quyidagi tenglik kelib chigadi:
XXy __ YT (5)

tenglama berilgan ikki nuqta orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi
deyiladi. Bu tenglama x, —x, # 0 va y, —y,; # 0 bo‘lganda o‘rinli.
Agar x, — x; = 0 bo‘lsa, u holda to‘g‘ri chiziq 0Y o‘qqa parallel bo‘lib,
tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi:
x —x; = 0 YOKI x = .

Masalan: M,(—1;1) va M,(2;0) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri
chiziq terllglam?si quyidagicha bo‘ladi:

x+ ¥ —

= (x+1)=3(y—-1) =>x+3y—2=0.

2+1 0-1
7.3. Tekislikda to‘g‘ri chiziqlarga doir aralash masalalar.

Berilgan nugtadan to‘g‘ri chizigqacha bo‘lgan masofa.
Dekart koordinatalar sistemasida biror bir Ax+By+C=0

to‘g‘ri chiziq tenglamasi va M(x,;V,) nuqta berilgan bo‘lsin. M(x,;v,)
nuqtadan to‘g‘ri chiziqgacha bo‘lgan d masofani topishimiz kerak. Bu

M(xy;¥0) nugta to‘g‘ri chiziqqa perpendikulyar bo‘lishi zarur.

a
r

AN

Ax+ By+C =10
M(x0;¥0)

1-chizma




M(x,;¥,) nugtadan Ax + By + C = 0 to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan

masofa

|Ax, + By, + C|
d =
VA* + B?

Masalan: M(2;—1) nugtadan 3x —5y+ 1 = 0 to‘g‘ri chiziqqacha

(6)

bo‘lgan masofani toping.
Berilganlarni (6) formulaga qo‘yamiz:
4 |Axo + By, +C|  [3:2+(=5)-(-1)+1] 12 634

VAZ + B2 VO +25 V3¢ 17
Berilgan nuqtadan to‘g‘ri chizigqacha bo‘lgan masofa 61? ga teng.

Uchburchakni uchlariga ko‘ra yuzini topish.
Uchlari A(xy;v:), B(xy;y,) va C(xs;y;) nuqtalarda bo‘lgan

uchburchakning yuzini topaylik. Buning uchun “Uchburchakning yuzi

uning biror tomoni va shu tomonga tushirilgan balandlik
ko‘paytmasining yarmiga teng” degan qoidadan foydalanamiz.

A(xy; )

-

C(x33s) | B(x2;72)
2-chizma

Demak, S = $|BCI - |hgel, BC tomon uzunligi

|IBC| =/ (x3 —x,)>+ (3 —)2)?* 0ga teng. hgc ni topish uchun A
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nugtadan BC to‘g‘ri chiziqgacha bo‘lgan masofani topish yetarli.

Buning uchun
pe. X% _Y~¥
X=Xz Va— )z

tomon tenglamasini umumiy holga keltiramiz.
Xy —¥2) =y —x,) =6, (s — ) + 320G —x,) =0

A(xy;y,) nugtadan BC tomongacha bo‘lgan masofa esa

Iy O —92) — 31 (03 — x5) — %, (3 —32) + 32 (33 — x5
J(xg — %)%+ (3 — )7

th: =

1
5= E\f(xa — )2+ (s — ¥ )%

|, (vs —y2) =y (x5 —x5) — 2,005 — ) + 35 (x3 — x5)| _
\f(xa —%)2+ (s — )7

1
= E |21V3 — X305 — X3y + X505 — Xa¥3 XY + 230 — X )| =
1 12 N 1
= E |361¥s — X305 — X3y + X0 — Xy F x| =% 2 1
Xz ¥ 1
hosil bo‘ladi.
Demak,
x oy 1
S=sxz ¥ 1 (7)
x3 ¥y 1

uchburchakni uchlariga ko‘ra yuzini topish formulasini keltirib
chigardik.
Masalan: Uchburchakning uchlari A(4;2), B(6;5) va C(—5;4)

berilgan bo‘lsa uning yuzini toping.
Uchburchakni  uchlariga ko‘ra  yuzini topish formulasidan
foydalanamiz.
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1[*1 1 4 2 1
S=§xg Va 1=§6 5 1l== 31=15—

x; vy 1 -5 4 1

Uchburchakning yuzi 15§ ga teng.

Test savollari:

1. Qaysi tenglama A(x;;v,) va B(x,;y,) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri
chizigni ifodalaydi?
A T B) e e
C)y =y =k(x—x) D) ACGc—x,) +B(y —y,) =0

2. Qaysi tenglama A(xy;y,) nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar
dastasini ifodalamaydi?
A) 22 =k B)

A(x —xp) + B(y —y,) =0

C) v+ =k(x+xp) D) ¥y — 3 = k(x —x)

3. N(—2;5) nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasi tenglamasini
ko‘rsating.
A)y =kx— (2k—5) B) v =kx— (2k+5)
C)y=kx+ (2k+5) D)y=x+7

4. A(1;2) va B(0;—3) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq

tenglamasini tuzing.
A)y=5x—3 B)y=3x—-5 C)y=4x+3 D)y=7x—-6

. A(0;1) nuqta orqali o‘tuvchi va umumiy tenglamasi

3x—y+3=0 bo‘lgan to‘g‘ri chiziqqa parallel to‘g‘ri chiziq
tenglamasini toping.

A)3x—y—1=0 B)x—3y+3=0
C)3x—y+1=0 D)x+y+1=0
N(2;1) nugtadan umumiy tenglamasi 4x — 3y = 0 bo‘lgan to‘g‘ri
chizigqacha bo‘lgan masofani toping.
A)2 B) -1 C)3 D) 1

.y =2x—4 to‘g‘ri chiziq hamda 0X va 0Y koordinata o‘qlari

bilan chegaralangan uchburchakning yuzasini toping.
A)-4 B) 4 C)8 D) -8
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8. Uchburchakning uchlarining koordinatalari berilgan: A(3;4),
B(12;-6), C(13;14). AB tomonining tenglamasini tuzing.
A)10x+9y —66 =0 B)x+19y—6=0
B)2x+9y+56=0 D)13x—7y+2=0

0.3x—y+4=0 va 2x+3y—2=0 tenglamalar bilan berilgan
to‘g‘ri chiziglar va A(2;0) nuqta orqali o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzing.

A)12x+90y+5=0 B) 7x + 16y — 14 =0
B)2x—9y+6=0 D) 20x+4y—-8=10

10. Uchlari A(4;3), B(0;0) va €(10;—5) nuqtalarda bo‘lgan
uchburchakning perimetrini toping.
A)25 B) 1545 C) 15+ 55 D) 20+/5

11. M@H7;2) nugtadan 47x+3y—5=0 to‘g‘ri chiziqgqacha
bo‘lgan masofani toping.

Al B) 2 C)3 D) 4

12, M(4;5) nuqtadan o‘tuvchi va 2x—3y+6=0 to‘gri
chizigqa perpendikulyar to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
A)3x+2y—22=10 B)2x—3y+6=0
B)3x+2y+66=0 D)2x—9y—7=0

13. Uchlari A(0;5), B(—3;1) va C(—1;—2) nuqtalarda bo‘lgan

uchburchakning B nugtasidan tushirilgan balandligining
uzunligini toping.

A)5v2 B) V3 C): D) =*
14, Umumiy tenglamasi 4x—5y+20=0 bo‘lgan to‘g‘ri
chiziq va koordinata o‘qlari bilan chegaralangan uchburchak
yuzasini toping.
A)10 B)9 C)8 D) 7
15. A(—3;5) va B(2;1) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzing
A)sx+4y=0 B)4x+5y—13=0 C)x=5 D)y=-3
Nazorat savollari:
1. Berilgan bitta nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasining
tenglamasi ganday ko‘rinishda bo‘ladi?
2. Berilgan ikkita nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi
qanday ko‘rinishda bo‘ladi ?
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3. Nugtadan to‘g‘ri chizigqacha bo‘lgan masofa qanday topiladi?

4. To‘g‘ri chiziq va koordinata o‘glari bilan chegaralangan
uchburchak yuzasini topish formulasini keltirib chigaring.

5. Koordinatalari bilan berilgan uchburchakning yuzasi ganday
topiladi?

8-MAVZU: FUNKSIYA

REJA:
1. Funksiya tushunchasi.
2. Funksiyaning berilish usullari.
3. Funksiyalarning juft-togligi, davriyligi, grafigi, algebraik va
transsendent funksiyalar.

8.1. Funksiya tushunchasi.

Tabiatda ikki xil migdorlar uchraydi, o‘zgaruvchi va o‘zgarmas
miqgdorlar. Bizga bir necha to‘rtburchak berilgan bo‘lsin. Ularda
quyidagi  miqdorlar  gatnashadi.  Tomonlarning  uzunliklari,
burchaklarning Kattaliklari, yuzalari va perimetrlari. Bu migdorlardan
ba’zilari o‘zgarmaydi, ba’zilari o‘zgarib turadi. Masalan, garalayotgan
hamma to‘rtburchaklarda burchaklarining to‘g‘riligi, ularning soni
to‘rtta bo‘lishligi va yig‘indisi 360° ga tengligi o‘zgarmaydi.
Tomonlarining uzunliklari, perimetrlari, yuzlari esa o‘zgarib turadi.
Xuddi shuningdek, bir necha doira chizsak, ularda aylana
uzunliklarining o‘z diametrlariga nisbati hammasida bir xil bo‘lib, &t
ga teng, lekin ularning radiuslari, aylana uzunliklari, doira yuzlari
o‘zgarib turadi.

Ma’lum sharoitda fagat bir xil son giymatlariga ega bo‘lgan
miqgdorlar o‘zgarmas miqdorlar deyiladi. Ma’lum sharoitda har xil
son giymatlariga ega bo’lgan miqgdorlar o‘zgaruvchi miqderlar
deyiladi. Odatda o‘zgarmas miqdorlarni a, b, c, d, ...., o‘zgaruvchi
miqdorlarni x, y, z, u, v, . . . harflari bilan belgilaydilar.

Matematikada ko‘pincha o°zaro bir-biriga bog‘liq ravishda
o‘zgaradigan miqdorlar bilan ish ko‘riladi. Yuqoridagi misollarimizda
doiraning yuzi uning radiusining o‘zgarishiga garab o‘zgaradi, ya’'ni
doiraning radiusi ortsa, yuzi ham ortadi, kamaysa kamayadi. Xuddi
shuningdek, kvadratning tomoni bilan yuzi orasida ham shunday
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bog‘lanish bor. Kvadratning yuzi uning tomoniga bog‘liq ravishda
o‘zgaradi. Endi ikkita o‘zgaruvchi miqdorlar orasidagi bog‘lanishni
garaymiz.

Funksiya  tushunchasi  matematikaning eng  asosiy
tushunchalaridan biri bo‘lib, uning yordamida tabiat va jamiyatdagi
ko‘p jarayon va hodisalar modellashtiriladi. Elementlari haqiqiy
sonlardan iborat bo‘lgan to‘plamlarni garaymiz. X va Y lar hagiqgiy
sonlar to‘plami bo‘lsin. X € X to‘plamda, y €Y to‘plamda o‘zgarsin.

Ta’rif : Agar X miqdorning X to‘plamdagi har bir qiymatiga
biror f qonuniyatga ko‘ra Yy miqdorning Y to‘plamdan aniq bir
qiymati mos keltirilsa, y migdor x miqdorning X to‘plamdagi
funksiyasi deyiladi va y = f(x) kabi yoziladi.

Argument qabul qilishi mumkin bo‘lgan qiymatlari to‘plami
funksiyaning aniglanish sohasi, funksiyaning o‘zi qabul qilishi
mumkin bo‘lgan qgiymatlari to‘plami funksiyaning o‘zgarish sohasi
yoki giymatlar to‘plami deyiladi.

Odatda funksiya aniglanish sohasini D, giymatlar sohasini E bilan
belgilanadi.

Shunday qilib, har bir element xe X ga bitta va fagat bitta
y €Y moslik o‘rnatilgan bo‘lsa, bu moslikka X to‘plamda funksiya
aniglangan deyiladi. x ga erkli o‘zgaruvchi yoki argument, y ga esa
erksiz ozgaruvchi yoki x ning funksiyasi deyiladi.

Shunday qilib, funksiya berilgan bo‘lishi uchun: 1) X to‘plam
berilishi kerak (ko‘p hollarda uni x bilan Yy o‘zgaruvchilarning
bog‘lanishiga ko‘ra topiladi); 2) xo‘zgaruvchining X to‘plamdan
olingan har bir qiymatiga unga mos qo‘yiladigan yni aniglaydigan
qoida yoki qonun berilishi kerak. (ta’rifda uni f simvol bilan
belgiladik).

Masalan: 1) f:X(—oo; +) to‘plamga tegishli bo‘lgan har bir
songa uning o‘zini o‘ziga ko‘paytirib, ya’ni kvadratga ko‘tarib mos
qo‘yuvchi qoida bo‘lsin. Bu holda y = x? funksiya hosil bo‘ladi. Bu
funksiya (—ee; +0) oraligda aniglangan;

2) f har bir xe[0, +w) songa shu sondan olingan kvadrat
ildizni mos qo‘ysin. Bu y=+/x funksiyani ifodalaydi. Uning
aniglanish sohasi [0, +oo)bo‘ladi.
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Misol. y=+/x-3+

toping.
Yechish. Ma’lumki, funksiyaning aniglanish sohasi X ning
shunday qiymatlari to‘plamiki, bunda y funksiya haqgiqiy son

qiymatlargg eg{e]l bo‘lishi kerak. Berilgan funksiyada
x—3=0,
{f-l- —x>=0
bo‘lgandagina x ning har bir giymatiga mos keladigan y ning giymati
haqiqiy bo‘ladi. Bu tengsizliklar sistemasidan, x>3, x<4 bo‘lib,
ya’ni 3<X<4 bo‘lishini topamiz. Demak, berilgan funksiyaning
aniglanish sohasi [3, 4) bo‘ladi.

8.2. Funksiyaning berilish usullari.

Funksiya sharoitiga qgarab jadval, analitik va grafik usullar bilan
berilishi mumkin.

Funksiya jadval usulida berilganda, argumentning ma’lum
tartibdagi x,, x,, xs,...,x,,... qiymatlari va funksiyaning ularga mos
keluvchi y,, v, ya,... V... qiymatlari jadval holida beriladi:

funktsiyaning aniqlanish sohasini

1
V4 —X

X 1 2 3 n

Y0l 1] 2]3]...]n
Funksiyalarning jadval usulida berilishiga misol qilib kvadratlar,

kublar, kvadrat ildizlar jadvallarni ko‘rsatish mumkin. Bu usuldan

ko‘pincha miqdorlar orasida tajribalar o‘tkazishda foydalaniladi.

To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi. Ma’lumki, sonlar
o‘qida nugtaning vaziyati bir son uning koordinatasi bilan aniglanadi.
Endi to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi tushunchasini Kiritamiz.

Tekislikda sanoq boshlari ustma-ust tushadigan va o‘zaro
perpendikulyar bo‘lgan 0X va 0Y sonlar o‘qini chizamiz. Gorizontal
holda tasvirlangan sonlar o‘qi ordinatalar o‘qi, ularning kesishgan
nugtasi koordinatalar boshi deyiladi. Hammasi birgalikda to‘g‘ri
burchakli koordinatalar sistemasi deyiladi.

To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida nugtaning vaziyati
quyidagicha aniglanadi. Faraz gilamiz, to‘g‘ri burchakli koordinatalar
sistemasi olingan tekislikda ixtiyoriy M nugta berilgan bo‘lsin. Shu
nugtadan koordinata o°qlariga perpendikulyarlarning absissalar
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o‘qidagi  proyeksiyasiga mos keluvchi  sonining  absissasi,
koordinatalar o‘qidagi proyeksiyasiga mos keluvchi son esa uning
ordinatasi deyiladi va M(x; y) tartibida yoziladi.

1-chizma.

Demak, to‘g‘ri burchakli koordinatalar tekisligida har ganday bir
juft ma’lum tartibda berilgan son bilan aniglanar ekan. Xuddi
shuningdek, har ganday bir juft songa koordinatalar tekisligida bitta
nuqta mos keladi.

Funksiyaning grafik usulda berilishi: y = f(x) funksiyaning

grafigi deb koordinatalari y = f(x) ni to‘g‘ri tenglikka aylantiruvchi

tekislikdagi barcha nuqgtalar to‘plamiga aytiladi. Agar funksiyaning
grafigi tasvirlangan bo‘lsa, funksiya grafik usulda berildi deyiladi.

Endi savol tug‘iladi, har ganday egri chiziq biror funksiyani
iIfodalaydimi? Buni aniqlash uchun 0¥ o‘qiga parallel to‘g‘ri chiziglar
chizamiz, agar bu to‘g‘ri chiziq egri chiziq bilan kamida ikki nugtada
kesishsa, grafik funksiyani ifodalamaydi, agar bitta nugtada kesishsa
funksiyani ifodalaydi.

Funksiyaning analitik usulda berilishi: formula yordamida
berilgan funksiyalarga analitik usulda berilgan deyiladi. Masalan,
y=x*yv=kx+b, y=a¥, y=Igx, y=sinx, y=tgx, y=2x*—x+4
funksiyalar analitik usulda berilgan. Agar analitik usulda berilgan
funksiyaning aniglanish sohasi to‘g‘risida alohida shart qo‘yilmagan
bo‘lsa, u holda y = f(x) da o‘ng tomonda turuvchi ifoda ma’noga ega

bo‘ladigan x ning qiymatlari olinadi. Masalan, agar y=x% ni

kvadratning tomoni bilan yuzini ifodalovchi bog‘lanish sifatida olsak,
u holda aniglanish sohasi barcha musbat sonlardan iborat bo‘ladi.
Funksiyaning aniglanish sohasini topishga doir misollar ko‘raylik.
Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohasini toping:
1. y=§. Yechimi. Ma’lumki, kasr ma’noga ega bo‘lishi uchun

X

uning maxraji noldan farqli bo‘lishi kerak. Demak, x =0 yoki
xe(—oo; 0) U (0; +o0).
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2. y:%(x—l)_l. Yechimi.Xuddi yuqoridagidek muhokama yuritsak,

2x—1#0YyoKi 2x # 1, x # ; Demak, aniglanish sohasi (_oo;%)u(%;m)

dan iborat.
3. y=+/3x+2. Yechimi. Kvadrat ildiz ma’noga ega bo‘lishi uchun
ildiz ostidagi ifoda manfiy bo‘lmasligi kerak, ya’ni 3x + 2 = 0, bunda

X = —§ Demak, aniglanish sohasi [‘é +0o0) Oan iborat.

4, y= L Yechimi. Agar yuqoridagidek muhokama yuritsak, u

NAx -5 )
holda 4x—5 >0 bo‘ladi. Bundan ::i . Demak, aniglanish sohasi

(§,+oo) dan iborat.

5. y=1Ig(2x-1). Yechimi. Logarifmik funksiya fagat musbat
sonlar uchun aniglangan. Demak, 2x — 1 = 0 bo‘lishi kerak. Bundan
x>%. Demak, aniglanish sohasi (%, +o0) dan iborat.

1
Ig(2x-1)

2x—1>0, 2x—1 %1 bo‘ladi. Bundan x>%, x =1 kelib chigadi.

. Yechimi. Agar yugoridagidek muhokama yuritsak,

6. y

Demak, aniglanish sohasi (%; +1) U (L +) dan iborat.

A) analitik usul funksiyaning o‘rganish jarayonida juda ko‘p
uchraydigan usuldir, lekin ba’zi hollarda funksiyaning gqiymatini
topish murakkab hisoblashlarga olib keladi:

B) funksiyaning jadval usulida berilishi qulaydir, chunki bir
necha qiymatlar topilgan bo‘ladi, lekin funksiyaning sohasi cheksiz
to‘plam bo‘lganda, uning barcha giymatlarini ko‘rsatib bo‘lmaydi:

C) funksiyaning grafik usulda berilishi uning o°‘zgartirishlarini
ko‘rgazmali qilish imkonini beradi.

Funksiyaning grafigi — egri chiziq (hususiy holda to‘gri chiziq),
ba’zi hollarda biror nuqtalar to‘plami bo‘ladi.

Funksiya grafigini chizish: y = f(x) funksiyaning grafigini hosil
qgilish uchun M(x; f(x)) nuqtalarni hosil qilib, ular bir-biriga juda
yaqin bo‘lganda, silliq chiziq bilan tutashtiriladi.
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Misol. 1) y:E funksiyaning grafigi chizilsin. Bu funksiyaning
X

aniglanish  sohasi x+#0 haqiqly sonlar to‘plami, ya’ni
x€e(—e0; 0) U (0; +o0).dan iborat.
Endi, aniglanish sohasidan x ning bir necha qiymatlarini olib, v

ning ularga mos keladigan gqiymatlarini topamiz.
X 1 2 3

y 1 |1 1 2

2 3

Koordinata tekisligida M,(1;1), M, (2;23], M, (3;&] nuqtalarni hosil
qilamiz. Bir-biriga yaqin turga nuqtalarni uzluksiz chiziq yorlamida
tutashtirsak, funksiyaning grafigini ifoda qiladigan egri chiziq
giperbola hosil bo‘ladi.

VM,
ME

2-chizma.
2) y = x? funksiyaning grafigi chizilsin.

Tk ‘yl

F
jig I
o
> A

-2 -0 I3 x I

3-EA. 4 g
Jadval tuzamiz:

x 0 1 2

y = x? 0 1 4

M,(1;1), M, (2;5}, M, (3;51),. ..nuqtalarni hosil qilamiz. Ularni silliq

chiziq bilan tutashtirsak, parabola egri chizig‘t hosil bo‘ladi.(3-

chizma)
3) 4-chizmada
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1, agar x = 0 bo'lsa,
y = {U, agar x =0 bo'lsa,  funksiyaning  grafigi
—1,agarx < 0 bo'lsa
ko‘rsatilgan.

Aksincha, agar tekislikda biror egri chiziq berilgan bo‘lib,
abssissalar o‘qiga tik bo‘lgan har ganday to‘g‘ri chiziq bu egri chiziq
bilan bittadan ko‘p bo‘lmagan nuqtada kesishsa, u holda bu egri chiziq
funksiyani ifoda qiladi.

8.3. Funksiyalarning juft-toqgligi, davriyligi, grafigi, algebraik
va transsendent funksiyalar.

y=f(x) funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli «x
o‘zgaruvchining har bir qiymati bilan —x giymat ham shu
funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli bo‘lsa va bunda
f(—x) = f(x) tenglik bajarilsa, y=f(x) funksiya juft funksiya
deyiladi. Masalan, f(x) = x* funksiya juft funksiyadir. Hagigatdan, bu
funksiya R to‘plamda aniglangan va demak, aniglanish sohasi har
ganday x bilan —x ni o‘z ichiga oladi. Bundan tashqari,

f(—x)=(—x)* =x*= f(x) tenglik bajariladi. Juft funksiya grafigi

ordinata o‘qiga nisbatan simmetrik bo‘ladi (5-chizma).
AY

\ |
N

0 1 X

5-chizma

y = cos a juft funksiyadir. Haqigatdan ham, har qanday « va —a
uchun P, va P, nuqtalar absissalar o‘qiga nisbatan simmetrik
joylashgan (7-chizma). Bundan shu nuqtalarning absissalari bir xil,
ordinatalari esa qarama-qgarshi ekani kelib chigadi. Bu kosinus
ta’rifiga ko‘ra, har ganday « da quyidagi tenglik to‘g‘ri ekanini
bildiradi: cosa = cos(—a). Umuman, har qanday juft funksiyaning
grafigi ordinata o‘qiga nisbatan simmetrikdir.

y = f(x) funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli x ning har bir
qiymati bilan —x qiymat ham shu funksiyaning aniqlanish sohasiga
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tegishli bo‘lsa va bunda f(—x) = —f(x) tenglik bajarilsa, y = f(x)
funksiya toq funksiya deyiladi. Toq funksiyaning grafigi koordinata
boshiga nisbatan simmetrik joylashadi. Masalan, f(x) = x? funksiya
toq funksiyadir. Haqigatdan ham, f(—x)=(—x)®=—-f(x), ya'ni
f(—x) = —f(x) tenglik bajariladi. Bu funksiyaning grafigi koordinata
boshiga nisbatan simmetrik bo‘lib, kubik paraboladan iboratdir.

y=2x+D5, y=x%+x? y=sinx + cosx funksiyalar juft ham, toq
ham emas. Demak funksiyalar har doim juft yoki toq bo‘lishi shart
emas ekan.

Davriy funksiyalar.

Ta’rif. Agar f(x) funksiya uchun shunday t > 0 son mavjud va
funksiyaning aniqlanish sohasidan olingan har bir x uchun x+T va
x—T lar aniqlanish sohasiga tegishli bo‘lib,
f(x+T)=f(x—T) = f(x) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda f(x) davriy
funksiya deb ataladi. T sonlarni eng kichigi funksiyaning davri
deyiladi.

6-chizma

Misol. y=sinx, y=cosx, y=tgx, y=x—[x] davriy
funksiyalardir.

Davriy funksiyaning grafigini hosil gilish uchun uning bir davr
ichidagi grafigini chizib, so‘ngra uni chapga va o‘ngga cheksiz ko‘p
marta ko‘chirish kerak.

Misol. f(x) = x — [x] funksiya berilgan. Bunda [x] ifoda x ning
butun gismini bildiradi.

f(x)=x — [x] = {x} funksiya x ning kasr gismini bildiradi, ya’ni
f(1) =0; £(1,05) = 0,05; .....

f(x) funksiya davriydir va uning davri T = 1 dir. Hagiqgatdan,

fx+ D) =x+1—-[x+1]l=x+1—-[x]-1=x—[x] = f(x).

Demak, har ganday butun son ham davr bo‘ladi. Funksiyaning
grafigi 6-chizmada ko‘rsatilgan.
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7-chizma
Monoton funksiyalar.

Ta’rif: y = f(x) funksiyaning X sohadagi ixtiyoriy ikkita (x;;x;)
giymatlari uchun x; < x, bo‘lganda f(x;) < f(x,) tengsizlik o‘rinli
bo‘lsa, u holda v = f(x) funksiya X sohada o ‘suvchi funksiya deyiladi.

Yugorida, aytib o‘tilgan ta’rifni geometrik nuqtai nazardan
quyidagicha ko‘rsatishimiz mumkin.
y® / y=f()
f(xo)

- f(x) |
0 X1 X X

>

Yugqoridagi ta’rifdan ko‘rinadiki, funksiya biror oraligda o‘suvchi
bo‘lishi uchun shu oraligdagi argumentning kichik qiymatiga
funksiyaning kichik qgiymati, argumentning Kkatta qgiymatiga
funksiyaning katta qiymati mos kelar ekan.

1) v = 2* funksiya butun sonlar o‘qida o‘suvchi.

2) v = tgx funksiya ham o‘suvchi funksiyadir.

Ta’rif: y = f(x) funksiyaning X sohadagi ixtiyoriy ikkita (x;;x,)
giymatlari uchun x; < x, bo‘lganda f(x;) < f(x,) tengsizlik o‘rinli
bo‘lsa, U holda y = f(x) funksiya (x,;x,) oraligida kamaymaydigan

funksiya deyiladi.
Ya y=f(x)
@ oo fxg)  f(xa)
X1 Xz/_
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Ta’rif: v = f(x) funksiyaning X sohadagi ixtiyoriy ikkita (x;;x;)
qiymatlari uchun x; < x, bo‘lganda f(x;) > f(x,) tengsizlik o‘rinli
bo‘lsa, u holda y = f(x) funksiya X sohada kamayuvchi funksiya
deyiladi.

1-Misol: vy =x* funksiya (—e;0) oralig‘ida kamayuvchi,
(0;+) oralig‘ida o‘suvchi funksiyadir.

2-Misol: y =sinx funksiya (0 ;E] oraligda monoton o‘suvchi

bo‘lib, G ; ?'2—”] oraligda monoton kamayuvchidir.
y

f(x2)

0 X1 X X

Ta’rif: y = f(x) funksiyaning X sohadagi ixtiyoriy ikkita (x;;x;)
qiymatlari uchun x; < x, bo‘lganda f(x;)= f(x,) tengsizlik o‘rinli
bo‘lsa, u holda y = f(x) funksiya (x;;x,) oralig‘ida o‘smaydigan
funksiya deyiladi.

Ta’rif:__Biror (x;;x,) oraligida o‘suvchi va kamayuvchi
funksiyalar monoton funksiyalar deyiladi.

Ta’rif: Funksiyani aniglovchi formuladagi argument x ustida
faqat algebraik amallar (qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish,
darajaga ko‘tarish) bajarilgan bo‘lsa, u funksiyaga algebraik funksiya
deyiladi. Algebraik funksiyaga ko‘phadlar va ratsional kasrlar misol
bo‘la oladi.

Ta’rif: Algebraik funksiyada ildiz chigarish amali ham gatnashsa,
u irratsional funksiya deyiladi.

y = 3% +x
23/x? +3x
Ta’rif: Algebraik bo‘lmagan boshqa barcha funksiyalar

transtsendent funksiyalar deyiladi.
Masalan: 10%, log, x, sin x, cos x va h.k.
Test savollari:
1. Quyidagi funksiyalardan gaysi biri juft funksiya?
Ay=x+1 B)y=x*-3 COy=x—-2 D)y=x?

Masalan:
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2. Quyidagi funksiyalardan gaysi biri toq funksiya?
A)y=x2 B)y=x*-x Cy=x*-3 D)y=x*-1

3. Quyidagi nugtalarning gaysi biri funksiyaning grafigiga tegishli?
f(X)=-3x+4

A) (3-5) B)(-3,5) C) (5;-3) D)(2;4)
4. Quyidagi funksiyalardan gaysi biri (—0;0) oraliqgda o‘suvchi?

A)y=6—-3x B) yzg C)y=3x+2 D)y=x?
5. Quyidagi funksiyalardan gaysi biri (0;+c0)oraliqda kamayuvchi?

4 Vx

A)}’:B_x B)}’=3’C+8 C)_’}JZ—; D):}J':?
6. f(x)= ::2__21 funksiya aniglanish sohasini toping.

A)(==;1) B) (L+0) C)R D) (—eo;—1)U (=L, 1) U (1;+0)
7. Agar f(x—1)=2x*-3x+1 bo‘lsa, f(x+1) ni toping.

2 1
A) f(x+1)=x*-3x B) f(x+1)_X+3
C) f(x+1)=x+3 D) f(x+1)=2x*+5x+3

8. y=1+Ig(x+2) funksiyaga teskari funksiyani toping.
A)y=—2+10"1 B)y=10""1C)y=10*2 D) y =e**?
9. Agar y=1+x, z=cosy, v=+1-2z> bo‘lsa, v ni x orqali ifodalang.

A) v=cosl+x) B)v=+1+x  C)v=sin(l+x) D) V=cos——

COSX |
10. y =€ funksiyaning giymatlar sohasini toping.
A) O+o)  B)(-»0)  C)[-1;1] D) (~;)
11, Qaysi funksiyalar toq:

1. 3x-x° 2. %/(l—x)2 +§/(1+ x)2 3.a"+a™”
4. Inl_—x 5. In(x+\/1+x2)
1+ X

A)1,3 B) birortasi juft ham, tog hamemas C)14,5 D)1
12. y=—
X" =X

A) x=R\{0} B) X=R\{-1,0}  C)X =R\{#1}
D) X =R\{1}
13. Quyidagi funksiyaning davrini aniglang: y = x"sin 3x

funksiyaning aniglanish sohasini toping.
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A) 2;[ B) n C) 2 D) 3n

14, Quyidagi funksiyalarning davrlarini aniglang: y = lg cosx
A) 2;[ B) n C) 2n D) 37

15. Quyidagi  funksiyalarni  o‘zgarish  sohasini  toping:
y=3cosx—1
A) [0;4] B) [-4;2] C) (0;1] D) (-1;3)

Nazorat savollari:

. Funksiyaning juft-toqligi, davriyligi ganday aniqglanadi?

2. Funksiyaning o‘suvchi, kamayuvchiligi, chegaralanganligi,
monotonligi ganday aniglanadi?

. Sodda elementar funksiyalarga gaysi funksiyalar kiradi?

. Algebraik va transtsendent funksiyalar deganda qanday
funksiyalar tushunasiz?

5. Funksiyaning aniglanish va qiymatlar sohasi deb qanday

to‘plamga aytiladi.

|

W

9-MAVZU: FUNKSIYA LIMITI

REJA:
1. Funksiya limiti.
2. Funksiya limitini hisoblash goidalari. Ajoyib limitlar.
3. Funksiyaning uzluksizligi, elementar funksiyalar
uzluksizligi.

9.1. Funksiya limiti.
1-Ta’rif: Agarda oldindan berilgan ixtiyoriy = 0 son uchun unga

bog‘lig shunday &= &(s) =0 son topilsaki, 0 < |x—a] < shartni
ganoatlantiruvchi har ganday =xeD{f} va biror A soni uchun
|f(x)-A| < & tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, A soni y = f(x) funksiyaning
x — a bo‘lgandagi limiti deb ataladi.

Ta’rifdagi tasdiq
lim f(x)=A

X—a

ko‘rinishda yoziladi.

Misol:

112



lim x2 =9
X—3

ekanligini ta’rif bo‘yicha ko‘rsatamiz. Bu yerda x — 3 bo‘lgani uchun
2 <x<4,ya’ni |x + 3| <7 deb olishimiz mumkin. Bu holda ixtiyoriy
g> 0 uchun

|f(x)-A| = |x*-9] =[x+ 3||x-3| < 7|x-3| < ¢
tengsizlik o‘rinli bo‘lishi uchun [x-3<¢/7, ya’ni &) = /7 deb olish
mumkin. Demak, limit ta’rifiga asosan, lim x*>=9 tenglik o‘rinli

X—3
bo‘ladi.
2-Ta’rif: Agar har ganday katta N =0 son uchun shunday

§=8N)>0 son mavjud Dbo‘lsaki, 0<|x—a|<d shartni
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy xeD{f} uchun |f(x)| > N tengsizlik o‘rinli
bo‘lsa, unda y = f(x) funksiya x — a (a—chekli son) bo‘lganda cheksiz
limitga (+oo yoki —0) ega deyiladi.
Ta’rifdagi tasdiq lim,,_, f(x) = +o ko‘rinishda yoziladi.

Masalan,
ekanligini ko‘rsatish mumkin. Bu yerda x — 2 bo‘lgani uchun
1 <x<3 deb olishimiz mumkin. Bu holda berilgan N =0 soni
bo‘yicha 6= &(N) > 0 sonini quyidagicha aniglaymiz:

+00

1 1 1
= > =
(x*=8)> (x—-2)*(X*+2x+4)> (x—-2)*(3 +2-3+4)*
1 1 1
= _>S>SN=>X-2)<——=|x-2/< =S(N
361(x —2)* ( ) 361N ‘ ‘ 19V N (N)

Demalk, ta’rifga asosan, yuqoridagi limit cheksiz bo‘ladi.

3-Ta’rif: Agar har ganday kichik > 0 soni uchun shunday katta
M = M(&) > 0 son mavjud bo‘lsaki, |x| > M shartni ganoatlantiruvchi
barcha xeD{f} va biror chekli 4 soni uchun |f(x)-A| < ¢ tengsizlik
o‘rinli bo‘lsa, y = f(x) funksiya x — 4o bo‘lganda chekli limitga ega

deyiladi.
Bu tasdiq lim,_ ., f(x) = 4 ko‘rinishda yoziladi.
Masalan,
lim Xt o1
X—oo X
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ckanligini ko‘rsatamiz. Ixtiyoriy kichik £> 0 uchun
X+1 1
\f(X)—A‘:T—qz

X

ya'ni M(g)=c"* deb olishimiz mumkin. Bu yerdan, ta’rifga asosan,
yuqoridagi limit giymati hagigatan ham birga teng ekanligi kelib
chigadi.

4-Ta’rif: Agar har ganday katta N =0 soni uchun shunday
M = M(N) son mavjud bo‘lsaki, |x|:=> M shartni ganoatlantiruvchi
barcha xeD{f} uchun |f(x)| > N tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, y = f(x)
funksiya x — +e bo‘lganda cheksiz limitga ega deyiladi,

Ta’rifdagi tasdiq lim,_ ., f(x) = +oo ko‘rinishda yoziladi.

<g:>\x\>1:M(g),
&

Masalan, ta’rifdan foydalanib, lim,, ;. x* = +o0, lim, _;,, x* = +c0
ekanligini ko‘rsatish mumkin.

1-Teorema: Agar x —a bo‘lganda y = f(x) funksiya limiti
mavjud bo‘lsa, u holda bu limit yagona bo‘ladi.

5-Ta’rif: v = f(x) funksiyaning argumenti x gandaydir chekli a
soniga fagat chap (x < a) yoki o‘ng (x> a) tomondan yaginlashib
borganda (x — a—0 yoki x — a + 0 kabi belgilanadi) funksiya limiti
biror A; yoki A, sonidan iborat bo‘lsa, bu sonlar funksiyaning a
nuqtadagi chap yoki o ‘ng limiti deb ataladi.

y = f(x) funksiyaning a nuqtadagi chap yoki o‘ng limiti
lim . f(x)=f(a-0) yoki XETW f(x)=f(a+0)

kabi belgilanadi. Masalan , signum funksiya deb ataladigan ushbu
1, x>0

sgn(x) =4 0,x=0 (1)
-1,x<0
funksiya uchun x = 0 nuqtadagi chap va o‘ng limitlar mos ravishda
quyidagicha bo‘ladi:
sgn(@0-0)= Ilim sgn(x)= lim (-1)=-1,
x—0-0 x—0-0

sgn(0+0) = Xir(l)losgn(x) = xi%lol:l'

2-Teorema: Biror a nugtada y = f(x) funksiya x — a bo‘lganda
chekli 4 limitga ega bo‘lishi uchun uning shu a nuqtadagi chap va
o‘ng limitlari o‘zaro teng va f(a—0)= f(a+ 0)= A shart bajarilishi
zarur va yetarlidir.
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Shuni ta’kidlab o‘tish kerakki, funksiya limiti har doim ham
mavjud bo‘lavermaydi.

Masalan, y = sgn(x) funksiya x — 0 bo‘lganda limitga ega emas,
chunki bu holda sgn(0-0)=-1 va sgn(0+0)=1 bo‘lib,
sgn(0-0)=sgn(0+ 0).

9.2. Funksiya limitini hisoblash goidalari. Ajoyib limitlar.

Funksiya limitini uning ta’rifi bo‘yicha hisoblash har doim
ham oson emas. Shu sababli funksiya limiti asosan uni hisoblash
qoidalari yordamida topiladi.

Lemma: v = f(x) funksiya x — a bo‘lganda chekli A limitga
ega bo‘lishi uchun uni f(x) = A + &(x) ko‘rinishda bo‘lishi zarur va
yetarli. Bunda a(x) funksiya x — a bo‘lganda biror cheksiz kichik
migdorni ifodalaydi.

Asosiy teorema: Agar x —a bo‘lganda f(x) va g(x)
funksiyalar chekli A va B limitlarga ega bo‘lsa, unda

Iim[f(x)ig(x)]:lim f(x)+ Iim g(x)=A+B, (2)
lim Cf (x) =C I|m f (x)=CA (C const) (3)
lim f(x)g(x)_ I|m f(x)-limg(x)=A-B (4)
va, agar lim,._, g(x) = B # 0 bo‘lsa,
lim f(x)
lim f(X) Xx—a é (5)

x—ag(x) )!linag(x) B

tengliklar o‘rinlidir.

Asosiy teoremada keltirilgan limit hisoblash qoidalari va
f(x) = C (C-const.) o‘zgarmas funksiyaning limiti shu sonni o‘ziga
teng bo‘lishidan foydalanib, murakkabroq limitlarni soddaroq
limitlarga keltirish orgali hisoblash mumkin.

Masalan,
lim x%e* =lim x? - lime*X =1-e=e, lim(x®+e*)=limx® +lime*=1+e,
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1 x—1
H X
er lme* ¢ _ 2x-3 3
— = 2—=—=¢, lim =lim (2——)—I|m2—I|m—:2—0:2.
x-1 Y ||m X2 1 X—>0 X X—>o0 X—>00 x>0 ¥

x—1
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Funksiya  limitining  mavjudlik  shartlari.  Yuqorida
ko‘rsatilganidek, funksiya har doim ham limitga ega bo‘lavermaydi.
Shu sababli funksiya limitini hisoblashdan oldin uning mavjudligini
tekshirib ko‘rishga to‘g‘ri keladi. Oldin bu savolga chap va o‘ng
limitlar orgali (2-teoremaga garang) javob berilgan edi. Endi bu savol
bo‘yicha quyidagi teoremalarni keltiramiz.

3-Teorema: Agar x=a nugtaning biror atrofida

@(x) = f(x) = w(x) qo‘sh tengsizlik o‘rinli bo‘lib, x - a bo‘lganda
@(x) va y(x) funksiyalarining chekli limitlari mavjud va
lim @(x) = lim y{x) =
shart bajarilsa, u holda x — a bo‘lganda f(x) funksiya uchun ham
chekli limit mavjud bo‘lib, lim f(x) = A munosabat o‘rinli bo‘ladi.
X—a

Masalan, barcha x = 0 uchun

_i<w<i2, Iim(—i):lim 1 oo gim SNX g

X X X X—>00 X2 X—>00 X2 X—>00 X2

4-Teorema: Agarda x — a nuqgtaning biror atrofida y = f(x)
funksiya o‘suvchi (yoki kamayuvchi) bo‘lib, yuqoridan (yoki quyidan)
biror M (yoki m) soni bilan chegaralangan bo‘lsa, u holda bu funksiya

x—a bo‘lganda limitga ega va bu limit uchun
lim f(x)<M (yoki I|m f(x)>m)

X—a
munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.
Masalan, x = 1 bo‘lganda

f (x )_M :24_%
X X
funksiya kamayuvchi va quyidan m = 2 soni bilan chegaralangan. Bu

yerda
lim f(x)= lim (2+—) 2
X—>00 X—>00
bo‘lib, teorema tasdig‘i o‘rinlidir.
Ajoyib limitlar. Turli funksiyalarning limitini hisoblashda
quyidagi tengliklardan foydalanish mumkin:

sin X
lim =1 |
x|—>0 X ()’
1) 1)"
lim (l+—j = lim (1+—) =e=2,718281.... (II),
X—>to0 X n—o0 n
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lim In(1 + ax) 4

x—0 X

(1,

a J—

lim =Ilna

x—0 X

(IV),
lim L0 =1 _ o (V).

x—0 X
Bu tengliklar matematikada ajoyib limitlar deb ataladi.
9.3. Funksiyaning uzluksizligi, elementar funksiyalar
uzluksizligi.
6-Ta’rif: Berilgan y = f(x) funksiya o‘zining aniqglanish
sohasiga biror atrofi bilan kiruvchi x, nugtada
lim f(x)=f(x) (6)

shartni ganoatlantirsa, bu funksiya x, nugtada uzluksiz deyiladi.
Masalan, oldingi paragrafda f(x) =x* funksiya uchun x — 3
holda hisoblangan limit giymatidan foydalanib,
lim f(x) = Iim3x2 =9=32=f(3)

X—3 X—>
ekanligini ko‘ramiz. Demak, f(x)=x% funksiya x =3 nuqgtada
uzluksiz bo‘ladi.
Yuqoridagi funksiya uzluksizlik shartini, lim x=x, ekanligini

hisobga olib,
lim f(x)=f(lim x)

X—>Xg X—>Xg

kabi yozish mumkin. Demak, f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz

bo‘lishi uchun funksiya olish va limit olish amallarini o‘rnini
almashtirish mumkin bo‘lishi kerak ekan.

Amaliy masalalarda funksiya uzluksizligini orttirma tushunchasi
orqgali tekshirish qulay. Agar x nugta x, nuqta atrofidan olingan bo‘lsa,

x — x, ayirma argument orttirmasi deyiladi va Ax kabi belgilanadi. Bu
holda f(x)-f(x,) ayirma funksiya orttirmasi deyiladi va Af yoki Ay

kabi belgilanadi.
Demak, Ax orttirma argumentning o‘zgarishini, Af esa funksiya

o‘zgarishini ifodalaydi. Agarda x — x, bo‘lsa, u holda Ax — 0 bo‘ladi.
Bundan, x = x, + Ax ekanligidan foydalanib, (6) uzluksizlik shartini
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lim £ (%9 +A%) = (%) (7)

ko‘rinishida  yozish mumkin. Bu shartni o0‘z navbatida,
Af = f(x)-f(x,) = f (x5 + Ax)- f(x,) ekanligidan foydalanib,
lim Af =0 (8)

AX—0
ko‘rinishda ifodalash mumkin. Demak f(x) funksiya uzluksiz bo‘lishi
uchun argumentning “kichik” Ax o‘zgarishiga funksiyaning ham
“kichik” Af o‘zgarishi mos kelishi kerak.

Misol sifatida y = f(x) = x? funksiyaning har ganday x, nuqtada
uzluksiz ekanligini (8) shart yordamida ko‘rsatamiz:

Ay = Af = f(xo + Ax) — f(xp) = (xp + Ax)? — x5 =
= x5 + 2%, - Ax + (Ax)? — xf = (2x, + Ax)Ax;
lim,, o, Af = 0.

7-Ta’rif: Berilgan y = f(x) funksiya biror (a,b) oraligning har
bir nuqtasida uzluksiz bo‘lsa, u shu oraliqda uzluksiz funksiya
deyiladi.

Masalan, yuqorida ko‘rsatilganga asosan, f(x)=x* funksiya
ixtiyoriy (a, b) oraligda uzluksizdir. y = (1 — x?)~* funksiya esa (-1,1)
va uning ichida joylashgan ixtiyoriy oraliqda uzluksiz bo‘ladi, ammo
x = +1 nuqgtalardan kamida bittasi kirgan sohalarda uzluksiz
bo‘lmaydi.

Geometrik nugtai-nazardan Dbiror (a,b) oraliqgda uzluksiz
funksiyani grafigi shu oraligda yaxlit bir (uzluksiz) chiziqdan iborat
funksiya deb garash mumkin.

Masalan, y=x? funksiya grafigi ixtiyoriy (a,b) oraligda
uzluksiz bo‘lgan paraboladan iborat.

5-Teorema: Agarda f(x) va g(x) funksiyalar x, nuqgtada
uzluksiz bo‘lsa, u holda f(x)+ g(x), f(x)- g(x) funksiyalar ham bu

nuqtada uzluksiz bo‘ladi. Agarda qo‘shimcha ravishda g(x,) = 0 shart
bajarilsa, % nisbat ham x, nugtada uzluksizdir.

6-Teorema: Agar y=g(x) funksiya x, nugtada, z=f(y)
funksiya esa y = g(x,) nuqtada uzluksiz bo‘lsa, unda f(g(x)) = F(x)
murakkab funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Natija: Barcha asosiy elementar funksiyalar o‘zlarining
aniglanish sohasidagi har bir x, nugtada uzluksiz bo‘ladi.
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8-Ta’rif: Berilgan y = f(x) funksiya biror x =a nuqtada

aniqlangan bo‘lib, bu nuqtada uning o‘ng (chap) limiti mavjud va
lim f(x)_ f(a+0)=f(a) ( I|m f(x)_ f(a-0)=1(a))

Xx—a+0

shartni  ganoatlantirsa, u holda f(x) funksiya « nugtada
o ‘ngdan(chapdan) uzluksiz deyiladi.

Masalan,
2Xx+1, x=>3
= f = '
y="1 {Zx—l, X<3
funksiya x = 3 nuqtada o‘ngdan uzluksiz, chunki
Iim f(x)= I|m (2x+1) 7=1(3).

Xx—>3+0

Ammo bu funksiya x = 3 nuqtada chapdan uzluksiz emas, chunki

Xllrglof(x)_ lim (2x )=5=f(3).

x+1 x<1
:f X) = ’
y="1x) {xz—l, x>1

Aksincha,

funksiya x = 1 nuqtada chapdan uzluksiz, o‘ngdan esa uzluksiz emas.
Oldin ko‘rib o‘tilgan

1, x>0,
y=sgn(x)=40, x=0,
-1, x<O0

funksiya x =0 nuqtada chapdan ham, o‘ngdan ham uzluksiz
bo‘lmaydi, chunki

sgn(0—0) = -1+ 0 =sgn(0),

sgn(0+0) =1+ 0 =sgn(0).

7-Teorema: Berilgan y = f(x) funksiya qaralayotgan x =a
nuqtada uzluksiz bo‘lishi uchun bu nuqtada u ham chapdan, ham
o‘ngdan uzluksiz bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Izoh: y = f(x) funksiya uchun x =a nuqtada chap va o‘ng
limitlar mavjud hamda ular 0‘zaro teng, ya’ni

lim f(x)= lim f(x)=A ekanligidan har doim ham uni bu nuqtada

x—a—0 x—a+0
uzluksiz bo‘lishi kelib chigavermaydi.
Masalan,
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0, x=0
funksiya uchun, 1-ajoyib limitga asosan,
lim "X jim X _1.0- £(0).
x—>0-0 X x—0+0 X

Demak, bu funksiya x =0 nuqgtada funksiya chapdan ham,
o‘ngdan ham uzluklidir.

Kesmada uzluksiz funksiyalar uchun asosiy teoremalar. Dastlab
funksiyaning kesmada uzluksizligi tushunchasini kiritamiz.

O-Ta’rif: Berilgan y = f(x) funksiya biror (a, b) oraligning har bir
nugtasida uzluksiz, x =a (x=>b) chegaraviy nuqtada o‘ngdan
(chapdan) uzluksiz bo‘lsa , bu funksiya [a,b] kesmada uzluksiz
deyiladi.

Masalan, y = sinx, y = x? funksiyalar har ganday [a,b] kesmada
uzluksizdir.

Agar y = f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, uning grafigini
shu kesmaga mos keluvchi gismi yaxlit (uzluksiz) chizigdan iborat
bo‘ladi. Uzluksizlikning bu geometrik talgini uzluksiz funksiyalarning
quyidagi xossalari va ularning isbotini tasavvur etishga imkon beradi.

8-Teorema: Agarda y = f(x) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz
bo‘lsa, bu kesmada kamida bitta shunday x, (yoki x,) nugta mavjudki,
har qanday xe[a, b] uchun f(x;) = f(x) (Yoki f(x;) = f(x)) munosabat
o‘rinli bo‘ladi.

Bu teoremadagi f(x;) Yyokif(x,) berilgan f(x) funksiyaning
[a,b] kesmadagi eng katta yoki eng kichik giymati deb ataladi va

max f(x)=M, min f(xX)=m
xe[a,b] (9 xe[a,b] )

kabi belgilandi.

Masalan, f(x)=x*, =xe[2;4] funksiya uchun x, =2, x,=4
bo‘ladi, chunki bu kesmada m=4<x*<16=M, ya'ni
f(2) = f(x) < f(4) munosabat o‘rinli.

10-Ta’rif: y = f(x) funksiya uchun uzluksizlikka qo‘yiladigan
shartlardan kamida bittasi bajarilmaydigan nugtalar uning uzilish
nugtalari, funksiyaning o‘zi esa bu nuqtalarda uzlukli deb ataladi.

sin X
—, x=0,
y={ X
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Ta’rifga asosan, biror x =a nugtada lim f (x) mavjud va
lim f(x) = f(a), lim f(x) = oo yoki lim £ (x) mavjud bo‘lmasa, bu nuqgta
y = f(x) funksiyaning uzilish nuqgtasi bo‘ladi.

Masalan, f(x) = (1 —x2)~2 funksiya uchun x = +1 uning uzilish
nuqtasi bo‘ladi, chunki bu nuqtalarda lim f(x)=cc. Signum funksiya

uchun x = 0 uzilish nuqtasi bo‘ladi, chunki lim sgn(x) mavjud emas.
11-Ta’rif: Agar y = f(x) funksiyaning x = a uzilish nugtasida
lim f(x)=A limit mavjud, ammo aD{f} yoki f(a)# A bo‘lsa, unda

X—>a
x = a funksiyaning tuzatib bo‘ladigan uzilish nugqtasi deyiladi.

Bu yerda x = a funksiyaning tuzatib bo‘ladigan uzilish nuqtasi
deyilishiga sabab shuki, agar f(a) = A deb olsak, unda funksiya x = a

nugtada uzluksiz funksiyaga aylanadi. Masalan, f(x) ==2% funksiya

X

uchun f(0)= 0 demasdan, f(0)= 1 desak, u hamma joyda uzluksiz
bo‘ladi.
Test savollari:

1. y = 2x* + 5x-1 funksiyaning x — 2 bo‘lgandagi limiti topilsin.
A) 10; B) 12; C) 17; D)21.

2. Funksiya limiti ta’rifini to‘ldiring: y = f(x) funksiya x — a
bo‘lganda A soniga teng limitga ega deyiladi, agarda ixtiyoriy
Kichik £ = 0 soni uchun shunday & = 0 son topilsaki , |x —a| < &
shartni ganoatlantiruvchi barcha x uchun ... bo‘lsa.

A) If)+A] <s B) [f(x)—A| > &
C) If(x) +A| > ¢ D) If(x) —A| <&
3. tim X8 limitni hisoblang:
X—=2 X —4
A) 0; B) +oo; C) —oo; D) 3.
4. Ushbu funksiyaning x = 1 nugtadagi chap limitini toping:
3x-1 x<1
y:{2x+1, X>1.
A) -2; B) -1; C) 1; D) 2.

5. Ushbu funksiyaning x = 0 nuqtadagi o‘ng limitini toping:
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_{3x2+2x—1, X<O;

| 2x%+1, x>o.
A) -2; B) -1; C) 1; D) 3.

6. y = f(x) funksiyaning x, nugtadagi uzluksizlik sharti gayerda
noto‘g‘ri ifodalangan ?

A) XI|_r>r)3 f(x)=f(x,); B) AI)Emof(xo +AX) = f(X);
C) lim Af =0; D) Xlinfxl[f(x)—f(xo)]:o.

7. Teoremani yakunlang: Asosiy elementar funksiyalar ... uzluksiz.
A) barcha nugtalarda; B) ba’zi bir nugtalarda;
C) (0;00) sohada; D) aniqglanish sohasiga tegishli har
bir nugtada.
8. Agarda f(x) va g(x) funksiyalar x = x, nuqtada uzluksiz bo‘lsa,
shu nuqtada quyidagi funksiyalardan qaysi biri uzluksiz bo‘lishi
shart emas?

A) F(x) + g(): B) f&)—g(x); C) F(x)g(): D) y

E) Barcha funksiyalar uzluksiz bo‘ladi.
9. Agar f(x) va g(x) funksiyalar x, nuqtada uzluksiz va g(x,) # 0

bo‘lsa, shu nuqtada quyidagi funksiyalarning qaysi biri uzluksiz
bo‘lmaydi?

A) F(x) + g(x); B) f(x) - g(x); C) f(x)
9(x)

D) Ko‘rsatilgan barcha funksiyalar x, nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
10. Qaysi shartda y = f(x) funksiya x = a nuqtada chapdan

uzluksiz bo‘ladi?

A) fla+0)=f(a) B) f(a—0) = f(a);

C) fla—0)=f(a+0) D) f(a—0) # f(a +0).
11. Qaysi shartda y = f(x) funksiya x = a nuqtada o‘ngdan

uzluksiz bo‘ladi?

A) f(a+0) = f(a); B) f(a—0) = f(a);

C)f(@a—0)=f(a+0), D) f(a—0)# f(a+0).
12, im* =22 limitni hisoblang.

A) 3 B) 6 C)0 D) 9

122



13. y=x—f4 ni uzilish nuqtasini aniglang.

A) 4 B) 0 C) -4 D) 1
14. lim ;‘iszxx limitning giymatini toping.

AO. B) -1. C) -2. D) 0,5
15. lim \/‘/%__23 ni hisoblang.

A) _% B) % C) o D) 1

Nazorat savollari:
Funksiya limiti yagonami?
Limiti mavjud bo‘lmagan funksiyaga misol keltiring.
Limit tushunchasining iqtisodiy tadbig‘iga misol keltiring.
Elementar funksiyalar uzluksizligi hagida nima deyish mumkin?
Tuzatib bo‘ladigan uzilish nuqtasi nima?

AR .

10-MAVZU: FUNKSIYA HOSILASI

REJA:
1. Funksiya hosilasining ta’rifi, uning geometrik va mexanik
ma’nosi.
Differensiallash goidalari. Hosilalar jadvali.
3. Hosilani amaliy masalalarni yechishga tadbiqi.

N

10.1. Funksiya hosilasining ta’rifi, uning geometrik va
mexanik ma’nosi.
Bizga biror y = f(x) funksiya berilgan. Bu funksiyaning

aniglanish sohasiga kiruvchi x, va x = x, + Ax argument giymatlarini
garaymiz, ya’ni x, hugtada argumentga Ax orttirma beramiz.
Argumentning bu Ax orttirmasiga mos keluvchi y = f(x) funksiyaning
Ay = Af = f(x, + Ax) — f(x,) orttirmasini topamiz. So‘ngra Af
funksiya orttirmasining Ax argument orttirmasiga nisbatini Ax — 0
holdagi limitini hisoblaymiz.

1-Ta’rif: Berilgan y = f(x) funksiyaning Af orttirmasining Ax
argument orttirmasiga nisbati Ax — 0 bo‘lganda chekli limitga ega
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bo‘lsa, bu limit giymati funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi deb
ataladi.
Berilgan y = f(x) funksiyaning x, nuqtadagi hosilasi 7' (x,) yoki
y'(x,) kabi belgilanadi va ta’rifga asosan,
£/(xg) = lim 2 = jjm 100 +2X) = T(X)
AX—0 AX  Ax—0 AX
tenglik orgali aniglanadi.
Misol sifatida f(x)=x? funksiya hosilasini uning ta’rifiga
asosan topamiz:
Af = fx+ Ax) — f(x) = (x + Ax)? — x* = 2xAx + (Ax)? =>

1)

f'(x) = lim g: lim (2x + AXx) = 2X.

MAXx—0 AX  Ax—0
Demak, (x?)' =2x. Shunday tarzda x' =1 va (x*)' = 3x? ekanligini
ko‘rsatish mumkin.
Harakat tenglamasi S = S(t) funksiya bilan ifodalanadigan notekis

harakatda ¢,  Vvaqtdagi oniy  tezlik  uchun  topilgan
Vitg) = lim v(a0)= AltiTOAA—“:’ natijadan  v(t,) = A|tiTOAA—f=s'(to) formulani
hosil gilamiz.

Demak, y = f(x) funksiyaning hosilasi uning o‘zgarish tezligini
ifodalaydi va bu hosilani mexanik ma’nosi deyiladi.

Endi y=¢(x) funksiya orgali berilgan L chizigning
My (x0,9) = My(xp,@(x,)) nuqtasiga o‘tkazilgan [, urinmaning k
burchak koeffitsiyenti ifodalovchi

ko= lim k= lim tga=lim 2= lim 22 formuladan
M; —>M, M; —>M, AX—0AX  Ax—0 AX
. Agp .. .

k= lim —==¢'(x,) natijaga kelamiz.
Ax—0 AX v 0) 139

Demak, y=f(x) funksiyaning hosilasi uning grafigini
M, (x0,V0) = My (x,, f(x,)) nuqtasiga o‘tkazilgan urinmaning burchak
koeffitsiyentini ifodalaydi va bu hosilani geometrik ma’nosi deyiladi.

Shunday qilib, y = f(x) funksiya grafigining
M, (x0,V0) = M, (x,, f(x,)) nuqtasiga o‘tkazilgan urinma tenglamasi

y— (%) =fF'(X)(X=X) =y =f'(X)(X= %) + f(Xo) (2)
ko‘rinishda topiladi.
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Misol sifatida f(x) = x? parabolaning x, = 3 abssissali nuqgtasiga
o‘tkazilgan urinma tenglamasini topamiz. Bunda
flx)= f(3)=32=9, f'(x,)=2-x,=2-3=6 va shu sababli, (2)
formulaga asosan, izlangan urinma tenglamasi y =6(x-3)+9 =>
y = 6x-9 ko‘rinishda bo‘ladi.

10.2. Differensiallash goidalari. Hosilalar jadvali.

y=f(x) funksiya x, nuqtada differensiallanuvchi, ya’ni

hosilaga ega bo‘lsa, ya’ni
Ay Ay o1

im—==y, —Z=y'+a, AX—>0 0da a—>0 bo‘lib, bunda «

Ax—0 AX AX

cheksiz kichik funksiya bo‘ladi. Demak,

AY = Y'AX+ o AX bo‘ladi. Bunga funksiya orttirmasi uchun

formula deyiladi.
2-Ta’rif: Funksiya orttirmasining y'Ax bosh gismiga funksiya

differensiali deyiladi va dy bilan belgilanadi.
Ta’rifga asosan, dy = y'Ax
bunda y=x bo‘lsa, dx=xAx yoki dx=Ax bo‘lib, funksiya
differensialidy = y'dx ko‘rinishda bo‘ladi.
Elementar funksiyalarning differensiali jadvalini keltiramiz.
1. d(x") =nx""dx (x>0); 2.
d(@*)=a"Inadx (a>0,a=1l);

3. d(Iogax)zilogaedx (x>0,a>0,a=1; A4 d(Inx)=%dx;

5. d(sinx) = cosxdx; 6. d(cosx) =—sinxdx;
7. d(tgx) = ———dx; 8. d(ctgx) = ————dx;
COS”~ X sin“ x
9. d(arcsin x) = dx ; 10.d(arccosx) = — dx;
1-x2 1-x?
11. d(arctgx) = 1 5 dx; 12. d(arcctgx) = — 1 5 X
1+X 1+X

3-Ta’rif: Agar y = f(x) funksiya x nuqtada chekli f'(x) hosilaga
ega bo‘lsa, u shu nuqtada differensiallanuvchi deyiladi. Aks holda
y=f(x) funksiya x nuqtada differensiallanmovchi deb ataladi.
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Funksiyani f'(x) hosilasini topish amali differensiallash amali deb

ataladi.

1-Teorema: Agarda y=f(x) funksiya x nugtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, u shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

4-Ta’rif: Berilgan v = f(x) funksiya (a, b) oraligning har bir x
nugtasida  differensiallanuvchi  bo‘lsa, u  shu  oraligda
differensiallanuvchi deb ataladi.

Masalan, y=x? funksiya har qanday (a,b) oraligda
differensiallanuvchi. y = |x| funksiya esa x =0 nuqtani o‘z ichiga
olmaydigan barcha oraliglarda differensiallanuvchi, ammo x =0
nuqtani 0‘z ichiga oluvchi oraliglarda differensiallanuvchi bo‘lmaydi.

Differensiallash qoidalari. Har qganday funksiya hosilasini
yuqoridagi algoritm bo‘yicha hisoblash oson emas va ancha murakkab
hisoblashlarni talab etadi. Shu sababli amalda y = f(x) funksiya
hosilasini hisoblash quyidagi differensiallash goidalari yordamida
osonrog amalga oshirilishi mumkin.

1-qoida: O‘zgarmas funksiya, ya’ni ixtiyoriy C o‘zgarmas
sonning hosilasi nolga teng , ya’ni

(C)'=0 (C—const). (3)

Masalan, (3,2)'=0, (-7)' =0, (sin25°) = 0, ()’ = 0 va hokazo.

2-goida: Agar u=u(x) va v=wv(x) funksiyalar x nugtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, bu nuqtada y=ux)tv(x)=uxtv
funksiya ham differensiallanuvchi va uning hosilasini

(utv) =u v (4)
formula bilan hisoblash mumkin.

Masalan,

(x* + sinx)' = (x*) + (sinx)’ = 2x + cosx,
(5-cosx) = (5)'-(cosx) = 0-(-sinx) = sinx.

1-natija: Differensiallanuvchi y = f(x) funksiyaga ixtiyoriy C
o‘zgarmas sonni qo‘shsak, uning hosilasi o‘zgarmaydi.

Hagigatan ham (f(x) +C) =f'(x)+C'=f'(x)+0=f'(x)

3-goida: Agar u=u(x) va v=wv(x) funksiyalar x nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, bu nuqtada y = u(x) - v(x) = u - v funksiya
ham differensiallanuvchi va uning hosilasi uchun

u-v)=u-v+u-v (5)
formula o‘rinli bo‘ladi.
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Masalan,
(e* - sinx)’ = (e*) - sinx + e* - (sinx)' = e* - sinx + e* - cosx
= (sinx + cosx) - e*

2-natija: O‘zgarmas C ko‘paytuvchini hosila belgisidan
tashgariga chigarish mumkin.

[C-FOI'=Cf)+C-fx)=0-fF)+C-f(x)=C-f(0).

Masalan, (5x2)’'=5-(x?)’= 5-2x = 10x.

4-goida: Agar u=u(x) va v=wv(x) funksiyalar x nugtada
differensiallanuvchi va bu yerda v = v(x) # 0 shart bajarilsa, unda bu
nugtada y = u(x)/v(x) =u/v funksiya ham differensiallanuvchi va
uning hosilasi uchun

u,, uv-uv

(=" (6)

\ v

formula o‘rinli bo‘ladi.
HOSILALAR JADVALI

. DARAJALI FUNKTSIYALAR

1 | (X9 =ax?, ae(—o0,x) 2 | (u*)Y=au*', u=u(x)
(x)' =1, (x?)'=2x, (x3)’:3x2, u?) = 2uu , Uiy =3u u',
3 1 4 1
ok A ’ = _!__ \/— _
)=z (= (=17 GU=o -
II. KO‘RSATGICHLI FUNKTSIYALAR
5 | (@) =a*lna,a>0,a=1 6 |(@")=a"vinau=u(x)
7 | (") =¢e", (10°)'=10"In10 8 |[(")=¢e"-Uu, u=u(x)
I1l. LOGARIFMIK FUNKTSIYALAR
, u _Ulog,e
9 (log, X)' = 1 :Iogae 10 (Iogau)—ulna— . u=u
xIlna X
11 [ tn'=2, g'=——=9% 195 [ inuy=Lu, u=u
X xIn10 X u

IV. TRIGONOMETRIK FUNKTSIYALAR

(sin x)"=cosx, (sinu)' =cosu-u’,
13 (cosx)’ =—sin x 14 (cosu) =—sinu-u’
(tgu) =—25—,
1 1
15 | (tgx)'= , (Ctg)' =—=— |16 cos’u
cos x " sin?x

(ctgu)' =—

sinu
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V. TESKARI TRIGONOMETRIK FUNKTSIYALAR

17 | (arcsinx)' =—(arccosx)’ = = |18 (arcsinu)’=~(arccosu)’ = N
1-x
19 | (arctgx)’ =—(arcctgx)’' = 1 5 20 (arctgu)’=—(arcctg.) T 1402
1+x
DIFFERENSIALLASH QOIDARLARI
(C)=0, (C—const.), Y o
1 (C-u) =C-u' 2 |U-v)=u-v+u-v
(utv) =u=Vv',
3 Uy uev-uv 4 | [fUI=fu(u)-u", u=u(x)
vl 2
{f Y(y)Y¥= 1 X' _1 VY —uW' V-1
5 y T YTy 6 | (u)=u"VIihu+vuu

10.3. Hosilani amaliy masalalarni yechishga tadbiqi.

Funksiyaning monotonlik oraliglari.

2-Teorema: |. Differensiallanuvchi y = f(x) funksiya biror
(a,b) oraligda o‘suvchi [kamayuvchi] bo‘lsa, bu oraligda uning
hosilasi f'(x) = 0 [f'(x) = 0] shartni ganoatlantiradi.

Il. Agar differensiallanuvchi bo‘lgan y = f(x) funksiyaning
hosilasi  biror (a,b) oraligda f'(x)=0[f'(x)<0] shartni
ganoatlantirsa, unda bu (a, b) oraligda funksiya o‘suvchi [kamayuvchi]
bo‘ladi.

Masalan, f(x)= x—|—i funksiya uchun f'(x) = 1—x—12 >0
tengsizlikning yechimi (-e;-1)U (1;+) sohadan iborat va shu
sababli bu sohada berilgan funksiya o‘suvchi bo‘ladi. x = 0 nuqtada
funksiya aniglanmaganligini hisobga olib, bu funksiya (-1;0)u (0;1)
sohada kamayuvchi ekanligini ko‘ramiz.

Funksiya ekstremumi. Funksiyaning birinchi tartibli hosilasi

nolga teng yoki uzilishga ega bo‘ladigan nuqtalari Kkritik nuqtalar
deyiladi.
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5-Ta’rif. x, nuqtaning shunday atrofi mavjud bo‘lsaki, bu
atrofning har ganday x = x, nugtasi uchun f(x )< f(x,) tengsizlik
bajarilsa, y = f(x) funksiya x, nugtada maksimumga ega deyiladi.

6-Ta’rif. X, nuqtaning shunday atrofi mavjud bo‘lsaki, bu
atrofning har ganday x = x, nuqgtasi uchun f(x )> f(x,) tengsizlik
bajarilsa, y = f(x) funksiya x, nugtada minimumga ega deyiladi.

Funksiyaning  maksimum  yoki minimum nuqtalariga

ekstremum nugqtalari deyiladi.
Ekstremumning yetarli sharti. Birinchi qoida. x, nuqta

y = f(x) funksiyaning kritik nuqtasi bo‘lib, funksiya hosilasi ishorasi
bu nuqtadan o‘tishda ishorasini o‘zgartirsa, x, nuqta, funksiyaning
ekstremum nuqtasi va:

1) x, nuqtadan chapdan o‘ngga o‘tishda f'(x) o‘z ishorasini
musbatdan manfiyga o‘zgartirsa, x, nuqtada funksiya maksimumga;

2) X, nuqtadan chapdan o‘ngga o‘tishda f'(x) o‘z ishorasini
manfiydan musbatga o‘zgartirsa, x, nhuqtada funksiya minimumga
ega bo‘ladi.

Ikkinchi qoida. x, nuqtada birinchi tartibli hosila nolga teng,
ikkinchi tartibli hosila noldan farqli bo‘lsa, x, nuqta funksiyaning

ekstremum nuqtasi va:
f"(xy) <0 bo‘lsa, maksimum nuqtasi;

f"(X,) > 0bo‘lsa, minimum nuqtasi bo‘ladi.

1-misol. f(x)=%-x3—%-x2 —6x+2§ funksiyaning
ekstremumini birinchi goida bilan tekshiring.

Yechish. Kritik nugtalarni topamiz:
f'(x) =x*—x—-6, x* —x-6=0,bunda X1 _1£V1v4:6 145,

2 2
bo‘lib, x, =—2, X, =3 bo‘ladi.

Endi argumentning kritik nuqtalaridan o‘tishda funksiya
hosilasining ishoralarini tekshiramiz:
f'(X)=x>-x-6=(X+2)(x—-3), x<—2 bo‘lsa, Xx+2<0,x-3<0
bo‘lib,
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(Xx+2)(x—3)>0,bo‘ladi, ya’ni ishora musbat (+).x>-2 bo‘lsa,
X+2>0; x-3<0, (x+2)(x-3) <0, ya’ni ishora manfiy (-). Demak,
X, =—2 nuqtadan o‘tishda funksiya hosilasining ishorasi musbatdan
manfiyga o‘zgaradi. Birinchi qoidaga asosan x, =—2 nuqtada berilgan
funksiya maksimumga ega

bo‘ladi. y, ., = %(—2)3 —%(—2)2 ~6(-2)+8/3=10.

Endi -2<x<3 bo‘lsa, (x+2)>0; (x-3)<0 bo‘lib,
(x+2)(x—3) <0, hosilaning ishorasi manfiy (-),x>3 bo‘lsa,
(x+2)>0; (x=3)>0 bo‘lib, (x+2)(x—3)>0, musbat (+) bo‘ladi.
Demak, x, =3 nuqtadan o‘tishda funksiya hosilasi ishorasini
manfiydan musbatga o‘zgartiradi, birinchi qoidaga asosan funksiya
X, =3 nuqtada minimumga ega bo‘ladi.

Yo =1/3-32-1/2.32 —6-3+8/3=-65/6.
2-misol. f(x) =1/4-x* —2x3 +11/2-x* —6x+9/4 funksiyaning
ekstremumini ikkinchi qoida bilan tekshiring.
Yechish. Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarni topamiz:
f'(x)=x®-6x>+11x—6,  f"(x)=3x*-12x+11.
Endi kritik nugtalarni topaylik:
X —6X* +11x -6 = X° — x* —5x* +5X + 6x—6 =
= x?(x—1) =5x(x-1) +6(x —1) =
=(x-1)(x* -5x+6), x*-5x+6=0, x-1=0

_5+/25-4.6 _5+1
2 2
Demak, kritik nuqtalar: x; =1, x, =2, X3 =3 bo‘ladi. Endi ikkinchi
tartibli hosilaning kritik nugtalardagi giymatlarini hisoblaymiz:
f'(1)=3-12-12-1+11=2>0,
f"(2)=3-2°-12-2+11=-1<0,
f"(3)=3-3°-12.3+11=2>0.
Shunday qilib, ekstremumga ega bo‘lishning ikkinchi qoidasiga
asosan, x, =1, x; =3 nugtalarda minimum, x, =2 nuqtada funksiya

bundan, x=1 va x,, X, =2, X; =3bo‘ladi.
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maksimumga ega bo‘ladi.
minf(1)=0; max f(2)=0.25; min f(3)=0.

Funksiyaning eng kichik va eng katta qgiymatlari.
y = f(x)funksiyaning [a,b] kesmadagi eng kichik va eng Katta
giymatlarini topish uchun:

1) kritik nugtalarni topamiz;

2) funksiyaning bu kritik nugtalardagi va kesmaning
chetlaridagi giymatlarini hisoblaymiz;

3) bu topilgan giymatlardan eng kichigi funksiyaning berilgan
kesmadagi eng kichik giymati, eng kattasi bu kesmadagi eng katta
qiymati bo’ladi.

Misol. y= f(x)=x*-2x?+5 funksiyaning [-2;3] kesmadagi
eng kichik va eng katta giymatlarini toping.

Yechish. Berilgan  funksiyaning kritik  nugtalarini

topamiz.y' =4x° —4x, 4x®—4x=0, 4x(x*-1)=0,
bundan, x, =-1, x, =0, X3 =1 kritik nuqtalar bo‘ladi. Funksiyaning
berilgan kesmaning chetki nuqgtalaridagi hamda kritik nuqtalardagi
giymatlarini

f(—2)=(-2)* -2(-2)* +5=16-8+5=13,
hisoblaymiz: f(-1)=4; f(0)=5; f()=4 ea f(3)=3"-2.32+5=
=81-18+5=068.

Bu topilganlarni solishtirib, funksiyaning [— 2;3] kesmadagi eng
Kichik va eng katta giymatlari, mos ravishda vy.,,. =4, Y,.» =68
bo‘ladi.

Funksiyani tekshirishning umumiy rejasi. Funksiyani hosila
yordamida tekshirishni hisobga olib, funksiyani tekshirishning
quyidagi umumiy rejasini tavsiya etamiz:

1) funksiyaning aniglanish sohasini topish hamda argumentning
aniqlanish sohasi chetlariga intilganda funksiya o°zgarishini
tekshirish;

2) funksiyaning juft-togligini tekshirish;

3) funksiyaning davriyligini aniglash;

4) funksiyaning uzluksizligi, uzilishini tekshirish;

5) funksiyaning kritik nugtalarini aniglash;

6) funksiyaning monotonlik oraliglarini va ekstremumini
tekshirish;
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7) funksiya grafigining asimtotalarini tekshirish;
8) imkoniyati bo‘lsa funksiya grafigining koordinat o‘qlari bilan

kesishish nuqgtalarini aniglash;

9) yuqoridagi aniglangan xususiyatlarni hisobga olib, funksiya

grafigini yasash.

1.

Test savollari:
y = f(x) funksiyaning Ax argument orttirmasiga mos keladigan

Af orttirmasi gayerda to‘g‘ri ifodalangan?

A) Af = f(x) — f(Ax); B) Af = f(x + Ax) — f(Ax);
C) Af = f(x+ Ax) — f(x); D)Af = f(x+ Ax) — f(x — Ax).
y = x* funksiyaning Ay orttirmasi qayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?
A) 3x2Ax + (Ax)3; B) 3x2Ax + 3x(AX)? + (AX)3;
C) 3x°Ax + 3x(Ax)?; D) 3x(AX)?(X +3AX) ;

. v = x* funksiya uchun j—; orttirmalar nisbatini toping.
A) 3x% +(AX)?; B) 3x(x+3AX) ;
C) 3x? +3xAX; D) 3x% + 3xAX + (AX)?.

.¥=f(x) funksiya hosilasini ta’rif bo‘yicha hisoblashda

quyidagilardan gaysi biri bajarilmaydi?
A) argument orttirmasi Ax hisoblanadi;
B) funksiya orttirmasi Af hisoblanadi;

C) orttirmalar nisbati E hisoblanadi;
D) E nisbatning Ax — 0 bo‘lgandagi limiti hisoblanadi;
E) ko‘rsatilganlarning barchasi bajariladi.

.¥y=f(x) funksiya hosilasining ta’rifi qayerda to‘g‘ri

ko‘rsatilgan?

, . Af . . AX,
A) 1100 = fim 70 B) 1160 = Im,
, . Af , . AX
C) f'(x) _Al)l(rL]0 ot D) f'(x) _AI)!TOOE.
. Hosilaning mexanik ma’nosi qayerda to‘g‘ri ko‘rsatilgan?
A) harakatda bosib o‘tilgan masofa; B) harakatda
sarflangan vaqt;
C) harakatda oniy tezlik; D) harakatda to‘xtash holati.

.y=x° Kkubik parabolaning x,=—1 abssissali nuqgtasiga

o‘tkazilgan urinma tenglamasini aniglang.
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A)y=3x+2; B)y=3x+4, Cy=3x-2; D)y=3x-4,
8. Differensiallash qoidasi qayerda xato ko‘rsatilgan?

A) (C-u)=C-u’" (C-const.); B) uxv)'=u"zV
C) u-v)=u"-v+u-v D) (E] :u’vtuv’.
v v

9. Ikkita u va v diffrentsiallanuvchi funksiyalar % nisbatining

hosilasini  hisoblash formulasi to‘g‘ri  yozilgan javobni
ko‘rsating.
u'v+uv', B)uv+uv _ C)uv—uv_ D) u'v—uv

A y ) ]
) v v?2 v?2 v

funksiyaning " hosilasini hisoblang.

z

10. y =—=

s X
2

A)}J": x . B):}J’:

C) _’}J'I - cj:x; D) J,J"r - sinx
11. Ikkita u va v diffrentsiallanuvchi funksiyalar w-v
ko‘paytmasining hosilasini hisoblash formulasi qayerda to‘g‘ri
yozilgan?
A)u'v';, B)u'v' +uw; Clu'v+ur;, D)u'v—uv'
12, y = x? sinx funksiyaning y' hosilasini hisoblang.
A) y' = x* cosx; B) v' = x(xsinx — 2 cos x);
C) y' = 2xsinx; D) y' = x(xcosx + 2 sinx).
13. y = 5x? + 10x — 2 funksiyani ekstremumini toping.
A)fmm(_lj =7, B) fmm(D] = -1 C) fmax(:l) = 14,
D) frnax (2) = 28.
14, y = (x + 1)? funksiya grafigiga (—1;0) nuqtada o‘tkazilgan
urunma tenglamasini aniglang. 1) y=x+1, 2) y=—x—1, 3)
y=20

2x

sin x’
x(2sin x—x cosx)

A) 3 B) 1;3 C)1 D) 2

15. f(x)=x?, funksiyaning berilgan [a,b]=[-105] kesmadagi
eng katta giymatini toping.
A)l B) 2 C)3 D) 2;3

Nazorat savollari:
1. Funksiyaning nuqtadagi hosilasi ta’rifi qanday ifodalanadi?
2. Qachon funksiya oraliqda differensiallanuvchi deyiladi?
3. Teskari funksiyaning hosilasi gaysi shartda mavjud va ganday
topiladi?
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Murakkab funksiyaning hosilasi ganday hisoblanadi?
. Funksiyalar algebraik yig‘indisi differensiallanuvchi bo‘lsa,
go‘shiluvchilar differensiallanuvchi bo‘lishi shartmi?

o

11-MAVZU: ANIQMAS INTEGRAL

REJA:
. Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral.
. Anigmas integral xossalari. Asosiy integrallar jadvali.
3. Anigmas integralda integrallash usullari.

N -

11.1. Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral.
1-Ta’rif: Biror chekli yoki cheksiz (a,b) oraligdagi har bir x
nugtada differensiallanuvchi va hosilasi
F'(x) = f(x) (1)
shartni ganoatlantiruvchi F(x) berilgan f(x) funksiya uchun
boshlang ‘ich funksiya deyiladi.
Masalan, f(x)=a* (a>0, a #1), xe(-o,), funksiya uchun

X

F(x) = li— boshlang‘ich funksiya bo‘ladi, chunki ixtiyoriy x uchun

@

F'(x) = (a,_f"f)I :axlna

Ina
tenglik o‘rinlidir.
Xuddi shunday F(x) = ’“—5 funksiya barcha x nugtalarda f(x) = x*

uchun boshlang‘ich funksiya bo‘ladi, chunki F'(x) = (x;]’ =x*=f(x)
tenglik bajariladi.

Berilgan y = F(x) funksiyaning y'= F'(x) = f(x) hosilasi bir
giymatli aniglanadi. Masalan, y = x2 funksiya yagona y' = 2x hosilaga
ega. Ammo vy = f(x) funksiyaning boshlang‘ich F(x) funksiyasini
topish masalasi bir giymatli hal gilinmaydi. Hagigatan ham, agar F(x)
funksiya f(x) uchun boshlang‘ich funksiya bo‘lsa, u holda ixtiyoriy C
0‘zgarmas son uchun F(x) + C funksiya ham f(x) uchun boshlang‘ich
funksiya bo‘ladi. Haqigatan ham, differensiallash qoidalariga asosan,

FO+O'=F@+O)'=fx)+0=7

= = f(®)

Ina
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va ta’rifga asosan, F(x)+ C funksiya f(x) uchun boshlang‘ich

funksiya bo‘ladi.
Masalan, f(x)=2x uchun ixtiyoriy C o‘zgarmasda x*+C

boshlang‘ich funksiyalar bo‘ladi.
Demak, berilgan y = f(x) funksiya uchun F(x) + C ko‘rinishdagi

cheksiz ko‘p boshlang‘ich funksiya mavjud bo‘ladi. Bunda F(x)
birorta boshlang‘ich funksiyani, C esa ixtiyoriy o‘zgarmas sonni
ifodalaydi.

Lemma: Agar y=Q(x) funksiya biror (a,b) oraligda
differensiallanuvchi va bu oraligning har bir nugtasida uning hosilasi
Q'(x) =0 bo‘lsa, unda bu funksiya (a,b) oraligda o‘zgarmas, ya’ni
Q(x) = C (C - const) bo‘ladi.

1-Teorema: Agar F(x) va @(x) berilgan f(x) funksiyaning
ixtiyoriy ikkita boshlang‘ich funksiyalari bo‘lsa, u holda biror C
o‘zgarmas sonda @(x) = F(x) + C tenglik o‘rinli bo‘ladi.

2-Ta’rif: Agar F(x) biror (a,b) oraligda f(x) funksiyaning
boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, unda F(x)+C (C - ixtiyoriy
o‘zgarmas son) funksiyalar to‘plami shu oraliqda f(x) funksiyaning
anigmas integrali deyiladi .

Berilgan f(x) funksiyaning anigmas integrali [f(x)dx Kkabi
belgilanadi va, ta’rifga asosan, birorta F(x) boshlang‘ich funksiya
bo‘yicha

[f)dx=F(x)+C (2)
tenglik bilan aniglanadi.
(2) tenglikda j - integral belgisi, f(x) integral ostidagi funksiya ,
f(x)dx integral ostidagi ifoda, x esa integrallash o‘zgaruvchisi
deyiladi. Berilgan f(x) funksiyaning [f(x)dx anigmas integralini
topish amali bu funksiyani integrallash deb ataladi.

b 5
[a*ax="—+C, Ix4dx:§ +C, [2xdx=x%+C
a

11.2. Anigmas integral xossalari. Asosiy integrallar jadvali.
Anigmas integral ta’rifidan uning quyidagi xossalari kelib chigadi:

1-xossa. Anigmas integral hosilasi integral ostidagi funksiyaga
teng, ya'ni
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(] f(r)dx)' = £ ()
2-xo0ssa. Anigmas integral differentsiali integral ostidagi ifodaga
teng, ya’ni
d(] f(x)dx)= f(x)dx.
3-xossa. Biror funksiyaning hosilasidan olingan anigmas integral
shu funksiya bilan ixtiyoriy C o‘zgarmasning yig‘indisiga teng, ya’'ni
[F'(x)dx=F(x)+C.
4-xossa. Biror funksiyaning differentsialidan olingan anigmas
integral shu funksiya bilan o‘zgarmas yig‘indisiga teng, ya’ni
[dF(x)=F(x)+C.
5-xossa. O‘zgarmas Kk ko‘paytuvchini integral belgisidan
tashgariga chiqgarish mumkin, ya’ni

[k (x)dx = k[ f(x)dx.
Masalan, [10xdx = [5- 2xdx=5[2xdx =5(x* +C) =5x* +5C =5x° +C.
6-xossa. Ikkita funksiya algebraik yig‘indisidan olingan anigmas
integral shu  funksiyalarning har biridan olingan anigmas
integrallarning algebraik yig‘indisiga teng, ya’ni
JIT ()£ g()]dx =] f(x)dx £ [g(x)dx.

X

Masalan, [(5* + 2x)dx =[5%dx + [ 2xdx :Ir51_5 +x?>+C.

7-xo0ssa. Agar a va b o‘zgarmas sonlar bo‘lsa, unda quyidagi
tasdiq o‘rinlidir:
jf(x)dx:F(x)+C:>jf(ax+b)dx:§F(ax+b)+C .
5 5 5
Masalan, jx4dx=§ +C:>j(2x—3)4dx=%-(zx_3) +C (2);;3)
Integrallar jadvali. Hosilalar jadvali, oldin hisoblangan

hosilalar va anigmas integral ta’rifidan foydalanib, asosiy integrallar
jadvalini yozamiz.

+C.

INTEGRALLAR JADVALI

a+l
1. [xedx =2 _ 2. [dx=x+C
[ xdx a+1+C (o #—1) _[ +
x?2 dx 1
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5. jdX—Z\/_+C 6. j%zln\xHC
X

7. [a dx=2_1c 8. jexdx:eX+C
Ina
Q. jsm xdx =—cos X + C 10. jcosxdx=sin X+C
11. | dx :j(1+tg2x)dx:tgx+C (X¢Z+7zk, k=0,+1+2,--)
cos X 2
12, ]2 _otgxaC (xeak, k=0,£1+2,)
sin? x

13. [tgxdx=—In|cosx/+C (X¢%+7zk, k=0,£1,+2,-)

14. [ctgdx=Insinx+C  (x=&, k=0+1%2:-)
dx | arctgx+C
- |—arcctgx + C

15. | 16. |

arcsinx +C
—arccosx +C

dx _
V1-x?

1+ x2

dx 1 X—a
17. =" In
sz—az 2a |[X+a

18'j\/xd%a ‘X+\/X +a ‘+C

Bu formulalarning to‘g‘riligini tenglikning o‘ng tomonidan
hosila olish (differensiallash) orqgali tekshirish mumkin. Natijada
integral ostidagi funksiya hosil bo‘lishi kerak.

n n
Masalan, d[x +1+CJ=[X +1 Jd _(n+1)x dx = x"dx.

+C

n+1 n+1 n+1

Differensiallash natijasida integral ostidagi funksiya hosil bo‘ldi.
Demak, integral javobi to‘g‘ri ko‘rsatilgan.
Misol. [(x®+5sinx—9)dx integralni hisoblang.
Yechish. Integralning 5 va 6-xossalariga asosan,
[ (x* +5sinx—9)dx = [ x> dx + 5[ sinxdx—9] dx
bo‘ladi. Asosiy integrallar jadvalidagi 1), 2), 9) formulalarga asosan,

4
jx3dx=XZ+Cl, 5(sinxdx =5(-cosx +C,), —9[dx=-9(x+Cy).

4
Demak, j(x3 +5sinx—9)dx =XZ —5c0sx—-9x+(C, +5C, —9C;).
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4
C=C,+5C, —9C;, j(x3 +5sinx—9)dx:XZ—5cosx—9x+C.

11.3. Anigmas integralda integrallash usullari.

Yoyish wusuli. Bu usulda dastlab berilgan integral ostidagi
murakkabroq f(x) funksiya soddarog (masalan, integrallari bevosita
jadval orqali topiladigan) f.(x) (k=1,2,...,n) funksiyalarning chizigli
kombinatsiyasiga yoyiladi. So‘ngra bu chiziqli yoyilma integralidan
foydalanilib  hisoblanadi. Bu usulni matematik ko‘rinishda
quyidagicha ifodalash mumkin:

J £ O)dx =][A fy () + A Fp (x) + -+ A (X)]dx =
= A [ F(Qdx +A [ fo (X)X +---+ Anj f. (X)dx

Misol. 1) 22 Ly —j(——5 —)d —7]——5jd N
X2
:7In\x\—5x—l+c;
X
- 2 _
2) [tg2xdx=["" de:j1 COSZXdx:j L hix-
cos’ X cos’ X cos’ X
= dx—[dx=tgx—x+C,
Icoszx J X
dx 1 dx
3 = :— ol
)Ixz—az I2a[x a x+a ZaUX a Jx+a]
=—[In|x—a|—In|x+a|]+C:—InX_a+C.
2a 2a |[X+a

Differensial belgisi ostiga kiritish usuli. Bu usul anigmas
integralning ushbu invariantlik xossasi orgali amalga oshiriladi:
[ f()dx=F(x) +C =] f (u)du=F(u)+C. (3)

Bunda wu=wu(x) ixtiyoriy differentsiallanuvchi funksiyani
ifodalaydi. Shunday qilib, integrallash o°‘zgaruvchisi x biror
differentsiallanuvchi « = u(x) funksiya bilan almashtirilsa, integral
javobida ham x o‘rniga u = u(x) funksiya qo‘yiladi.

Ko‘p hollarda bu usulni qo‘llash uchun dastlab integral ostidagi
funksiyaning bir gismi differensial ostiga kiritiladi va integral kerakli
ko‘rinishga keltiriladi.

Misol sifatida quyidagi integrallarni hisoblaymiz.
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u? In? x

1. jlnxdlnx=(u:Inx)zjudu=?+C= >
2. [(x+HPdx=[(x+HPd(x+4)=(u=x+4)=
~uedu=Y DT
100 100
Bu yerda dx = d(x + 4) ekanligidan foydalandik.

3 thde_Jsm xdx —f —dcosx
COS X COS X

+C

+C.

=(u=cosXx) =

:_jju:—ln\uhc =—Injcosx|+C.

Bu usul yordamida quyidagi ko‘rinishdagi integrallarni ham hisoblash
mumkin:
I F/(x)dx _ I df (x)
f(x) f(x)
f'Oqdx _ df (x) _2JT +C .
I V() W ¥
O‘zgaruvchilarni almashtirish wusuli. Bu usulda berilgan
[ f (x)dx integraldagi “eski” x o‘zgaruvchidan “yangi” t o‘zgaruvchiga
biror x = ¢(t) funksiya orqali o‘tamiz. Bunda ¢(t) funksiya
almashtirma deb ataladi va u differensiallanuvchi, hosilasi uzluksiz
hamda teskari funksiyasi ¢t = ¢~*(x) mavjud deb olinadi. Bu holda
[ £()dx =] flet)]de(t) =] f[p()]e'(t)dt (4)
tenglik (o‘zgarmas son aniqligida) o‘rinli bo‘ladi. Bunda tenglikning
o‘ng tomonidagi integral hisoblangandan keyin, ¢ o‘zgaruvchi o‘rniga
t = ¢~ 1(x) qo‘yilib, berilgan integral javobi olinadi.

—In|f(x)|+C ,

Misol.
1)[ B VX+4=t, x+4=t? ¢ 2dt
Xx+4 x:t2—4 dx = 2tdt (t* - 4)-t
1 t—-2 \/x+
=2 ——1In C——I +C
I 22 2.2 t+2+ X+ 4 +2
Xx=at, t=x/a, adt
2) | 7 #0) = fg—
dx=d(at) =adt a’t® +a’
1. dt 1 1
== ="arctgt + C ==arct +C
a't’+1 a a a9y
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Bo‘laklab integrallash wusuli. Faraz qilaylik, u=wu(x) va
v =wv(x) funksiyalar differentsiallanuvchi funksiyalar bo‘lsin. Bu
funksiyalar ko‘paytmasining differentsialini yozamiz:
d(uv) =vdu -+ udv.

Bu yerdan
udv=d(uv)—vdu

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglikning ikkala tomonini hadma-had
integrallab, quyidagi natijani hosil gilamiz:

judv=jd(uv)—jvdu.
Bundan, ushbu formulaga ega bo‘lamiz:

Iudv=uv—jvdu. (5)
Bu natija bo ‘laklab integrallash formulasi deyiladi.

Misol. [xe*dx integralni hisoblaymiz.

Bunda u=x, dv = e*dx deb olamiz. Bundan
du=dx, v=[dv=[e*dx=e*+C bo‘ladi. Bu yerda ¢ =0 deb va (5)
formuladan foydalanib, berilgan integralni quyidagicha oson
hisoblaymiz:

[xe*dx=xe* —[e*dx=xe* —e" +C=(x-1e" +C.
Ayrim integrallarni hisoblash uchun bo‘laklab integrallash

formulasini bir necha marta qo‘llashga to‘g‘ri keladi. Bunga misol
sifatida ushbu integralni garaymiz:

u=x%, dv=sin xdy, }

_ =—x%COSX + 2[ xcos xdx =
du=2xdx, Vv=sinxdx=-cosx

[ x?sin xdx =

_{ u=x, dv=-cosxdx,

2 . )
=—X“COSX + 2(xsin X — | sin xdx) =
du =dx, v=[cosxdx=sin x} ( J )

= —x? oS X + 2(xsin X + cosx) + C .
Kvadrat uchhadli integrallarni hisoblash. Ushbu integrallarni
qaraymiz:
A [y . S
ax” +bx+c Jax® +bx+c
Avvalo maxrajdagi kvadrat uchhaddan to‘liq kvadratni ajratib olamiz:

ax? ijXch:cl[x2 +Ex+£}:a[x2 +2£x+(£)2 +£—(£)2}:
a a 2a 2a a 2a
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—a{(ﬂ%) —(g——)}—a[mz—) it |

2 2
Bu yerda, ikzzb—z—E b —zzlac D
4a” a da 4a?

belgilash Kkiritilgan. Bunda, agar kvadrat uchhad diskriminanti
D = b*-4ac > 0, ya’ni uning ildizlari hagigiy sonlar bo‘lsa, k2 manfiy
ishora bilan; D < 0 bo‘lsa k2 musbat ishora bilan olinadi. Ikkala holda
ham k=0 bo‘lishini ta’kidlab o‘tamiz. D =0 holni keyinchalik
ko‘ramiz.

Yuqoridagi tenglik asosida I, integralni o‘zgaruvchilarni
almashtirish usulida quyidagi ko‘rinishga keltiramiz:

t—x+£
. dx 1 dx ~ o 20 1 dt
vy b S N e
+0x+c¢ (X+ )tk dt=d(x+—)=dx -
2a i 2a |

Bu tenglikning o‘ng tomonida jadval integrali turibdi va

dt 1 t dt 1
——— =—arctg—+C, —In—-
ke N = aes ‘

ckanligini eslatib o‘tamiz.
Bu ko‘rinishdagi integrallarni hisoblashga misollar keltiramiz.
0| [ dx _{t:xﬁtl}_
X2 +2x+5 (x+1)2+22 |dt=dx |

dt 1 t 1 X+1
= =—arctg— +C==arctg—— +C.
Vo 2 =5, +C=sarcty—

dx t=x-3, dt
2 = o
)IZ —6x - 7Iu—$242{m—W}jﬁ 42

BTN Ll G o ) RSl
8 [t+4 8 [x+1

Trigonometrik ifodali integrallar. Bu yerda biz trigonometrik
funksiyalar gatnashgan

+C.

IT =[R(sin x,cos x)dx
ko‘rinishdagi integrallarni qaraymiz. Bunda R(sinx,cosx) ifoda sinx va
cosx ustida fagat arifmetik amallar bajarilgan ifodani belgilaydi. Bu

integral tg%zt almashtirma yordami bilan hamma vaqt ratsional
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kasrning integraliga keltirilishi mumkinligini ko‘rsatamiz. Haqiqgatan
ham

2sin Y -cost  2sin’-cos ZtgZE
. 2 2 2t
SN x = 1 = P x: le 2 )
sin? = +cos® = 1+tg? = +1
2 2
X . .X X . .X
00322—3m22 C0522—8m22 l—tz
COS x = " = = 3
X . a.X
cos’ = +sin’ = I+1
2 2
va
X 2dt
— =arctgt = x = 2arctgt , dx=2darctgt = 5
2 1+t

ekanligidan sinx, cosx, x, dx Kiritilgan ¢ orgali ratsional ifodalanadi.
Shu sababli t = tgf universal almashtirma deb ataladi.Demak,

universal almashtirma orgali IT integral ratsional kasrli integralga
keltiriladi:

. 2t 1-t%) 2dt
IT =[R(sin,cosx)dx=|R , =|R(t)dt.
J ( ) j (1+t2 1+t2Jl+t2 j 10
Misol sifatida ushbu
I dx
4sin X +3cosX+5

trigonometrik ifodali integralni hisoblaymiz. Buning uchun t=tg§

universal almashtirmadan foydalanib, bu integralni quyidagi
ko‘rinishga keltirib hisoblaymiz:

2
e B Il B
4sin X +3C0SX +5 2t 1-t2 2t2 18t +8
4. 5 +3 , +0
1+t 1+t
(2+1) 2+t 2+tg§
2

Test savollari:
1. Quyidagilardan gaysi biri f(x) =Inx; uchun boshlang‘ich
funksiya bo‘ladi?
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A)j—t; B) xInx; C)xlnx+x; D)xlnx—x.
. Teoremani to‘ldiring: Agar F(x) biror f(x) funksiya uchun

boshlang‘ich funksiya bo‘lsa, unda ixtiyoriy C o‘zgarmas soni
uchun ....... funksiya ham f(x) uchun boshlang‘ich funksiya

bo‘ladi.

A) C-F(x); B)F(x—C);, C)Fx)+C; D)C/F®).

. Agar F(x) biror f(x) funksiya uchun boshlang‘ich funksiya
bo‘lsa, unda [ f(x)dx aniqmas integral ta’rif bo‘yicha qanday
aniqglanadi?

A) C-F(x); B)F(x+(C); C)F(x)+C, D)C/F®x).

. Qaysi darajali funksiyaning anigmas integrali to‘g‘ri yozilgan?

A) j\/}dx:ZX&+C; B) jide=—1+C;
3 X X
3
C) j—dx 2Jx+C; D) deX:SXf +C.
: Anlqmas integralni hisoblashning gaysi usuli mavjud emas?
A) ko‘paytirish usuli; B) of‘zgaruvchini almashtirish
usuli;

C) differensial ostiga kiritish usuli; D) bo‘laklab integrallash
usuli,

: jidx integralni yoyish usulida hisoblang.
X

3 5

A)2-=+=+C; B) 2x—3ln\x\+—2+C;
X X X

C) 2x—§—i3+C; D) 2x—3ln\x\—§+C.
X 3x X

. [ f(x)dx anigmas integralda x = ¢(t) almashtirma bajarilganda u
qanday ko‘rinishga keladi?

A) [ f(p)e(t)dt; B) [ f ()¢ (t)dt
C) [f(p®)dt; D) [ f (o)) (t)dt.
x*dx . . .. ) )

. integral gaysi almashtirma orqali jadval integraliga
| T 1 gral gay qali j gralig
keltiriladi?

A)t=x?; B) t = x3; C)t =x*; D) t = x>,

. Qaysi tenglik bo‘laklab integrallash usulini ifodalaydi?
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A) Jf()dx=F(x)+C; B) [ f ()dx=] f (o)) (t)dt;
C) [f(x)dx=] iak f (X)dx= iakj f.(x)dx; D) to‘g‘rt javob
k=1 k=1

keltirilmagan.
10. [ x*Inxdx integralni hisoblash uchun integral ostidagi
ifodani qanday bo‘laklash kerak?
A) u=x, dv =xInxdx; B) u=x?, dv = Inx dx;
C)u=Inx, dv = x%dx; D) u = xInx, dv = xdx.
11. Trigonometrik funksiyali ifodalarni ratsional kasrga
ketiruvchi universal almashtirmani ko‘rsating.
A) sinx = t; B) tg;f=t; C)tgx=rt; D) cosx = t.
12. Noto‘g‘ri tenglikni aniglang?
A) J'sin Xdx=Ccosx+cC, B) jcosxdx:sin X+C,
dx
—=Inx+¢,x>0 e*dx=e"+c
o , D) |
2x+1
: : L. q
13. Anigmas integralni toping. _[ Zaxil X
Aln|x2+x+1|+C,B) In]2x+ 1|+ C, C) In|x+ 1|+ C,
D)in x2x+1 +C
14, Noto‘g‘ri tenglikni aniglang?
A)jaxdx:axlna+c; B) jexdx=ex+c,
dx —X =X
— = ,X>0: e'dx=—e"+cC
C)-[x nx+c,x>0: D)I

. - dx
15. Quyidagi integralni hlsoblang.jz\&
A)Vx +C; B)2vx+C;  C)In|lVx|+C; D)In|2vx|+C.

Nazorat savollari:
1. Boshlang‘ich funksiya qanday xossalarga ega?
2. Integrallash va differensiallash amallari o‘zaro qanday
bog‘langan? Integral hisoblash natijasini qanday tekshirish mumkin?
3. Ko‘rsatkichli funksiya ganday integrallanadi?
4. Trigonometrik funksiyalarning integrallarini yozing.
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5. Qanday ko‘rinishdagi anigmas integrallarni bo‘laklab integrallash
usulida hisoblash mumkin? Bo‘laklab integrallashda ganday hollar
bo‘lishi mumkin?

12-MAVZU: ANIQ INTEGRAL

REJA:
1. Aniq integral, uning geometrik ma’nosi, xossalari.
2. Nyuton-Leybnits formulasi. Aniq integralni hisoblash
usullari.
3. Aniq integralning tadbiglari.

12.1. Aniq integral, uning geometrik ma’nosi, xossalari.
Berilgan y = f(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan bo‘lsin. Bu

kesmani ixtiyoriy
A=%Xg <Xy <Xy <o LH <L Xy <X, =D
bo‘linish nuqtalari yordamida n ta

[xo, %1 ]y X220, -5 [Ximg, 5] - ey [, X0
kichik kesmachalarga ajratamiz. Hosil bo‘lgan har bir [x,_;, x;] (i=1, 2,
3, ..., n) kichik kesmachalardan ixtiyoriy bir & nugtani tanlaymiz.

Tanlangan &; nugtalarda berilgan f(x) funksiyaning (&) (i=1, 2, 3, ...,
n) giymatlarini va [x;_;, x;] kesmachalarning x; — x;,_; = Ax; (=1, 2, 3,
..., N) uzunliklarini hisoblaymiz. Bu giymatlaridan foydalanib ushbu
yig‘indini tuzamiz:

sn(f>=_§ (&)A% (1)

1-Ta’rif: (1) tenglik bilan aniglanadigan S, (f) yig‘indi y = f(x)
funksiya uchun [a, b] kesma bo‘yicha integral yig ‘indi deb ataladi.

S.(f) integral yig‘indi ta’rifidan ko‘rinadiki uning giymati
[x;_1, x;] Kichik kesmachalar uzunligi Ax; ularning soni n va tanlangan
&i nuqtalarga bog‘liq bo‘ladi. A, = maxAx; belgilash kiritamiz.

1<i<n
2-Ta’rif: Agar S, (f) integral yig‘indilar ketma-ketligi n — « va
A,— 0 bo‘lganda x; bo‘linish nuqtalari hamda [x,_;,x;] Kichik
kesmachalardan olinadigan & nuqtalarning tanlanishiga bog‘liq
bo‘lmagan biror chekli S(f) limitga ega bo‘lsa, bu limit qiymati S(f)
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berilgan f(x) funksiyadan [a,b] kesma bo‘yicha olingan aniq integral
deyiladi.
Berilgan f(x) funksiyadan [a,b] kesma bo‘yicha olingan aniq

b
integral [f(x)dx kabi belgilanadi va ta’rifga asosan quyidagicha
a

aniglanadi:
b n
[f(x)dx=S(f)= lim S,(f)= lim 3 f(&)Ax. (2)
a A, 50 A, 501t

Bu yerda a — aniq integralning quyi chegarasi, b — yuqori
chegarasi, [a,b] —integrallash kesmasi, x—integrallash o‘zgaruvchisi,
f(x) — integral ostidagi funksiya, f(x)dx — integral ostidagi ifoda
deyiladi.

3-Ta’rif: Agar f(x) funksiyadan [a,b] kesma bo‘yicha olingan

b
aniq integral [f(x)dx mavjud bo‘lsa, unda f(x) bu kesmada
a

integrallanuvchi funksiya deb ataladi.
b
Egri chizigli trapetsiyaning yuzasi S = | f (x)dx,

b
O‘zgaruvchi kuch bajargan ish A= f(x)dx,
a

b
Ishlab chigarilgan mahsulot hajmi V = [ f (t)dt
a

aniq integrallar orgali ifodalanishi kelib chigadi. Bu tengliklarni aniq
integralning geometrik, mexanik va iqtisodiy ma’nolari deb olishimiz
mumkin.

1-Teorema: Berilgan [a,b] kesmada chegaralangan va unda
chekli sondagi uzilish nuqtalariga ega bo‘lgan f(x) funksiya shu
kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

Natija: Berilgan [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lgan f(x) funksiya
shu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

Aniq integralning xossalari. Avvalo yuqorida ko‘rib o‘tilgan
aniq integral ta’rifiga ikkita qo‘shimcha kiritamiz.

Agar aniq integralda quyi a va yuqori b chegaralar (a < b) o‘rinli
almashsa, unda
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? f(x)dx = —? f (X)dx (3)
a b

tenglik o‘rinli deb gabul gilamiz.
(3) tenglikdan

?f(x)dx=0 (4)

deb gabul gilishimiz mumkinligi kelib chigadi.

1-xossa: Aniq integralda o‘zgarmas ko‘paytuvchini integral
belgisidan tashqariga chigarish mumkin, ya’ni k o‘zgarmas son bo‘lsa,
unda

b b
J#f (o) = k[ f () (5)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

2-xossa: Ikki yoki undan ortig funksiyalar algebraik
yig‘indisining aniq integrali qo‘shiluvchilar aniq integrallarining
algebraik yig‘indisiga teng bo‘ladi, ya’ni

b b b b
[[f. ()£ fo() £+ £ £, 0Qldx =] f,(Qdx £ [ f,(X)dx +---+ [, (x)dx  (6)
a a a a
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bunda tenglikning o‘ng tomonidagi aniq

integrallar mavjud deb hisoblanadi.
3-xossa: Agar [a,b] kesmada f(x) = 0 va integrallanuvchi bo‘lsa,

unda uning aniq integrali uchun
b
[f(x)dx>0 (7)
a
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
4-xossa: Agar [a,b] kesmada f(x) va g(x) funksiyalar

integrallanuvchi hamda f(x) < g(x) bo‘lsa, unda ularning aniq
integrallari uchun

tj)f(x)dxs ?g(x)dx (8)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
5-xossa: Agar a < ¢ < b va f(x) funksiya [a,c], [c, b] kesmalarda
integrallanuvchi bo‘lsa, unda u [a, b] kesmada ham integrallanuvchi va

b c b
[ f@)dx=[ f)dx+ [ f(x)dx (9)
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tenglik o‘rinli bo‘ladi.
6-xossa: Har gqanday [a,b] kesmada o‘zgarmas f(x) = 1 funksiya
integrallanuvchi va

lff(x)dx:?dx:b—a (10)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
7-xo0ssa: Agar [a,b] kesmada (a < b) integrallanuvchi y = f(x)

funksiyaning shu kesmadagi eng kichik va eng katta giymatlari mos
ravishda m va M bo‘lsa, unda aniq integral uchun

m(b—a)s? f(xX)dx<M(b-a) (11)

qo‘sh tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

8-xossa: Agar |f(x)| funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi
bo‘lsa, unda f(x) funksiya ham bu kesmada integrallanuvchi va
quyidagi tengsizlik o‘rinli bo‘ladi:

kj) f (x)dx| < ?\ f (x)[dx (12)

9-xossa(O‘rta qiymat haqidagi teorema): Agar f(x) funksiya
[a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, bu kesmada shunday & nugta mavjudki,
unda

b
JT(9dx=f(&)(b-a) (13)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
4-Ta’rif: (13) tenglik orgali aniglanadigan

1 b
f(§)= [ ()X

soni f(x) funksiyaning [a, b] kesmadagi o ‘rta giymati deb ataladi.

12.2. Nyuton-Leybnits formulasi. Aniq integralni hisoblash
usullari.
Berilgan f(x) = x funksiyadan [a, b] kesma bo‘yicha olingan

b
| = [xdx
a

aniq integralni uning ta’rifidan foydalanib hisoblaymiz.

I = lim S, ()= lim (b-a)[a-+ b—zan—l] (b- a)[a+b—2anllm —]_
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2 2
=m—ana+9%§4y4b—m.b+a:b"a

2 2
natijani olamiz. Demak,
b b2 . a2
[xdx = (14)
3 2

2-Teorema: Agar (14) tenglikda f(x) uzluksiz funksiya bo‘lsa,
unda ®(x) funksiya differensiallanuvchi va

&'(x)= ([ f )ty = £ (x) (15)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
3-Teorema: Agar F(x) uzluksiz f(x) funksiyaning biror
boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u holda

?u@m:Fuﬂzpmy4xm (16)

tenglik o‘rinlidir.

5-Ta’rif: (16) tenglik aniq integralni hisoblashning Nyuton-
Leybnits formulasi deyiladi.
Misol.

1 3 b b 4 da
1) [Vrdi=2x2| =2 2) [etrdx=e® =SS
) 37 73 y 4,7 4
e e 2, [° 240 02
3) jln—xdx=jlnxdlnx:In X _Inen Lolpze 1,
1 X1 2 | 2 2 2

4)

‘f xelx _lfda+x6
0V1+x2 20 V1+x°
Bo‘laklab integrallash wusuli. u=u(x) va v=v()
differentsiallanuvchi funksiyalar bo‘lsin. Bu holda (u-v)' = u'v +uv’
ekanligidan w«-v funksiya u'v+wuv' uchun boshlang‘ich funksiya
bo‘ladi. Shu sababli, Nyuton — Leybnits formulasiga asosan,

1
J3
= 1+xﬂ =2-1=1.
0

b
[[u'v+uv]dx = uv\g
a
tenglikni yozish mumkin. Bu yerdan, aniq integralning 2-xossasi va

u'dx = du, v'dx = dv ekanligidan foydalanib, ushbu natijalarni olamiz:
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b b , b b ]
Ju'vdx + fuv'dx =uv|, = [vdu + [udv=uv|, =
a a a a

j udv = uv\ — j vdu (17)

6-Ta’rif: (17) tenglik aniq integralni bo‘laklab integrallash
formulasi deb ataladi.

Misol.
)2 u=x, dv:cosxdx ml2
[ xcosxdx = _ sin x\”/z — [sin xdx =
0 du=dx, v=sinx 0
T -2
:—+cosx\’”2 == -1=""7;
2 2 2

Aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish usuli. Berilgan
uzluksiz y = f(x) funksiyadan [a, b] kesma bo‘yicha olingan.

b
[ f(x)dx

aniq integralni ba’zi hollarda biror x = ¢(t) differensiallanuvchi
funksiya orgali “eski” x o‘zgaruvchidan “yangi” t o‘zgaruvchiga
o‘tish usulida hisoblash mumkin bo‘ladi. Bunda ¢(t) funksiya
almashtirma deb ataladi va unga quyidagi shartlar qo‘yiladi:

1. @(e)=a, pf)="b;

2. ¢(t,va ¢'(t, funksiyalar t s[e, A kesmada uzluksiz;

3. flet] murakkab funksiya [« 4] kesmada aniglangan va

uzluksiz.
Bu shartlarda ushbu formula o‘rinli bo‘ladi:

b B
[ fo0dx= [ flp®}' )t (18)

7-Ta’rif: (18) tenglik aniq integralda o‘zgaruvchilarni
almashtirish formulasi deb ataladi.

Ushbu aniq integrallarni o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasi
yordamida hisoblaymiz.

}3 xdx Ix+1=t, x=t?-1 dx=2tdt :f(tz—l)-tht:
\/x+1 a=~0+1=1 pP=~+3+1=

1 t

2](t2 1t = Z(ﬁ—t) R
1 - _3_ 3

1
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12.3. Aniq integralning tadbiqlari.

Tekislikdagi geometrik shakllarning yuzalarini hisoblash.
Bizga ma’lumki, y = f(x) = 0 funksiya grafigi, x = a va x = b vertikal
to‘g‘ri chiziglar hamda y =0, ya’ni 0X koordinata o‘qi bilan
chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning yuzasi aniq integral orgali

b
S = [ f(x)dx (19)

formula bilan hisoblanadi.

Masalan, xe[>,n] holda y = cosx <0 va bunda hosil bo‘ladigan egri
chizigli trapetsiya yuzasi
Tcosxdx

wl2

Aniq integral yordamida jismlar hajmini hisoblash. Maktab
geometriyasidan biz faqat eng sodda jismlar bo‘lmish prizma,
piramida, konus, silindr va shar hajmlarini hisoblash formulalarini
bilamiz. Aniqg integral yordamida bir gator murakkabroq jismlarning
hajmini hisoblash imkoniyatiga ega bo‘lamiz.

Jism hajmini uning Kko‘ndalang kesimi yuzasi bo‘yicha
hisoblash. Bizga biror J jism berilgan bo‘lib, uni 0X o‘qiga
perpendikular tekisliklar bilan kesganimizda hosil bo‘ladigan
kesimlarning yuzasi ma’lum va bu yuza biror uzluksiz S(x), x<[a, b],
funksiya orqali ifodalansin. Bu holda J jismning V hajmini topish
masalasini garaymiz. Buning uchun [a, b] kesmani

A=Xg <Xy <Xy <o <X, <X, << x, =D

nuqgtalar bilan ixtiyoriy n bo‘lakka ajratamiz va bu nuqtalar orqali 0X
o‘qiga perpendikular tekisliklar o‘tkazamiz. Bu tekisliklar jismni Ji
(i=1, 2, -+, n) gatlamlarga ajratadi. Bu gatlamlarning hajmlarini AV;
(i=1, 2, -+, n) deb belgilasak, unda izlangan V hajmni
V = AV, + AV, +---+AV, yig‘indi ko‘rinishida yozish mumkin. Yuqorida
ko‘rsatilgan x; bo‘linish nuqtalari orqali hosil gilingan har bir [x;_;; x;]
kesmachalardan (i=1, 2, ---, n) ixtiyoriy bir & nugtalarni tanlab olamiz.
Endi Ji (i=1, 2, -+, n) qatlamlarning har birini balandligi
Ax; = x; — x;_4, asosining yuzasi esa S(&) bo‘lgan silindrik jismlar
bilan almashtiramiz. Bu holda AVi =S(&)AXi taqribiy tenglik o‘rinli
ekanligini nazarga olsak, yuqoridagi yig‘indidan

S =

:‘sin x\zlz‘:\O—]le.
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n n
v Z_leAVi z_ZlS(cfi )JAX; =V,
i= i=
taqribiy natijaga ega bo‘lamiz. Bu taqribiy tenglikda bo‘laklar soni n
ganchalik katta va A, =maxAx;qanchalik kichik bo‘lsa, Vn yig‘indi

1<i<n

izlanayotgan V hajm qiymatiga shunchalik yaqin bo‘ladi deb olish
mumkin. Shu sababli J jismning hajmi V yuqoridagi V» yig‘indilar
ketma-ketligining n — o, A,— 0 bo‘lgandagi limiti deb olinadi. Unda
Vh yig‘indi S(x) funksiya uchun [a,b] kesma bo‘yicha integral yig‘indi
ekanligini hisobga olib va aniq integral ta’rifidan foydalanib, berilgan
J jismning V hajmini uning ko‘ndalang kesimi yuzasi S(x) bo‘yicha
hisoblash uchun quyidagi formulaga ega bo‘lamiz:

b
V= lim V, = lim 3S(&)Ax = [S(x)dx (20)
A0 A0t “

Aylanma jismlarining hajmini hisoblash.Endi y = f(x),
xe[a,b], funksiya grafigi orgali hosil qilingan egri chizigli
trapetsiyaning 0X koordinata o°qi atrofida aylanishdan hosil bo‘lgan J
aylanma jismning V hajmini topish masalasini ko‘ramiz.

Bunda aylanma jismning ko‘ndalang kesimlari doiralardan iborat
bo‘lib, ularning yuzasi S(x) = mf?(x) funksiya bilan ifodalanadi.
Demak, (20) formulaga asosan, aylanma jism hajmi V uchun ushbu
formulaga ega bo‘lamiz:

V :n? f 2(x)dx (21)

Misol sifatida oldin ko‘rib o‘tilgan doiraviy konusning hajmini
yana bir marta hisoblaymiz. Bu konusni uning yz? tenglamali

yasovchisini 0X koordinata o‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan

aylanma jism deb garash mumkin va shu sababli, (21) formulaga
asosan,
2,2 2,3|" 21,3 2
Vo R g RO A _1g
o h 32|, 3?2 3 3
Test savollari:
1. Aniq integralning geometrik ma’nosini ko‘rsating.
A) egri chizigli trapetsiyaning og‘ma tomoning burchak
koeffitsiyenti;
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B) egri chiziqli trapetsiyaning perimetri;

C) egri chiziqli trapetsiyaning o‘rta chizig‘i uzunligi;

D) egri chizigli trapetsiyaning yuzasi.

. Aniq integralning mexanik ma’nosini ko‘rsating.

A) o‘zgaruvchi kuchning eng katta qiymati;

B) o‘zgaruvchi kuchning eng kichik qiymati;

C) o‘zgaruvchi kuchning momenti;

D) o‘zgaruvchi kuchning bajargan ish.

. Aniq integralning iqtisodiy ma’nosini ko‘rsating.

A) mahsulot ishlab chigarishda mehnat unumdorligi;

B) ishlab chigarilgan mahsulot tannarxi;

C) ishlab chigarilgan mahsulot hajmi;

D) ishlab chigarilgan mahsulot chakana narxi.

. [a,b] kesma bo‘yicha y = f(x) funksiya uchun S,(f) integral

yig‘indi tuzishda quyidagi amallardan gaysi biri bajarilmaydi?

A) [a,b] kesma x; (i=1, 2, -, n—1) va x, = a, x,, = b nuqtalar bilan
n bo‘lakka ajratiladi;

B) [x;_:;x:] (i=1, 2, -+, n) kesmalardan & nugtalar olinadi;

C) tanlangan &; nuqtalarda f(x) funksiya giymatlari hisoblanadi;

D) [x;_1; x;] (i=1, 2, ---, n) kesmalarning uzunliklari x; — x;_, = Ax;
topiladi;

E) ko‘rsatilgan barcha amallar bajariladi.

. [a,b] kesmada aniglangan y = f(x) funksiya uchun tuzilgan.

S, ()= f(&)Ax,
k=1

integral yig‘indi orqali uning aniq integrali ganday aniqlanadi?

A) j)'f(x)dx:Sn(f); B) Tf(x)dx:maxsn(f);
C) Tf(x)dx:min S, (f); D) ?f(x)dx: lim S, (f);
a a nrrTa>>c(>OAx—>O

E) to‘g‘ri javob keltirilmagan.
b
. [a,b] kesmada aniglangan y = f(x) funksiya uchun [f(x)dx aniq

integral ganday shartda doimo mavjud bo‘ladi?
A) yuqoridan chegaralangan; B) quyidan chegaralangan;
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C) o‘suvchi; D) kamayuvchi; E) uzluksiz.
. Aniq integralning xossasi qayerda xato ko‘rsatilgan?

A) E[f (%) +9(x)]dx = i f (x)dx + i g(x)dx;
B) i[f (x) — 9(x)]dx =i f (x)dx — i g(x)dx;
C) i f(x)g(x)dx = i f (x)dx - i g(x)dx;

D) ikf (X)dx = ki f (x)dx (k — const.).

b b
. Aniq integral xossasini ifodalovchi | f(x)dx=ff(x)dx+ [ f(x)dx

tenglik bajarilishi uchun ¢ nugta ganday shartni ganoatlantirishi
kerak?

A)c < a; B)e=b;, Clc=ayokic=b; D)a<c<b;

. Aniq integral uchun quyidagi tengliklardan qaysi biri o‘rinli
emas?

A) ?f(x)dx:o; B) tff(x)dx:?f(x)dx;
a a b

C) ?kf (x)dx = k? f(X)dx; D) ? f(x)dx:? f (t)dt.

a
10. Agar y = F(x) berilgan [a,b] kesmada y = f(x) funksiyaning
boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, unda aniq integral uchun Nyuton—
Leybnits formulasi gayerda to‘g‘ri ifodalangan?

A) Tf(x)dx:F(x); B) tj)f(x)dx:F(a)-F(b);
C) Tf(x)dx:F(b)+F(a); D) Tf(x)dx:F(b)—F(a).

Tsinz xdx aniq integral giymatini Nyuton—Leybnits formulasi
0

yordamida toping.
A) B) - C) < D) ;.
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12, ]Tcoszxdx aniq integral qgiymatini  Nyuton—Leybnits
0
formulasi yordamida toping.

A), B)~; C) D) +.
13. Aniq integralni bo‘laklab integrallash  formulasini
ko‘rsating.
b b b b
A) judv:uv\'z1 — [vdu; B) judv:uv\z + [vdu;
e b b )
C) [udv=[vdu; D) [udv=uy|..
14, y=x% x=2 va y=0 chiziglar bilan chegaralangan egri
chiziqgli trapetsiyaning S yuzasini toping.
A)S=1; B)S=2; C)S=3; D) S = 4.
15. y=+/5x%, x€[2;3] parabola yoyini 0X koordinata o‘qi
atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan aylanma jismning V hajmini
toping.
A)V = 57; B)V=211n; C)V=24n?;

D) Vv = (5m)%E).
Nazorat savollari:

1. Aniq integralni bo‘laklab integrallash formulasini keltirib
chigaring.

2. Nyuton-Leybnits formulasi ganday ko‘rinishda bo‘ladi?

3. Tekislikdagi geometrik shakllarning yuzasi aniq integral orgali
ganday hisoblanadi?

4. Aylanma jismning hajmi aniq integral yordamida qanday
hisoblanadi?

5. Integrallash kesmasida manfiy bo‘lgan funksiyadan shu kesma
bo‘yicha olingan aniq integral giymati hagida nima deyish
mumkin?

13-MAVZU: KOMBINATORIKA ELEMNTLARI

Bir gator amaliy masalalarni yechish uchun berilgan to’plamdan
uning qandaydir xossaga ega bo’lgan elementlarini tanlab olish va
ularni ma’lum bir tartibda joylashtirishga to’g’ri keladi.
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Ta’rif. Biror chekli to’plam elementlari ichida ma’lum bir
xossaga ega bo’lgan elementlaridan iborat qism to’plamlarni tanlab
olish yoki to’plam elementlarini ma’lum bir tartibda joylashtirish bilan
bog’liq masalalar kombinatorik masalalar deyiladi.

Masalan, o’nta ishchidan to’rt kishidan iborat brigadalarni necha
xil usulda tuzish mumkinligini (ishlab chigarishni tashkil etish),
molekulada atomlar ganday usullarda birlashishi mumkinligi (kimyo),
ogsil moddalarda aminokislotalarni ganday tartiblarda joylashtirish
mumkinligi (biologiya), turli bloklardan iborat mexanizmda bu
bloklarni turli tartiblarda birlashtirish (konstruktorlik), bir necha dala
uchastkalarida turli xil ekinlarni almashtirib ekish (agronomiya),
davlat budjetini ishlab chiqarish tarmogqlari bo’yicha tagsimoti
(igtisodiyot)  kabilar  kombinatorik  masalalarga keladi va
kombinatorikani inson faoliyatining turli yo’nalishlarida qo’llanishini
ko’rsatadi.

Ta’rif. Kombinatorik masalalar bilan shug’ullanadigan
matematik fan kombinatorika deyiladi.

Kombinatorikani mustaqil fan sifatida birinchi bo’lib olmon
matematigi G.Leybnits o’rgangan va 1666 yilda “Kombinatorika
san’ati haqida” asarini chop etgan.

Kombinatorikada qo’shish va ko’paytirish qoidasi deb ataluvchi
ikkita asosiy goida mavjud.

Qo’shish goidasi. Agar biror @ tanlovni m(a) usulda, £ tanlovni

m(f) usulda amalga oshirish mumkin bo’lsa va bu yerda a tanlovni
Ixtiyoriy tanlash usuli £ tanlovni ixtiyoriy tanlash usulidan farg gilsa,
u holda “a yoki B” tanlovni amalga oshirish usullari soni
m(a yoki ) = = m(a) + m(B) formuladan topiladi.

Ko’paytirish qoidasi. Agar biror a tanlovni m(a) usulda,
tanlovni m(f) usulda amalga oshirish mumkin bo’lsa, u holda “a va
f” tanlovni (yoki (a, f8) juftlikni) amalga oshirish usullari soni
m(avap)= = m(a) - m(B) formuladan topiladi.

Kombinatorik masalalarni yechishda ko’p qo’llaniladigan
tushunchalardan biri o’rin almashtirish tushunchasidir.
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Ta’rif. Chekli va n ta elementdan iborat to’plamning barcha

elementlarini faqat joylashish tartibini o’zgartirib qism to’plam hosil
gilish n_elementli o’rin almashtirish deb ataladi.

Berilgan n ta elementdan tashkil topadigan o’rin almashtirishlar
soni P, bilan belgilanadi.

Teorema. n ta elementdan iborat o’rin almashtirishlar soni
P, = n! formula bilan hisoblanadi.

Bu yerda n! — en faktorial deb o’qiladi va n!=1-2-3-...-n
kabi aniglanadi. Bunda 0!=1 deb olinadi. Masalan,
3!'=1-2:-3=6, 41=1:2:-3:-4=24,5!'=1-2-3-4-5=120
va hokazo. Faktoriallarni hisoblashda (n+ 1)!=n!-(n+ 1)
tenglikdan foydalanish qulay bo’ladi. Masalan, n =3 elementli
{a,b,c} to’plamdan  hosil bo’ladigan o’rin  almashtirishlar
{a,b,c}, {b,a,c}, {c,b,a}, {acb}, {bc,a}, {cab} boli,
ularning soni P; = 3! =1-2-3 = 6. bo’ladi.

Kombinatorik  tushunchalardan yana biri  kombinatsiya

tushunchasidir.
Ta’rif. Chekli va n ta elementli to’plamning k (k <n) ta

elementli va kamida bitta element bilan farglanadigan qism to’plam
hosil gilish n_elementdan k ta olingan kombinatsiya deyiladi.

Masalan, {a,b,c} ko’rinishdagi n =3 elementli to’plamdan
ikkita elemenli kombinatsiyalar {a; b}, {a;c},{b; c} bo’lib, ularning
soni 3 tadir. Bu yerda {b; a} = {a; b}, {a;c} = {c;a}, {b;c} = {c; b}
deb olinadi.

n ta elementdan k tadan olingan kombinatsiyalar soni CX kabi

belgilanadi va uning giymati Ck = formula yordamida

klln—kK)!
hisoblanadi.
Bu formula orgali Kiritilgan C¥ sonlar yordamida quyidagi

tenglikni yozish mumkin:
(a+b)Y"=a™+Cra™ b+ CZa™?b* + -+ CF tab™ 1 + b" =

mn
= Y ckan-.
k=0
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Bu tenglikda n ixtiyoriy natural son bo’lib, u (a + b)? va
(a+ b)* qisqa ko’paytirish formulalarining umumlashmasini
ifodalaydi va uni Nyuton binomi deb ataladi. Unga kiruvchi C¥
sonlari binomial koeffitsentlar deb ataladi.

Agar Nyuton binomida a=b =1 yoki a=1, b=—1 deb
olsak, unda n_Ck=2m n L (—D¥*Cck =0
tengliklar o’rinli bo’ladi.

Agar formulada k o’rniga n — k qo’yilsa yoki k = 0 yoki k =n
deb olinsa, unda C¥ = CI*, €2 = C? =1 tengliklar hosil bo’ladi.
Bular kombinatsiyalarni hisoblashni osonlashtiradi.

Kombinatorik masalalarni  yechishda o’rinlashtirish  deb

ataluvchi tushunchadan ham foydalaniladi.
Ta’rif. Chekli va n ta elementdan iborat to’plamdan bir-biridan

yoki elementlari yoki elementlarining joylashish tartibi bilan farq
giladigan va k ta elementdan iborat qism to’plamlarni hosil gilish n

elementdan k tadan o’rinlashtirish deb ataladi.
Berilgan n ta elementdan k tadan o’rinlashtirishlar soni A% kabi
belgilanadi va uning giymati

A =nn-D0m-2) - (k-1 yoki A% =-"x

n!

formula bilan hisoblanadi.
Masalan, {a,b,c} to’plamdan n = 3 elementdan k = 2 tadan

o’rinlashtirishlar {a; b}, {b;a}, {a;c}, {c;a}, {b;c}, {c;b} bo’lib,

. . . 3! =
ularning soni 45 =3-2-1 =6 yoki 43 = evilerha il 2
Mavzuga doir yechimlari bilan berilgan topshiriglardan
namunalar

1.Korxonada 10 erkak va 8 ayol xodim ishlaydi. Shu
korxonadan bitta xodimni necha xil usulda tanlab olish mumkin?

Yechish: a - erkak xodimni tanlash, § - ayol xodimni tanlash
bo’lsin. U holda, shartga ko’ra, m(a) = 10, m(f) = 8 bo’lgani
uchun bitta xodimni m(a yoki f) = m(a) + m(f) =10+ 8 =18

usulda tanlash mumekin.
2.10 ta talabadan iborat guruhga ikkita yo’llanma ajratildi. Bu
yo’llanmalarni necha xil usul bilan targatish mumkin?
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Yechish: a birinchi yo’llanmani, [ esa ikkinchi yo’llanmani
targatishni ifodalasin. U holda m(a) = 10 va m(8) = 9, chunki bitta

talabaga birinchi yo’llanma berilganda, ikkinchi yo’llanmaga to’qqizta
talaba davogar bo’ladi. Demak, ikkinchi yo’llanmani tarqatishlar soni
m(a va B) = m(a) -m(f) == 10-9 = 90 ga teng bo’ladi.

3. Qurilishda 10 ta suvoqchi va 8 ta bo’yoqchi ishlaydi. Ulardan
bir suvoqchi va bir bo’yoqchidan iborat juftlikni necha usulda tanlash
mumkin?

Yechish: m(a) =10 va m(B)=8 bo’lgani uchun
m(a va f) == m(a)-m(B) =10 -8 = 80.

4. Nazoratchi korxonada ishlab chigarilgan 5 ta maxsulot sifatini
ketma-ket tekshirishi kerak. Nazoratchi buni nechta usulda amalga
oshirishi mumkin?

Yechish: Bu 5 ta maxsulot sifatini ketma-ket tekshirishlar 5
tadan o’rinlashtirishlardan iborat.

Ya’ni, P =5!'=1-2-3-4-5=120bo’ladi.

5.Ishlab chigarish korxonasini tekshirish uchun besh kishidan
iborat guruh ajratildi. Shu besh kishidan tarkibida uch kishi bo’lgan
guruhni necha xil usulda tuzish mumkin.

Yechish: Cf = kl(;ik}l formuladan foydalanamiz. Bizda n =5,

5! 1-2:3-45 45 20
53 - 31(5—3)! - 1-2-3-21 - 12 - 2 = 10.

6. Tikuvchilik fabrikasida ishlayotgan xodimga haftaning
ixtiyoriy ikki kunini dam olish uchun tanlash imkoni berildi. Xodim
dam olish kunlarini necha usulda tanlashi mumkin?

Yechish: Hafta kunlarini n = 7 elementli {1,2,3,4,5,6,7} to’plam
sifatida garasak, dam olish kunlari {1,2}, {1,3}, {1,4},.. Kkabi
juftliklardan iborat bo’ladi. Bunda {i,j} va {j,i} bitta variantni
ifodalaydi. Demak, dam olish kunlarini tanlash n =7 elementdan
k =2 tadan kombinatsiyalarni tashkil etadi va ularning soni

5 7! 7067 _ 42

Cs = = = — = 21 bo’ladi.
2

Co21(7—2)1 2151 1-2

k = 3 bo’lgani uchun C

7.Talaba 4 ta fan bo’yicha qo’shimcha tayyorlanish uchun
ularning har biriga haftaning bir kunini ajratmoqchi bo’ldi. Talaba
hafta kunlarini fanlarga necha usulda tagsimlashi mumkin?
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Yechish: Talabani -1V fanlari uchun haftaning tanlagan
kunlarini k=4 ta elementli X = {x;,x5,x3,x,} to’plam, hafta

kunlarini esa n = 7 elementlidan iborat H = {1,2,3,4,5,6,7} to’plam
sifatida garaymiz. Bu holda X € H bo’lib, uni hosil etish n =7
elementlidan k& = 4 tadan o’rinlashtirishlarga mos keladi, chunki bu

holda elementlarning joylashishi tartibi ham ahamiyatga ega. Masalan,
{2,4,6,7} tagsimotda birinchi fanga dushanba (2), ikkinchi fanga
chorshanba (4), uchinchi fanga juma (6) va to’rtinchi fanga shanba (7)
kunlari ajratilgan bo’ladi. Unda {4,2,6,7}, {6,4,2,7} kabilar turlicha

tagsimotlarni ifodalaydi. Demak, talaba fanlarga hafta kunlarini

A% = 2 _7 _4.5.6-7 = 840 usulda tanlashi mumkin.

(7—a) 3!

8. Xorijiy tillar fakulteti ingliz tili yo’nalishining birinchi kursida
10 ta fan o’qgitiladi va har kuni 4 xil dars o’tiladi. Kunlik dars necha
usul bilan tagsimlab qo’yilishi mumkin?

Yechish: Darslarning barcha mumkin bo’lgan kunlik tagsimoti
o’n elementdan to’rttadan olib tuzish mumkin bo’lgan barcha

o’rinlashtirishlardan iborat. Uni AX = formuladan foydalanib

{n— k)!
topamiz. Bizdan = 10, k = 4 bo’lgani uchun
Afﬂ _ 10! _ 10! _ 1-2-3-4-5-56-7-8-9-10 —7.8.9.10 = 5040.
(10—4)! &! 1-2-3-4-5-6

9. Butun sonlarning har biri uchta har xil gqiymatli ragamlar bilan
ifoda qilinadigan bo’lsa, gancha butun son tuzish mumkin?

Yechish: Izlangan son 9 ta giymatli ragamdan 3 tadan olib
tuzilgan o’rinlashtirishlardan iborat. Ya’ni,

AA=—_=>-7.8.9=504

(9—3)! 6!
Buni A% =n(n—1)(n—2) - [n — (k — 1)] formuladan ham
topish mumkin. Unga asosan A3 = 9-8-7 = 504.
Mustaqil yechish uchun topshiriglar:
1. Quyldagl |fodalarn|ng giymati topilsin:
1) — )— )5 4) 8!49!.

lE' 18!

2. Quyidagilarni isbotlang:
1) P32 — (4 1) + 2)(m + 3);
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n!

—nn—-1)(n—-m+2)(n—m+1),bundan > m.

(n—m)! -

2)
3. Amallarni bajaring:
1 1

D G Doy w

4.To’qqizta har xil qiymatli ragam bilan nechta to’qqiz xonali
son yozish mumkin?

Javob: 362880.

5.12 kishilik ovgat hozirlangan stolga 12 kishini necha turli
o’tqazish mumkin?

Javob: 479001600.

6.Musobagada 6 ta talaba qatnashmoqgda. O’rinlarni ular
o’rtasida necha xil usul bilan tagsimlash mumkin?

7.Talaba 6 ta kitobdan 4 tasini necha usul bilan ajratishi
mumkin?

8.Ma’lum bo’limda ishlash uchun 20 nafar ishchidan 6 nafar
ishchini ajratish kerak. Buni necha usul bilan amalga oshirish
mumkin?

9. Tenglik to’g’riligini isbotlang:

1) C3 + C3 = Cg; 2)Coy+ CHy = CE,.

10. Ifodani soddalashtiring:

3 2n—3

2(2n—-1) "

11. Musobagada 12 ta jamoa ishtirok etadi. Uchta turli medalni
necha xil usul bilan tagsimlash mumkin?

Javob: 43, = 1320.

12.Gruppada 30 ta o’quvchi bor. Ularning ichidan 3 kishini
kompyuterda ishlash uchun ajratish kerak. Buni necha usul bilan
bajarish mumkin?

Javob: C3, = 4060.

13.Turli rangdagi 5 to’p mato bor. Bu matolardan har bir mato
fagat bitta polosani egallaydigan qilib nechta turli besh rangli
bayroglar tayyorlash mumkin?

Javob: P = 5! = 120.

14.Tenglamani yeching:

1) P;—: =72, 2)A* =42,
Javob: 1)7; 2) 0.
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14-MAVZU: EHTIMOLLAR NAZARIYASI VA
MATEMATIK STATISTIKA ELEMENTLARI

REJA:
1. Ehtimollar nazariyasining predmeti va uning iqgtisodiy,
texnik masalalar uchun ahamiyati.
2. Ehtimollik, uning klassik va geometrik ta’rifi.
3. Ehtimolliklarni qo‘shish va ko‘paytirish teoremalari.

14.1. Ehtimollar nazariyasining predmeti va uning igtisodiy,
texnik masalalar uchun ahamiyati.

Ehtimollar nazariyasi “tasodifiy tajribalar”, ya’ni natijasini
oldindan aytib bo‘lmaydigan tajribalardagi qonuniyatlarni o‘rganuvchi
matematik fandir. Bunda shunday tajribalar garaladiki, ularni
o‘zgarmas (ya’ni, bir xil) shartlar kompleksida hech bo‘lmaganda
nazariy ravishda ixtiyoriy sonda takrorlash mumkin, deb hisoblanadi.
Bunday tajribalar har birining natijasi tasodifiy hodisa ro‘y berishidan
iboratdir. Insoniyat faoliyatining deyarli hamma sohalarida shunday
holatlar mavjudki, u yoki bu tajribalarni bir xil sharoitda ko‘p marta
takrorlash mumkin bo‘ladi. Ehtimollar nazariyasini sinovdan-sinovga
o‘tishida natijalari turlicha bo‘lgan tajribalar giziqgtiradi. Biror
tajribada ro‘y berish yoki bermasligini oldindan aytib bo‘lmaydigan
hodisalar tasodifiy hodisalar deyiladi. Masalan, tanga tashlash
tajribasida har bir tashlashga ikki tasodifiy hodisa mos keladi:
tanganing gerb tomoni tushishi yoki tanganing ragam tomoni tushishi.
Albatta, bu tajribani bir marta takrorlashda shu ikki tasodifiy
hodisalardan faqat bittasigina ro‘y beradi. Tasodifty hodisalarni biz
tabiatda, jamiatda, ilmiy tajribalarda, sport va qimor o‘yinlarida
kuzatishimiz mumkin. Umumlashtirib aytish mumkinki, tasodifiyat
elementlarisiz rivojlanishni tasavvur qilish giyindir. Tasodifiyatsiz
umuman hayotning va biologik turlarning yuzaga kelishini, insoniyat
tarihini, insonlarning ijodiy faoliyatini, sotsial-igtisodiy tizimlarning
rivojlanishini tasavvur etib bo‘lmaydi. Ehtimollar nazariyasi esa aynan
mana shunday tasodifiy bog‘ligliklarning matematik modelini tuzish
bilan shug‘illanadi. Tasodifiyat insoniyatni doimo qiziqtirib kelgandir.
Shu sababli ehtimollar nazariyasi boshga matematik fanlar kabi
amaliyot talablariga mos ravishda rivojlangan. Ehtimollar nazariyasi
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boshga matematik fanlardan farqli o‘laroq nisbatan qisqa, ammo o‘ta
shijoatlik rivojlanish tarixiga ega. Endi qisqacha tarixiy ma’lumotlarni
keltiramiz. Ommaviy tasodifiy hodisalarga mos masalalarni sistematik
ravishda o‘rganish va ularga mos matematik apparatning yuzaga
kelishi XVII asrga to‘g‘ri keladi. XVII asr boshida, mashhur fizik
Galiley fizik o‘lchashlardagi xatoliklarni tasodifiy deb hisoblab, ularni
ilmiy tadqgiqot qilishga uringan. Shu davrlarda kasallanish, o‘lish,
baxtsiz hodisalar statistikasi va shu kabi ommaviy tasodifiy
hodisalardagi gonuniyatlarni tahlil gilishga asoslangan
sug‘urtalanishning umumiy nazariyasini yaratishga ham urinishlar
bo‘lgan. Ammo, echtimollar nazariyasi matematik ilm sifatida
murakkab tasodifiy jarayonlarning o‘rganishdan emas, balki eng
sodda gimor o‘yinlarini tahlil qilish natijasida yuzaga kela boshlagan.
Shu boisdan ehtimollar nazariyasining paydo bo‘lishi XVII asr
ikkinchi yarmiga mos keladi va u Paskal (1623-1662), Ferma (1601-
1665) va Gyuygens (1629-1695) kabi olimlarning gimor o‘yinlarini
nazariyasidagi tadqiqotlari bilan bog‘liqdir. Ehtimollar nazariyasi
rivojidagi katta gqadam Yakov Bernulli (1654-1705) ilmiy izlanishlari
bilan bog‘ligdir. Unga, ehtimollar nazariyasining eng muhim
qonuniyati, deb hisoblanuvchi ‘“katta sonlar qonuni” tegishlidir.
Ehtimollar nazariyasi rivojidagi yana bir muhim gadam de Muavr
(1667-1754) nomi bilan bog‘liqdir. Bu olim tomonidan normal qonun
(yoki normal tagsimot) deb ataluvchi muhim gonuniyat mavjudligi
sodda holda asoslanib berildi. Keyinchalik, ma’lum bo‘ldiki, bu
qonuniyat ham, ehtimollar nazariyasida muhim rol o‘ynar ekan. Bu
gonuniyat mavjudligini asoslovchi teoremalar ‘“markaziy limit
teoremalar” deb ataladi. Ehtimollar nazariyasi rivojlanishida katta
hissa mashhur matematik Laplasga (1749-1827) ham tegishlidir. U
birinchi bo‘lib ehtimollar nazariyasi asoslarini qat’ity va sistematik
ravishda ta’rifladi, markaziy limit teoremasining bir formasini
isbotladi (Muavr-Laplas teoremasi) va ehtimollar nazariyasining bir
necha tadbiglarini keltirdi. Ehtimollar nazariyasi rivojidagi etarlicha
darajada oldinga siljish Gauss (1777-1855) nomi bilan bog‘liqdir. U
normal gonuniyatga yanada umumiy asos berdi va tajribadan olingan
sonli ma’lumotlarni qayta ishlashning muhim usuli — “kichik
kvadratlar usuli’ni yaratdi. Puasson (1781-1840) katta sonlar qonunini
umumlashtirdi va ehtimollar nazariyasini o‘q uzish masalalariga
go‘lladi. Uning nomi bilan ehtimollar nazariyasida katta rol o‘ynovchi
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tagsimot gonuni nomlangandir. XVI1I va XIX asrlar uchun ehtimollar
nazariyasining keskin rivojlanishi va u bilan har tomonlama gizigish
xarakterlidir. Keyinchalik ehtimollar nazariyasi rivojiga Rossiya
olimlari V.Ya. Bunyakovskiy (1804-1889), P.L. Chebishev (1821-
1894), A.A. Markov (1856-1922), A.M. Lyapunov (1857-1918),
A.Ya. Xinchin (1894-1959), V.I. Romanovskiy (1879-1954), A.N.
Kolmogorov (1903-1987) va ularning shogirdlari bebaho hissa
qo‘shdilar. O‘zbekistonda butun dunyoga tanigli Sarimsokov (1915-
1995) va S.X. Sirojiddinov (1920-1988) larning muhim rollarini
alohida ta’kidlab o‘tish joizdir.

14.2. Ehtimollik va uning ta’rifi.

Ehtimollikning klassik ta’rifi. Q chekli n ta teng imkoniyatli
elementar hodisalardan tashkil topgan bo‘lsin.

A hodisaning ehtimolligi deb, A hodisaga qulaylik yaratuvchi
elementar hodisalar soni k ning tajribadagi barcha elementar hodisalar
soni n ga nisbatiga aytiladi.

N(A) k
PN =N " n (1)
Klassik ta’rif bo‘yicha aniqlangan ehtimollik xossalari.
1. Mugarrar hodisaning ehtimolligi 1 ga teng.

P(Q) = W = P =1
2. Mumkin bo‘lmagan hodisalarning ehtimolligi 0 ga teng.
P(2)= n@)_o_,
n n
3. Ixtiyoriy hodisaning ehtimolligi uchun quyidagi munosabat
o‘rinli:
0<P(A) <1
4. Mumkin bo‘lmagan hodisaning ehtimoli nolga teng
P(D)=0.

5. Qarama-qarshi hodisalarning ehtimolliklari yig‘indisi birga teng
P(A)+P(A) =1,

6. Agar Ac B bo‘lsa, u holda P(A) <P(B).

. P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

. P(AUB)<P(A)+P(B)

oo
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9. Agar birgalikda bo‘lmagan A, A,....,A hodisalar to‘la gruppani
tashkil etsa, ya’ni UA =QVva A-A =@, i=]jbo‘lsauholda

> P(A)=1.

1-misol. Yashikda o‘lchamlari va og‘irligi bir xil bo‘lgan uchta
ko‘k, sakkizta qizil va to‘qqizta oq shar bo‘lib, sharlar yaxshilab
aralashtirilgan. Yashikdan tavakkaliga 1 ta shar tanlab olingan.
Tanlangan sharning yoki ko‘k, yoki qizil, yoki oq chiqish
ehtimolliklarini toping.

Yechish. Istalgan sharning chigishini teng imkoniyatli deb
hisoblash mumkin bo‘lganligidan, jami n=3+8+9=20 ta elementar
hodisaga egamiz. A B,C orqali mos ravishda ko‘k, qizil va oq shar
chigishidan iborat hodisalarni belgilaymiz. . Ehtimollikning klassik
ta’rifga ko‘ra

3
P(4)=—=0]15;
(4) 20

8

P(B) =5 =04
9

P(C) =5 =045

2-misol. Ikkita o‘yin kubigi tashlanganda tushgan ochkolar
ko‘paytmasi 12 ga teng bo‘lish ehtimolligini toping.

Yechish. Ikkita o‘yin kubigini tashlanganda har birida 1, yoki 2,
yoki 3, yoki 4, yoki 5, yoki 6 ochko tushishi mumkin. Bir o‘yin
kubigining har bir yog‘ini boshqasining har bir yog‘t bilan
kombinatsiyasini  olish mumkin. Mumkin bo‘lgan hamma
kombinatsiyalarni quyidagi jadval ko‘rinishida ifodalash mumkin.
(“birinchi” o‘yin kubigida tushgan ochkolar soni birinchi qilib,
“ikkinchi” o‘yin kubigida tushgan ochkolar soni esa ikkinchi qilib
yozilgan.):

11 21 31 41 51 61
12 22 32 42 52 62

13 23 33 43 53 63
14 24 34 44 54 64

15 25 35 45 55 65
16 26 36 46 56 66

A={tushgan ochkolar ko‘paytmasi 12 ga teng bo‘lish hodisasi}.

165



Bu jadvaldan ko‘rinadiki, ikkita o‘yin kubigi tashlanganda ro‘y
berishi mumkin bo‘lgan teng imkoniyatli hodisalar 6:6=36 ga teng.
Ular orasida fagat 4ta holatda (ular jadvalda tagiga chizib
ko‘rsatilgan) ochkolar ko‘paytmasi 12 ga teng. Ehtimollikning klassik
ta’rifiga ko‘ra

4 1

P(A)=—==.

() 36 9
Ehtimollikning geometrik ta’rifi. Ehtimolning klassik ta’rifiga
ko‘ra, Q - elementar hodisalar fazosi chekli bo‘lgandagina

hisoblashimiz mumkin. Agar Q cheksiz teng imkoniyatli elementar
hodisalardan tashkil topgan bo‘lsa, geometrik ehtimollikdan
foydalanamiz.

O‘Ichovli biror G soha berilgan
bo‘lib, u D sohani o‘z ichiga olsin.

y G sohaga tavakkaliga tashlangan X
//// nugtani D sohaga tushishi ehtimolligini

/ hisoblash masalasini ko‘ramiz. Bu yerda

% X nugtaning G sohaga tushishi

G /// mugarrar va D sohaga tushishi tasodifiy

hodisa bo‘ladi. A={X eD}-X nugtaning D
sohaga tushishi hodisasi bo‘Isin.

A hodisaning geometrik ehtimolligi
deb, D soha o‘Ichovini G soha o‘lchoviga nisbatiga aytiladi, ya’ni

p(A) = MeXOT,
mes{G}
bu yerda mes orgali uzunlik, yuza, hajm belgilangan.
3-misol. | uzunlikdagi sterjen tavakkaliga tanlangan ikki nugtada
bo‘laklarga bo‘lindi. Hosil bo‘lgan bo‘laklardan uchburchak yasash
mumkin bo‘lishi ehtimolligini toping.

» 1 Birinchi bo‘lak uzunligini X,
ikkinchi bo‘lak uzunligini y bilan
belgilasak, uchinchi bo‘lak uzunligi I-
X-y bo‘ladi. Bu yerda
Q={(x,y):0<x+y<Il}, ya’ni O<x+y<l
sterjenning bo‘laklari uzunliklarining
barcha bo‘lishi mumkin bo‘lgan
kombinatsiyasidir.

2
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Bu bo‘laklardan uchburchak yasash mumkin bo‘lishi uchun
quyidagi shartlar bajarilishi kerak: x+y>l-x-y, x+l-x—y>y,
y+l—-X—y>Xx .

Bulardan x<|§, y<12, x+y>12 ekanligi kelib chigadi.
Bu tengsizliklar yuqoridagi rasmda bo‘yalgan sohani bildiradi.
Ehtimollikning geometrik ta’rifiga ko‘ra:

11 1
p(ay—MeslAt_27272 1
mes(G} 1 ,, 4

2

4-misol. (Uchrashuv hagida). Ikki do‘st soat 9 bilan 10 orasida

uchrashishga kelishishdi. Birinchi kelgan kishi do‘stini 15 daqiqa

davomida kutishini, agar shu vaqt mobaynida do‘sti kelmasa u ketishi

mumkinligini shartlashib olishdi. Agar ular soat 9 bilan 10 orasida

ixtiyorty momentda kelishlari mumkin bo‘lsa, bu ikki do‘stning
uchrashishi ehtimolini toping.

Birinchi kishi kelgan momenti X, ikkinchisinikini y bo‘lsin: 0<x<60,

0<y<60. U holda ularning

4y ) uchrashishlari ~ uchun  |x-y|<15

tengsizlik bajarilishi kerak. Demak,
Q={(x,y):0<x<60,0<y<60},

A={(x,y):[x-y|<15. X va Yy larni
Dekart  koordinatalar  tekisligida

tasvirlaymiz.
U holda
1
2 —_— .« — . .
£ mes(ay 607254545 4
15 B0 P(A) = = 5 =—.
mes{G} 60 16

14.3. Ehtimolliklarni qo‘shish va ko‘paytirish teoremalari.

Klassik ta’rifdan foydalanib, ehtimollik hisoblashda kombinatorika
elementlaridan foydalaniladi. Shuning uchun kombinatorikaning ba’zi
elementlari keltiramiz. Kombinatirikada qo‘shish va ko‘paytirish
qoidasi deb ataluvchi ikki muhim qoida (prinsiplari) mavjud.

A={a,a,..,a,} va B={b,b,,...b,} chekli to‘plamlar berilgan bo‘lsin.

Qo‘shish qoidasi: agar A to‘plam elementlari soni n va B to‘plam
elementlari soni m bo‘lib, A-B=J (A va B to‘plamlar
kesishmaydigan) bo‘lsa, u holda A+B to‘plam elementlari soni n+m
bo‘ladi.
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Ko‘paytirish qoidasi: A va B to‘plamlardan tuzilgan barcha (a,b;)
juftliklar to‘plami C={(a;,b;):i=1n, j=1,m} ning elementlari soni
n-m bo‘ladi.

1-Teorema. Ikkita birgalikda bo‘lmagan hodisadan istalgan
birining ro‘y berish ehtimoli bu hodisalar ehtimollarining yig‘indisiga
teng:

P(Ag+ B) = P (A) + P(B).

NATIJA. Har ikkitasi birgalikda bo‘lmagan bir nechta
hodisalar-dan istalgan birining ro‘y berishi ehtimoli bu hodisalar
ehtimollarining yig‘indisiga teng:

P(A,+A, +--+A4,) =P (4,) + P(4,)+-- +P(4,)

2-Teorema. Ikkita erkli hodisalarning birgalikda ro‘y berish
ehtimoli, bu hodisalar ehtimollarining ko‘paytmasiga teng:
P(A-B)=P(A)- P(B)

NATIJA. Bir nechta erkli hodisalarning birgalikda ro‘y berish
ehtimoli, bu hodisalar ehtimollarini ko‘paytmasiga teng:

P(A,A, ....A,)=P(A,)-P(4,)- ... P(4,)

3-Teorema. Ikkita bog‘liq hodisalarning birgalikda ro‘y berish
ehtimoli ulardan birining ehtimolini ikkinchisining shartli ehtimoliga
ko‘paytmasiga teng.

P(AB)=FP(4) -P(B/A) = P(B)- P(A/B)

NATIJA: Bir nechta bog‘liq hodisalarning birgalikda ro‘y berish
ehtimoli  ulardan  birining ehtimolini  qgolganlarining  shartli
chtimollariga ko‘paytirilganligiga teng, shu bilan birga, har bir keyingi
hodisaning ehtimoli oldingi hamma hodisalar ro‘y berdi degan farazda
hisoblanadi:

P(A,A, ...A,)) = P(A,)-P(A,/A,)-P(A3/A,A,)- ...- P(A,/ AA, A, )
4-Teorema. Ikkita birgalikda bo‘lgan hodisadan kamida

bittasining ro‘y berish ehtimoli bu hodisalarning ehtimollari

yig‘indisidan ularning birgalikda ro‘y berish ehtimolining ayirmasiga

teng:

P(f+ B) = P(A) + P(B)-P(4B)

Agar A va B hodisalar bog‘liq bo‘lsa ,

P(A + B) = P(A) + P(B)-P(B)P(4/B) bog‘liq bo‘lmasa
P(A+ B) = P(4) + P(B)-P(4) - P(B) formulalaridan foydalanamiz.
5-Teorema. Birgalikda bog‘lig bo‘lmagan A4,, 4,, ... A,

hodisalaridan kamida bittasining ro‘y berishidan iborat A hodisaning
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ehtimoli 1dan A,, A,, ... A, garama-qgarshi hodisalar ehtimollari
ko‘paytmasining ayirmasiga teng:
P(A) = 1-P(A)P(A,)-.P(R)

Ehtimollikni topishga doir masalalarni yechishda kombinatorika
elementlari muhim rol o‘ynaydi, shuni e’tiborga olib
kombinatorikaning ba’zi formulalari ustida to‘xtalib o‘tamiz.

O‘rin almashtirish deb, n ta turli elementlarning bir-biridan
fagat joylashishi bilan farq giluvchi kombinatsiyalarga aytiladi.
Ularning soni P =n! formula bilan aniglanadi. Bu yerda
n'=1.2-3-...-n, 0!'=1.

5-misol. 5, 6, 7 ragamlaridan nechta uch xonali son hosil qilish
mumkin?

P,=31=1.2.3=6.

O‘rinlashtirish deb, n ta turli elementdan m tadan tuzilgan
kombinatsiyalarda, elementlari yoki ularning tartibi bilan farg
gilishiga aytiladi.

Ularning soni A" = formula bilan aniglanadi.

(n- m)
6-misol. 5,6,7,8 ragamlaridan nechta 2 xonali son hosil gilish
mumkin?
41 4!
= =—=3-4=12.
A= (4-2)1 2!
Gruppalashlar deb, bir-biridan hech bo‘lmaganda bitta elementi
bilan farq qiluvchi n ta elementdan m tadan tuzilgan

kombinatsiyalarga aytiladi.

. . |
Ularning soni C” - "™ formula bilan aniqglanadi.
m!(n—m)!

m ta elementdan iborat bo‘lgan har bir gruppalash mumkin
bo‘lgan hamma o‘rin almashtirishlardan so‘ng P, =m! ta, n ta
elementdan m tadan olib tuzilgan gruppalashlarning hammasi esa C”
ta bo‘lgani uchun barcha o‘rinlashtirishlarning umumiy soni A",

A"—C".P
bo‘ladi. Bundan quyidagi formula kelib Chlqadl
o _A yoki C" = n(n-1)(n-2).. (n m+1) 2)

P 1.2-3-.

(2) tenglikning o‘ng tomonini (n—m)!:1-2-3-...-(n—m) ga ko‘paytirib
va bo‘lib, grupplashlar formulasini boshqacha, chunonchi
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m n!

= 3
" m!(n-m)! (3)
ko‘rinishda yozish mumkin.
Bu formulada m sonini n-m bilan almashtirsak, u vagtda
crn = (4)

~ (h—m)!m!
hosil bo‘ladi.
(2) va (4) formulalarning o‘ng tomonlari o‘zaro bir-biriga teng,
demak, ularning chap tomonlari ham teng, ya’ni
Cr=C" (5)
m=n bo‘lsin, u vaqtda (3), (4) va (5) formulalardan mos ravishda
quyidagi tengliklarni hosil gilamiz:
. nl o Nl N
Cl=-gi=L Cl=g=1vacl=C}.
7-misol. Yashikdagi 10 ta detalni 2 tadan qilib nechta usulda
olish mumkin?
) 10! 10! 9-10
Co = = = =
21(10-2)! 2181 2
Test savollari:
1. A hodisaning ... ehtimolligi deb, D soha o‘lchovini G soha

o‘lchoviga nisbatiga aytiladi, ya’ni P(A):me:{{gi, bu yerda mes
me

45.

orqali uzunlik, yuza, hajm belgilangan. Nugqtalar o‘rnini
to‘ldiring.

A) klassik B) geometrik C) statistik D) bunday ehtimollik ta’rifi
yo‘q.

2. . A hodisaning ehtimolligi deb, A hodisaga qulaylik yaratuvchi
elementar hodisalar soni & ning tajribadagi barcha elementar
hodisalar soni n ga nisbatiga aytiladi. Ushbu hodisaning
ehtimolligi qaysi ta’rifga to‘g‘ri keladi?

A) klassik B) geometric C) statistik D) bunday ehtimollik
ta’rifi yo‘q.

3. Qaytarilmaydigan tanlashlar sxemasida guruhlashlar soni: n ta
elementdan m (0<m<n) tadan guruhlashlar soni gaysi formula
orgali hisoblanadi?

m_ N m n! B =~
A) An —(n_m)! B)Cn = C) Pn =nl D) Cn _Cn+m71'

ml(n—m)!
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4. Bitta o‘yin kubigi tashlanadi. Kubikning tushgan yoqglaridagi
ochkolar juft son bo‘lish ehtimolligini toping.
A B) ¢ )3 D)
5. Ikkita o‘yin kubigi tashlanadi. Kubiklarning yoglarida tushgan
ochkolar yig‘indisi 6 ga teng bo‘lishi ehtimolligini toping.
A) = B) 2 Cc)< D)2
36 & 36 3
6. Ikkita o‘yin kubigi tashlanadi. Kubiklarning yoglarida tushgan
ochkolar yig‘indisi 5 ga teng bo‘lishi ehtimolligini toping.
A) = B) — C): D) =
36 Y & 36
7. Ikkita o‘yin kubigi tashlanadi. Kubiklarning yoglarida tushgan
ochkolar yig‘indisi 6 ga ko‘paytmasi 5 ga teng bo‘lishi
ehtimolligini toping.
1 2 5 1
A) 2 B): O D)%
8. Tanga bir marta tashlanadi. “Gerb”li tomon tushish ehtimolligini
toping.
A): B) 1 C) 2 D) 0,5

9. Tanga ikki marta tashlanadi. Ikki marta “Ragam”li tomon
tushish ehtimolligini toping.
A) = B) - C): D) 1
10. Tomoni 2 ga teng kvadratga aylana ichki chizilgan.
Kvadratga tavakkaliga tashlangan nuqgtaning aylanaga tushish
ehtimolligini toping.
A) 7 B) > C)3 D) -
11. Gruppada 12 ta talaba bo‘lib, ulardan 8 tasi a’lochi.
Ro‘yxat bo‘yicha tavakkaliga 9 ta talaba ajratilgan. Ajratilganlar
orasida 5 ta a’lochi talaba bo‘lish ehtimolligini toping.
A) ;. B) = C) 3 D) 2
12, Yashikda 50 ta bir xil detal bor, ulardan 45 tasi bo‘yalgan.
Tavakkaliga 1 ta detal olinadi. Olingan detal bo‘yalmagan
bo‘lish ehtimolligini toping.
A) 0,5 B) 0,1 C)04
D) 0,9
13. Qopda 45 ta qora va 5 ta oq shar bor. Tavakkaliga bitta

shar olinadi. Olingan shar oq bo‘lish ehtimolligini toping.
A) 0,5 B) 0,3 C)0,1 D) 0,2
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14, Beshta bir xil kartochkaga T,K,O,B,I harflari yozilgan.

Kartochkalarni tasodifiy joylashtirilganda “KITOB” so‘zi hosil
bo‘lish ehtimolligini toping.
A) B) 120 C) D) 25

15. Oltita bir xil kartochkaning har biriga quyidagi harflardan

N -

biri yozilgan: a, I, m, p, ¢, o Kartochkalar yaxshilab
aralashtirilgan. Bittalab olingan va “bir qator qilib” terilgan
to‘rtta  kartochkada “olma” so‘zini o°‘qish mumkinligi
ehtimolligini toping.
A) 3o B) 14 C) 5 D)

300 3ald a0 &

Nazorat savollari:

. Ehtimollikning klassik ta’rifi keltiring.
. Kombinatirikaning asosiy prinsiplarini ayting, misollar keltiring.
. Ehtimolliklar nazariyasini kelib chiqishi tarixini qisqacha gapirib

bering.

. Klassik ehtimollikning asosiy xossalari ganday? Nima uchun

ehtimollikning klassik ta’rifi yetarli emas?

. Ehtimollikning geometrik ta’rifi nima? Uning qo‘llanishiga doir

misollar keltiring.

15-MAVZU: MATEMATIK MODELLAR

REJA:
1.Modellashtirish nazariyasini predmeti.
2.Tizimlarni tarkok kilishda modellashtirishni urni va

ahamiyati.

3.Modellarni sinflari.

4.Bilish va boshgarish jarayonlarida modellashtirish.
5.Modellashtirish ob’ektlarini sinflari.
6.Modellashtirishni asosiy bosgichlari.

15.1.Modellashtirish nazariyasini predmeti
Xayoliy modellar hagigiy dunyoni nazariy tushinish va aks

ettirish shakli bo’lib, uni fizik bilish uchun katta o'rin egallaydi.
Shuning uchun nazariy bilish va uslubiy jixatdan modellarni
shakillantirish masalasi, ularni bilishda go'llash va boshga modellar,
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xayoliy va real tajribalar, gipoteza, nazariyalar bilan alogasi katta
ahamiyat kasb etadi.

Modellar-ilmiy gipoteza bo’lib, fanni rivojlantirish shakli sifatida
ko'rib kelgusidagi takomillashgan nazariya modellari ko rinishida
urganiladi.

Xayoliy va material modellarni quyidagicha tariflash mumkin:

Modellashtirish - bu biror bir ob’cktni (orginalni) boshqasi
(model bilan) almashtirish va orginalni xususiyatlarini modelni
xususiyatlarini  tadgiq etish yo'li bilan o'rganishdan iborat.
Almashtirishdan asosiy maqgsad orginal xususiyatlarini o rganishni
aniqlashni tezlashtirish, soddalashtirish, narxini kamaytirish imkonini
beradi. Umuman ob’ekt-original sifatida ixtiyoriy tabiiy yoki sun’iy,
real (hagigiy) yoki xayoliy tizim bo’lishi mumkin.

Modellashtirish usuli hozirgi zamonda ko pdan ko'p olimlar
tomonidan tadbik etilmoqda. Misol sifatida mexanika, fizika (kattik
jismlar) ximiya, biologiya, meditsina, igtisodiyot va boshga sohalarni
ko rish mumekin. Modellashtirish konsepsiyasidan magsad asosan
modellarni nazariya yaratish jarayoniga Kiritishdan iboratdir, chunki
ideal modellar nazariyani boshlangich bosgichi bo lishi mumkin yoki
nazariyani interpretatsiya qilish modeli ham bo’lishi mumkin.

Gipotezalar nazariyaning ideallashtirilgan ob’cktlardan farkli
bo'lib, nazariyani interpretatsiya Kkilish modeli yoki dastlabki
pogonadagi model Kkurinishida tasvirlash mumkin. Gipotezalar
shakillantirilayotgan modellarni dastlabki kadamlari (pogonalari)
sifatida kurilishi mumkin.

Dastlabki modelni ishlab chigishda tadgigotchi intuitsiyasi katta
rol uynaydi. Boshlangich vaktlarda kata mikdordagi modellar oldinga
surilishi mumkin. Ammo tadqiq etish jarayonida ularning soni
kamayadi.

Model bilan ishlash shakli sifatida xayoliy tajriba kuriladi.
Ayrim xollarda xayoliy tajribalarni ideallashtirilgan deyiladi, chunki
ular real tajribalar bilan boglikdir. Ma’lum mikiyosda xayoliy tajriba
real tajribani ma’lum tomonlarini (xususiyatlarini) xayoliy obrazli
rekonstruksiya kilishdan iboratdir. Chunki, aytiladiki «fikirlash ongda
tajriba utkazish maxsulidir». Xayoliy tajriba shartsiz ravishda haqiqiy
tajribaga karaganda kulaydir. Fikrlar bizda xar doim mavjud va
xakikatga nisbatan ongda tajribalarni yigish (tuplash) onsondir.
(Engelmayer suzlari bo’yicha)
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Tajriba ob’ekt orginalni ma’lum tomonlarini
(xususiyatlarini) modelda aks ettirishni adekvatlik kriteriyasi bo’lib
kelmoqgda. Tajriba xakam rolida bo'lib, model yordamida olingan
ta’savurlarni olib kolish yoki tashlab yuborish tugrisida yechimini
kabul kiladi.

O’'rganilayotgan xodisa, jarayon yoki ob’ektni matematik
ifodalar (munosabatlar) va formulalar yordamida ta’savvur etish
jarayoni matematik model deyiladi. Tadqiq etilayotgan ob’ektni
modellashtirish ob’ektni shakillashtirishdan boshlanadi, ya’ni mos
matematik modelni tuzishdan iborat. Buning uchun uning ahamiyati
kasb etgan tomonlari (xususiyatlari) ajratib olinadi (tanlanadi) va
matematik munosabatlar yordamida yoziladi.

Matematik model tashkil etilgandan so'ng, ya’ni masalaga
matematik shakl berilgandan so'ng uni urganish uchun matematik
usullardan foydalanishimiz mumkin.

Matematik modellarga misollar:

e
P

1-rasm. Aylanani tenglamasi (modeli) x*+y?=r?

y

2-rasm. Parabolani tenglamasi (modeli) y=ax?
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" (x -x°)* (y-y")

2
3 rasm. Ellips tenglamasi (modeli) al + " =1

1- masala: yozuv stoli sirtini yuzini topish talab etiladi.

S=a-b

Bu shuni anglatadiki, real ob’ekt (yozuv stoli) tugri burchakli
abstrakt matematik modeli bilan almashtirilgan. Tugri turt burchakka
ulchovlar berilgan. Bu ulchovlar ulchash natijasida olingan va bunday
tugri burchakning yuzi kidirilayotgan yuzaning taxminiy kiymati
olinadi. Tugri turtburchak modelini tanlash biz asosan uzimizning
kurish xususiyatlarimizga asoslanadi. Ammo inson kuzi yukori
aniklikka ega bo"lgan ulchash asbobi emas.

Modellashtrish asosan modelda tadqiq kilishga xalakit beruvchi
orginalni alomatlari mavjud bulmagan xollarda, yoki modelni
xususiyatlarini urganish va belgilash imkonini beruvchi parametrlar
mavjud bo lgan da magsadga muvofikdir.

Modellashtirish nazariyasi o°zaro bir-biriga boglik bo’lgan
nizomlar, ta’riflar, modellarni yaratish va tadqiq etish usullari,
vositalri tuplamidan iborat. Bu nizomlar, tariflar, usullar, vositalar va
modellar modellashtirish nazariyasini predmetini tashqil etadi.

Modellashtirish nazariyasini asosiy masalasi tadgiqotchilarni
modellarni vyaratish texnologiyasiga o'rgatishdan iborat. Bunday
texnologiya orginallarini urganilayotgan xususiyatlarini yetarli aniklik
va tula ravishda tadgiq etish imkoniyatini beradi.

Ob’ekt -original sifatida asosan xisoblash tizmlari kurilgan bolib,
modellashirishni predmet soxasini tashqgil etadi. Xisoblash tizmi
tushunchasi bu yerda keng ma’noga ega bo'lib, bir protsessorli
ma’lumotlarni qayta ishlash tizmidan turli dasturiy ta’minotli
taksimlangan xisoblash tizmlarigacha va turli vazifalarga muljallangan
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tizmlar kiradi. Xisoblash tizmlari - bu sun’iy, muxandislik tizmlari
bo'lib, uning xamma parametri ma’lum. Demak, bu parametrlarni
tadqiq etish, aniklash imkoni bor. Shuning uchun xisoblash tizmlarini
modellashtirishni prinsipial imkoni bor.

15.2. Tizimlarni tadqiq etishda modellashtirishni o'rni va
ahamiyati

Modellashtirishni ilmiy kidiruv ishlarida, muxandislik ijod
soxasida va umuman inson xayotida baxolash murakkab masaladir.
Ixtiyoriy xar kanday tizmni bilish yoki urganish moxiyati bo’yicha
uning modelini yaratishga olib kelinadi. Xar bir kurilma yoki
inshoatni yaratishdan avval uning model loyixasi ishlab chikiladi.
San’oatni xar kanday asari haqiqiy dunyoni borlikni belgilovchi
modeldir. Inson biror bir xarakat Kilishdan oldin mumkin bo’lgan
xarakatlar ketma-ketligini uylab kuradi yoki sinovdan utgan xarakatlar
modeli bo yicha boshkaradi.

Konstruktiv modellar, ya’ni sistemani xarakteristikalarini uning
parametrlariga boglanishni tadbik etuvchi va xususiyatlarini belgilash
imkoni beruvchi modellar aloxida ahamiyat kasb etadilar. Bunday
modellar tizmlarini ishlashini optimallashtirish imkonini yaratadi.
Optimallashtiruvchi modellar-murakkab tizmlar nazariyasini asosini
tashqil etadi.

Modellashtirish ilmiy bilish usuli va texnik masalalarni yechish
usuli sifatida xar doim yukori baxolanib kelingan. Texnikani
rivojlantirish  bilan mexanizm, mashina va inshoatlar fizik
modellashtirish keng kullanila boshlandi.

Matematikaning yutuklari turli tabiatga ega bo'lgan ob’ekt va
jarayonlarni matematik modellashtirishni keng kulamda tarkalishiga
olib keladi. Shuni aytib utish kerakki, fizik tabiati turlicha bo'lgan
tizmlarni ishlash dinamikasi bir turdagi boglanishlar yordamida
yoziladi, ya’ni bir turdagi modellar yordamida tasvirlash yoki
ifodalash mumkin. Turli -tuman tizmlarni taxlil va sintez kilishda
muxandislar foydalanadigan xisoblash formulalari bunday tizmlarni
matematik modellardan keltirib chikarilgan.

Imitatsion modellashtirish uslubiyatini ishlab chigish natijasida
modellashtirish yanada sifatli yangi pogonaga kutarildi. Bu shundan
iboratki, modellashtirish yordamida tadqiq etiladigan tizmlar sinfi
yanada kengaydi. Hozirgi zamonaviy xisoblash texnikasini yangi
imkoniyatlarini  chukurlashuvi va kengayishi modellashtirishdan
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foydalanish soxalarini yanada kengayishiga va rifojlanrishiga olib
keladi. Hozirgi sharoitlarda ilmiy-texnik progressni jadallashuvi
natijasida chegaralangan moddiy, ish, energetik va vakt resurslari
asosida  yukori samaradorlikka erishish  shartlari  bo’yicha
modellashtirish aloxida ahamiyatga ega bulmokda.

Hozirgi davrda modellashtirish kullanilmaydigan inson faoliyati
soxasini topish kiyindir. Masalan, avtomobillarni ishlab chikarish
modeli, bugdoyni yetishtirish, inson organlarini ishlash modellari,
Azov dengizini xayot faoliyati, atom urishining okibatlari va x.k.
Kelgusida xar bir tizmni uzining modellari yaratilishi mumkin, xar bir
texnik yoki tashqiliy loyixani ishlatishdan (kullanishdan) avval uni
modellashtirish zarur,

Mutaxassislarni aytishi bo’yicha xisoblash tizmlarining asosiy
vazifasi modellashtirishdan iborat buladi. Xakikatdan hozirgi davrda
xisoblash texnikasini amaliyotda tadbik eish texnologik jarayonlarni
boshgarishni  avtomotlashtirilgan  tizmlarga, tashqiliy-iktisodiy
komplekslari  va loyixalash  jarayonlarini  avtomatlashtirilgan
boshgarish tizmlarini xamda ma’lumotlar omborini keng kulamda
yaratish kabi yunalishlarda kullanilmokda. Ammo xar kanday
boshqarish tizmi boshkariladigan ob’ekt yoki jarayon xakidagi
axboratga muxtoj buladi. Shuning uchun xisoblash  texnikasi
modellashtirish uchun ishlatish (foydalanish) birinchi darajali
ahamiyatga egadir.

Hisoblash tizmlari murakkab va kimmat baxoga ega bo lgan
liklari uchun moslashtirish ob’ektlari bulishlari mumkin va zarur.

Modellashtirish  xisoblash tizmlarini loyixalash bosgichida,
mavjud ishlatilayotgan tizmlarni ishlashini elektromol sharoitlarda
taxlil etish yoki tizmni tarkibi, strukturasi, boshqarish turlari yoki ish
xajmini uzgarishini urganish jarayonlari uchun foydalaniladi. Dastlab
tanlab olingan loyixa yechimini taxlil Kkilish modellashtirish bilan
amalga oshiriladi. Bu esa uz navbatida kelajakdagi tizmning
kutiladigan xarakteristikalarini aniklashni imkonini beradi, uning
kuchli va kuchsiz tomonlarini aniklashga asos buladi. Agar uning
xarakterstikalari kuyilgan talablarni kanoatlantirmasa taxlil asosida
loyixada uzgartirishlar kiritiladi. So'ngra yana modellashtirish
utkaziladi. Bu jarayon ishlab chikilayotgan tizmni ishlash sifat
kursatkichlari talab darajasiga yetguncha davom ettiriladi.
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Hozirgi davrda ishlab turgan tizmlarni modellashtirish
yordamida tizmlarni ishlash jarayonini chegaraviy shartlarini
aniklashda, ektrimal sharoitlarni imetatsiya kilishda foydalaniladi.
Bunday sharoitlari sun’iy yaratish bir kancha kiyinchiliklarga olib
keladi va noxush okibatlarga olib kelishi mumkin.

15.3.Modellarni sinflari

Fizik modellar. Modellarni sinflarga ajratishga asos kilib, modelni
orginaldan abstraksiyalash (mavxumlash) darajasi olingan. Dastlab
xamma modellarni ikki guruxga ajratish mumkin. Moddiy (fizik) va
abstrak (matematik).

Fizik model deb orginalga ekvivolent yoki uxshash bo’lgan
tizmlar tushiniladi. Boshkacha ytganada ishlash jarayoni orginalga
uxshash bo’lgan u yoki bu fizik tabiatga ega bo’lgan tizmlarga
aytiladi. Fizik madellarni kuyidagi turlarini kursatish mumkin:
naturali, kvazinaturavi, masshtab va analog modellar.

Naturaviy modellar - bu real tadqiq etilayotgan tizmlardir. Ularni
maketlar yoki tajriba kurinishi deyiladi. Bunday modellar tizm-
orginallarga tula adekvat buladi va natijada modellashtirish natijalarini
yukori anikligini va ishonchliligini ta’minlaydi. Xisoblash tizmlarini
loyixalash jarayoni tajriba kurinishlarini sinash bilan yakunlanadi.

Kvazinaturaviy modellar -naturaviy va matematik modellar
majmuasidan iborat. Masshtab modellar - bu orgenallik kanday fizik
tabiatga ega bulsa shunday tabiatli tizm bo’lib, fakat masshtablari
bilan farklanadigan tizmdir. Masshtab modellashtirishni uslubiyat
asosi bo'lib, uxshashlik nazariyasi olingan. Bu nazariya bo'yicha
orginal bilan model geometrik uxshashlik saklanishi lozim va ularni
parametlari mos masshtablarda bulishi lozim.

Analog modellar - deb shunday modellarga aytiladiki, orginaldan
fizik tabiatga nisbatan fark kiluvchi, ammo ishlash jarayoni orginalga
uxshash bo’lgan modellarga aytiladi. Bunday modellarda asosiy
shartlardan biri bu urganilayotgan ob’ekt bilan model parametrlari
orasida bir kiymatli mos kelishlik bulishi, xamda bu tizmlardagi
jarayonlarni ulchamga ega bulmagan matematik yozilishi ayniyat
shaklida bulishi zarur. Analog modellarni yaratish uchun
urganilayotgan tizmlarni matematik tafsiflash zarur. Analog modellar
sifatida mexanik, gidravlik, pnevmatik tizmlar ishlatilishi mumkin.
Ammo ko pgina xollarda elektr va elektron analog modellar keng
kullaniladi. Chunki tokni kuchi va kuchlanish boshka tabiatga ega
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bo'lgan fizik kattaliklar analogi buladi. Analog modellarni asosiy
xususiyatlari parametrlarni mikdoriy uzgarishi va ulchamlariga
adaptatsiya (moslashtirish) kilinishi sodda va tezkordir. Analog
modellar xisoblash texnikasini vositalarini mantikan elementlar va
elektr zanjirlari satxida tadqiqot utkazishda yoki tizm satxida tizmlar
ishlashi, masalan: differensional yoki algebrik tengliklar yordamida
yozilish satxida foydalaniladi.

Matematik modellar-matematik model tizmini abstrakt tilda
formal tafsiflashdan iborat. Masalan, xususan tizmni ishlashini
matematik ifodalar yordamida modelni yaratish uchun ixtiyoriy
matematik vositalar - algebrik, differensial va integral xisoblash,
tuplamlar nazariyasi, algoritmlar nazariyasi va boshkalar ishlatilishi
mumkin. Moxiyati bo'yicha xamma matematika ob’ekt va
jarayonlarni modellarini yaratish va tadqiq etish uchun yaratilgan.

Modellashtirish magsadi va orginalning xarakterli tomonlari
modellarni jixatlarini va ularni tadgiq etish usullarini aniklaydi.
Masalan: matematik modellarni deterministik va extimollik (staxastik)
sinflarga ajratish mumkin. Birinchisi modelni xarakteristikasi va
parametrlari orasidagi o zaro mos kelishlikni aniklasa, ikkinchisi bu
kattaliklarni statistik kiymatlari orasidagi moslikni aniklaydi. U yoki
bu turdagi modelni tanlash tasodifiy faktorlarni xisobga olish zarurligi
darajasiga asoslangan. Matematik modellarni tadgiq etish usullari
kuyidagi turlarga bulinadi; analitik, sonli, imitatsion.

Analitik model deb tizmni shunday formal tavfsiflashga
aytiladiki, ma’lum matematik apparatdan foydalanilgan xolda
tenglama yechimini yakkol kurinishda olish imkonini beradi.

Sonli  model - shunday turdagi boglanish  bilan
xarakterlanadiki, anik boshlangich sharoitlar va modelni mikdoriy
parametrlari uchun fakat xususiy yechimlarini topish imkonini beradi.

Imitatsion model - bu tashqi va ichki ta’sirlar ostidagi
tizmlarni yozish majmuasi va tashqi ta’sirlar, tizmning ishlash
algoritmlari yoki tizmni xolatlarini uzgarish koidasidan iborat. Bu
algoritm va koidalar mavjud bo'lgan anatomik va sonli yechimlarni
aniklashni imkonini bermaydi, ammo tizmni ishlash jarayonini
imitatsiya kilish (kuchirish) va Kiziktirayotgan xarakteristikalarni
(kursatkichlarni) ulchash yoki aniklash imkonini beradi.

Imitatsion modellar anatomik va sonli modellardan farklirok
keng sinfdagi ob’ckt va jarayonlar uchun yaratilishi mumkin.
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Imitatsion modellardan foydalanish uchun odatda imitatsion
modellarni tasvirlash (yozish) vositalari universal yoki maxsus
algoritmik tillar xizmat kiladi. Imitatsion modellar ko prok darajada
xisoblash tizmlarini pogonada tadqiq etishga muljallangan.
15.4.Bilish va boshgarish jarayonlarida modellashtrish

Modellashtirish  muammosi bilan biz asosan ikki xolda duch
kelamiz: birinchidan, bilish jarayonlarida, ya’ni ob’ekt va jarayonlarni
bilish modelini tuzishda, ikkinchidan boshqarish jarayonlarida, ya’ni
ob’ektni maqgsadga tomon yunaltirilgan boshgarishda, ya’ni inson
tomonidan kuyilgan magsadga erishish uchun.

Bilish jarayonida bilish modeli yaratiladi. Bu model zaruriy
kurinishda ob’ektni ishlash mexanizmni aks ettiradi. Bunday
modellashtirishga misol sifatida bizni urab turgan tabiatni urganishni
olish mumkin. Tabiat xususiyatlarini tushintira olish, ularni o°zaro
boglanishi, mexanizmlarni taxlil etish va x.k. -mana bunday
modellashtirishni  asosiy masalalarni  tashqil etadi. Bunday
modellashtirish bilishdan kam farklanadi. Modellarni asosiy magsadi
shunday modellar yaratish kerakki ular inson uchun muxim bo’lgan
tabiat ob’ektlarini aks ettiruvchi modellar ishlab chigishdan iborat.
Bunday xususiyatlar xar bir ob’ekt yoki xodisadagi sabab - okibat
boglanishlarini turlicha kurinishda aks ettirilishi bilan ifodalanadi.
Bunday boglanishlarni biror bir sababni okibatga «uzgartiruvchi»
kurinishda tasvirlash mumekin.

Sabab Obekt (hodisa) Ogibat

4 rasm. Bilish ob’ektini tasvirlash.

«O’zgartiruvchi» ni  «ishlashini» biror bir tilda yozish model
deyiladi. Demak model deyilganda shunday fikrlash tushiniladiki
(ixtiyoriy tilda - matematik, grafik, algoritmik, suzlashuv va x.k.)
kuzatilayotgan xodisani imitatsiya kilish imkonini bersin. Konkret
magsadlar model yoziladigan tilni xam aniklashtiradi. Ma’lumki,
ko pgina texnik va fizik modellarni yozish matematika tilidan amalga
oshiriladi.

Sababni X bilan, okibatni esa Y bilan belgilaymiz. Bular
orasidagi boglanishni shartli ravishda kuyidagi kurinishda yozamiz
180



Y=F(X),
Bunda F- sababini X-ogibatga Y- ozgartirish goidasi.
Bu modelni tashqil etadi. F ni modelni operatori deyiladi.

5 rasm. Ob’ektni tashgi muxit bilan o zaror ta’siri.

ek
Tashqi Ob'ekt Tashqi

muhit Fo muhit

Quyidagi 5-rasmda modellashtirilayotgan ob’ektni tashqi muxit
bilan 0'zaro ta’siri ko™ rsatilgan. Bu o'zaro ta’sirlar X va Y
kanallari boyicha sodir buladi. X kanali bo’yicha tashgi muxit
ob’ektiga ta’sir etadi, Y kanali bo'yicha ob’ekt tashqi muxitga ta’sir
etadi.

Modellashtirish  masalasi operator F ni topishga
muljallangan bo lib, operator F ob’ektni kirish va chigishlarini boglab
turadi.

Faraz qilaylik xi,X2, ... ,Xn ob’ektni Kirishini kuzatish
bo’lsin, y1,y2,... yn mos ravishda diskret vaqt daqgiqalaridagi 1,2,...Ne
chigishni kuzatishlari bo’Isin. Bu kuzatishlar ob’ektni noma’lum
operatori Fo bilan boglagan, ya’ni

Yi=Fo(Xi) (i=1,2,...,N)

Modellashtirish masalasi shunday model operatori F ni
tuzimdan (sintez kilishdan) iboratdir, ya’ni Fo kuzatishlar bo'yicha X
va yi ni bahosini olishdan iborat. Tabiyki biror bir kriteriy bo'yicha
model operatori F ob’ekt opreratori Fo yaqgin bo’lishligi talab etiladi,
ya’ni F~Fo.

Bilish modellarini ahamiyatli xususiyatlari shundan ibratki
ob’ekt yoki xodisa mexanizmlari opreator F strukturasida aks
etirilishidir, ya’ni ob’ektdagi modellashtirish jarayonida aniqlangan
hamma sabab - ogibat bog lanishlari aks ettirilishidir. Agar bu o zaro
bog lanishlarni hisobga olmaslik modelni bilish tomonlari ma’lum
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kamchiliklarga olib kelishi mumkin. Ya’ni bilish uchun ganday bu
jarayon sodir bo’lishi yetarli bo’lmay balki nima uchun bu jarayon
sodir bulish sabablarini ham aniqlash kerak.

Modellashtirishni boshga turdagi ko'rinish —bu ob’ektni
boshqarish talablariga bevosita boglangan bo’lib, boshgarishga
nisbatan yordamchi xarakterga ega. Hagigatdan boshgarish uchun
oldindan nimani boshqgarish kerakligini, ya’ni ob’ekt modeliga ega
bo’lish va unda boshgarishni ogibatini sinab ko'rish va ulardan eng
yaxshisini tanlab olish zarur. Shuning uchun bu turdagi
modellashtirish jarayonlarida shunday model yaratish kerakki, u
boshqgarish talablariga javob berishi kerak.

Shu sababli, «boshgarish» tushinchasi nimani angalatadi va
boshgariladigan ob’ektni modeliga talablar quyilishini aniglab olish
kerak. Boshqgarish deb - ob’ektga shunday maqgsadaga yo naltirilgan
ta’sir ko'rsatish jarayoni tushiniladiki, natijada boshgarishgacha
nisbatan ob’ekt ma’lum ma’noda quyilgan maqsadlarni bajarishga
«yaqinrog» bo’ladi.

Bu yerda X -boshkarilmaydigan, ammo nazorat gilinadigan tashqi
etuvchi; U -boshgariladigan tashqil etuvchi; Y -ob’ekt holati hagidagi
axborot;

Boshqgarishni tashqil gilish(sintez) uchun dastlab maqgsadni
Z aniqlash kerak, ya’ni ob’ektga ta’sir qilish jarayonida boshqarish
qurilmasi nimaga intilishi kerak va boshgarish nuktasi nazaridan
ob’ekt ganday bo’'lishi zarur. Ammo bundan tashqari boshqarish
algoritmi A ham berilishi zarur, ya’ni bu maqgsadga qanday erishish
mumkinligi ko rsatilishi kerak.

Shunday qilib boshgarish quyidagi to rtlik bilan amalga
oshiriladi.

<U,l=<X)Y>A,Z>,

Bu yerda U boshqgarish tasviri; 1=<X,Y> tashqgi muxit va
ob’ekt xolati xakidagi axborat; A algoritm; Z boshgarish magsadi.

15.5. Modellashtirilayotgan ob’ektlarni sinflari.

Modellashtirish masalasi moxiyati ob’ektni sifat va miqdori
tomonlarini aks ettiruvchi model operatorini tuzish (yaratish)
magsadidan iboratdir. Bu masalani keltirilayotgan sxema yordamida
shakillantirish va yechish mumkin. Tarixiy nuqgtaiy nazaridan mavjud
yechish usullari bir-biridan mustaqil ravishda ishlab chigilib turli
masalalarni yechimini topish bilan bog ligqdir. Bu usullarni vujudga
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keltirgan masalalar sinflari dinamik va statik ob’ektlar tushunchalari
asosida amalaga oshirilishi mumkin.

Modellashtirish protsidurasiga jalb etilgan eng dastilabki va
oddiy ob’ektlar sifatida determinsktik (stoxastik bo'lmagan) ob’ektlar
olingan, ya’ni ob’ekt kirish va chiqishlarni bog'lovchi regulyar
funksiyadir. Bunday holat modellashtirish nazariyasida dastlabki
yondoshishni kelib chigishiga olib keladi. Bu yondoshish matimatik
tahlilda taxminiy funksiyalarni ko'p  hadlar bilan almashtirish
ko'rinishida ma’lum va o'zining boshlangich bosqichlarini P.L.
Chebishev ishlaridan oladi. Bu yo nalish funksiyalarni biror-bir
funksiyalar tizmi bo’yicha tagsimlash (ko pgina hollarda polinomlar
tizmi bo'yicha) bilan bog'langan. Bu nazariyada ikkita yo nalish
mavjud: approksimaksiyalash nazariyasi va axborot nazariyasi.

Stoxastik ob’ektlarni identifikasiyalash uchun esa matematik
statistika usullaridan foydalaniladi. Bu yo nalishda ikkita nazariya
bor. Baholash nazariyasi va tajribalarni rejalashtirish.

Baxolash nazariyasini asosiy masalasi bo'lib, tasodifiy
ta’svirlar va xalaqitlar mavjud bo'lganda kuzatishlar bo yicha ob’ektni
noma’lum parametrlarini baholashdan iborat.

Tajribalarni rejalashtirish nazariyasida stoxastik ob’ektlarni
noma’lum parametrlarni aniklash maqsadida aktiv va passiv
tajribalarni o tkazish jarayonlari ko riladi.

Dinamik ob’ektlarni modellashtirishga bo’lgan uchinchi
yondoshish avtomatik boshqgarish tizimlari nazariyasini usullari
hisoblanadi. Bu nazariyada dinamik ob’ektlarni normal tabiiy ishlatish
rejimida (ya’ni xalaqitlar va tasodifiy ta’svirlar ostida) maxsus
modellashtirish usullari ishlab chigarilgan.

15.6.Modellashtirishning asosiy bosqichlari

Modellashtirish uchun modelni yaratish va uni tadbiq etish zarur.
Modelni vyaratishdan avval modellashtirish magsadi aniglanadi.
Tadbig etilgandan so'ng modellashtirish natijalari tahlil etiladi.
Modelni yaratish bir necha bosqichlardan iborat. Bu ob’ektni va tashqi
ta’sirlarni o rgatishdan boshlanadi va matematik modelni tanlash yoki
ishlab chigish bilan yoki hisoblash sistemalari uchun dastur ishlab
chiqish bilan tugaydi.

Ba’zi bir matematik modellar hisoblash texnikasi vositalarisiz
tadbiq etishlishi mumkin, ammo kelgusida tadbiq etilgan modellar
albatta hisoblash texnikasi yordamida tadbiq etiladi. Shunday qilib
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hisoblash  sistemalari yordamida o'tkazilgan modellashtirish
jarayonini quyidagi kattalashtirilgan bosqgichlaradan iborat: magsadni
shakllantirish, ob’ektni organish, tavsifli modellashtirish, matematik
modellashtirish, masalani yechimini topish usulini tanlash yoki ishlab
chigish, EHM uchun dastur tayyorlash, EHMda dasturni o tkazish,
olingan modellashtirish natijalarini tahlil qilish va yechim qabul
qgilish.

Ob’ektlarni (jarayonlarni, hodisalarni) modellashtirish
bosgichlari:

1. Magsadni shakillantirish. Har ganday modellashtirish
Masalasi, muammosi asosida sub’ekt (inson) ob’ektdan nimani
kutadi, nimaga intilish zarur kabi axborot yotadi, ya’ni uning maqsadi
{Z} nimadan iborat. Aynan mana shu axborot ob’ektni aniglaydi.
Bunday paradokslar soda yechiladi. Sub’ekt o'zining magsadini
shakillantirayotganda ob’ekt hakida har doim dastlabki tasavvurlarga
ega bo'ladi. Bu tasavvurlar  taxminiy bo’lib, modellashtirish
magsadini samarali  shakillantirish uchun yetarli bo’lgan ob’ekt
xususiyatlarini aks ettiradi. Odatda modellashtirish  masalalarda
magsad funksiya ko'rinishida berilgan biror bir kriteriyni
maksimallashtirish yoki minimallashtirish yo'li bilan erishiladi.

2. Ob’ektni o'rganish. Bunda sodir bo'layotgan jarayon
o'rganiladi, ob’ektni ko'rib turgan tashqi muxit chegarasi aniglanadi.
Bundan tashqari bu bosqichda tadqiq etilayotgan ob’ektni hamma
Kirish va chiqish parametrlari tadqiq etiladi va ularni modellashtirish
magsadiga erishishga bo'lgan ta’siri u\o rganiladi.

3. Tavsifli modellashtirish. Ob’ektni kirish va chigish
parametrlarini 0" zaro boglanishini belgilash va so’z bilan yozish.

4. Matematik modellashtirish. Tavsifli modelni matematik
formal tilga o girish. Magsadni biror bir magsad funksiya deb
aytiluvchi funksiya ko'rinishida yozish. Ob’ektni harakati ma’lum bir
ifodalar yordamida yoziladi. Bu ifodalar ob’ektni kirish va chiqish
parametlari orasidagi bog lanishni ifodalaydi. Bu bosqgichda ob’ektni
murakkabligiga garab matematik xarakterga xos bolgan giyinchiliklar
mavjud bo’ladi. Bunday masalalarga matematik dasturlash, chizigli
algebra, differensial va integral hisoblash va boshgalar bo’lishi
mumkin.

5. Masalani yechish usulini tanlash yoki yaratish. Bu
bosgichda vujudga kelgan matematik masala uchun mos keluvchi usul
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tanlanadi. Usul tanlashda asosan usulning murakkabligiga va talab
etuvchi hisoblash resurslariga e’tibor berish mumkin. Agar mavjud
bo'lgan usullar talabiga javob bermasa yangi usul ishlab chikarishga
tugri keladi. Ko pgina xollarda xisoblash xarakteristikalari bo'yicha
samarali bo’lgan ishlab chikiladi.
6.Masalani EHM da yechish uchun dastur tanlash yoki ishlab
chiqish.
Bu bosgichda tanlab olingan usulni EHMdan o’tkazish uchun mos
dastur tanlanadi. Agar bunday dastur mavjud bo’lmasa yangi dastur
yaratish zarur.
7.EHMda masalani yechish
Masalani yechish uchun zarur axborot EHM Xxotirasiga dastur bilan
kiritiladi. Mos dastur yordamida maqgsadli axborotni gayta ishlanadi
va qulay ko rinishda yechish natijalari olinadi.
8. Olingan yechimni tahlil gilish.
Yechim tahlili ikki ko'rinishda bo'ladi: formal (matematik) ya’ni
bunda tuzilgan matematik modeldan olingan yechimni mosligi va
mazmuniy (igtisodiy, texnologik va h.k.) ya’ni olingan natijalarni
modellashtirilgan ob’ektga mosligini tekshirish. Tahlil kilish
natijasida modelga o zgartirishlar yoki anigliklar kiritilishi mumkin va
ko'rilgan jarayon gaytadan takrorlanishi mumkin. Tanlangan
ko'rsatkich bo'yicha ob’ekt faoliyatini yetarli aniqlikda ifodalasa
model vyaratilgan va tugallangan hisobanadi. Ana shundan so'ng
modelni turli hisoblashlarda foydalanish mumkin.
Nazorat savollari.
1. Modellashtirish mohiyati nimadan iborat?
2. Bilish jarayonlarida modellashtirishni o’rni va ahamiyati.
3. Tizmlarni tatqig etishda modellarni ganday turlaridan
foydalaniladi?
4. Modellarni sinflari.
5. Modelning tarifi.
6. Matematik model tarifi.
7. Boshqgarish masalalarida modellashtirishni o'rni.
8. Modellashtirilayotgan ob’ektlar sinflari.
9. Ob’ektlarn1  (jarayonlarni, hodisalarni) modellashtirish
bosqgichlari.
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