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КИРИШ СЎЗИ 

Хамидов Обиджон Хафизович 

Бухоро давлат университети ректори 

Бугун ўз ишини бошлаётган «Амалий математика ва ахборот технологияларининг 

замонавий муаммолари» мавзусига бағишланган халкаро илмий амалий анжумани 
Ўзбекистон Республикаси Вазирлар Маҳкамасининг 2022 йил 7 мартдаги 101-Ф-сонли 
Фармойиши билан тасдиқланган Ўзбекистон Республикасининг 2022 йилда республика ва 
халқаро миқёсдаги илмий ва илмий-техник тадбирлар режаси асосида ўтказилмоқда. 
Конференция кун тартибига киритилган масалалар долзарб бўлиб, математик анализ, 
алгебра ва геометрия, дифференциал тенгламалар ва математик физика, ҳисоблаш 
математикаси ва математик моделлаштириш, алгоритмлар назарияси ва дастурлаш 
технологиялари, сунъий интеллект, ахборот хавфсизлиги, таълимда рақамли 
технологияларнинг қўлланилиши каби шўъбалардан ташкил топган. Мамлакатимизда 
рақамли иктисодиётни фаол ривожлантириш, барча тармоқлар ва соҳаларда, шу жумладан 
давлат бошқаруви, таълим, соғлиқни сақлаш ва қишлоқ хўжалигида замонавий ахборот-
коммуникация технологияларини кенг жорий этиш бўйича комплекс дастурлар ишлаб 
чиқилиб, амалга оширилмокда. Ушбу конференцияни юкорида келтирилган вазифаларни 
бажаришдаги олий таълим муассасаларининг иштироки, ижроси ҳақидаги оралиқ бир 
ҳисобот дейиш ҳам мумкин. Ана шу дастурлар ижроси сифатида ўтган йил 
университетимизда “Ахборот технологиялари” факультети ташкил этилди, шу соҳада янги 
таълим йуналишлари ва магистратура мутахассисликлари очилди. 2022 йилнинг ўзида 2 
миллиард сўмдан ортиқ стартап лойихалари олинди, 2021-22 йилларда 6 та PhD 
диссертациялари ҳимоялари бўлиб ўтди ва ҳозирги вақтда 10 та ўқитувчи докторантурада 
таҳсил олмоқда. Ибрагимов Самандар “Эл-юрт умиди” жамғармаси грантини ютиб, дунё 
рейтингида топ 300 таликка кирувчи Франциянинг Гренобл-алп университетига 
докторантурага қабул қилинди.   Шу факультет битирувчиси Фармонова Робия дунё 
рейтингида топ 24 таликка кирувчи Сингапур миллий университетида магистратурада 
таҳсил олмоқда. Факультет роботехника соҳасида ҳам кўп ютуқларга эришиб келмоқда. 
Хорижлик мутахассислар томонидан Бухоро давлат университетида роботехника соҳасида 
олиб борилаётган ишлар эътироф этилаётганлиги қувонарлидир. 

Ушбу халқаро конференция Бухоро фарзанди, Беруний номидаги Давлат мукофоти 
лауреати,  кўплаб ёш изланувчиларнинг ўз йўлини топиб олишида раҳнамолик қилган етук 
олим, физика-математика фанлари доктори Ғайбулла Назруллаевич Салиховнинг 90 
йиллик юбилейларига бағишланганлиги билан ҳам эътиборлидир. Ғайбулла Назруллаевич 
жуда эрта, 47 ёшда бу дунёни тарк этган бўлсаларда, кўпгина шогирдлар қолдиришга 
эришганлар. Бухоро давлат университетида ҳам Тошпўлот Шарипов, Исомиддин Жалолов, 
Абдулло Тўйлиев, Ҳаким Ахмедов каби у кишининг шогирдлари, доцентлар кўп йиллар 
меҳнат қилиб, ёшларга таълим-тарбия бериб келдилар, ҳозирги даврда ҳам Ғайбулла 
Назруллаевични кўрган, дарсларида иштирок этган бир қанча олимлар университетимизда 
фаолият кўрсатиб келмоқдалар, укалари Шукрулло Салихов бир неча йиллар олий 
математикадан талабаларга таълим бердилар, невара келинлари Ҳадя Салихова узоқ 
йиллардан бери ахборот-ресурс марказининг раҳбари сифатида самарали фаолият кўрсатиб 
келмоқда. 

Ҳурматли конференция иштирокчилари. Ушбу анжуман Ўзбекистон миллий 
университети, Ўзбекистон Республикаси фанлар академияси В.И. Романовский номидаги 
математика институти, Тошкент давлат транспорт университети ҳамда Бухоро давлат 
университети хамкорлигида ташкил этилганлиги билан ҳам аҳамиятли, бунда 200 дан ортиқ 
мамлакатимиз ва 50 дан ортик хорижий олим ва тадқиқотчилар иштирок этаётганлиги 
конференция нуфузини янада оширади. Ишончим комилки, конференция давомида 
бажарилган ва режалаштирилаётган лойиҳалар ҳақида кенгроқ ахборотлар берилади, кун 
тартибидаги кўриладиган масалалар илмий йўналишларни янада ривожлантиришга, фан, 
таълим ва ишлаб чиқариш интеграциясини кенгайтиришга ва халқаро ҳамкорликни 
ривожлантиришга ўз хиссасини қўшади. Конференция ишига муваффақиятлар тилайман. 
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ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЙ МАТЕМАТИК И ПЕДАГОГ  

ГАЙБУЛЛА НАЗРУЛЛАЕВИЧ САЛИХОВ 

 

Известный учёный, доктор физико-математических 

наук Г.Н.Салихов родился 15 марта 1932 г. в Бухаре. Успешно 

окончив среднюю школу в 1953г. поступил в Средне-

Азиатский Государственный Университет (ныне 

Национальный Университет Узбекистана им М. Улугбека) на 

физико-математический факультет. В 1958 г. после окончания 

САГУ был направлен в Институт математики АН РУз. В 1960 

г. зачислен в аспирантуру и откомандирован в Институт 

математики СО РАН, где под руководством академика 

С.Л.Соболева занимался вопросами теории приближенного 

интегрирования. Научные работы Г.Н. Салихова посвящены 

теории групп вращений правильных многогранников и 

инвариантных кубатурных формул на поверхности 

многомерных сфер.  В 1964 г. успешно защитил кандидатскую 

диссертацию на тему «Некоторые кубатурные формулы на 

поверхности сферы четырёхмерного пространства». 

С 1964 по 1966 г. работал старшим научным сотрудником Института кибернетики с 

ВЦ АН РУз, а с 1966 по 1976 г. возглавлял лабораторию «Теорию приближенного 

интегрирования». Одновременно он вел педагогическую работу в ТашГУ. В 1967-1972 гг. 

работал заведующий кафедрой вычислительной математики, а с 1972 по 1976 г. был 

доцентом кафедры. С 1976 г. до конца жизни работал деканом (с 1979 г. и заведующим 

кафедрой вычислительной математики) факультета прикладной математики и механики 

ТашГУ. 

Незаурядный талант и разносторонняя математическая подготовка позволили 

Г.Н.Салихову решить отдельную сложную проблему теории приближенного 

интегрирования – разработать кубатурные формулы для многомерных сфер. Это 

законченное математическое исследование – блестяще защищенная им докторская 

диссертация на тему «К теории кубатурных формул многомерных сфер» в 1979 г. в 

Новосибирске. Докторская диссертация легла в основу монографии «Кубатурные формулы 

для многомерных сфер». Им опубликовано более шестидесяти научных статей в 

республиканских и зарубежных журналах. Г.Н.Салихов внес большой вклад в подготовку 

высококвалифицированных математических кадров Узбекистана. Он был одним из 

любимых наставников молодежи, обучавшихся в научных центрах России и в особенности 

в Новосибирске, Москве и Ленинграде. 

Г.Н.Салихов постоянно сочетал учебно-воспитательную и научно-

исследовательскую работу с общественной. На протяжении многих лет он был членом 

редколлегии журнала «Известия АН РУз», серия физико-математических наук – нынешний 

Узбекский математический журнал, сборника «Вопросы вычислительной и прикладной 

математики», математического раздела Узбекской национальной энциклопедии, секций 

«кибернетика» и «математика» Минвуза РУз, правления бюро общества «Знание», научно-

методического и Ученого советов ТашГУ и председателем Ученого совета факультета 

прикладной математики и механики. Под его руководством в Ташкенте были многократно 

организованы и проведены международные коллоквиумы по теории кубатурных формул. 

Где активно участвовали академики: С.Л. Соболев, Н.С. Бахвалов, Н.П. Корнейчук, Т.А. 

Саримсаков, С.Х. Сираждинов, В.К. Кабулов, М.С. Салахитдинов, Т.Д. Джураев и 

профессора: И.П. Мысовских, Г.А. Михайлов, В.И. Лебедов, М.Д. Рамазонов, В.И. 

Половинкин, С.М. Ермоков, Ф.М.Малышев, С.С. Рыжков, М.В. Носков, В.Л. Васкевич, 

М.И. Исраилов, Н.М. Мухитдинов, С.Ш. Шушбаев и др. 



7 

Известно, что научная школа приближенного интегрирования академика 

С.Л.Соболева заняла ведущее положение в мире благодаря широкому применению методов 

современной математики. Следует отметить, что видным представителем этой школы был 

замечательный математик и педагог Гайбулла Назруллаевич Салихов. Г.Н. Салиховым 

основана узбекская школа «Теории приближенного интегрирования», которая играет 

существенную роль в мире.  

Лаборатория «Теория приближенного интегрирования», созданная по инициативе 

академика С.Л. Соболева, возглавили: с 1966 г. по 1976 г. профессор Г.Н. Салихов, а в 1976 

- 1995 гг. профессор М.И. Исраилов. В 1990 году эта лаборатория переименована на 

«Численные методы». В 1995 – 2019 гг. эту лабораторию возглавил профессор Х.М. 

Шадиметов. А начиная с 2020 года заведующим лаборатории «Вычислительной 

математика» является профессор А.Р. Хаётов. 

В научной школе «Теория приближенного интегрирования и смежные вопросы» в 

настоящее время ведутся научные исследования по следующим направлениям: 

1. по построению оптимальных кубатурных и квадратурных формул для 

приближенного вычисления регулярных, сингулярных и осциллирующих 

интегралов в функциональных пространствах. 

2. по получению интерполяционных формул и сплайн функций в гильбертовых 

пространствах. 

3. по созданию оптимальных разностных формул для приближенного решения 

дифференциальных уравнений в пространствах Соболева. 

4. по разработке оптимальных алгоритмов для приближенного решения 

сингулярных интегральных уравнений. 

5. по созданию оптимальных алгоритмов аппроксимации дробных интегралов и 

дробных производных в функциональных пространствах. 

6. по разработке оптимальных алгоритмов для приближенного восстановления 

изображений компьютерной томографии.      

Представители научной школы «Теория приближенного интегрирования и смежные 

вопросы» имеют тесные научные связи с профессорами и учеными ведущих университетов 

и научных исследовательских институтов мира, такие как Институт математики им. 

С.Л.Соболева (Новосибирск, Россия), Институт вычислительной математики и 

математической геофизики (Новосибирск, Россия), Институт математики с 

вычислительным центром (Уфа, Россия), Сибирский федеральный университет 

(Красноярск, Россия), Математический институт Академии наук и искусств Сербии 

(Белград, Сербия), Университет Йена им. Фридриха-Шиллера (Йена, Германия), 

Университет Сантьяго де Компостела (Сантьяго де Компостела, Испания), Корейский 

институт передовых технологий (Тэджон, Южная Корея). 

 

Х.М.Шадиметов, 

 Заведующий кафедры «Информатики и компьютерной 

графики» Ташкентского государственного транспортного 

университета, д.ф.-м.н., профессор 
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I ШЎЪБА.  МАТЕМАТИК АНАЛИЗ.  MATHEMATICAL ANALYSIS. 
 

ON THE LOCATION  OF AN  EIGENVALUE OF THE SCHRÖDINGER OPERATOR 

ON THE THREE DIMENSIONAL  LATTICE 
1,2Abdullaev J.I., 2,1 Khalkhuzhaev A.M. 

1 Samarkand State University,  Samarkand, Uzbekistan 
2 Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Republic of Uzbekistan 

In this work we consider Hamiltonian 𝐻𝜇,𝛾 for a system of three quantum particles, two fermions 

with mass 1 and another particle with mass 𝑚 =
1

𝛾
> 0 with zero range pair potentials 𝜇 > 0 on three 

dimensional lattice 𝑍3. In the momentum representation the total three-body Hamiltonian appears to be 

decomposable  

𝐻𝜇,𝛾 = ∫
𝕋3
⨁𝐻𝜇,𝛾(𝑲)𝑑𝑲. 

The fiber Hamiltonian 𝐻𝜇,𝛾(𝑲) = 𝐻𝟎,γ(𝑲) − 𝜇𝑉 depends parametrically on the total 

quasimomentum 𝑲 ∈ 𝕋3 ≡ R3/(2𝜋𝑍3). 
Let 𝕋3 be a  three-dimensional torus, 𝐿2

𝑎𝑠[(𝕋3)2] ⊂ 𝐿2[(𝕋
3)2] be the Hilbert space of square-

integrable functions, defined on (𝕋3)2 and antisymmetric with respect to the  coordinates. The  three-

particle Schrödinger operator  

𝐻𝜇,𝛾(𝑲) = 𝐻𝟎,γ(𝑲) − 𝜇(𝑉1 + 𝑉2), 

acts in 𝐿2
𝑎𝑠[(𝕋3)2], where  

(𝐻0,γ(𝑲)𝑓)(𝒑, 𝒒) = 𝐸𝑲,𝛾(𝒑, 𝒒)𝑓(𝒑, 𝒒), 

𝐸𝑲,𝛾(𝒑, 𝒒) = 𝜀(𝒑) + 𝜀(𝒒) + 𝛾𝜀(𝑲 − 𝒑 − 𝒒),   𝜀(𝒑) = 3 − ∑ 𝑐𝑜𝑠𝑝𝑖
3
𝑖=1 , 

(𝑉1𝑓)(𝒑, 𝒒) = ∫𝕋3 𝑓(𝒑, 𝒔)𝑑𝒔,     (𝑉2𝑓)(𝒑, 𝒒) = ∫𝕋3 𝑓(𝒔, 𝒒)𝑑𝒔. 

For any 𝑲 ∈ 𝕋3 we put  

𝐸𝑚𝑖𝑛,𝛾(𝑲)= min
𝒑,𝒒𝜖𝕋3

𝐸𝑲,𝛾(𝒑, 𝒒),         𝐸𝑚𝑎𝑥,𝛾(𝑲)= min
𝒑,𝒒𝜖𝕋3

𝐸𝑲,𝛾(𝒑, 𝒒). 

𝜏𝑚𝑖𝑛,𝛾(𝜇,𝑲) = min
𝒑𝜖𝕋3

{𝑧𝜇,𝛾(𝑲 − 𝒑) + 𝜀(𝒑)}, 

𝜏𝑚𝑎𝑥,𝛾(𝜇,𝑲) = max
𝒑𝜖𝕋3

{𝑧𝜇,𝛾(𝑲 − 𝒑) + 𝜀(𝒑)},  

where 𝑧𝜇,𝛾(𝑲 − 𝒑) −  is the eigenvalue of the two-particle operator ℎ𝜇,𝛾(𝑲 − 𝒑)  on the lattice. 

The essential spectrum 𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐻𝜇,𝛾(𝑲)) of 𝐻𝜇,𝛾(𝑲) is 

𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐻𝜇,𝛾(𝑲)) = [𝜏𝑚𝑖𝑛,𝛾(𝜇, 𝑲), 𝜏𝑚𝑎𝑥,𝛾(𝜇, 𝑲)] ∪ [𝐸𝑚𝑖𝑛,𝛾(𝑲), 𝐸𝑚𝑎𝑥,𝛾(𝑲)]. 

The main results of the work are the following theorems: 

Тhеоrem.  Let 𝛾 > 𝛾0. Then there exist 𝜇𝛾 > 0 and 𝛿 > 0 such that, for any 𝜇 > 𝜇𝛾 the operator 

𝐻𝜇,𝛾(𝟎) has a unique triple  eigenvalue in the 𝛾 − neighborhood of 𝜏𝑚𝑖𝑛,𝛾(𝜇, 𝟎).  

REFERENCES  

1. Lakaev S. N., Dell'Antonio G. F.  and Khalkhuzhaev A. M. 2016.   Existence of an isolated band 

of a system of three particles in  an optical lattice J. Phys. A: Math. Theor. 49 145204—15. 

2. Khalkhuzhaev A. M. 2017.  The essential spectrum of the three-particle discrete operator 

corresponding to a system of three fermions on a lattice, Russian Mathematics.  61, p. 67–78. 

 

THE DYNAMICAL SYSTEM ON THE INVARIANT CURVE OF A NONLINEAR 

OPERATOR 

Absalamov A.T., Ziyadinov B.A. 
Samarkand State University,  Samarkand, Uzbekistan  

 Consider the following nonlinear operator 

𝑉:  {

𝛼′ = 𝛼 + 𝛽 + 𝛼𝛽

𝛽′ =
𝛼𝛽

1 + 𝛼 + 𝛽

  

where 𝛼 ≥ 0, 𝛽 ≥ 0 − an initial condition.  

The main problem for a given operator 𝑉 and arbitrarily initial point 𝑠(0) ∈ ℝ+
2  is to describe the 

limit points of the trajectory {𝑠(𝑚)}
𝑚=0

∞
, where 
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𝑠(𝑚) = 𝑉𝑚(𝑠(0)) = 𝑉(𝑉(…𝑉⏟      
𝑚

(𝑠(0)))… ) 

It is not hard to see that s = (α; 0) is the non-hyperbolic fixed point of the operator V with the 

eigenvalues 𝜆1 = 1  and  𝜆2 =
𝛼

1+𝛼
∈ [0,1). Since 𝑉 is a continuous operator, its trajectories have as a 

limit fixed points. Thus for any initial point 𝑠(0) = (𝛼, 𝛽) ∈ ℝ+
2  , we have always that  

𝛽(𝑚) → 0. 
Lemma. The following sets  

𝑀1 = {(𝛼, 𝛽):  𝛼 ≥ 0, 𝛽 ≥ 0,      𝛼𝛽 ≥ 1} 
and 

𝑀2 = {(𝛼, 𝛽):  𝛼 ≥ 0, 𝛽 ≥ 0,      𝛼𝛽 < 1} 
are invariant sets with respect to the operator 𝑉. 

The curve 𝛽 =
1

𝛼
   is invariant with respect to 𝑉 and the trajectory on this curve has limit (+∞, 0).  

The following set  

𝛾𝜃 = {(𝛼, 𝛽) ∈ [0,+∞)
2:  𝛽 =

𝜃 − 𝛼

1 + (2 + 𝜃)𝛼
},   

is a one-parametric family of invariant curve respect to the operator 𝑉, where 𝜃 =
2−𝑝

𝑝−1
≥ 0, 𝑝 ∈

(1,2].  
Theorem.  

(i) For any initial point 𝑡 = (𝛼, 𝛽) ∈ 𝑀1 we have 

lim
𝑚→∞

𝛼(𝑚)(𝑡) = +∞ 

(ii) For any initial point 𝑡 = (𝛼, 𝛽) ∈ 𝑀2 we have 

lim
𝑚→∞

𝛼(𝑚)(𝑡) = 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒. 

  Summary, we have showed that operator 𝑉 has infinitely many fixed points and for each such 

fixed point there is a nonintersected trajectories which converge to the fixed points. 

REFERENCES 

1. Devaney R.L. An introduction to chaotic dynamical system.Westview Press.(2003).  

2. Ganikhodzhaev R.N., Mukhamedov F.M., and Rozikov U.A. Quadratic stochastic operators 

and processes: results and open problems. Inf. Dim. Anal. Quant. Prob. Rel. Fields. 14(2), 279-

335. (2011). 

3. Absalamov A.T., Rozikov U.A. The Dynamics of Gonosomal Evolution Operators. Jour. 

Applied Nonlinear Dynamics. 9(2), 247-257. (2020). 

4. Absalamov A.T.  The Global attractiveness of the Fixed Point of a Gonosomal Evolution 

Operator. Jour. Discontinuity, Nonlinearity and Complexity. 10(1), 143-149. (2021). 

 

ON ESTIMATES FOR CONVOLUTION OPERATORS RELATED TO STRICTLY 

HYPERBOLIC EQUATIONS 

Akramova D.I, Ikromov I.A.  
Samarkand State University and Institute of Mathematics named after V.I. Romanovsky 

Consider the Cauchy problem (C.P.):   

𝑃(𝐷𝑡 , 𝐷𝑥)𝑈 = 0,    𝐷𝑡 ≔
𝜕

𝑖𝜕𝑡
,   𝐷𝑥 = (

𝜕

𝑖𝜕𝑥1
, … . ,

𝜕

𝑖𝜕𝑥𝑛
),   𝐷𝑡

𝑘𝑈|𝑡=0 = 𝑔𝑘 , 

 𝑘 = 0,… ,𝑚 − 1,   and 𝑔𝑘, 𝑘 = 1,… ,𝑚 − 1 belongs to the 𝐿𝑝(𝑅𝑛) space, where 1 ≤ 𝑝 ≤ 2. Here 𝑃(𝜏, 𝜉)  
is a homogeneous polynomial of degree 𝑚, for which the characteristic equation 𝑃(𝜏, 𝜉) = 0 has 𝑚 

distinct real smooth solutions 𝜑1(𝜉),… , 𝜑𝑚(𝜉) with respect to 𝜏  for any 𝜉𝜖𝑅𝑛 ∖ {0}.  
 Then any solution, in then sense of distribution,  to the (C.P.) can be written as a sum of 

convolution operators (see [2]) of the following form: 

𝑀𝑘(𝑡) = 𝐹
−1𝑒𝑖𝑡𝜑(𝜉)𝑎𝑘(𝜉)𝐹, 

where, 𝐹 is the Fourier transform operator and 𝐹−1 its inverse, 𝑎𝑘 is a smooth and homogeneous function 

of degree -𝑘, for large |𝜉| and  𝜑𝜖𝐶∞(𝑅𝑛 ∖ {0}) is homogeneous function of order 1, which coincides  one 

of the solutions 𝜑𝑗(𝜉), 𝑗 = 1,… ,𝑚.  Further, we will assume that  𝜑𝑗(𝜉), 𝑗 = 1,… ,𝑚  everywhere 

preserves sign, e.g. it is everywhere positive or negative. The operator 𝑀𝑘(𝑡) acts in the space of initial 

dates. 
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 Note that the 𝐿𝑝(𝑅𝑛) → 𝐿𝑝′(𝑅𝑛)  (where 1 ≤ 𝑝 ≤ 2,
1

𝑝
+
1

𝑝′
= 1, e.g. p, p’ are conjugate 

exponents)  boundedness of 𝑀𝑘(𝑡) is closely related the geometric properties of the hypersurface               

Σ = {𝜉𝜖𝑅𝑛:  𝜑(𝜉) = 1} or Σ = {𝜉𝜖𝑅𝑛:  𝜑(𝜉) = −1},  
provided   𝜑(𝜉) > 0 or 𝜑(𝜉) < 0, respectively,  for any 𝜉𝜖𝑅𝑛. 

Since 𝜑(𝜉) is a smooth function in  𝑅𝑛 ∖ {0}  and homogeneous of degree one, then the classical 

Euler’s homogeneity relation yields that Σ is a smooth hypersurface.    

In the paper [1] it was defined the class  of type Ι order 𝜇 at any point. The main result of our paper 

is the following: 

Theorem1.  If for any 𝜉𝜖Σ the hypersurface has type Ι of order at most 𝜇 then the operator 𝑀𝑘 is 

𝐿𝑝(𝑅𝑛) → 𝐿𝑝′(𝑅𝑛)  bounded,  for 
4𝜇

3𝜇+1
< 𝑝 ≤ 2, provided  𝑘 >

𝑛

2
+

1

2𝜇
. 

Note that,  if Σ is a smooth hypersurface having only type Ι at every point, then order 𝜇 is an upper 

semi-continuous function of points. Hence, there exists a maximal  order 𝜇 on a compact hypersurface. 

Therefore Theorem 1 yields the following corollary    

Corollary 1. If Σ is a compact smooth hypersurface then there exists 𝑞 > 2 such that the 

convolution operator 𝑀𝑘 𝐿𝑝(𝑅𝑛) → 𝐿𝑝′(𝑅𝑛)  is bounded for  
2𝑞

𝑞−1
< 𝑝 ≤ 2, provided 𝑘 >

𝑛+1

2
−
1

𝑞
  

Theorem1 yields the following estimate for the solution operator 𝑀𝑘(𝑡). 
Theorem 2.  If for any 𝜉𝜖Σ the hypersurface has type Ι of order at most 𝜇 then for the solution 

operator 𝑀𝑘(𝑡)  the following estimate 

‖𝑀𝑘(𝑡)𝑔‖𝐿𝑝′ ≤ 𝑡
𝑘−2𝑛(

1

𝑝
−
1

2
)
‖𝑔‖𝐿𝑝 ,       (1) 

holds true, provided 
4𝜇

3𝜇+1
< 𝑝 ≤ 2 and 𝑘 >

𝑛

2
+

1

2𝜇
. 

  The estimate (1) can be used to obtain a-priori estimates for the time-space  mixed norm for 

solutions to strictly hyperbolic equations.  

REFERENCES 

1. Akramova D.I. and Ikromov I.A. Randol maximal functions and the integrability of the 

Fourier transform of measures. Mat zametki, 2021, 109(5), pp. 643-663.  
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A SEPARABILITY CRITERION FOR IDEALS OF COMPACT OPERATORS 

Alimov A.A. 
(Tashkent, Uzbekistan) E-mail: alimovakrom63@yandex.ru  

Let ( ( ,( ; ))H    be an infinite-dimensional complex Hilbert space and let  ( ( ), )B H

  be the 

*C  – 

algebra of all bounded linear operators in H . Denote by ( )K H  ( ( ))F H  the two-sided ideal of compact 

(respectively, finite rank) linear operators in ( )B H . It is well known that, for any proper two-sided ideal

( )I B H , we have ( )F H I , and if H is separable, then ( )I K H . At the same time, if H is a non-

separable Hilbert space, then there exists a proper two-sided ideal ( )I B H  such that ( )K H I

 . 

Denote 
*( ) { ( ) : 0}B H x x B H x+ = =     and let : ( ) [0, ]B H + →   be the canonical trace on

( )B H , that is ( ) ( , )j j

j J

x x  


= , ( )x B H + , where { }j j J    is an orthonormal basis in H . 

Let 
2 *( ) { ( ) : }P H e B H e e e=  = =  be the lattice of projectors in ( )B H . If 1 is the identity of 

( )B H  and  ( )c P H  , we write 1e e⊥ = − .  

Let ( )x B H , and let 0{ ( )}e x   be the spectral family of projections for the absolute value 

1/2( * )x x x=  of x , that is, ( ) { }e x x =  . If 0t  , then the t-th generalized singular number of x , or 

the nonincreasing rearrangement of x , is defined as ( ) inf{ 0 : ( ( ) ) }t x e x t   ⊥=   . 

A non-zero linear subspace ( )X B H  with a Banach norm 
x

  is called symmetric if the 

conditions x X , ( )y B H , ( ) ( )t ty x   for all 0t   imply that y X  and 
X X

y x  [2]. The 

spaces ( ( ), )B H

  and ( ( ), )K H


  as well as the classical Banach two-sided ideals  

mailto:alimovakrom63@yandex.ru
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1/{ ( ) : ( ) }
pp p

p
C x K H x x=  =   1 p  , are examples of symmetric spaces. It should be 

noted that for every symmetric space ( , )
X

X   and all x X , , ( )a b B H , we have axb X ,  and 

X X
axb a b x

 
 . In addition, ( )X B H=  or ( )X K H . In particular, if H is non-separable, 

then there exists a proper two-sided ideal ( )I B H  such that ( )K H I

  and ( , )I


  is a Banach space 

which is not a symmetric subspace of ( )B H . 

It is known that every symmetric sequence space 0( , )
E

E c   generates a symmetric space 

( , ) ( )
E

E C
C K H   by the following rule: { ( ) :{ ( )} }E nC x K H s x E=   ,  { ( )}

E
nC E

x s x=  , 

where 
( )

1{ ( )}m x

n ns x =  is the set of eigenvalues of the compact operator x  [1]. 

Theorem. The symmetric space ( , )
E

E C
C   is separable if and only if ( ,( ; ))H    and ( , )

E
E   are 

separable spaces. 
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HAUSDORFF DIMENSION OF INVARIANT MEASURE OF  PIECEWISE LINEAR 

CIRCLE MAPS WITH TWO BREAKS 
1 Aliyev A.F., 2Tirkasheva G.D. 

 1V.I.Romanovsky Institute of mathematics AS RUz, Tashkent, Uzbekistan; 

 aliyev95.uz@mail.ru  
2National university of Uzbekistan named after Mirzo Ulugbek, Tashkent, Uzbekistan; 

gulasaltirkasheva96@mail.ru 

Let   be a probability measure on a space .X  For any set ,E X  we define the d −  

dimensional Hausdorff content of E  as  

 
=1 =1

( ) := inf : ( , ), < .d d

r i i i i

i i

H E r E B x r r r
 

 
 
  

The d − dimensional Hausdorff measure of E  is given by  

 
>0

( ) := ( ).sup
d d

r
r

H E H E  

First we define the Hausdorf dimension of the set E  as  

 := inf{ : ( ) = 0}.dim
d

HE d H E  

Next define the Hausdorff dimension of the measure :   

 := inf{ : ( ) =1}.dim dimH HE E   (1) 

Let T  be a circle map with irrational rotation number .T  The irrational number 
T  can be uniquely 

represented as a continued fraction i.e. 
1 2 1 2=1/ ( 1/ ( ...)) :=[ , ,..., ,...)T nk k k k k + + . Denote by 

1 2/ =[ , ,..., ],n n np q k k k  1,n   its n -th- convergent. The numbers , 1nq n  are also called the first 

return times of T  and satisfy the recurrence relations 
1 1 1= 1,n n n nq k q q n+ + −+   where 

0 =1q  and 

1 1= .q k  

Let define = exp slS S S  (the labels exp and sl stand for exponential and super-linear, respectively), 

where expS  is the set of irrational (0,1)  for which there exists 
1( ) > 0C   and (0,1)   such that 

1( ) n

nq C  −  and 
( ) ( )= o e

slS S S , where 
( )oS  and 

( )eS  are sets of irrational (0,1)  for which, there 

mailto:aliyev95.uz@mail.ru
mailto:gulasaltirkasheva96@mail.ru
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exist 
0n N  and a sequence ( ) > 0A m  diverges to infinity as ,m→  and the series 

=1

1
<

( )m A m m



  

such that for all 
0,n n  

2 (2 1) (2 1)nk n A n − −  and 
2 1 2 (2 )nk nA n+   respectively. In [1], it has been 

proven that the set S  has Lebesgue measure 1. 

K.Khanin and S.Kocic  in [1] studied the Hausdorff dimension of circle maps with a break point. 

They proved that if rotation number 
T S  , then Hausdorff dimension of T −  invariant  measure := T   

equal to zero i.e. = 0.dimH  

The class of piecewise linear  circle maps with two breaks first were studied by M.Herman in  [2]. 

A.Aliyev  proved in [3] that this statement is also correct for the case  T  is piecewise linear circle 

homeomorphism with irrational rotation number 
T S   and  two break points 

1b and 
2b  on different orbits 

which 
1 2([ , ])b b G  . Where G   is a full set w.r.t. Lebesgue measure on [0,1].  

Now we formulate our main theorem. 

Theorem. Let T  is piecewise linear circle homeomorphism with irrational rotation number 
T S   

and  two break points 
1b and 

2b  on different orbits which 
1 2([ , ])b b G  . Then Hausdorff dimension of 

T −  invariant  measure := T   more than zero i.e. 0.dimH   
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ℂ\ℕ- PARABOLIK KO‘PXILLIKDA POLINOMLAR FAZOSI. 

Allaberganov O. 
Urganch Davlat universiteti  

E-mail: allaberganovolimboy1@gmail.com  

  Agarda 𝑛 o‘lchamli 𝑋 Shteyn ko‘pxilligida aniqlangan chegaralangan plyurisubgarmonik 

funksiyalar faqat o‘zgarmas funksiyalardan iborat bo‘lsa, u holda bu ko‘pxillikka parabolik deyiladi. 

Bu X fazoning parabolikligi quyidagiga ekvivalent. Agar shunday 𝜌(𝑧) ∈ 𝑝𝑠ℎ(𝑋) va 𝜌(𝑧) < 𝐶
 

bo‘lsa, u holda 𝑋 da 𝜌(𝑧) ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
 
bo‘ladi. 

1-ta’rif. Agar 𝑛 o‘lchamli 𝑋  Shteyn ko‘pxilligida shunday 𝜌(𝑧) plyurisubgarmonik funksiya topilib,  

1. ∀𝑐 ∈ ℝ,      𝐷𝑐 = {𝑧 ∈ 𝑋: 𝜌(𝑧) < 𝑐} ⊂⊂ 𝑋; 
2. 𝜌(𝑧) funksiya biror 𝐾 ⊂ 𝑋 kompaktdan tashqarida maksimal bo‘lsin. Ya’ni, 𝑋\𝐾 da (𝑑𝑑𝑐𝜌)𝑛 =

0  bo‘lsa, u holda bu ko‘pxillikka 𝑆 −parabolik deyiladi.  

Agar yuqoridagi ta’rifga qo‘shimcha ravishda 𝜌 ∈ 𝐶(𝑋) uzluksiz funksiya bo‘lsa, u holda 

ko‘pxilligimiz 𝑆∗ −parabolik deyiladi 

2-ta’rif. Agar (𝑋, 𝜌) − Shteyn ko‘pxilligi 𝑆∗- parabolik ko‘pxillik bo‘lib, 𝑓 ∈ 𝒪(𝑋) golomorf 

funksiya uchun shunday 𝑑 va 𝑐 musbat sonlar topilib, 𝑋 da  

ln|𝑓(𝑧)| ≤ 𝑑𝜌+(𝑧) + 𝑐                                 (1) 

baholashni qanoatlantirsa, u holda 𝑓(𝑧) funksiyaga 𝜌 − polinom deyiladi.    

𝑑 ning (1) tengsizlikni qanoatlantiruvchi eng kichik butun qiymatiga 𝑓 polinomning darajasi deyiladi 

va 𝑑 natural son uchun 𝑋 dagi barcha darajasi 𝑑 dan oshmaydigan 𝜌 −polinomlar to‘plami P𝜌
𝑑(𝑋) orqali 

belgilaymiz. 

 Parabolik ko‘pxilliklar ko‘pgina olimlar tomonidan o‘rganilgan. Bir o‘lchamli kompleks 

ko‘pxilliklar (Riman sirtlari) klassifikatsiyasi Sario. L. va Nakai. M. [5] monografiyasida batafsil yoritiladi. 

W.Stoll[6] ishlarida parabolik ko‘pxilliklarda Nevanlinna nazariyasi asoslari ishlab chiqilgan. [1], [2], 

ishlarda parabolik ko‘pxilliklarga aniq misollar va ularning xususiyatlari o‘rganiladi.  

Biz uchbu ishda kompleks tekislikdan natural sonlarga mos nuqtalarni chiqarib tashlash orqali hosil 

qilingan ushbu 𝑋 = ℂ\ℕ bir o‘lchamli kompleks ko‘pxillikni ko‘rib chiqamiz. Ishning maqsadi ushbu 

ko‘pxillikning parabolikligini ko‘rsatish va bu parabolik ko‘pxillikda polinomlar fazosini tadqiq etishdan 

iborat.  

mailto:allaberganovolimboy1@gmail.com


13 

𝑋 = ℂ\ℕ ko‘pxillikda aniqlangan ushbu 

𝜌(𝑧) = 2ln|𝑧| +∑
1

2𝑛

∞

𝑛=1

ln|𝑧 − 𝑛| 

funksiyani qaraymiz. Bu funksiya 𝑋 da aniqlangan va subgarmonik bo‘lib, 𝑋\{0} to‘plamda 

garmonik funksiya bo‘ladi. Ya’ni (𝑋, 𝜌) ko‘pxillik 𝑆∗ −parabolik. 

Ushbu ishda quyidagi asosiy natijalar isbot qilinadi.  

1-teorema.  (𝑋, 𝜌) ko‘pxillikda har qanday d- darajali 𝜌 −polinom quyidagicha 

𝑝(𝑧) = ∑ 𝐶𝑗0𝑗1...𝑗𝑛𝑧
𝑗0 ⋅

1

(𝑧 − 1)𝑗1

𝑑

𝑗0+2𝑗1+4𝑗2+...+2𝑛𝑗𝑛=0

⋅. . .⋅
1

(𝑧 − 𝑚)𝑗𝑛
 

chekli yoyilmaga  ega bo‘ladi. Bu yerda 𝑚 = [log2𝑑] 
2-teorema. 𝑃𝜌

𝑑(𝑋) chiziqli fazoning o‘lchami uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli  

dimP𝜌
𝑑(𝑋) ≤ 2𝑑 

3-teorema.  Barcha 𝜌 −polinomlar fazosi P𝜌(𝑋) barcha analitik funksiyalar fazosi 𝒪(𝑋) da zich 

bo‘ladi. 
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REGULARITY OF A NON-VOLTERRA QUADRATIC STOCHATIC OPERATOR ON 

THE 2D SIMPLEX 

Mamurov B.J. 
Bukhara State University, Bukhara, Uzbekistan 

E-mail: bmamurov.51@mail.ru 

Abstract. In the present paper we consider a non-Volterra quadratic stochastic operator defined on 

the two-dimensional simplex. We showed that the center of the simplex is a unique fixed point of this 

operator and it has attracting type. We constructed a Lyapunov function and using it we showed that for 

any initial point the trajectory of this operator approaches to the center of the simplex.  

 The notion of quadratic stochastic operator was introduced by S. Bernstein in [1]. Such quadratic 

operators arise in many models of mathematical genetics, namely, in the theory of heredity (see e.g. [3, 5, 

6, 7]).     

Let   

 
1

1 2

=1

= = ( , , , ) : 0, =1
m

m m

m i i

i

S x x x R x x−  
  

 
x  

be the ( 1)m− -dimensional simplex. A map V  of 
1mS −
 into itself is called a quadratic stochastic 

operator (QSO) if  

 ,

, =1

( ) =
m

k ij k i j

i j

V p x xx  (1) 

 for any 
1mS −x  and for all =1, ,k m , where  

 
, , , ,

=1

0, = , =1, , , =1, , .
m

ij k ij k ji k ij k

k

p p p p i j k m   (2) 

mailto:bmamurov.51@mail.ru


14 

 Assume 
( ) 1{ : = 0,1,2, }n mS n−x  is the trajectory of the initial point 

1mS −x , where 

( 1) ( )= ( )n nV+x x  for all = 0,1,2,n , with 
(0) =x x . 

 Definition 1. A point 
1mS −x  is called a fixed point of a QSO V  if ( ) =V x x . 

 Definition 2. A QSO V  is called regular if for any initial point 
1mS −x , the limit  

 
( )( )lim
n

n

V
→

x  

exists. 

Definition 3. A continuous function :  int
1mS R− →  for an operator V  if the limit ( )( )lim

n

n

V
→

x  

exists and finite for all 
1mS −x . 

Definition 4.[2] A fixed point 
*x  is called hyperbolic if its Jacobian ( )D V *

x x  has no eigenvalues 

on the unit circle. 

 Definition 5.[2] A hyperbolic fixed point 
*x  is called:   

    i)  attracting if all the eigenvalues of the Jacobian ( )D V *

x x  are less than 1 in absolute value; 

    ii)  repelling if all the eigenvalues of the Jacobian ( )D V *

x x  are greater than 1 in absolute value; 

   iii)  a saddle otherwise.  

Consider the following two strictly non-Volterra QSOs on the two-dimensional simplex 

 

2 2 2

1 1 2 3 1 2

2 2 2

2 1 2 3 2 3

2 2 2

3 1 2 3 3 1

1 1 1
= 2 ,

3 3 3

1 1 1
: = 2 ,

3 3 3

1 1 1
= 2 .

3 3 3

x x x x x x

V x x x x x x

x x x x x x


 + + +



 + + +



 + + +



 (3) 

 Lemma 1. The center x  is a unique and attracting point of the QSO (3). 

Lemma 2. The function 
1 2 2 3 3 1( ) =| | | | | |x x x x x x −  −  −x  is a Lyapunov function for the 

operator (3).  

Lemma 3. ( )(0) =lim
n

n

V
→

x c  for any initial point 
(0) 2Sx . 

Theorem. a) The QSO (3) has a unique fixed point = (1/ 3,1/ 3,1/ 3)c ; 

b) The fixed point c  is an attracting point; 

c) For any 
(0) 2Sx , the trajectory 

( ){ }nx  tends to the fixed point c ; 

d) The QSO (3) is a regular transformation. 
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EXISTENCE OF THE EIGENVALUES OF A TENSOR SUM OF THE FRIEDRICHS 

MODELS WITH RANK 2 PERTURBATION 
1Bahronov B.I., 1,2Rasulov T.H. 

1Bukhara State University 
2Bukhara branch of the Institute of Mathematics 

 Let 
1T  be the one-dimensional torus. In the Hilbert space 

2

2( )sL T  of square-integrable symmetric 

(complex) functions defined on 
2T , we consider the model operator: 

, 0,0 11 12 21 22: ( ) ( ), , 0H H V V V V     = − + + +  ,                        (1) 

where 0,0H  is the multiplication operator: 
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0,0( )( , ) ( ( ) ( )) ( , ),H f x y u x u y f x y= +  

and i jV , , 1,2i j =  are non-local interaction operators: 

1 11 2( )( , ) ( ) ( ) ( , ) , ( )( , ) ( ) ( ) ( , ) .i i i ii iT T
V f x y x t f t y dt V f x y y t f x t dt   = =   

Here, 
2

2( ),sf L T  the functions ( )u   and ( )i  , 1,2i =  are real-valued continuous functions on 

1.T  

 Under these assumptions, the operator ,H   is bounded and self- adjoint. 

 To study the spectral properties of the model operator ,H  , we introduce a Friedrichs model ,h   

with rank 2 perturbation, acting on 
1

2( )L T  by the rule: 

, 0,0 1 2:h h k k   = − + , 

where the operators 0,0h  and ( )ik  , 1,2i =  are defined as  

0,0( )( ) ( ) ( ),h g x u x g x=  
1

( )( ) ( ) ( ) ( )i i iT
k g x x t g t dt =  , 1,2i = . 

From the definitions of ,H   and ,h   we obtain the representation 

, , ,H h I I h     =  +  , 

where I is an identity operator on 
1

2( )L T . 

Therefore, by theorem on the spectrum of the tensor sum of two operators the equality 

, , ,( ) ( ) ( )H h h       = +  

holds. 

Let supp{ ( )}   be the support of the function ( )   and mes( )  be the Lebesgue measure of the 

measurable set 
1T  and 

1
: min ( )

x T
m u x


= , 

1
: max ( )

x T

M u x


= . 

 Assume that the function ( )u   has the non-degenerate global minimum at the points 

1

1 2, ,..., mx x x T  and the non-degenerate global maximum at the points 
1

1 2, ,..., ny y y T . 

 Main result of the note is the following theorem. 

 Theorem. Suppose that  

1 2mes(supp{ ( )} supp{ ( )}) 0    =  

and 1( ) 0ix  , 2( ) 0iy   for some {1,..., }i m , {1,..., }j n . 

(a) For all values of , 0    the operator ,h   has a two simple eigenvalues 
(1)E m   and  

(2)E M  . 

(b) For any , 0    the numbers 
(1)2E  and 

(2)2E  are simple eigenvalues of ,H  . Moreover  

(1) (1) (2) (2)

ess ,( ) [ ; ] [2 ;2 ] [ ; ]H E m E M m M E m E M     = + +   + +  

(1) (1) (2) (2)

pp ,( ) {2 ; ;2 }H E E E E     = + . 

(c) For any fixed . . and Mb  , there are two numbers 0)(
00

= a  and 0)(
00

= b

, respectively, such that the numbers baa +,2  and b2  are eigenvalues of 
0,0 

H . 

(d) For any ]2;2[ Mmc  there exist two numbers 0)(
11

= c  and 0)(
11

= c such 

that the number c  is an eigenvalue of 
1,1 

H . 
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KILLING VEKTOR  MAYDONLAR GEOMETRIYASI 

Boysunova M.Y. 
O’zbekiston Milliy Universiteti 

Ta’rif-1.  Agar G  to’plamga tegishli har  bir  p  nuqtaga  bitta X(p) vektor  mos qo’yilsa , bu moslik 

vektor  maydon  deb  ataladi. 

Ta’rif-2   Birorta  G  sohada  X  vektor    maydon  berilgan  bo’lib  va    shu sohada  𝑝= 𝑝(t)  

tenglama  bilan  aniqlangan differensiallanuvchi  𝛾  chiziq  ham berilgan  bo’lsin.   Agar   har bir t uchun   

𝑝′( t )=X(𝛾(t)) bo’lsa  𝛾 chiziq X  vektor   maydonning  integral  chizig’i   deyiladi.  

Ta’rif 3.   Berilgan  X  vektor  maydonning  t=0  da  p  nuqtadan  o’tuvchi   chiziqni   𝛾 ( 𝑡 , 𝑝 )   bilan  

belgilasak,  𝑝 →  𝑋𝑡( 𝑝 )   aksalntirishlar oilasi  X  vektor  maydonning  oqimi  deyiladi. 

Ta’rif 4.  Agar har bir  t   nuqta  uchun  

𝑥 →  𝛾( 𝑡, 𝑥) 
akslantirish izometrik akslantirish bo’lsa, X   vektor maydon Killing vektor maydoni deb ataladi. 

 Boshqacha qilib aytganda M   ko’pxillikda berilgan X  vektor maydon hosil qilgan bir parametrli 

diffeomorfizmlar oilasi  M  ko’pxillikda izometrik akslantirishdan iborat bo’lsa  X  vektor maydon Killing 

vektor maydoni deb ataladi. 

  Uch o’lchovli Yevklid  𝑅3( 𝑥 , 𝑦 , 𝑧 ) fazosida  oltita chiziqli erkli Killing vektor maydonlari bor. 

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑥
 ,  𝑋2 = 

𝜕

𝜕𝑦
 , 𝑋3 =

𝜕 

𝜕𝑧
 , 

𝑋4 = 𝑧
𝜕

𝜕𝑦
−  𝑦

𝜕

𝜕𝑧
 , 𝑋5 = −𝑧

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑥

𝜕

𝜕𝑧
 , 𝑋6 = 𝑦

𝜕

𝜕𝑥
− 𝑥

𝜕

𝜕𝑦
  

vektor  maydonlardan  quyida  keltirilgan  almashtirish  gruppalari ,  mos 𝑜𝑥 , 𝑜𝑦  𝑣𝑎 𝑜𝑧  o’qlari  yo’nalishi  

bo’yicha  parallel  ko’chirish  gruppalari   bo’ladi,  oxirgi  uchtasi   esa  mos  𝑜𝑥 , 𝑜𝑦    𝑣𝑎  𝑜𝑧 o’qlar  atrofida 

aylanish  gruppalari  bo’ladi. 

      Biz  to’rt o’lchamli   𝑅4( 𝑥1, 𝑥2 , 𝑥3, 𝑥4) evklid fazosida 

𝑥21 + 𝑥2
2 + 𝑥3

2 + 𝑥4
2=1 

 tenglamani  uch o’lchamli  𝑆3   sferada qaraymiz. Bu fazoda berilgan 

𝑋 = −𝑥4
𝜕

𝜕𝑥1
+ 𝑥1

𝜕

𝜕𝑥4
 

vektor maydon  sferaga urinadi. 

Teorema. Uch o’lchamli  sferada  X  vektor  maydonning maxsus  nuqtalari  

{
𝑥1 = 0
𝑥4 = 0

 

tenglamalar  sistemasi  bilan  berilgan  tekislikda  yotuvchi  𝑥2
2 + 𝑥3

2=1   aylana  nuqtalaridan  iborat, 

maxsus  bo’lmagan  nuqtalar  uchun  uning  integral chiziqlari  

{
𝑥2 = 𝑐2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
𝑥3 = 𝑐3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

 

tekislikda  yotuvchi  

𝑥21 + 𝑥4
2=1-(𝑐2

2+𝑐3
2) 

aylanalardan  iborat. 

ADABIYOTLAR 

1. А.Я.Нарманов.  Дифференциал  геометрия. Тошкент: Унверситет. 2003. 

2. Олвер  П  Приложения  группа  Ли  К  дифференциальним уравнениям. 

 

FINITENESS OF THE DISCRETE SPECTRUM OF THE LATTICE SPIN-BOSON 

HAMILTONIAN WITH AT MOST TWO PHOTONS 
1,2Dilmurodov E.B., 1,2Rasulov T.H. 

1,2Bukhara State University, Bukhara, Uzbekistan 
1,2Bukhara branch of the Institute of Mathematics, Bukhara, Uzbekistan 

E-mail: elyor.dilmurodov@mail.ru,  rth@mail.ru  

Block operator matrices are matrices where the entries are linear operators between Banach or Hilbert 

spaces [1]. One special class of block operator matrices are Hamiltonians associated with systems of non-

conserved number of quasi-particles on a lattice. Their number can be unbounded as in the case of spin-

boson models or bounded as in the case of “truncated” spin-boson models. In this note we consider a lattice 

spin-boson Hamiltonian with at most two photons. The standard spin-boson Hamiltonian with at most two 

photons was completely studied in [2] for small values of the coupling constant. 
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Let 
3T  be the three-dimensional torus, C:=0  be the set of all complex numbers, )(:= 3

21 TL  

be the Hilbert space of square integrable (complex) functions defined on 
3T , ))((:= 23sym

22 TL  be the 

Hilbert space of square integrable (complex) symmetric functions defined on 
23)(T  and 

.= 210    

We consider a lattice spin-boson Hamiltonian 2A  with most two photons. Then [3] the operator 2A  

act on 2C  and has the 33  tridiagonal block operator matrix representation  

,

0

0

:=

22

*

12

1211

*

01

0100

2

















AA

AAA

AA

A  

where the matrix entries ijA , jiji = ,0,1,2, , are defined by  

,)()(=,s= )s(

13

)s(

101

)s(

0

)s(

000 dttftvfAffA
T

−

  

,),()(=))((),())(s(=))(( 1

)s(

231

)s(

2121

)s(

111

)s(

111 dttkftvkfAkfkwkfA
T

−

+   

).,())()(s(=),)(( 21

)s(

22121

)s(

222 kkfkwkwkkfA ++  

Here =s  and .};,,{= 2)s(

2

)s(

1

)s(

0 = Csffff  

We make the following assumptions: 0;>  the dispersion )(w  is a non negative analytic function 

on 3T  and has the non-degenerate minimum at the points ,),,( 3)(

3

)(

2

)(

1 Txxx iii   ,1,...,= ni  ;<n  )(v  

is a real-valued analytic function on ;3T  the coupling constant 0>  is an arbitrary. 

Recall that the location of the essential spectrum of 2A  for 1D case was described in [3]. The results 

were obtained by considering a more general model H  for which the lower bound of its essential spectrum 

is estimated. Conditions which guarantee the finiteness of the number of eigenvalues of H  below the 

bottom of its essential spectrum were found. It was shown that the discrete spectrum might be infinite if the 

parameter functions are chosen in a special form. 

Let ).(min:= 2essmin AE   

Theorem. For all values of the coupling constant 0>  the operator 2A  has a finitely many 

eigenvalues smaller than minE . 
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ON AN EXAMPLE OF A SEMIRING WHICH IS NOT IDEMPOTENT 

Eshimbetov M.R. 
Institute of Mathematics named after V.I.Romanovskiy, Tashkent, Uzbekistan  

mr.eshimbetov@gmail.com 

Let [ , ]a b  be a closed subinterval of [ , ]− +  (in some cases we will aslo take semiclosed 

subintervals). The full order on [ , ]a b  will be denoted by . 

Definition 1. The operation   (pseudo-addition) is a function :[ , ] [ , ] [ , ]a b a b a b  →  which is 

commutative, nondecreasing (with respect to ), associative and with a zero element, denoted by 0 , i. e. 

0 x x =  for each [ , ]x a b  (usually 0  is either a  or b ). 

Let [ , ] { : [ , ],a b x x a b x+ =  0 } . 
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Definition 2. The operation  (pseudo-multiplication) is a function :[ , ] [ , ] [ , ]a b a b a b →  

which is commutative, positively nondecreasing, i.e., x y  implies x z y z , [ , ]z a b + , 

associative and for which there exist a unit element 1 [ , ]a b , i. e., for each [ , ]x a b , 1 x x= . 

We suppose, further, 0 x = 1  and that  is a distributive pseudo-multiplication with respect to 

 , i.e. ( ) ( ) ( )x y z x y x z =  . The structure ([ , ], , )a b   is called a semiring. 

Semirings with pseudo-operations defined by monotone and continuous generator g . In this case, 

we will consider only strict pseudo-addition, i.e., such that the function   is continuous and strictly 

increasing in ( , ) ( , )a b a b . 

By Aczel’s representation theorem for each strict pseudo-addition   there exist a strictly monotone 

surjective function g  (generator for  ), :[ , ] [0, ]g a b → +  such that (g 0 ) 0=  and 

1( ( ) ( ))x y g g x g y− = + . 

Using a generator g  of sitrict pseudo-addition  , we can define pseudo-multiplication  

1( ( ) ( ))x y g g x g y−=   

with the convention 0 ( ) 0+ = . This is the only way to define pseudo-multiplication , which 

is distributive with respect to   generated by g . 

If the generator g  is increasing (decreasing), then the operation  , through its generator g , incudes 

the usual order (opposite to the usual order) on the interval [ , ]a b  in the following way: x y  if and only 

if ( ) ( )g x g y . 

Example 1. Let  : , ,
2 2

g
  

− → − + 
 

 be given by ( )g x tgx= . Then 

1( ( ) ( )) ( )x y g g x g y arctg tgx tgy− = + = + , 

1( ( ) ( )) ( )x y g g x g y arctg tgx tgy−=  =   

are operations defined on ,
2 2

  
− 
 

. We have 0 = 0  and 1
4


= . Indeed, for each ,

2 2
y

  
 − 
 

: 0

( 0 )y arctg tg tgy y = + = , 1 ( )
4 4

y y arctg tg tgy y
 

= =  = . 

We now check the distributive property, i. e., ( ) ( ) ( )x y z x y x z =  : 

( ) ( )( )( )
( )( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x y z g g x g y z g g x g g g y g z

g g x g y g z g g x g y g x g z

g g x g y g g x g z x y x z

− − −

− −

− −

 =   =  + =

=  + =  +  =

=    = 

 

So, we obtain the following result. 

Theorem 1. The structure , , ,
2 2

   
−   
  

 is a semiring with the zero 0 0=  and 1
4


= . It is 

not idempotent. 
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A NEW EQUIVALENT CONDITION FOR BOUNDEDNESS OF HARDY-VOLTERRA 

OPERATOR 

Eshimova M.K. 
Institute of mathematics named after V.I.Romanovsky AS RUz 

E-mail: eshimova_math@mail.ru 

Let (𝑎, 𝑏) ⊂ 𝑅 and 𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥) be weight functions on (𝑎, 𝑏), i.e., are nonnegative measurable 

functions defined on (𝑎, 𝑏). Let 1 ≤ 𝑝, 𝑞 ≤ ∞ and introduce weighted Lebesgue space 𝐿𝑝,𝑣(𝑎, 𝑏) of all 

measurable functions on (𝑎, 𝑏) such that  

‖𝑓‖𝑝,𝑣 = (∫ |𝑓(𝑥)|𝑝𝑣(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)

1
𝑝

< ∞, 

and similarly 𝐿𝑞,𝑢(𝑎, 𝑏). Consider the following Hardy-Volterra operator  

𝐻: 𝐿𝑝,𝑣(𝑎, 𝑏) → 𝐿𝑞,𝑢(𝑎, 𝑏),        (𝐻𝑓)(𝑥) = ∫
𝑥

𝑎

𝑘(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡,                     (1) 

where 𝑘(𝑥, 𝑡) is a kernel – non-negative measurable function defined (𝑎, 𝑏) × (𝑎, 𝑏).  
In this paper we study boundedness of operator (1) with the so-called Oinarov’s kernel – that is 

continuous, non-negative and increasing in the first argument, decreasing in the second argument and there 

exists a constant ℎ ≥ 1, such that for all 𝑥, 𝑡, 𝑠 ∶ 𝑎 < 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 < 𝑏 the inequality holds: 𝑘(𝑥, 𝑠) ≤

ℎ(𝑘(𝑥, 𝑡) + 𝑘(𝑡, 𝑠)), see [1-4].  This problem is equivalent to the validity of the Hardy-type integral 

inequality: 

(∫
𝑏

𝑎

(∫
𝑥

𝑎

𝑘(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡)

𝑞

𝑢(𝑥)𝑑𝑥)

1
𝑞

≤ 𝐶 (∫
𝑏

𝑎

𝑓𝑝(𝑥)𝑣(𝑥)𝑑𝑥)

1
𝑝

         (2) 

where constant 𝐶 does not depend on the function 𝑓 and parameters  𝑝, 𝑞. We give new necessary and 

sufficient conditions for satisfying of (2), i.e., the boundedness of the (1) in the case 1 < 𝑞 < 𝑝 < ∞ with 

the Oinarov’s kernel. 

Let us make some notations concerning to our theorem:  

𝑝′ =
𝑝

𝑝 − 1
 , 𝑞′ =

𝑞

𝑞 − 1
 , 𝑟 =

𝑝𝑞

𝑝 − 𝑞
 , 

𝑉𝑘𝑠(𝑡) = 𝑣
1−𝑝′(𝑡) (∫ 𝑘𝑠(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑡

)

𝑝′

,  

  𝐷0 = (∫ (∫ 𝑉𝑘𝑞(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑠

)

𝑟
𝑝′𝑞

(∫ 𝑣1−𝑝
′
(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑎

)

𝑟(
1
𝑞′
−
1
𝑝′𝑞

)

𝑣1−𝑝
′
(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

)

1
𝑟

,   

𝐷1 = (∫ (∫ 𝑉𝑘1(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑠

)

𝑟
𝑝′

(∫ 𝑢(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑡

)

−
𝑟
𝑝′

𝑢(𝑠)𝑑𝑠
𝑏

𝑎

)

1
𝑟

. 

Then our main result reads. 

Theorem.  Let 1 < 𝑞 < 𝑝 < ∞ and 𝑘(𝑥, 𝑡) be Oinarov’s kernel. Then inequality (2) holds for all 

𝑓 ≥ 0 if and only if 

𝐷0 < ∞  𝑎𝑛𝑑  𝐷1 < ∞.    
Moreover, the best constant of the inequality, the least constant for which the inequality holds, 

satisfies 𝐶 ≈ max{𝐷0, 𝐷1}. 
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ESTIMATES FOR TWO-DIMENSIONAL INTEGRALS WITH MITTAG-LEFFLER 

FUNCTIONS 

Ikromov I.A., Safarov A.R. 
Institute of Mathematics named after V.I.Romanovsky  

The function E𝛼(𝑧) is named after the great Swedish mathematician Gosta Magnus Mittag-Leffler 

(1846-1927) who defined it by a power series [1]. Further, the two-parametric Mittag-Leffler function is 

defined by [2-3]: 

𝐸𝛼,𝛽(𝑧) = ∑
𝑧𝑘

Г(𝛼𝑘+𝛽)
,    𝛼, 𝛽 ∈ 𝐶,   𝑅𝑒𝛼 > 0,∝

𝑘=0                           (1) 

In this paper we consider natural generalization of “standards” oscillatory integrals given by Mittag-

Leffler function defined in (1) for  𝛼 > 0, 𝛽 ∈ 𝑅. More precisely, we consider the following integral with 

phase 𝑓 and amplitude 𝜑  is an integral of the form: 

𝐼𝛼,𝛽 = ∫ 𝐸𝛼,𝛽(𝑖𝜆𝑓(𝑥))𝜑(𝑥)𝑑𝑥𝑅2
                               (2) 

where 0 < 𝛼 ≤ 1, 𝛽 > 0 , 𝜆 ∈ 𝑅  and 𝑓 is a smooth real-valued function with 𝑓(0,0) = 0, ∇𝑓(0,0) = 0  

also 𝜑 is a function concentrated in a sufficiently small neighborhood of the origin in 𝑅2.  

Let’s consider the associated Taylor series: 𝑓(𝑥1, 𝑥2)~∑ 𝑐𝑗,𝑘𝑥1
𝑗
𝑥2
𝑘∞

𝑗,𝑘=0  

of  𝑓  centered at the origin. The set 

Τ(f) ≔ {(𝑗, 𝑘) ∈ 𝑁2: 𝑐𝑗,𝑘 =
1

𝑗! 𝑘!
𝜕𝑥1
𝑗
𝜕𝑥2
𝑘 𝑓(0,0) ≠ 0} 

will be called the Taylor support of  𝑓  centered at the origin.  We shall always assume that Τ(f) ≠ ∅,  i.e., 

that the function 𝑓 is of finite type at the origin. If  𝑓 is real analytic, so that the Taylor series converges to 

𝑓 near the origin, this just means that 𝑓 ≠ 0. The Newton polyhedron Ν(𝑓) of at the origin is defined to be 

the convex hull of the union of all the quadrants (𝑗, 𝑘) + 𝑅+
2 , with (𝑗, 𝑘) ∈ Τ(𝑓).   

The distance (or Newton distance) 𝑑 = 𝑑(𝑓) between the Newton polyhedron and the origin in the 

sense of  Varchenko [4] is given by the coordinate 𝑑  of the point (𝑑, 𝑑) at which the bisectrix 𝑥1 = 𝑥2  
intersects the boundary of the Newton polyhedron. 

The height of the analytic (respectively smooth) function 𝑓 is defined by 

ℎ(𝑓) ≔ 𝑠𝑢𝑝{𝑑𝑥}, 
where the supremum is taken over all local analytic (respectively smooth) coordinate systems 𝑥 at the origin 

and 𝑑𝑥 is the corresponding Newton distance. 
The main result of the work is the following. 

Theorem. Let phase function has a smooth function with two variables. There exists a neighborhood 

𝑈 of the origin such that for any  𝜑𝜖𝐿∞(𝑈) and 0 < 𝛼 < 1, 𝛽 > 0   then the following estimate holds  

|∫ 𝐸𝛼,𝛽(𝑖𝜆𝑓(𝑥))𝜑(𝑥)𝑑𝑥𝑅2
| ≤

𝐶 (𝑙𝑛𝜆)𝑚‖𝜑‖𝐿∞

𝜆
1
ℎ

  

where ℎ  is height and constant 𝐶  is depend only 𝑝 also 𝑚 multiplicity of the Newton polyhedron [4]. 
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THE DYNAMICS OF SUPERPOSITION OF NON-VOLTERRA QUADRATIC 

STOCHASTIC OPERATORS 

Jamilov U. U., Aralova K. A. 
V.I.Romanovskiy Institute of Mathematics  

e-mail:kamolaaralova96@gmail.com 

We consider discrete-time dynamical systems generated by quadratic stochastic operators. The 

motivations for such investigations can be seen e.g. in [1,2] and references therein. 

Let 

1

1 2

1

{ ( , , , ) :  for any , 0,  and 1}
m

m m

m i i

i

S x x x R i x x−

=

= =    =x
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be the ( 1)m− -dimensional simplex. A map 
1 1: m mV S S− −→  is called a quadratic stochastic operator 

(QSO) if 

,

, 1

( )
m

k ij k i j

i j

V p x x
=

=x

                                               (1) 

for any 
1mS −x   and for all 1, ,k m=  ,  where 

 , , ,0,        ij k ij k ji kp p p =
    for all

,

, 1

, , ;          1
m

ij k

i j

i j k p
=

=
                       (2) 

The trajectory 
( )

0
{ }n

n



=
x

 of  an operator V  for an initial point 
(0) 1mS −x   is defined by 

 
( 1) ( ) 1 (0)( ) ( ), 0,1, 2,   n n nV V n+ += = = x x x  

Denote by 
(0)( )V x

 the set of limit points of the trajectory 

( )

0
{ }n

n



=
x

. 

A Volterra QSO (see [1]) is defined by (1), (2) and with the additional assumption 

, 0,  { , }ij kp k i j= 
, for any , ,i j k E                                  (3)  

Definition 1. A point 
1mS −x  is called a fixed point of V , if ( )V =x x . Denote the set of all fixed 

points by Fix( )V .  

Let us consider the following nonlinear operator W  defined by superposition of the  non-Volterra 

operators in 
2S : 

2 2 2

1 3 2 3 3 3 1

2 2 2

2 3 1 3 3 3

2 2 2

2

3 3 3 1 2 3

(1 ) 2(1 )(1 (1 ) ) ,

: (1 ) 2(1 )(1 (1 ) ) ,

(1 (1 ) ) 2(1 )

(1 )

(1 )

(1 ) .

x x x x x x x

W x x x x x x x

x x x x x x

  

  

 

 = + + + − +

 = + + +

−

−− +
  = − + − + +  

where [ 1,1]  − . Denote 

2 23 ( 1)(( 2) 6 32 43),t    = + − + − +
 

* 1 3
1 .

3 1

t
x

t










 −
= + + 

+   

Theorem 1. For the operator W , the following statements are true: 

i) the sets 
2

1 1 2{ : }M S x x=  =x
, 

2

2 1 2{ : }M S x x = x
and 

2

3 1 2{ : }M S x x = x
 

are invariant sets of W ; 

ii)     

 

 
3

*

3

, 1/ 2,
( )

, , 1/ 2,

if
Fix W

if





  −
= 

 −

e

e x
 where 

*
**

*1 1
, ,

2 2

x x
x 


 − −
=  
 

x

; 

iii) 
(0)

3( )W =x e
, for any 

(0)

3 3

2{ : 0}E S x =  =x x
 ; 

iv) if  
(0) 2

3\S Ex
 , then 

 

 
3(0)

*

, 1/ 2,

, 1/ 2.
( )W

if

if






  −


 −

=
e

x
x
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RETURN TIMES FOR CIRCLE HOMEOMORPHISMS WITH SOME IRRATIONAL 

ROTATION NUMBER 
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This abstract is devoted to study return times for circle homeomorphisms with some irrational 

rotation number in dynamical partitions. One of the important problems of ergodic theory is to study the 

behavior of return times. D.H.Kim and B.K.Seo in [1] investigated return time and waiting time for partition 

nQ  of same first n  digits in binary expansion, i.e. {[0,2 ), ,[1 2 ,1)}n n

nQ − −=  − . We consider return time 

in more general partition, which is called dynamical partition [2]. Let ( , , )X   be a probability measure 

space and :T X X  be an orientation preserving homeomorphism of the circle 
1 1 1/ [0,1)S =  with 

irrational rotation number  . Let   be the unique invariant probability measure of T. Consider the 

measurable subset E X , ( ) 0E   and a point x X  which returns to E  under iterations by T , we 

define return time 
ER  on E  by the following way: ( ) { 1: }.j

ER x min j T x E=    

By A.Dzhalilov and J.Karimov was studied [3] the entrance times for circle homeomorphisms with 

one break point and “golden mean” rotation number 
5 1

( [1,1, ,1, ] )
2


−

=   =  and universal 

renormalization properties.  

It is known that the first return time 
ER  of an irrational rotation T  has at most three values if 

[0, )E b=  is an interval [1]. Formulate main result. 

Theorem. Let ( ) { }T x x = +  be linear rotation and (0; ]b  ‖ ‖ . Let 0i   be an integer such that 

1i iq b q − ‖ ‖ ‖ ‖  and K  an integer which satisfies 

1{ 0 : }i iK max k k q q b +=  + ‖ ‖ ‖ ‖ , 

If i  is even: [0; ] 1 1

1 1

, 0 ,

( ) ( 1) , ,

, .

i i

b i i i i i

i i i i

q x b q

R x q K q b q x K q q

q Kq K q q x b



  

 

+ +

+ +

   −


= − − −   +
 − +  

‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

 

If i  is odd: 

1 1

[0; ] 1 1

, 0 ,

( ) ( 1) ,

, .

i i i i

b i i i i i

i i

q Kq x b K q q

R x q K q b K q q x q

q q x b

 

  



+ +

+ +

 −   − −


= − − − −  
  

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖

 

Now we compute return time of circle homeomorphisms using above theorem for exact irrational 

rotation number 2 1 = − . For given   number K  can be 0  or 1. Let consider case 0K = . Then 

1( ; ]i i ib q q q  + +‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ . 

If i  is even: [0; ] 1 1

1 1

, 0 ,

( ) , ,

, .

i i

b i i i i

i i

q x b q

R x q q b q x q

q q x b



 



+ +

+ +

   −


= + −  
  

‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖

 

If i  is odd: 

1 1

[0; ] 1 1

, 0 ,

( ) , ,

, .

i i

b i i i i

i i

q x b q

R x q q b q x q

q q x b



 



+ +

+ +

   −


= + −  
  

‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖

 

Let 1K = . Then 1 1( ; ]i i ib q q q  + − +‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖ . 
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If i  is even: [0; ] 1 1

1 1

, 0 ,

( ) , ,

, .

i i

b i i i i

i i i i

q x b q

R x q b q x q q

q q q q x b



  

 

+ +

+ +

   −


= −   +
 − +  

‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖

 

If i  is odd: 

1 1

[0; ] 1 1

, 0 ,

( ) ,

, .

i i i i

b i i i i

i i

q q x b q q

R x q b q q x q

q q x b

 

  



+ +

+ +

 −   − −


= − −  
  

‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖ ‖ ‖ ‖ ‖

‖ ‖
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In models of solid state physics and also in lattice quantum field theory discrete lattice operators are 

considered which are lattice analogs of the three-particle Schrödinger operator in the continuum. The 

existence of eigenvalue of the three-particle Schrödinger operator 𝐻𝜇,𝛾 = 𝐻𝟎,γ − 𝜇𝑉 (𝜇 is arbitrary) for 

dimensions 𝑑 = 1,2 is shown in the works [5], [6], the proofs of which are based on unboundedness of the 

norm of the Faddeev type operator T(𝑲, 𝑧) for 𝑧 spectral parameter close to the lower bound of the essential 

spectrum, i.e., when 𝑑 = 3 the methods for 𝑑 = 1,2 are not applicable. 

In this paper, we consider a model operator corresponding to the three-particle Schrödinger operator 

on a three-dimensional lattice interacting potential through zero range pairwise on the three-dimensional 

lattice Z3. 

Let 𝕋3 be a three-dimensional torus, 𝐿2
𝑠 ((𝕋3)2) be Hilbert space of square-integrable on (𝕋3)2 and 

symmetric with respect to permutation of variables. 

 Consider the operator 𝐻𝜇,𝛾, acts in 𝐿2
𝑠 ((𝕋3)2) according to the formula: 

 𝐻𝜇,𝛾 = 𝐻𝟎,γ − 𝜇(𝑉1 + 𝑉2), 

where 

(𝐻0,γ𝑓)(𝒑, 𝒒) = (𝜀(𝒑) + 𝜀(𝒒) + 𝛾𝜀(𝒑 + 𝒒))𝑓(𝒑, 𝒒), 𝒑, 𝒒 ∈ 𝕋
3, 

((𝑉1 + 𝑉2)𝑓)(𝒑, 𝒒) = ∫
𝕋3
𝑓(𝒑, 𝒔)𝑑𝒔 + ∫

𝕋3
𝑓(𝒔, 𝒒)𝑑𝒔 

and   𝜀(𝒑) = 3 − ∑ 𝑐𝑜𝑠𝑝𝑖
3
𝑖=1 ,  𝜇 > 0 is the energy of interaction of two particles, 𝛾 > 0 ratio of masses of 

the bozon and the different particle. 

Two-particle operator ℎ𝜇,𝛾(𝒌), 𝒌 ∈ 𝕋
3, corresponding to the two-particle interaction of the three-

particle system 𝐻𝜇,𝛾, has the form:  

(ℎ𝜇,𝛾(𝒌)𝑓)(𝒑) = ℰ𝒌,𝛾(𝒑)𝑓(𝒑) − 𝜇∫
𝕋3
𝑓(𝒔)𝑑𝒔, 

where ℰ𝒌,𝛾(𝒑) = 𝜀(𝒑) + 𝛾𝜀(𝒌 − 𝒑). 

    Lemma 1. Let 𝜇 > 𝜇0(𝛾),  𝜇0(𝛾) = (∫𝕋3
𝑑𝒒

(1+𝛾)𝜀(𝒒)
)
−1
> 0. Then the operator ℎ𝜇,𝛾(𝒌) has unique simple 

eigenvalue 𝑧𝜇,𝛾(𝒌), below the essential spectrum. 

Let 𝐸𝜇,𝛾(𝒑) = 𝑧𝜇,𝛾(𝒑) + 𝜀(𝒑),  

𝜏𝑚𝑖𝑛(𝜇, 𝛾) = min
𝒑𝜖𝕋3

𝐸𝜇,𝛾(𝒑),  𝜏𝑚𝑎𝑥(𝜇, 𝛾) = max
𝒑𝜖𝕋3

𝐸𝜇,𝛾(𝒑), 

𝐸𝑚𝑖𝑛,𝛾= min
𝒑,𝒒𝜖𝕋3

𝐸𝟎,𝛾(𝒑, 𝒒)=0,  𝐸𝑚𝑎𝑥,𝛾= max
𝒑,𝒒𝜖𝕋3

𝐸𝟎,𝛾(𝒑, 𝒒)=6(1 + 𝛾). 

mailto:ahmad_x@mail.ru
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Lemma 2. Essential spectrum of the operator 𝐻𝜇,𝛾 consists of the following set: 

𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐻𝜇,𝛾) = [𝜏𝑚𝑖𝑛(𝜇, 𝛾), 𝜏𝑚𝑎𝑥(𝜇, 𝛾)] ∪ [0, 6(1 + 𝛾)] 

Denote 

𝛾1 = [
1

(2𝜋)3
∫
𝕋3

(𝑐𝑜𝑠2𝑠1 − 𝑐𝑜𝑠𝑠1𝑐𝑜𝑠𝑠2)𝑑𝒔

𝜀(𝒔)
]−1 ≈ 5,3985. 

Тhеоrem. Let 𝛾 > 𝛾1. Then there exists such 𝜇𝛾 > 0 that for all 𝜇 > 𝜇𝛾 operator 𝐻𝜇,𝛾 has four 

eigenvalues, taking into account the multiplicity, lying to the left of the essential spectrum of the operator 

𝐻𝜇,𝛾. 
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Let ℤ be the one dimensional lattice and ℓ2(ℤ) be the Hilbert space of square-summable functions 

and ℓ1(ℤ) be the Banach space of summable functions on ℤ. In the coordinate space representation, the 

one-particle Schrödinger operator 𝐻̂ ∶= 𝐻̂(ℇ̂) under a potential field 𝑣̂ ∈ ℓ1(ℤ) is defined as 

𝐻̂ = 𝐻̂0 + 𝑉̂ , 

where the operator 𝐻̂0 is a Laurent-Toeplitz-type operator 

(𝐻̂0𝑓)(𝑥) =∑ℇ̂

𝑠∈ℤ

(𝑥 − 𝑠)𝑓(𝑠), 𝑓 ∈ ℓ2(ℤ), 

the function ℇ̂ ∈ ℓ1(ℤ) sarisfies ℇ̂(𝑠) = ℇ̂(−𝑠)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , and the operator 𝑉̂ is the multiplication in ℓ1(ℤ) by 𝑣̂ . 

Note that 𝐻̂ is a self-adjoint bounded operator. 

Let 𝕋:=  (−π, π] be the one dimensional torus, the dual group to ℤ, equipped with Haar measure 

η =
dp

2π
 , and let 𝐿2(𝕋, 𝜂) be the Hilbert space of square-integrable functions on 𝕋. In the momentum 

representation, the operator acts in 𝐿2(𝕋, 𝜂) by 

𝐻 = ℱ𝐻̂ℱ−1 = ℱ𝐻̂0ℱ
−1 +ℱ𝑉̂ℱ−1 = 𝐻0 + 𝑉, 

where  

ℱ: ℓ2(ℤ) ⟶ 𝐿2(𝕋, 𝜂), (ℱ𝑓)(𝑝) =∑𝑓(𝑥)

𝑥∈ℤ

𝑒ipx  

is the standard Fourier transform with the inverse 

ℱ−1: 𝐿2(𝕋, 𝜂) ⟶ ℓ2(ℤ), (ℱ−1𝑓)(𝑥) = ∫𝑓(𝑝)

𝕋

𝑒−ipx𝜂𝑑𝑝 

The operator 𝐻0 is the multiplication operator in 𝐿2(𝕋, 𝜂)  by the continuous function ℇ ≔ ℱℇ̂ ∈
𝐶(𝕋) and the operator 𝑉 acts on 𝐿2(𝕋, 𝜂) as a convolution-type integral operator     

(𝑉𝑓)(𝑝) = ∫𝑣(𝑝 − 𝑡)𝑓(𝑡)𝜂𝑑𝑡

𝕋

 

with the kernel distribution 𝑣 ≔ ℱ𝑣̂.  

Hypothesis 1. a) The function ℇ has a unique non-degenerate minimum at 𝑝 = 0; 

b) there exists γ ∈  (0, 1), such that 0 < ∑ |𝑥|1+𝛾𝑥∈ℤ |𝑣̂(𝑥)| < ∞, where |𝑥| ≔ ∑ |𝑥𝑖|
𝑑
𝑖=1  . 

The operator 𝐻0 is the multiplication operator by the function ℇ(·),  therefore, it has only the essential 

spectrum, i.e., 

𝜎(𝐻̂0) = 𝜎(𝐻0) = 𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐻0) = [𝑚𝑖𝑛𝑝∈𝕋ℇ(𝑝),𝑚𝑎𝑥𝑝∈𝕋ℇ(𝑝)]. 

Since the perturbation operator 𝑉̂ is compact, by the Weyl Theorem, 

𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐻̂) = 𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐻̂0) = [𝑚𝑖𝑛𝑝∈𝕋ℇ(𝑝),𝑚𝑎𝑥𝑝∈𝕋ℇ(𝑝)]. 

https://www.facebook.com/jspiuz.official/?__cft__%5b0%5d=AZWbN4t8guV7jB4Dqgdc3Ahh83CWRasimnAN8BjmHTFFwIeY67CYANUtIklz12VgA3gWk1HS-3sGAK_4fOuH-Vbbf5sw6AOE5ZGPxqZrsevSjpANZcO69sDe-hAHHIzZLT13KGjyQ-BrXZwG2gMr3FsR9Q-84pzUQafXKuzw--aNj-o9OMZYnTYhFDgMkH5XMCk&__tn__=-UC%2CP-R
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As expected, for any nonzero potential 𝑣̂ ∈ ℓ1(ℤ) , the operator 𝐻̂ has eigenvalues and they lie to the 

left or to the right of the essential spectrum 𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐻̂) [1]. The following results are related to the existence 

or non-existence and also the uniqueness of eigenvalues of  𝐻̂. 

Theorem. Assume Hypothesis 1. Then:  

a) if the inequality ∑ 𝑣̂𝑥∈ℤ (𝑥) > 0 holds, then then the operator 𝐻̂ has an eigenvalue in the interval 

(ℇ𝑚𝑎𝑥 , +∞);   
b) if the inequality ∑ 𝑣̂𝑥∈ℤ (𝑥) < 0 holds, then then the operator 𝐻̂ has an eigenvalue in the interval 

(−∞, ℇ𝑚𝑖𝑛). 
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2-LOCAL *-ANTIAUTOMORPHISM OF ( )nM  IS AN INNER *-

ANTIAUTOMORPHISM. 

Kholbekova S.M. 
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Given an *-algebra A a linear operator :  A →  A  is called an *-antiautomorphism,  if  

( ) ( )A A 
 =  and ( ) ( ) ( )AB B A  = ,  for all ,   A.  A map :  A →  A   (not linear in 

general) is called a 2-local *-antiautomorphism, if for every ,   A, there exists an *-antiautomorphism 

, :A B  A →  A such that ( ) ( ),A BA A =  and ( ) ( ),A BB B = . 

In the paper [1] P.Semrl introduced the notions of 2-local automorphisms and described 2-local 

automorphisms on the algebra ( )B H  of all bounded linear operators on the infinite-dimensional separable 

(complex) Hilbert space H. A similar description for the finite-dimensional case appeared later in [2]. In 

the present paper, in the finite-dimensional case, it is proved analogous result for 2-local *-

antiautomorphisms. 

Let ( )B H  be the algebra of all bounded linear operators on a complex Hilbert space H. A weakly 

closed *-subalgebra M containing the identity operator 1 in ( )B H  is called a W*-algebra. If в is a *-

antiautomorphism of M, we say в is inner if в leaves the center of M element wise fixed and if there exists 

a conjugate linear isometry V of M onto itself such that 
2V M  and ( ) 1A V A V − = , for all A M . If 

U is a unitary operator in M, and J is a conjugation (i.e. a conjugate linear isometry of H onto itself with 
2 1J = ) such that JA J A = , for all A in the center of M and JMJ M= , then clearly the *-

antiautomorphism 
1A U JA JU− →  of M is inner. It is known [3, Theorem 4.4] that every inner *-

antiautomorphism is of this form. In the type I case every *-automorphism of M leaving the center element 

wise fixed is inner. The analogous result holds for  

*-antiautomorphisms. 

Theorem 1. [3, Lemma 4.3] Let M be a W*-algebra of type I acting on a Hilbert space H. Let   be 

a *-antiautomorphism of M leaving the center element wise fixed. Then there exist a conjugation J of H 

such that JMJ M=  and such that JA J A = , for all A in the center of M, and a unitary operator U in M, 

such that ( ) 1A U JA JU − = , for all A in M. In particular,   is inner. 

Hence every *-antiautomorphism of an algebra ( )B H  is inner. 

Let us to consider a finite-dimensional case, i.e. let ( )dim H n=   . Then it is known that 

( ) ( )nB H M= . The main result of the paper is the following theorem. 

Theorem 2. Every 2-local *-antiautomorphism of ( )nM  is a *-antiauto- morphism, and hence is 

an inner *-antiautomorphism. 
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ESTIMATES FOR THE NORM OF AN INTEGRAL OPERATOR WITH OINAROV’S 

KERNEL 

Kuliev K. 
Let (𝑎, 𝑏) ⊂ 𝑅 and 𝑢, 𝑣 be weight functions in (𝑎, 𝑏), i.e., positive measurable functions defined a.e. 

in (𝑎, 𝑏). Let 𝑝, 𝑞 > 1 and introduce weighted Lebesgue spaces  

𝐿𝑝,𝑣: = {𝑓: ‖𝑓‖𝑝,𝑣
𝑝
: = ∫ |𝑓(𝑡)|𝑝 𝑣(𝑡)𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 < ∞} 

and similarly 𝐿𝑞,𝑢. In this paper we consider the integral operator 

𝐻: 𝐿𝑝,𝑣 → 𝐿𝑞,𝑢,            (𝐻𝑓)(𝑥):= ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
,    (1) 

where 𝑘(𝑥, 𝑡) is called kernel of the operator, which is nonnegative measurable function defined a.e. in 
(𝑎, 𝑏) × (𝑎, 𝑏). Further, we consider operator (1) with the Oinarov’s kernel, i.e., 𝑘(𝑥, 𝑡) is a continuous 

nonnegative function increasing in the first argument, decreasing in the second argument and satisfying the 

condition: there exists a number ℎ ≥ 1 such that 

𝑘(𝑥, 𝑠) ≤ ℎ(𝑘(𝑥, 𝑡) + 𝑘(𝑡, 𝑠)) 

for all 𝑎 < 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 < 𝑏, see [1] and [2]. 

Let us denote 

𝐴1(𝑠) = (∫ 𝑘𝑞(𝑡, 𝑠)𝑢(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑠

)

1
𝑞

(∫ 𝑣1−𝑝
′
(𝑡)𝑑𝑡

𝑠

𝑎

)

1
𝑝′

; 

𝐴2(𝑠) = (∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑠

)

1
𝑞

(∫ 𝑘𝑝
′
(𝑡, 𝑠)𝑣1−𝑝

′
(𝑡)𝑑𝑡

𝑠

𝑎

)

1
𝑝′

; 

𝐵1(𝑠) = (∫ 𝑣1−𝑝
′
(𝑡) (∫  𝑘𝑞(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑡

)

𝑝′

𝑑𝑡
𝑏

𝑠

)

1
𝑝′𝑞

(∫ 𝑣1−𝑝
′
(𝑡)𝑑𝑡

𝑠

𝑎

)

1
𝑝′𝑞′

; 

𝐵2(𝑠) = (∫ 𝑣1−𝑝
′
(𝑡) (∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑡

)

𝑝′

𝑑𝑡
𝑏

𝑠

)

1
𝑝′

(∫  𝑢(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑠

)

−
1
𝑞′

; 

Our main result reads: 

Theorem 1. Let 1 < 𝑝 ≤ 𝑞 < ∞ and 𝑘(𝑥, 𝑡) be Oinarov’s kernel. Then operator (1) is bounded if 

and only if 

𝐵1: = 𝑠𝑢𝑝
𝑠∈(𝑎,𝑏)

𝐵1(𝑠) < ∞  and  𝐵1: = 𝑠𝑢𝑝
𝑠∈(𝑎,𝑏)

𝐵1(𝑠) < ∞. 

Moreover, its norm satisfies 

𝑚𝑎𝑥 { 𝑠𝑢𝑝
𝑠∈(𝑎,𝑏)

[𝐴1
𝑝′𝑞(𝑠) + 𝑞𝐵1

𝑝′𝑞(𝑠)]

1
𝑝′𝑞 , 𝑠𝑢𝑝

𝑠∈(𝑎,𝑏)
[𝐴2
𝑝′(𝑠) + 𝐵2

𝑝′(𝑠)]

1
𝑝′} ≤ ‖𝐻‖ ≤ 𝑋, 

where 𝑋 is a positive solution of the nonlinear equation 

𝑋𝑞
′
− ℎ(𝑞𝐵2)

1
𝑞−1𝑋 = ℎ𝑞

𝑝′+1
𝑝′(𝑞−1) (𝑞′)

1
𝑝′  𝐵1

𝑞′
. 
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CALCULUS 
1L. M. Lugo, 1Juan E. 2,3Nápoles Valdés, 4Miguel Vivas-Cortez. 

1UNNE, FaCENA Ave. Libertad 5450, Corrientes 3400, Argentina, 

Email: lmlmb@yahoo.com.ar 
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Escuela de Ciencias Físicas y Matemática, Sede Quito, Ecuador, 
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Although local fractional derivatives have been used since the 1960s, it was not until 2014 when they 

were formalized with the work [3], where a local derivative, called conformable, is defined.  

Later, in 1918, the authors in [1] presented a fractional local derivative of a new type called non 

conformable (also see [6, 8] and some applications can be consulted in [2, 5, 7, 10, 11, 12]). 

In [9] a generalized local derivative was defined. This operator contains as particular cases both 

conformable and non-conformable derivatives. 

In [4] we present the following generalized opetaror: 

Definition.  Let f:[0,+) → R, αi  (0,1] for i = 1; 2; …; n and F(t,α) be some absolutly continuous 

function on [0,+)x(0,1]. Then, the N generalized derivative multi-index of f of order α=α1+ α2+…+ αn  is 

defined by 

𝑁𝐹
〈𝛼1,𝛼2,…,𝛼𝑛〉𝑓(𝑡) = lim

𝜀→0

𝑓(𝑡+𝜀𝐹(𝑡,𝛼1,𝛼2,…,𝛼𝑛))−𝑓(𝑡)

𝜀
, t>0. 

Specifically, this operator contains successive derivations within the order α¡¡¡¡¡ Very different from the 

integer order. 

In this paper we present an extension of the multi index generalized derivative recently defined. We 

present several results that generalize those known from classical Calculus, a multi-index Laplace 

Transform is obtained and the results obtained are applied to various problems related to generalized 

differential equations. 

A novel detail of this operator is that by having several subkernels, within the general F kernel, it can 

have conformable and non-conformable subkernels at the same time. The advantages that this offers, for 

modeling and simulation, are very encouraging. 
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QUARTIC NUMERICAL RANGE OF A TRIDIAGONAL 4× 𝟒 OPERATOR 

MATRICES 

Latipov H.M., Rasulov T.H. 
Bukhara State University 

A block operator matrix is a matrix the entries of which are linear operators [1]. If the Hilbert space 

H is the product of four Hilbert spaces H1, H2, H3 and H4, that is, H = H1 ⨁ H2⨁ H3 ⨁ H4, then every 

bounded linear operator A ∈ L(H) has a block operator matrix representation  

A ≔ (

A11 A12
A21 A22

A13 A14
A23 A24

A31 A32
A41 A42

A33 A34
A43 A44

)                                    (1) 

with bounded linear operators A𝑖𝑗 ∈ L(H𝑗 , H𝑖), 𝑖, 𝑗 = 1,4̅̅ ̅̅ . 

The operator A is a self-adjoint if and only if A𝑖𝑗
∗ = A𝑗𝑖 for all 𝑖, 𝑗 = 1,4̅̅ ̅̅ . The following generalization 

of the numerical range of A takes into account the block structure (1) of A with respect to the decomposition 

H = H1 ⨁ H2⨁ H3 ⨁ H4. 
Let SHk ≔ {𝑥 ∈ Hk: ‖𝑥‖ = 1}, k = 1,4̅̅ ̅̅  be the unit sphere in Hk and 

SH = SH1 × SH2 × SH3 × SH4. 

Definition. For f = (f1, f2, f3, f4) ∈ SH we define 4× 4 matrix 

Af ≔ (

(A11f1, f1) (A12f2, f1)
(A21f1, f2) (A22f2, f2)

(A13f3, f1) (A14f4, f1)
(A23f3, f2) (A24f4, f2)

(A31f1, f3) (A32f2, f3)
(A41f1, f4) (A42f2, f4)

(A33f3, f3) (A34f4, f3)
(A43f3, f4) (A44f4, f4)

) ∈ M4(ℂ). 

Then the set  

𝒲4(A) ≔ ⋃ 𝜎𝑝
f∈SH

(Af) 

is called the quartic numerical range of A (with respect to the block operator matrix representation (1)). 

The block numerical range for 𝑛 × 𝑛 operator matrices was introduced in [2] for bounded entries 

and in [3] for unbounded entries. 

In this note we consider the case where A𝑖𝑗 = 0 if |𝑖 − 𝑗| ≠ 1 and A𝑖𝑗
∗ = A𝑗𝑖 if |𝑖 − 𝑗| = 1 for 𝑖, 𝑗 =

1,4̅̅ ̅̅ . Our main results include a new formula for 𝒲4(A) and an estimate for the bounds of A in terms of 

the quartic numerical range. 

Let us introduce the following notations: 

P(f) ≔ |(A12f2, f1)|
2 + |(A23f3, f2)|

2 + |(A34f4, f3)|
2, 

Q(f) ≔ |(A12f2, f1)|
2 + |(A34f4, f3)|

2; 

E1(f) ≔ −
√2

2
√P(f) + √(P(f))2 − 4Q(f) ; E2(f) ≔ −

√2

2
√P(f) − √(P(f))2 − 4Q(f) ; 

E3(f) ≔
√2

2
√P(f) − √(P(f))2 − 4Q(f) ; 

E4(f) ≔
√2

2
√P(f) + √(P(f))2 − 4Q(f) . 

The main result of this note is the following theorem. 

Theorem. For the quartic numerical range 𝒲4(A) of A we have 

𝒲4(A) = ⋃ ⋃ {Ek(f)}f∈SH
4
k=1 . 
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Moreover, for the lower and upper bounds of A the following estimates are holds:  

min𝜎(A) ≥ inf𝒲4(A) = inf ⋃{E1(f)}

f∈SH

; 

max𝜎(A) ≤ sup𝒲4(A) = sup⋃{E4(f)}

f∈SH

. 
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THE GENERALIZED FRACTIONAL DIFFERENTIAL EQUATION OF LAGUERRE 

TYPE  

Luciano M. Lugo Motta Bittencurt 
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Corrientes Capital, 3400, Argentina, E-mail: lmlmb@yahoo.com.ar 

Abstract: In this paper, we present the Generalized Differential Equation of Laguerre Type writing 

with the generalized N-derivative and its associated Generalized Differential Equation, and we solve that 

using the generalized Laplace Transform and the power series method. 

 Key words: Generalized derivatives and integral, Laguerre Equation, Associated Laguerre 

Equation. 

 

THE SPECTRUM OF THE DISCRETE SCHRӦDINGER OPERATOR WITH TWO-

RANK PERTURBATION 

Madatova F.A. 
National University of Uzbekistan, E-mail: fotimamadatova2@gmail.com  

The discrete Schrӧdinger operators have attracted considerable attention for both combinatorial 

Laplacians and quantum graphs; for some recent summaries refer to [1], [2] and the references therein. 

Particularly, eigenvalue behavior of  discrete Schrӧdinger operators with small rank potentials are discussed 

in [3], [4], [5].  

The one-particle discrete Schrӧdinger operator ℎ𝜆𝜇 in the momentum representation is defined by  

ℎ𝜆𝜇 = ℎ0 − 𝑉𝜆𝜇 , , 

where the non-perturbed operator ℎ0 acts on 𝐿2(𝕋) as multiplication operator by the function 𝑒(𝑝): 
(ℎ0𝑓)(𝑝) = 𝑒(𝑝)𝑓(𝑝),    𝑓 ∈ 𝐿

2(𝕋),   𝑝 ∈ 𝕋, 
where 

𝑒(𝑝) = 1 − cos 𝑝,   𝑝 ∈ 𝕋,   𝕋 = (−𝜋, 𝜋]. 
The potential operator of the form  

(𝑉𝜆𝜇𝑓)(𝑝) =
𝜇

2𝜋
∫ 𝑓(𝑞)

𝕋

𝑑𝑞 +
𝜆

2𝜋
∫ 𝑒𝑖𝑥0(𝑝−𝑞)𝑓(𝑞)

𝕋

𝑑𝑞,    𝑓 ∈ 𝐿2(𝕋),   𝑝 ∈ 𝕋,   𝑥0 ∈ ℤ. 

For any  𝜆, 𝜇 ∈ ℂ, we define Fredholm determinant as a analytic function in 

𝑧 ∈ ℂ\[𝑒𝑚𝑖𝑛, 𝑒𝑚𝑎𝑥] as 

𝐻𝑧(𝜆, 𝜇) = (𝜆 − 𝛾(𝑧))(𝜇 − 𝛾(𝑧)) − 𝜉(𝑧) 
where 

𝛾(𝑧) =
𝑎(𝑧)

𝑎2(𝑧) − 𝑏2(𝑧)
,            𝜉(𝑧) =

𝑏2(𝑧)

(𝑎2(𝑧) − 𝑏2(𝑧))
2. 

and 

𝑎(𝑧) =
1

2𝜋
∫

1

𝑒(𝑞) − 𝑧
𝑑𝑞,    

𝕋

  𝑏(𝑧) =
1

2𝜋
∫

𝑒𝑖𝑥0𝑞

𝑒(𝑞) − 𝑧
𝑑𝑞.

𝕋

 

Lemma. The number 𝑧 ∈ ℂ\[𝑒𝑚𝑖𝑛, 𝑒𝑚𝑎𝑥] is an eigenvalue of  ℎ𝜆𝜇 if only if 𝐻(𝜆, 𝜇, 𝑧) = 0. 

We  introduce the continuation of the function 𝐻(𝜆, 𝜇, 𝑧) at the point 𝑧 =  0 as follows 
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𝐻(𝜆, 𝜇, 0) = (𝜆 −
1

2𝑥0
) (𝜇 −

1

2𝑥0
) −

1

4𝑥0
2. 

The left branch Γ0
𝑙 and right branch Γ0

𝑙 of hyperbola 𝐻(𝜆, 𝜇, 𝑧) = 0 split the space ℝ2into three open 

sets  

𝐺0 = {(𝜆, 𝜇) ∈ ℝ
2: 𝐻(𝜆, 𝜇, 0) > 0}, λ <  1,    𝐺1 = {(𝜆, 𝜇) ∈ ℝ

2: 𝐻(𝜆, 𝜇, 0) < 0},  𝐺2 =
{(𝜆, 𝜇) ∈ ℝ2: 𝐻(𝜆, 𝜇, 0) > 0}, λ >  1. 

Hence 𝜕𝐺0 = Γ0
𝑙   and 𝜕𝐺2 = Γ0

𝑟   follow from the definition of 𝐺0 and 𝐺2, respectively. 

Theorem 1. (a) (𝜆, 𝜇) ∈ 𝐺𝑧
𝑙  or  (𝜆, 𝜇) ∈ 𝐺𝑧

𝑟, 𝑧 ∈ (−∞, 0), then 𝑧 is an eigenvalue of the operator 

ℎ𝜆𝜇  

(b1) (𝜆, 𝜇) ∈ 𝐺𝑧
𝑙  or  (𝜆, 𝜇) ∈ 𝐺𝑧

𝑟, then 0 is neither eigenvalue nor resonance. 

(b2) For any (𝜆, 𝜇) ∈ ℝ2,  ℎ𝜆𝜇 has no threshold resonance and super-threshold resonance. 

Theorem 2. a)  If  (𝜆, 𝜇) ∈ 𝐺0 ∪ Γ0
𝑙, then  𝜎𝒅(ℎ𝜆𝜇) ∩ (−∞, 0) = ∅ 

b) If  (𝜆, 𝜇) ∈ 𝐺1 ∪ Γ0
𝑟, then the operator ℎ𝜆𝜇 a simple eigenvalue in the interval (−∞, 0). 

c) If  (𝜆, 𝜇) ∈ 𝐺2, then the operator ℎ𝜆𝜇 has a two eigenvalue in the interval (−∞, 0). 
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ERDOSH TIPIDAGI MAXSUSLIKLAR HAQIDA 

Mahmudov B.E. 
Samarqand Davlat Universiteti 

𝑒(𝑝) ℝ3 yoki 𝕋3 = [−𝜋, 𝜋]3 da aniqlangan haqiqiy, silliq, davriy funksiya va 

∑ =𝑎 {𝑒(𝑝1, 𝑝2, 𝑝3) = 𝑎}  
ixtiyoriy 𝑎 ∈ ℝ uchun 𝑎 − 𝑠𝑎𝑡ℎ 𝑠𝑖𝑟𝑡𝑖 bo’lsin. 𝐼 ⊂ ℝ −to’plamning asli 𝐷 = 𝑒−1(𝐼), bunda 𝐼 𝑒(𝑝) 
funksiyaning  kritik bo’lmagan  qiymatlaridan tuzilgan chekli sondagi yopiq oraliqlarning birlashmasidan 

iborat. U holda ∑𝑎  har bir 𝑎 ∈ 𝐼 uchun ikki o’lchamli silliq sirt bo’ladi.  

∑ −𝑎 sirtda aniqlangan 𝑓(𝑝, 𝜔) = (𝑝, 𝜔)|∑  𝑎 ,  funksiyani qaraymiz, bunda 𝜔 ∈ 𝑆2, ya’ni bu funksiya 

(𝑝, 𝜔) ning ∑𝑎 dagi toraytmasi.  

Faraz qilaylik 𝜔 = 𝜔0 ∈ 𝑆2 tayinlangan birlik vektor bo’lsin. 𝛻𝑓(𝑝, 𝜔0) = 0 shartni 

qanoatlantiruvchi 𝑝 ∈ ∑𝑎  nuqtalarga maxsus nuqtalar deyiladi. ( [1] ga qarang ) 

L. Erdosh  va M. Salmhofer [2] maqolada 𝑓(𝑝, 𝜔)  funksiya maxsusliklarini tekshirish uchun ∑𝑎  

sirtga to’rtta shart qo’ygan. Erdoshining birinchi sharti 𝑎 nuqtaning kritik qiymat emasligini bildiradi. L. 

Erdosh  va M. Salmhoferning uchinchi sharti esa normal akslantirish asllarining to’plami chekli ekanligini 

anglatadi. Biz bu funksiyani (𝑝0, 𝜔0) nuqtaning yetarli kichik atrofida tekshiramiz, shuning uchun ularning 

4-sharti bizga muhim emas.  

 𝐾(𝑝) 𝑝 ∈ ∑𝑎  nuqtadagi ∑𝑎  sirtning Gauss egriligi bo’lsin. Biz shuningdek Gauss egriligi 

nollarining to’plami (∑ )𝑎∈𝐼𝑎  qatlamni transversal ravishda kesadi deb faraz qilamiz, ya’ni: 

1-shart. 𝐺 = {𝑝 ∈ 𝐷: 𝐾(𝑝) = 0} bo’lsin. U holda 

𝐶0 = 𝑚𝑖𝑛{|𝛻𝑒(𝑝) × 𝛻𝐾(𝑝)|: 𝑝 ∈ 𝐺} > 0. 
Bu 𝐺 da 𝛻𝐾 nolga teng bo’lmasligini  anglatadi, shuningdek 𝐺 𝐷 ning ikki o’lchovli qism fazosi va 

∑𝑎 sirtning  bosh egriliklari 𝑘1, 𝑘2 lar bir vaqtda nolga aylanmaydi.  

𝛤𝑎 = 𝐺 ∩ ∑𝑎   belgilashni kiritamiz. Bu to’plam ixtiyoriy 𝑎 ∈ 𝐼 uchun ∑𝑎  sirtdagi o’zaro 

kesishmaydigan chekli sondagi silliq egri chiziqlarning birlashmasidan iborat bo’ladi. 𝜔(𝑝)  𝛤𝑎 ga urinma 

birlik vektor maydon bo’lsin. 𝛤𝑎 egri chiziqlarda bosh egriliklardan faqat bittasi nolga teng, shu sababli 

nol egrilikning bosh yo’nalishi silliq vektor maydonni aniqlaydi. Bu esa ∑𝑎  sirtning urinma tekisligida 𝛤𝑎 

bo’ylab birlik vektor maydon 𝑍 ∈ 𝑇∑𝑎  ni aniqlaydi. Ayni vaqtda 𝑍 𝛤𝑎 da nol bo’ladigan va kichik bosh 

egrilikning yo’nalishi sifatida 𝛤𝑎 ning biror kichik atrofida aniqlanadi. 
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2-shart. Ixtiyoriy 𝑎 ∈ 𝐼 uchun musbat 𝐶1,  𝐶2 o’zgarmaslar mavjud bo’lsinki, urinma nuqtalarining 

to’plami  

𝔗𝑎 = {𝑝 ∈ 𝛤𝑎: 𝑍(𝑝) × 𝜔(𝑝) = 0} 
chekli, ya’ni 𝑁𝑎 = |𝔗𝑎| ≤ 𝐶1. Bundan tashqari barcha 𝑝 ∈ 𝛤𝑎 uchun  

|𝑍(𝑝) × 𝜔(𝑝)| ≥ 𝐶2 ⋅ 𝑑𝑎(𝑝) tengsizlik o’rinli bo’lsin, bu yerda 𝑑𝑎(𝑝) = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑝, 𝔗𝑎). 
Teorema [1]. Quyidagi tasdiqlar o’zaro ekvivalent: 

(i) 𝑝 = 𝑝0 ∈ ∑  𝑎 silliq sirtning urinma nuqtasida 1-, 2-shartlar bajariladi; 

(ii) 𝑓(𝑝, 𝜔) funksiya biror 𝜔0 ∈ 𝑆2 uchun (𝑝0, 𝜔0) nuqtaning yetarli kichik atrofida 𝐴3 tipidagi 

maxsuslikning ℝ+ −versal deformatsiyasi bo’ladi. 
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TASHQI INVESTITSIYALAR HAJMI UCHUN STATISTIK TAHLIL ASOSIDA 

BASHORAT MODELI 

Mamadiyev F.R. 
Tahlilda rivojlanayotgan mamlakatlarga kirib kelayotgan tahqi investitsiyalar hajmi uchun 

regression model qurilgan.  

Tahlil uchun Jahon banki ma’lumotlar bazasidan tashqi investitsiyalar hajmi va unga ta’sir etuvchi 

12 ta omil tanlab olindi va tashqi investitsiyalar hajmi uchun regression model quyidagi ko’rinishda izlandi: 

                           𝑌̂ = 𝑏0 + 𝑏1𝑋1 + 𝑏2𝑋2 + 𝑏3𝑋3 +⋯+ 𝑏𝑘𝑋𝑘                              (1) 

Tashqi inestitsiyalar va ularga ta’sir etuvchi tanlangan omillar orasidagi korrelatsion matritsa 

quyidagi formula orqali topilgan: 

               1

2 2

1 1

( )( )

( ) ( )

n

j kij ik

i
jk

n n

j kij ik

i i

x x x x

r

x x x x

=

= =

− −

=

−  −



 

                         (2) 

bu yerda j  va k  lar o’zgaruvchilarning tartib raqami, i - qiymat j −  va  k −  o’zgaruvchilar elementining 

tartib raqami. Korrelatsion matritsa tahliliga ko’ra rivojlanayotgan mamlakatlarda tashqi investitsiyalar 

hakmi bilar sezilarli korrelatsiyaga ega bo’lgan o’zgaruvchilar 6X −  real foiz stavfkalari(birligi %), 9X −  

mamlakatdagi ishchi kuchi soni(birligi 1000 kishi), 10X −  oltin va valyuta zaxiralari(birligi mln dollar). 

Korrelatsion tahlil xulosasiga va regressiya koefitsentlarini hisoblash formulalariga ko’ra bashorat model 

quyidagi ko’rinishga ega bo’ldi: 

6 9 104655 458 0,222 0,0549Y X X X=− +  +  +   

Regressiya koefitsentlarining ahamiyatliligi uchun T sinov o’tkazildi va quridagi natijalarga 

erishildi. T sinov uchun statistika qiymati quyidagi formula orqali aniqlandi:  

                    

j

j

b

b
T

S
=         (3);         

( )
j

Y
b

jji

S
S

X X
=

−
        (4)  

bu yerda jb − regressiya koefitsenti va   
jbS −  regressiya koefitsentining standart xatoligi. T sinov orqali 

qyuidagi natijaga erishildi: 

T sinov uchun natijalar 

Prediktorlar Koefitsentlar 
Standart  

xatolik 
T 

Gipotezaning  

qo'yilishi 

Styudent  

kritik 

qiymati 

Qaror  

qabul qilish 

Constanta -4655 1662  -2,80   
0 0

1 0

: 0

: 0

H

H





=


 2,03 

1H   

https://link.springer.com/journal/209
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X6 458  158,8  2,88 
0 6

1 6

: 0

: 0

H

H





=


   2,03 

1H  

X9 0,222  0,04518  4,89 
0 9

1 9

: 0

: 0

H

H





=


  2,03 

1H  

X10 0,0549  0,01682  3,26 
0 10

1 10

: 0

: 0

H

H





=


  2,03  

1H  

 

Jadvaldagi ma’lumotlarga barcha koefitsentlar uchun 1H  gipoteza o’rinli ya’ni barcha regressiya 

koefitsentlari bashorat modelida qatnashadi. 

Bashorat modeli uchun xulosalar: 

- 95% ishonchlilik bilan boshqa o’zgaruvchilar o’zgarmay qolganda real foiz stavflalarining 1% ga 

o’zgarishi tashqi investitsiya hajmining $458mln ga o’zgarishiga sabab bo’ladi; 

- 95% ishonchlilik bilan boshqa o’zgaruvchilar o’zgarmay qolganda ishchi kuchi soning 1000 

kishiga ozgarishi tashqi investitsiyalar hajmining $222ming ga o’zgarishiga sabab bo’lar ekan; 

- 95% ishonchlilik bilan boshqa o’zgaruvchilar o’zgarmay qolganda oltin va valyuta zaxiralarining 

$1mln ga o’zgarishi tashqi investitsiyalar hajmining $54900 ga o’zgarishiga sabab bo’lar ekan. 
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CONNECTION OF BISTOCHASTIC MATRICES WITH QUADRATIC OPERATORS 

Masharipov S. 
National University of Uzbekistan, Tashkent, Uzbekistan 

Definition 1.  𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) matrix called  bistochastic if all entries are nonnegative and each column 

each row sums to one: 

𝑎𝑖𝑗 ≥ 0, 𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑛, 

∑𝑎𝑖𝑗 = 1,

𝑛

𝑖=1

 𝑗 = 1,… , 𝑛, 

∑𝑎𝑖𝑗 = 1,

𝑛

𝑗=1

 𝑖 = 1,… , 𝑛. 

Definition 2. The nonlinear stochastic operators are defined on a simplex 𝑆, and the dimensional of 

the simplex is (𝑚 − 1), as 

𝑆𝑚−1 = {𝑥𝑖 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚) ∈ 𝑅
𝑚,∑𝑥𝑖 = 1,

𝑚

𝑖=1

 𝑎𝑛𝑑 𝑥𝑖 ≥ 0} 

Definition 3. The simplex interior is a set where int 𝑆𝑚−1 = {𝑥 ∈ 𝑆𝑚−1: 𝑥𝑖 ≥ 0}, while the simplex 

vertices (extreme points) is a set where 𝑥𝑘 = (0,0,… , 1, … , 0), (𝑘 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ). However, the simplex center is 

a set 𝑥 = (
1

𝑚
,
1

𝑚
, … ). 

Definition 4. The evaluation of the nonlinear stochastic operators as  

(𝑉𝑥)𝑘 =∑𝑃𝑖𝑗,𝑘𝑥𝑖𝑥𝑗

𝑚

𝑖=1

 

Where the 𝑃𝑖𝑗,𝑘 is the transaction matrix under the condition: 

𝑃𝑖𝑗,𝑘 = 𝑃𝑗𝑖,𝑘 ≥ 0,∑𝑃𝑖𝑗,𝑘 = 1.

𝑚

𝑘=1

 

Theorem. Let n square B matrix 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)  and 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) skew-symmetric matrix 𝑎𝑖𝑗 = −𝑎𝑗𝑖. 

𝐵 + 𝐴 is stochastic matrix if only if  

∑ 𝑏𝑖𝑗 = 𝑛.

𝑛

𝑖,𝑗=1
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CONVERGENCE OF KERNEL ESTIMATORS OF A DENSITY FUNCTION FROM 

STATIONARY SEQUENCE OF STRONGLY LINEARLY POSITIVE QUADRANT 

DEPENDENT RANDOM VARIABLES 

Muhamedov A. 
National University of Uzbekistan, Tashkent, Uzbekistan 

muhamedov1955@mail.ru 

We will consider convergence of an estimator of density of stationary sequence of strongly linearly 

positive quadrant dependent random variables. 

Definition 1. A sequence  , 1nX n   of random variables is said to be pairwise positive quadrant 

dependent (PPQD), if for any ,i jr r R  i j  the following inequality 

( ) ( ) ( ),i i j j i i j jP X r X r P X r P X r      hold.        

Definition 2. A sequence  , 1nX n   of random variables is said to be linearly positive quadrant 

dependent (LPQD), if for any disjoint ,A B N  and positive 
ir R  the random variables i i

i A

r X


 and 

i i

i B

r X


 are PPQD. 

Definition 3. A sequence  , 1nX n   of random variables is said to be strongly linearly positive 

quadrant dependent (SLPQD), if for each non decreasing function ( )g x   the sequence ( ) , 1ng X n   

is LPQD. 

For SLPQD random variables we use the following coefficient of dependence 

( ) ( ) ( ) ( )
,

sup , ,i i k i i k
x y R
i N

r k P X x X y P X x P X y k N+ +




 =   −     . 

Let  , 1nX n   be a stationary sequence of random variables with the density function ( )f x . Let 

K  be a kernel function and 
nh  is the sequence of positive real numbers tending to zero. Kernel estimators 

of density function of   1,..., n
X X


 and   1

,..., nn
X X

 +
,  0 1    are defined as follows: 

  ( )
 

 

1

1
n

j

n
jn n

x X
f x K

n h h



  =

− 
=  

 
 ,     ( )

 ( )  

*

1

1 n
j

n n
j n nn

x X
f x K

hn n h



−

= +

− 
=  

−  
  

Based on this, when ( ) 0nf x  , we define  

( )
( )

   
  ( )   ( )( )

1/2

*

2

2

, n
n n n n

n

n n nnh
d x f x f x

n nf x K
 

 


−

   −
 = − 
    

,        ( ) ( )
0 1

sup ,n nT x d x



 

=

, 

where  ( )
2 2

2
K K x dx



−

=   , when ( ) 0nf x = , ( ),nd x  is defined to be zero.  

Let introduce the following assumptions:  

(A1) for all n N , ( ) ( )( )2 /2m

j n

r j O n
− −



=  holds for some 2m  . 

(А2) ( ).K  is a density function with bounded variation on R  satisfying  
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(I) ( )lim 0
u

u K u
→

= ;                     (II) ( )2u K u du


−

  . 

(А3) ( )K u  is differentiable and ( )/K u du


−

  .  

(А4)  nh and  nm  are sequences, such that, 0nh → , 
nm → , 

1r

n nm h + + →  as n →  and 

( )1/2

1

r mm

n n

n

m n h
− + +−



  for some 0  , 2m  . 

Theorem. Let  , 1nX n   be a stationary sequence of SLPQD random variables. Let 

1,..., , 1mx x m  be distinct real numbers contained in ( )C f , where 

( ) ( ) ( ) : , 0C f x R f x iscontinousat x f x=   . We assume that conditions (А1) - (А4) hold. Then 

as n →  the following weak convergence holds: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1, ,..., , ,..., ,o o

n n m md x d x W W     

where ( ) ( )1 . ,..., .o o

mW W  are independent Brownian bridges. Moreover,  

( ) ( ),
1 1 0 1

max max sup o

n m n i i
i m i m

T T x W



     

=  , 

 

ON THE NUMBER OF EIGENVALUES OF A TWO-PARTICLE HAMILTONIAN ON 

THREE-DIMENSIONAL LATTICE 

Muminov M.I., Khurramov A.M., Bozorov I.N. 
Samarkand State University, islomnb@mail.ru  

A two particle Schrödinger operator ),(kh  ,3k  0>  associated to Hamiltonian h  for a 

system of two particles on the lattice 
3  interacting through attractive short range potential, is a self-adjoint 

operator and acts in )( 3

2 L  as  

 0.>,),,(=,)(=)( 3

3210  − kkkkvkhkh  

Here )(0 kh  is an operator multiplication by )(pk , where )(pk  is real-valued, continuous, even with 

respect to p  and k ,  -periodic with respect to each variables ip  and jk , {1,2,3}},{ ji . v  is an 

integral operator with kernel  

 ),(cos)(cos)(cos)(cos1=)(
3

1=

3

1=

3

1=










spspspspspv −+−−+−+−   

Please note that the Weyl theorem on the essential spectrum [4] implies that the essential spectrum 

))(( khess   of the operator )(kh  coincides with the spectrum of the unperturbed operator :)(0 kh  

 )],(),([=))((=))(( 0 kMkmkhkhess     

where ).(max=)(),(min=)(
33

pkMpkm k
p

k
p


 

 

Since 0v  ).(),,)((=),)((sup),)((sup
3

20
1=1=

 LfffkMffkhffkh
ff


PPPP

  

Hence )(kh  does not have eigenvalues lying to the right the essential spectrum, i.e.  

 .=)),(())((  kMkh  

We describe some existence properties of eigenvalues of )(kh . 

Denote by )(n  the number of eigenvalues (with the multiplicity taken into account) lying to the 

outside the essential spectrum of the operator )(kh . 

Theorem 2.1. For any 0>  and 
3k  the operator )(kh  has exactly 27)(0  n  

eigenvalues lying to the left of the essential spectrum.  

mailto:islomnb@mail.ru
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We denote the subspaces 1,27=,ll  of functions even or odd and  -even or  -odd with respect 

to each variables 3,2,1, =ipi  in the space )( 3

2 L . For example 
eeo

0  denotes a space of functions )( pf  

such that even with respect to each variables 1p , 2p , odd with respect to 3p  and  -even with respect to 

1p , and  -odd with respect to each variables 2p , 3p . 

Remark that the operator )(kh  is invariant with respect to ,l  1,27=l . We denote by )(, kh l  the 

restriction of 
l

kh |)(  of )(kh  to )( 3

2 L . 

Let the functions 1,27=, lll   be defined as  

 {1,2,3}.},sin,cos{1,)}({),(=)(
3

1=

 


ppppp lll    

The operator ),(, kh l  1,27=l  acts in l  as ,)(=)( 0, ll vkhkh  −  where 

 .1,27=,),(),(=))(( lpfpfv lllll   

Then we have )).((=))(( ,

27

1=

khkh l

l

    

Further we study the operator ),(, kh l  1,27=l . 

We set  

 )].(),([\,1,27=,,
)(

)(
=);(

2

3

kMkmzl
zs

dss
zk ll

k

l
l 




− 





  (1) 

Assumption 2.1. Assume that 0=)(min=(0) 0
3

pm
p




 and  

 .<},,,{=0}=(0):{= 1

3  nppmp n  

If the Assumption 2.1 is not fulfilled then the integral (1) converges as .)(= kmz  

We set .1,27=,
))(;(

1
=))((0 l

kmk
km

l

l


  

Theorem 2.2. Let the Assumption 2.1 be fulfilled. Then the following statements are true 

1. For any )(<<0 0 kl  the operator )(kh  has not an eigenvalue lying to the left of the 

essential spectrum. 

2. Let (0))(=<0 0 ml . If 0(0) l , then (0),lh  has a virtual level at 0=z , if 0=(0)l , 

then the number 0=z  is eigenvalue of (0),lh . 

3. For any 
3k  and 0>)(> 0 kl  the operator )(, kh l  has a unique eigenvalue lying to the 

left of the essential spectrum.  
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ON THE BRANCHES OF THE ESSENTIAL SPECTRUM OF OPERATOR MATRIX IN 

BOSONIC FOCK SPACE 
1Muminov M.E., 2Jurakulova F.M. 

1Samarkand State University 
2Bukhara State University 

Let us introduce some notations used in this work. Let T  be the one -dimensional torus, 
0 :H C=  

be the field of complex numbers, 1 2: ( )H L T=  be the Hilbert space of square integrable (complex) 

functions defined on T  and 
2

2 2( )sH L T=  be the Hilbert space of square-integrable symmetric (complex) 

functions defined on 
2T . We denote by H  the direct sum of spaces 

0H , 
1H  and 

2 ,H  that is, 

0 1 2H H H H=   . 

In the Hilbert space H  we consider the operator matrix of the form: 

00 01

*

01 11 12

*

12 22

0

: , 0.

0

A A

A A A A

A A

  



 
 

=  
 
 

                                    (1) 

The matrix entries :ij j iA H H→ ,  i j , , 0,1,2i j =   are given by: 

00 0 0A f af= ,   
101 1 1( ) ( )

T
A f t f t dt=  ,  

11 1 1( )( ) ( )A f x f x= ,  

  
112 2 2( )( ) ( , )

T
A f x f x t dt=  , 

22 2 2( )( , ) ( , ) ( , )A f x y x y f x y= ,  

     ( , ) 3 cos cos cos ( )x y x y x y = − − − + ,        
i if H ,  0,1,2i = . 

Here a R ; the function ( )   is a real-valued continuous function on .T  

We remark that the operators 
01A  and 

12A , resp. 
*

01A  and 
*

12A  are called annihilation resp. creation 

operators, respectively. A trivial verification shows that 
*

01 0 1:A H H→ , 
*

01 0 0( )( ) ( )A f x x f= , 
0 0f H ; 

*

12 1 2:A H H→ , 
* 1 1

12 1

( ) ( )
( )( , )

2

f x f y
A f x y

+
= , 

1 1f H . 

Under these assumptions, the operator A  is bounded and self- adjoint. 

For any fixed 0   and x T  let us consider the quations 

2

2 2

1 0, 0;

(3 cos ) 4cos
2

z z
x

x z


− − = 

− − −

                      (1) 

2

2 2

9
1 0,

2
(3 cos ) 4cos

2

z z
x

x z


− + = 

− − −

.           (2) 

It is easy to check that for large values of 0   the equation (1) has an unique solution 
(1) ( )E x  in 

( ;0)−  and the equation (2) has an unique solution 
(2) ( )E x  in 

9
( ; )
2
 . 

One can see that for any fixed 0   the functions 
(1) ( )E   and 

(2) ( )E   are continuous on its domain. 

Thus, the image of these functions are closed bounded intervals.  

Main result of this work is the following theorem. 

Theorem. For the essential spectrum ess ( )A  of A  the equality 

(1) (2)

ess

9
( ) Im ( ) [0; ] Im ( )

2
A E x E x   =    
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holds. Moreover, for the large values of 0   we have 
(1)max Im ( ) 0E x   and 

(2) 9
min Im ( )

2
E x   that 

is, there are gaps in the essential spectrum of A . 

We note that the sets 
(1) (2)Im ( ) Im ( )E E     and 

9
[0; ]

2
 are called two-particle and three-particle 

branches of ess ( )A , respectively. 

 

ABOUT ONE EQUALITY WITH EXPONENTIAL MATRIX 

Qushaqov H., Muhammadjonov A., Ismoilova M.  
Andijan state university, Andijan, Uzbekistan 

The aim of this paper is to prove 

 𝜂0𝜔𝑖(𝑡)𝜂0
∗ = ∫ |𝑒−𝐴

∗𝑠𝜂0
∗|
2
𝑑𝑠

𝑡

0
                                             (1) 

 equality, where  𝜂0 is nonzero vector  ( 𝜂0 ≠ 0), 𝜔𝑖(𝑡) is  3 × 3 symmetric matrix with  

𝜔𝑖(𝑡) = (

𝜑11(𝑡) 𝜑12(𝑡) 𝜑13(𝑡)

𝜑21(𝑡) 𝜑22(𝑡) 𝜑23(𝑡)

𝜑31(𝑡) 𝜑32(𝑡) 𝜑33(𝑡)
),        and     𝐴 = (

−𝜆 1 0
0 −𝜆 1
0 0 −𝜆

) 

where 

𝜑11(𝑡) = ∫ 𝑒
2𝜆𝑠(1 + 𝑠2 +

1

4
𝑠4)𝑑𝑠

𝑡

0
,      𝜑12(𝑡) = 𝜑21(𝑡) = ∫ 𝑒

2𝜆𝑠(−𝑠 −
1

2
𝑠2)𝑑𝑠

𝑡

0
, 

𝜑13(𝑡) = 𝜑31(𝑡) = ∫ 𝑒
2𝜆𝑠 1

2
𝑠2𝑑𝑠

𝑡

0
,       𝜑22(𝑡) = ∫ 𝑒

2𝜆𝑠(1 + 𝑠2)𝑑𝑠
𝑡

0
, 

𝜑23(𝑡) = 𝜑32(𝑡) = ∫ −𝑒
2𝜆𝑠𝑠𝑑𝑠

𝑡

0
,         𝜑33(𝑡) = ∫ 𝑒

2𝜆𝑠𝑑𝑠
𝑡

0
,          and  𝜆 > 0 . 

 It is not difficult to show that 

𝑒−𝐴
∗𝑡 = 𝑒𝜆𝑡 (

1 0 0
−𝑡 1 0
1

2
𝑡2 −𝑡 1

) 

Hereby, it will help to motivate us to keep up our work on 𝜔𝑖(𝑡).  Let’s prove (1) problem. First of 

all, we expand the left side of (1).  We have 𝜔𝑖(𝑡) and a nonzero vector with constant elements, so 𝜂0 =
(𝑥0; 𝑦0; 𝑧0).  Where at least one of 𝜂0 element is not 0. 

𝜂0𝜔𝑖(𝑡)𝜂0
∗ = (𝑥0; 𝑦0; 𝑧0) (

𝜑11(𝑡) 𝜑12(𝑡) 𝜑13(𝑡)

𝜑21(𝑡) 𝜑22(𝑡) 𝜑23(𝑡)

𝜑31(𝑡) 𝜑32(𝑡) 𝜑33(𝑡)
)(

𝑥0
𝑦0
𝑧0
) = 

= (𝑥0𝜑11(𝑡) + 𝑦0𝜑21(𝑡) + 𝑧0𝜑31(𝑡); 𝑥0𝜑12(𝑡) + 𝑦0𝜑22(𝑡) + 𝑧0𝜑32(𝑡); 𝑥0𝜑13(𝑡) + 𝑦0𝜑23(𝑡)

+ 𝑧0𝜑33(𝑡))(

𝑥0
𝑦0
𝑧0
) = 

= ∫ (𝑥0
2 (1 + 𝑠2 +

1

4
𝑠4) + 2𝑥0𝑦0 (−𝑠 −

1

2
𝑠3) + 2𝑥0𝑧0

1

2
𝑠2 + 2𝑦0𝑧0(−𝑠) + 𝑦0

2(1 + 𝑠2) + 𝑧0
2) 𝑒2𝜆𝑠

𝑡

0

 

By simplifying we obtain: 

∫ [(𝑥0 ∙ 𝑒
𝜆𝑠)

2
+ (𝑥0𝑠𝑒

𝜆𝑠 − 𝑦0𝑒
𝜆𝑠)

2
+ (𝑥0

1

2
𝑠2𝑒𝜆𝑠 − 𝑦0𝑠𝑒

𝜆𝑠 + 𝑧0𝑒
𝜆𝑠)

2

]
𝑡

0

𝑑𝑠 

There we can easily see that 

(𝑥0 ∙ 𝑒
𝜆𝑠)

2
+ (𝑥0𝑠𝑒

𝜆𝑠 − 𝑦0𝑒
𝜆𝑠)

2
+ (𝑥0

1

2
𝑠2𝑒𝜆𝑠 − 𝑦0𝑠𝑒

𝜆𝑠 + 𝑧0𝑒
𝜆𝑠)

2

= 

= |(

𝑒𝜆𝑠 0 0
−𝑠𝑒𝜆𝑠 𝑒𝜆𝑠 0

−
1

2
𝑒𝜆𝑠 −𝑠𝑒𝜆𝑠 𝑒𝜆𝑠

)(

𝑥0
𝑦0
𝑧0
)|

2

= |𝑒−𝐴
∗𝑠𝜂0

∗|
2
 

Thus, 

𝜂0𝜔𝑖(𝑡)𝜂0
∗ = ∫ |𝑒−𝐴

∗𝑠𝜂0
∗|
2
𝑑𝑠

𝑡

0

 

This completes the proof. 
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ON (2)

kG -PERIODIC p -ADIC GENERALIZED GIBBS MEASURE FOR ISING MODEL 

THE CAYLEY TREE 
1Rahmatullaev M.M., 2Tukhtabaev A.M. 

1Institut of mathematics, academy of science, Tashkent, Uzbekistan, 
1,2Namangan state university, Namangan, Uzbekistan. 

In this paper, we study p -adic non translation-invariant 
(2)

kG -periodic generalized Gibbs measure 

for Ising model on the Cayley tree of order three. 

 is the field of rational number. The completion of   with respect to the p -adic norm defines 

the p -adic field p (see [1]).  

Cayley tree 
kГ of order 1k   is an infinite a graph without cycles. Such that exactly 1k +  edges 

originate from each vertex, we denote by V  is the set of vertices, L  is the set of edges of  
kГ . The x  and 

y  vertices are called nearest neighbor, if there exist an edge l L  connecting them. We denote by 

,l x y= (see [2]). 

We consider a p -adic Ising model where the spin values take in the set  1;1 . = −  We define a 

configuration   on V  by the function : ( )x V x  →  .    is the set if all configuration on V  

and denote  
V= . 

The Hamiltonian for p -adic Ising model on 
nV  is defined by 

,

( ) ( ) ( )
n

n n

x y L

H J x y  


=         (1) 

Let : x ph x V h →   be function. We define p -adic probability generalized Gibbs measure 
n

h  

on 
nV  by   1 exp ( ) ( )

n

n

h n p n n x

x W

Z H h x  −



=  ,  where 
1

nZ −
 is corresponding normalizing factor.  The 

compatibility conditions for ( )n

h n  , 1n   are given by the equality  

1

1 1( ) ( )
n

Wn

n n n

h n h n



    −

− −



 = .       (2) 

In this case, by the p -adic analogue of  Kolmogorov theorem there exists a unique measure 
h  on 

the set   such that  ( ) ( 1)

1| ( )
n

n

h V n h n    −

− =  for all n
11 .

nn V
−−  (see [3]) 

Theorem 2.[4] The measures ( )n

h n   satisfy the compatibility condition (2), if and only if for any 

0\{ }x V x  the following equation holds: 

( )

1y

x

y s x y

h
h

h





+
=

+
 ,        (3) 

where exp(2J) = .  

We are going to find non translation-invariant 
(2)

kG -periodic solutions of (3) on the Cayley tree of 

order three. Let  

,

1
( )

k

k

h
f h

h






+ 
=  

+            (4) 

https://en.wikipedia.org/wiki/ISBN_(identifier)
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https://en.wikipedia.org/wiki/Special:BookSources/978-0-387-94846-1
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https://en.wikipedia.org/wiki/Special:BookSources/978-0-486-44972-2
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To find non translation-invariant 
(2)

kG -periodic measures is equivalent to solve the following 

equation: 

( ( ))
0

( )

f f h h

f h h

−
=

−
       (5) 

 For the sake of simplicity we consider 3k = . In [4] studied translation-invariant and 
(2)

kG -periodic 

generalized Gibbs measures for Ising on the Cayley tree of order two.  In [5] studied translation-invariant 

generalized Gibbs measures  on the Cayley tree of order three.  

Theorem 3. Let 3k = . For Ising model the maximal number of non translation-invariant 
(2)

kG -

periodic generalized Gibbs measures equal to six.  
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PROPAGATION THEOREM FOR THE PROBLEM OF FINDING THE ORIGINAL 

FUNCTION IN MATRIX ARGUMENT FUNCTIONS. 

Rajabov Sh.Sh. 

Tashkent State Technical University, Tashkent, Uzbekistan. 

E-mail: sh_rajabov@inbox.ru. 

Definition 1. Let ( )f A  be a function of  ( )0A A m m    and Z X iY= + , be a 

 ( )Z m m   complex symmetric matrix. The Laplace transform ( )F Z  of ( )f A defined as  

( ) ( ) ( )
0

exp .

A

F Z ZA f A dA



= −                                      ( )1  

Where the integral is assumed to be absolutely convergent in the right half plane 

0Re( ) 0.Z X X=    Determined by formula (1) the function ( )f A  is the matrix image function of the 

matrix original function ( )f A .The original and image are defined as: ( ) ( )f A F Z•⎯⎯ or 

( ) ( )F Z f A•⎯⎯→ .  (The "
•⎯⎯ " sign is always oriented to the original.) 

The Laplace transform ( )F Z  of ( )f A defined above is an analytic function of Z in the right half 

plane 
0Re( ) 0.Z X X=    In addition, if   

                                        ( )
'Y Y

F X iY dY

 = −

+                                     (2)  

for all 
0 0,X X  and  

( )
0

lim 0
X

F X iY dY
→

+ =  

then the unique inverse Laplace transform ( )f A  of ( )F Z  is  

0

1
( 1)

2

1
( 1)

2 Re( ) 0

2
( ) exp( ) ( )

(2 )

m m

m m
Z X X

f A ZA F Z dZ

i

−

+
=  

=                        (3)  

The function ( )f A  defined by formula (3) is a matrix original function of the matrix ( )F Z  image 

function. 

mailto:sh_rajabov@inbox.ru
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Theorem 1 (The propagation theorem). If the function ( )f A  can be propagated to ordinary power 

series by the 
1Z−
 levels of the ( )F Z  image, i.e. 

1 2 ( 1)

0 1( ) n

nF Z C Z C Z C Z− − − +=  +  + +  +                        (4)  

as, if it approaches F (Z) at   1:Z m m Z RI−   , then the original is found by the following 

formula: 
2

0 1 2( )
1! 2! !

n

n

A A A
f A C C C C

n
= + + + +                         (5)   

This series approaches for values 0A    and at 0A   is taken as ( ) 0f A =  
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BOUNDS OF THE ESSENTIAL SPECTRUM OF A THREE-PARTICLE MODEL 

HAMILTONIAN ON A 1D LATTICE 

Rasulov T.H., Umirkulova G.H. 
Bukhara State University, Bukhara, Uzbekistan 

Let T  be the one-dimensional torus and 
s 2

2 ( )ymL T  be the Hilbert space of square-integrable 

symmetric (complex) functions with domain 
2.T  We study the model Hamiltonian ,H   defined by  

, 0 1 2 3:= ( ) , , > 0,H H V V V     − + −                             (1) 

in 
s 2

2 ( )ymL T , where 
0H  is a non perturbed operator, i.e. the multiplication operator:  

0( )( , ) = ( , ) ( , );H f x y u x y f x y  

the operators ,V  =1,2,3  are the partial integral operators of the form:  

1( )( , ) = ( ) ( ) ( , ) ,
T

V f x y v y v t f x t dt  

2( )( , ) = ( ) ( ) ( , ) ,
T

V f x y v x v t f t y dt  

3( )( , ) = ( , ) .
T

V f x y f t x y t dt+ −  

Here 
s 2

2 ( ),ymf L T  the function ( )v   is a real-valued analytic function on T  and the function ( , )w    

is a real-valued symmetric analytic function on 
2.T  

Under these assumptions the operator ,H   is bounded and self-adjoint. 

Throughout this note we assume that there exists a finite subset T  such that the function ( , )u    

has non-degenerate minima at the points of .  Set  

, ,
: min ( , ) and : max ( , ).

x y T x y T
m u x y M u x y

 
= =  

One can easily seen that [1] if ( ) = 0v x  for all x , then the integral  

2 ( )

( , )T

v t dt

u x t m−  

is positive and finite for any .x T  Under this assumption we define  
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1
2

0

( )
:= .max

( , )Tx T

v t dt

u x t m


−



 
 

− 
  

We introduce two bounded and self-adjoint operators 
(1)H  and 

(2)H  (so-called channel operators). 

They act in 
2

2( )L T  by  

(1) (2)

0 1 0 3= , = .H H V H H V  − −  

Set  

, e ,:= min{ : ( )}.ssE H       

Then , e ,( )ssE H     is called the lower bound of the essential spectrum of , .H   

The main result of the present note is the following theorem. 

Theorem 1. For the essential spectrum of ,H   we have  

(1) (2)

e ,( ) = ( ) ( ).ss H H H       

For the lower bound ,E   the following assertions hold: 

(i) If ( ) 0v x   for some ,x  then for all , > 0   we have , < ;E m   

(ii) Let ( ) = 0v x  for all x . 

(ii1) For any 
0>   and > 0  we have , < ;E m   

(ii2) For any 
0   and > 0  we have 

(2)

, = min ( ).E H    

Moreover, ,max( ( )) =H M   for any , > 0.    

This result plays a key role in the analysis of the discrete spectrum of ,H  . In [1] the discrete 

spectrum of ,0H  was discussed. 
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CUBIC NUMERICAL RANGE OF 𝟑 × 𝟑 BLOCK OPERATOR MATRICES 

Rasulov T.H., Sharipova M.Sh. 
Bukhara State University 

Block operator matrices are matrices the entries of which are linear operators between Banach or 

Hilbert spaces. They arise in various areas of mathematics and its applications. Let ℋ1,ℋ2,ℋ3 be complex 

Hilbert spaces, and consider  

ℋ:= ℋ1⊕ℋ2⊕ℋ3. With respect to this decomposition, every bounded linear operator 𝒜 ∈ 𝐿(ℋ) has 

a 3 × 3 block operator matrix representation 

                              𝒜:= (

𝐴11 𝐴12 𝐴13
𝐴12
∗ 𝐴22 𝐴23
𝐴13
∗ 𝐴23

∗ 𝐴33

)                                                (1) 

with bounded linear entries 𝐴𝑖𝑗 ∈ 𝐿(ℋ𝑗 ,ℋ𝑖) , 𝑖, 𝑗 = 1,2,3  such that 𝐴𝑖𝑖
∗ = 𝐴𝑖𝑖 , 𝑖 = 1,2,3. In the following 

we denote by  

𝑆ℋ1⊕ℋ2⨁ℋ3 ≔ 𝑆ℋ1 × 𝑆ℋ2 × 𝑆ℋ3 = {(𝑓1𝑓2𝑓3)
𝑡 ∈ ℋ: ‖𝑓𝑖‖ = 1, 𝑖 = 1,2,3} 

the product of the unit spheres 𝑆ℋ𝑖 in ℋ𝑖; we also write 𝑆3 or 𝑆ℋ  instead of 𝑆ℋ1⊕ℋ2⨁ℋ3 if the 

decomposition 𝐻 = ℋ1⊕ℋ2⊕ℋ3 is clear (note the slight difference in notation between 𝑆ℋ1⊕ℋ2⨁ℋ3 

and the unit sphere 𝑆ℋ1⊕ℋ2⨁ℋ3 in 𝐻1⊕𝐻2⊕𝐻3). In this case 𝑆3 ≔ {𝑓 = (𝑓1 𝑓2 𝑓3)
𝑡 ∈ 𝐻: ‖𝑓𝑖‖ = 1, 𝑖 =

1,2,3}. 
Definition 1. For 𝑓 = (𝑓1 𝑓2 𝑓3)

𝑡 ∈ 𝑆ℋ1⊕ℋ2⨁ℋ3 we introduce the 3 × 3     matrix 

          𝒜𝑓 = (

(𝐴11𝑓1, 𝑓1) (𝐴12𝑓2, 𝑓1) (𝐴13𝑓3, 𝑓1)

(𝐴12
∗ 𝑓1, 𝑓2) (𝐴22𝑓2, 𝑓2) (𝐴23𝑓2, 𝑓3)

(𝐴13
∗ 𝑓1, 𝑓3) (𝐴23

∗ 𝑓2, 𝑓3) (𝐴33𝑓3, 𝑓3)
) ∈ 𝑀3(𝐶).    

Then the set 
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                          𝑊ℋ1⊕ℋ2⊕ℋ3(𝒜) ≔ ⋃ 𝜎𝑝(𝒜𝑓)

𝑓∈𝑆3

                

is called cubic numerical range of 𝒜 (with respect to the block operator matrix representation (1)). For a 

fixed decomposition of ℋ, we also write 

𝑊3(𝒜) =  𝑊ℋ1⊕ℋ2⊕ℋ3(𝒜). 

Let 𝑎𝑖𝑗(𝑓) = (𝐴𝑖𝑗𝑓𝑗 , 𝑓𝑖) for 𝑖, 𝑗 = 1,2,3 and 

𝐸𝑘(𝑓) =
1

3
(𝑎11(𝑓) + 𝑎22(𝑓) + 𝑎33(𝑓)),   𝑖𝑓  𝑎11(𝑓) = 𝑎22(𝑓) = 𝑎33(𝑓),

                                                                      𝑎12(𝑓) = 𝑎23(𝑓) = 𝑎13(𝑓) = 0;             

        𝐸𝑘(𝑓) =
1

3
(𝑎11(𝑓) + 𝑎22(𝑓) + 𝑎33(𝑓)) + 2√−

𝑃(𝑓)

3
𝑐𝑜𝑠

Φ(𝑓)+2𝜋𝑘

3
 otherwise, 

where 

       𝑃(𝑓) ≔  −
1

6
((𝑎11(𝑓) − 𝑎22(𝑓))

2 + (𝑎11(𝑓) − 𝑎33(𝑓))
2
+ (𝑎22(𝑓)—𝑎33(𝑓))

2   − |𝑎12(𝑓)|
2

− |𝑎23(𝑓)|
2 − |𝑎13(𝑓)|

2;  

       𝑄(𝑓): =  −
2

27
(𝑎11(𝑓) + 𝑎22(𝑓) + 𝑎33(𝑓))

3

+
1

3
(𝑎11(𝑓) + 𝑎22(𝑓) + 𝑎33(𝑓))(𝑎11(𝑓)𝑎22(𝑓) + 𝑎22(𝑓)𝑎33(𝑓) + 𝑎11(𝑓)𝑎33(𝑓)

− |𝑎12(𝑓)|
2 − |𝑎23(𝑓)|

2 − |𝑎13(𝑓)|
2) + 𝑎11(𝑓)𝑎22(𝑓)𝑎33(𝑓)

+ 2𝑅𝑒(𝑎12(𝑓)𝑎23(𝑓)𝑎13(𝑓)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + |𝑎12(𝑓)|
2𝑎33(𝑓) + |𝑎23(𝑓)|

2𝑎11(𝑓)

+ |𝑎13(𝑓)|
2𝑎22(𝑓); 

       Φ(𝑓) = arccos(−
3𝑄(𝑓)

2𝑃(𝑓)
√−

3

𝑃(𝑓)
). 

The main result of this note is the following theorem. 

Theorem 1. For the cubic numerical range of 𝒜   we have  

𝑊3(𝒜) =⋃⋃{𝐸𝑘(𝑓)}

𝑓∈𝑆3

3

𝑘=1

. 

This theorem plays a key role in the estimate of the bounds of 𝒜 in terms of cubic numerical range. 
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A SET OF FIXED POINTS OF A COVID-19 SPREADING MODEL WITH 

VACCINATED CASE 

Rozikov U. A., Shoyimardonov S. K. 
V.I.Romanovskiy Institute of Mathematics, Tashkent, Uzbekistan 

shoyimardonov@inbox.ru 

In the work [1] authors proposed SIARD epidemic model and based on this model we consider the 

following discrete-time SAIRVD model: 

 

(1) 2

(1) 2

(1)

(1)

(1)

(1)

= (1 ) ( )

= (1 )

= (1 )
=

= (1 )

= (1 )

=

S I A

A A A A

I I I

R A I V

V V A S R

A I V

S S I A S R V

A A d AS

I I d IS A
W

R R A I V

V V d A S R

D D d A d I d V

      

    

   

    

    

 − − + + +


− − − − +
 − − + +


− − + + +
 − − − + + +


+ + +

 (1) 

This model describes the interaction of susceptible population ,S  asymptomatic (unreported) 

infected population ,A  symptomatic (reported) infected population ,I  recovered population ,R  

vaccinated population V  and death population .D  This system also closed system as many other systems, 

so for simplicity if we assume =1S A I R V D+ + + + +  then 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =1n n n n n nS A I R V D+ + + + +  
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for any .n N  The coefficient   is the rate of susceptible and asymptomatic population who do not obey 

to lockdown rules, 
A  (resp. 

I ) is a contact rate of infected person which infects on average 
A S   (resp. 

I S  ) of susceptible population. We assume that COVID-19 epidemic immunity can be do not exist or 

very low, so recovered population becomes susceptible with a rate .  Similarly, vaccinated population 

also can be susceptible with a rate .  In addition, , ,A I V    are recovery rates of asymptomatic, 

symptomatic, vaccinated population respectively. Moreover, , ,S A R    are vaccination rates, , ,A I Vd d d  

are death rates. The coefficient   is a rate of asymptomatic people who become symptomatic. For 

epidemiological reasons [1], ,A Id d  the symptomatic population die more than asymptomatic one, 

,I A   the asymptomatic population recovered more than the symptomatic. In addition, 

0 < 1A A Ad  + + +   and 0 < 1.I Id +   

Remark-1.  All coefficients of the operator (1.1) are from [0,1] and they satisfy the conditions 

,A Id d  ,I A   0 < 1A A Ad  + + +   and 0 < 1.I Id +    

From this remark it is clear that for any n N  each compartment of 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,n n n n n nS A I R V D  

is between 0 and 1. 

Recall that fixed point of the operator F  is a solution of equation ( ) = .F x x  

Theorem. Let ( )Fix W  be set of fixed points of the operator W  and = 0 . Then 

1

1

2

3

4

5

= (0;0;0;0;0;1),

= (0;0;0;0;0;1), i > 0, > 0, > 0,

= ( ;0;0;0;0; ), i > 0, > 0, = 0,

= (0;0;0; ;0; ), i > 0, = 0, > 0,

= ( ;0;0; ;0; ), i > 0, = 0, = 0,

= ( ;0;0;
( )

( ) =

V R S

V R S

V R S

V R S

V R V

R S

f d

S D f d

R D f d

S R D f d

V

Fix W



   

   

   

   

   


   

+

+

+

+

+ +

+ +

6

7

2

( )( ) ( )
; ; ),

( )

i = 0, > 0, > 0,

= ( ;0;0; ; ; ), i = 0, > 0, = 0, = 0, > 0, = 0,

= ( ;0;0;0; ; ), i = 0, > 0, = 0, > 0, = 0,

= ( ;0;0;0;0; ), i = 0, > 0, = 0, > 0,

R S S V

R R S

V R S

V
V R S

R

V R S V

V R S

V V
V V

f d

S V V D f d

S V D f d

S D f d

      

   

  


      



      

      

+ − − +

+

+

+

+ +

+ +

4

8

3

9

> 0,

= ( ;0;0; ;0; ), i = 0, = 0, = 0, > 0,

= ( ;0;0; ; ; ), i = 0, = 0, = 0, = 0,

= (0;0;0; ;0; ), i = 0, = 0, > 0, > 0

= ( ;0;0; ; ; ), i = 0, = 0, > 0, = 0.

V

V R S V

V R S V

V R S V

V R S V

S

S R D f d

S R V D f d

R D f d

V R V D f d

     

     

    


    

























+ +
 + +

 +

+





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STRONG LAW OF LARGE NUMBERS FOR RANDOM FIELDS WITH VALUES IN 

HILBERT SPACE. 

Ruzieva D.S.  
National University of Uzbekistan named after Mirzo Ulugbek, Tashkent, Uzbekistan, 

E-mail: dilnura.saidovna@gmail.com 

Assume that  2( ),t t Z  is a random field of independent random variables  and 

 2( ),X t t Z  be a random field with values in a separable Hilbert space H  (with inner product 
( , ) 

 

and a norm 
( , ) =  

). 

{ , 1}ie i   - is an  orthonormal basis of H .  

Thus we can write   

( ) 2

1

( ) ( ) ,i

i

i

X t X t e t Z


=

=   

Assume  that  the  following  representations hold  

                                 
( ) 2( ) ( ( ), ) 1,2,...i

iX t g t s s Z i= −  =                          (1) 

where ig  is a measurable function. 

Let 
| 2{ ( ), }t t Z   be an independent copy of  2( ),t t Z   and  

( ) * 2( ) ( ( ), )
i

iX t g t s s Z= −   

where   
( ) * 2( ) ( ( ), )
i

iX t g t s s Z= −    

*

|

( ), 0
( )

(0), 0

j if j
j

if j







= 

=
  

1/2
2

( )( ) ( ) ( )
ii

i E X t X t
 

= − 
 

 

2

i i

t Z




 = . 

Denote ( )
n

n

n Г

t Г

S S X t


= = ,  here  , 1,2,...nГ n= −  is a sequence of finite sets from 
2Z We 

establish the  moment  inequality  and  the  strong  law of  large numbers for  2( ),X t t Z .  

Now we formulate our results. 

Theorem 1.  Suppose  that  2( ),X t t Z  is a random field with values in  H  defined  by  

equation (1)  that satisfies the following conditions:  
2

( ) 0, ( )EX t E X t=   . 

Then there exists a constant 0С   such that  the following  inequality holds: 

2 ( ) 2

1

( )i

Г t

i

E S С Г


=

   

where Г card Г=   . 

Theorem 2. Suppose that  2( ),X t t Z  is a random field  with values in  H  defined by 

equation (1) that satisfies the following conditions:  

2

( )i i

t Z

t


 =   
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2
( )E X t   

then   

                                            

1/4

1/2

( )
0

(Log )
nГn

n n

SГ

Г Г
→   a.s.        

In  [1]  a  central limit theorem for real-valued random fields  2( ),X t t Z  was proved.  
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GILBERT FAZOSIDA QIYMAT QABUL QILUVCHI U-STATISTIKALAR UCHUN 

KUCHAYTIRILGAN KATTA SONLAR QONUNI 

Sharipov O.Sh.  Hamdamov A.H. 

Mirzo Ulug‘bek nomidagi O‘zbekiston Milliy Universiteti, Toshkent, O‘zbekiston,  

E-mail: osharipov@yahoo.com, 1ahadhamdamov2396@mail.com  

Faraz qilaylik qat’iy statsionar ( )
1i i




 tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi berilgan bo‘lib, bu ketma-

ketlikning marginal taqsimot funksiyasi ( )F x  bo‘lsin. Ushbu tasodifiy miqdorlardan tuzilgan U-

statistikani ko‘raylik. 

( ) ( )( )
1

2
( ) , ,

( 1)
n i j

i j n

U h h Eh
n n

   
  

= −
−

  

Bu yerda 
2:h R H→  Gilbert fazosida qiymat qabul qiluvchi o‘lchovli, simmetrik funksiya bo‘lib, 

  va   lar taqsimot funksiyasi ( )F x  bo‘lgan o‘zaro bog‘liqsiz tasodifiy miqdorlar. 

( )
1i i




 tasodifiy miqorlar uchun absolyut regulyarlik koeffitsentlarini kiritamiz.  

 Ta’rif.  ( )k  absolyut regulyarlik koeffitsenti quyidagicha aniqlanadi  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1
: sup

2

n n

i j i j

i j

k P A B P A P B
= =

 
=  − 

 
  

Bu yerda supremum barcha to‘la gruppani hosil qiladigan  1,..., nA A  va  1,..., nB B lar bo‘yicha 

olingan hamda barcha 1l   uchun 1 ,l

i j l kA F B F

+   o‘rinli. Bunda 
l

kF ,  :i k i l    tasodifiy 

miqdorlar hosil qilgan algebra. ( )
1i i




 absolyut regulyar jarayon deyiladi, agar ( )lim 0
k

k
→

=   

o‘rinli bo‘lsa. 

Yadro funksiyasi xosmas bo‘lgan yuqoridagi  U-statistikani Hoeffding yoyilmasiga yoyamiz. 

( ) ( )( )
( )

( )1 2

1 1

2 2
, ,

1

n

n i i j

i i j n

U h F h
n n n

   
=   

= − +
−

   

Bu yerda  

( ) ( ) ( )1 , ,h x h x y dF y=   

( ) ( ) ( ) ( ), ,F h x y dF x dF y =   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1, ,h x y h x y h x h y F= − − +  

Haqiqiy qiymat qabul qiluvchi U-statistikalar uchun katta sonlar qonuni [1]-[2] da o‘rganilgan. 

Ma’ruzada Gilbert fazosida qiymat qabul qiluvchi U-statistikalar uchun kuchaytirilgan katta sonlar qonuni 

keltiriladi. 
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MARCINKIEWICZ-ZYGMUND LAW OF LARGE NUMBERS FOR 

AUTOREGRESSIVE PROCESESS IN BANACH SPACES  

Sharipov O.Sh. Kushmurodov A.A. 

National University of Uzbekistan named after Mirzo Ulugbek, Tashkent, Uzbekistan,  

E-mail: osharipov@yahoo.com , kushmurodov85@mail.ru 

We consider an autoregressive process in a separable Banach space B   defined as 

( )1n n nX X   −− = − +  

where , :n Z B B →   is bounded and linear operator, 1  ,  B  and  ,n n Z  is an 

innovation process. 

Such an autoregressive processes play an important role in functional data analysis [1]. 

We assume that B is type (1 2)p p  space.  

Definition 1. Let ( ),B   be a separable Banach space and 1 2p  . We say that B is  type p , if 

there exists a constant ( ),c p B  such that for every finite sequence ( )iX  of centered independent random 

variables with values in B  
p

iE X  ,  the following inequality holds 

    ( )
1 1

, .

p
n n

p

i i

i i

E X c p B E X
= =

 
 

Definition 2. For a sequence of B -valued random variables  , 1n n  , the mixing coefficients 

 −  are defined as follows: 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) 1sup : , ,n

n k

P AB P A P B
k A F B F n N

P A P B
 

+

 − 
=    

  
 where 

b

aF -  − field generated by the r.v. 
1, ,...,a a b  +

.

 Without loss of generality we suppose that 0 = . 

Theorem. Let  , 1n n  a sequence of identically distributed random variables with values in type

(1 2)p p   Banach space B . Assume that the following conditions hold:  

0, , 1,2,...
p

k kE E k =  =
 

( ) ( )
1

, 1 1.
k

k 


=

 
 

 

Then as n → ,
 
 

1
1

1
0

n
P

ip
i

X
n =

⎯⎯→
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A LIMIT THEOREM FOR BRANCHING PROCESSES WITH IMMIGRATION 
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Let for each n  
( ) , , ,
n

k j k j   and 
( ) ,
n

k k  −  be the two independent families of 

independent identically distributed random variables with nonnegative integer values. The sequence of 

branching processes with immigration
( ) ,
n

kX n , is defined by recursion: 
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47 

( )
0 0
n

X = ,  
( ) ( )

( )

( )
1

,

1

n

kX
n n n

k k j k

j

X  
−

=

= + , ,k n .   (1) 

Intuitively, for a fixed n , 
( )n

kX  represents the size of k − th generation of a population and 
( )
,

n

k j  

is the number of offspring of the j − th individual in the ( )1k − − st generation and  
( )n

k  is the number of 

immigrants contributing to the k − th generation. Note that the assumption 
( )
0 0
n

X =  indicates that the 

population starts with the offspring of the immigrants in the initial generation. 

Assume that for each  n , 
( )

1,1

n

na =  . The cases when the offspring mean is less, equal or 

larger than one are referred to subcritical, critical or supercritical, respectively. The process (1) is called 

nearly critical if 1na →  as n → . 

In this paper we discuss on validity of functional limit theorem for process defined by (1) in case 

when 
( ) ,
n

k k  is a stationary process and satisfies  −mixing condition. 

  Assume that for each n , the variables 
( )

1,1

n

na = , 
( )2

1,1

n

n D = , 
( )
1

n

n =  , 
( )2

1

n

nb D=  

are finite. Define random process 

 ( ) ( )
[ ]

n

n ntX t X= , t + , n . 

We refer readers to the recent survey of Rahimov [1] where one can find historical overview of this 

subject. 

Our result reads as follows. 

Theorem. Let 
( ) ,
n

k k  − be a sequence  of stationary  −mixing random variables with 

( )
1n

n


=

 . Furthermore, assume that the following conditions are satisfied: 

1) ( )1 11na n o n − −= + + , n → for some   ; 

2) 
2 0n → ,  n → ; 

3) 
( )( ) ( ) ( )

2

1,1 1,1 0
n n

n nn a I a n   − −  →  as  n →  for all 0  ; 

4) 0n →  , 
2 2 0nb b→   as  n → ; 

5) 
( )( ) ( ) ( )

2

1 1 0
n n

n nI n     − −  →  as n →  for all 0  . 

Then, we have weak convergence 

( ) ( ) ( ) ( )
0

t
t sn nX t X t

e dM s
n

 −−
  , n →  

in Skorokhod space  )0,D  , where ( )M t  is defined by ( ) ( )( )M t W T t= , t + , and  

( ) ,W t t + is a standard Wiener process, 

( ) ( )
0

t

T t u du=  ,  ( ) 2 2

0

t

ut b e du = +  , t + . 
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DARAXTSIMON METRIK GRAFLARDA ISSIQLIK TARQALISH TENGLAMASI 

UCHUN    ULANISH SHARTLI MASALA 

Shomalikova M.Sh. 
Mirzo Ulug‘bek nomidagi O‘zbekiston Milliy Universiteti, 

E-mail: shomalikovamohinur1997@mail.ru 

Г U V= +  – bog‘lamli metrik graf bo‘lsin, bu yerda  
1

n

j j
E b

=
=  – to‘plam grafning qirralari, 

 
1

m

j j
V v

=
=  – to‘plam esa grafning uchlari. Har bir bog‘lamga ( )0, , 1,jL j n=  intervallarni mos 

qo‘yamiz va har bir bog‘lamda jx  koordinatani aniqlaymiz. 

Agar jb  qirraning oxiri v  uchdan iborat bo‘lsa, u holda jb  qirra v  uch bilan uchrashadi deymiz va 

buni jb v  kabi belgilaymiz.  : ,b b v b E  to‘plamning elementlari sonini v  uchning valentligi 

deymiz. Agar uning valentligi 1 ga teng bo‘lsa, u holda uni chegaraviy uchlari deyiladi. 

 
11, 2,..., m Г V   =    – grafning chegraviy uchlari to‘plami bo‘lsin. Umumiylikka zarar yetkazmaslik 

uchun jx  ni x  deb qabul qilamiz. 

Grafning har bir bog‘lamida issiqlik tenglamasini qaraymiz [1]-[3]: 

 
( ) ( )( , ) ( , ), , 0j j
t xx ju x t u x t x b t=   . (1) 

(1) tenglama quyidagicha boshlang‘ich shartlarni qanoatlantirsin deb talab qilamiz: 

 
( ) ( )

0( ,0) ( ), 1,j ju x u x j n= =  (2) 

Qirralarni birlashtiruvchi nuqtalarda (ya’ni chegaraviy uchlarda emas) grafning uchlari quyidagi 

shartlarni qanoatlantirsin: 

i. Barcha 

( )
( , )

j
u x t

x




 funksiyalarning v  uchdan chiquvchi yo‘nalish bo‘yicha hosilalari qiymatlari 

jb v  uch bilan bir xil; 

ii. Barcha 
( )ju  funksiyalarning har bir v  uchdagi qiymatlari yig‘indisi jb v  uchun nolga teng: 

 
( ) ( )  , | 0, / , 0,

j

j

b v

u x t v V Г t T =    . (3) 

Bu shartlardan birinchisi, uchdagi yechimning uzluksizligi, ikkinchisi esa oqimning saqlash sharti 

deb ataladi. Bu shartlarni yana Kirxgoff shartlari ham deyiladi. 

Grafning chegaraviy uchlarda quyidagicha: 

 
( ) ( )

0( , )j j

v
u x t g= , agar 0jx =  v  uchda  (4) 

( ) ( )
0( , ) ( ),j j

v
u x t h t=  agar j jx L= , , jv b v  uchda 

shartlarni qanoatlantiruvchi 
( )( , )
j

u x t  yechimlari topilsin. 

Lemma. (1) – (4) masala ko‘pi bilan bitta regulyar yechimga ega. 

Yagonalik lemmasi energiya integrallari usuli yordamida isbotlanadi [2]-[4]. Umumlashgan 

almashtirish usuli (Fokas usuli) yordamida berilganlarga nisbatan yagona yechimi topiladi [3]-[5]. 
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REPRESENTATION OF A MAX-PLUS-POLAR OF THE SET OF IDEMPOTENT 

PROBABILITY MEASURES BY THE POLAR OF THE SET OF PROBABILITY 

MEASURES 

Tagaymurotov A.O. 
Chirchik State Pedagogical Institute, Tashkent, Uzbekistan 

e-mail: tagaymurotov93@gmail.com 

A function 𝑘 on ℝ𝑛 is called a gauge or Minkowski functional of a set 𝐶 if 𝑘 is [1] a non-negative 

positively homogeneous convex function such that 𝑘(0) = 0. Gauges are thus the functions 𝑘 such that 

𝑘(𝑥) = 𝛾(𝑥|𝐶) = inf{𝑡 ≥ 0: 𝑥 ∈ 𝑡𝐶} 
for some non-empty convex set 𝐶. 

The polar of a gauge 𝑘 is the function 𝑘∘ defined by 

𝑘∘(𝑥∗) = inf{𝑡∗ ≥ 0: 〈 𝑥, 𝑥∗〉 ≤  𝑡∗𝑘(𝑥), ∀ 𝑥 ∈ ℝ𝑛} . 
Let ℝ𝑚𝑎𝑥 =  ℝ ∪ {−∞}  equip with two new operations ⊕ and ⊙, which are defined as  𝑢 ⊕  𝑣 =

max{𝑢, 𝑣}, 𝑢 ⊙  𝑣 =  𝑢 + 𝑣, 𝑢 , 𝑣 ∈  ℝ𝑚𝑎𝑥. Then 𝟎:= −∞ is the zero of  ℝ𝑚𝑎𝑥 according to ⊕, and 𝟏:=
0  is the unit of  ℝ𝑚𝑎𝑥 according to ⊙. It is well-known [2] that (ℝ𝑚𝑎𝑥 ,⊕,⊙, 𝟎, 𝟏) is idempotent semifield 

(since 𝑢 ⊕  𝑢 =  𝑢 for all ∈  ℝ𝑚𝑎𝑥 ). 

For vectors 𝑥 =  (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) and 𝑦 =  (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) ∈  ℝ𝑚𝑎𝑥
𝑛   their max-plus dot product 

defines by the rule 
〈𝑥, 𝑦〉⊕  = ⊕𝑖=1

𝑛 (𝑥𝑖⊙ 𝑦𝑖). 

Note that a set 𝐴 is called max-plus-convex if the inclusion 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 imply 𝛼 ⊙ 𝑎 ⊕𝛽⊙ 𝑏 ∈ 𝐴 for 

every pair of 𝛼, 𝛽 ∈  ℝ𝑚𝑎𝑥 such that 𝛼 ⊕ 𝛽 = 𝟏. 

We define a max-plus-gauge  ⊕𝑘 of a max-plus-convex subset 𝐹 of ℝ𝑚𝑎𝑥
𝑛  as following 

 ⊕𝑘(𝑥) =  ⊕𝛾(𝑥|𝐹) = inf{𝑡 ≥ 𝟎: 𝑥 ∈  𝑡 ⊙ 𝐹} ,   𝑥 ∈  ℝ𝑚𝑎𝑥
𝑛 . 

Let 𝑋 be a compact Hausdorff space, 𝐶(𝑋) the algebra of all continuous maps on 𝑋 with respect to 

usual algebraic operation. Define on 𝐶(𝑋) operations ⊕ and ⊙ by 𝜑⊕𝜓 = max{𝜑, 𝜓}  and 𝜑⊙𝜓 =
𝜑 + 𝜓  for all 𝜑, 𝜓 ∈ 𝐶(𝑋). 

The set of all probability measures on 𝑋 denotes by 𝑃(𝑋). The set of all idempotent probability 

measures on 𝑋 denotes by 𝐼(𝑋). 
Theorem 1. Let |𝑋| = 𝑛. Then for the polar 𝑘∘ of the gauge 𝑘 of  𝑃(𝑋) and the max-plus-gauge 

 ⊕𝑘(𝑥)  of 𝐼(𝑋) the following equality holds: 

𝑘∘(𝜇∗)  =   ⊕𝑘(𝜇∗ ) ⊕ 0 ,    𝜇∗ ∈  ℝ𝑛 . 

Or, more precisely, 

𝛾(𝜇∗|(𝑃(𝑋))
∘
) =   ⊕𝛾(𝜇∗|𝐼(𝑋)) ⊕ 0 ,   𝜇∗ ∈  ℝ𝑛 .  
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A CLOSED FORM OF INTEGRAL TRANSFORMS IN TERMS OF LAURICELLA 

FUNCTION AND THEIR NUMERICAL SIMULATIONS 
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Abstract. The main object of this paper is to investigate integral transforms involving the product of 

two Bessel functions and Whittaker function. These integral transforms are given in terms of the Lauricella 

function of three variables and four variables. Interesting special cases of our main results are deduced by 

taking suitable values of the index of the Whittaker function. We also perform some numerical simulations 

using Laguerre-Gauss Quadrature method and it is found that there is a good agreement between the 

numerical and theoretical evaluations. These results can be used in the Fresnel diffraction by a helical 

axicon of many laser fields, such as Laguerre Bessel-Gaussian beams. 
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FINITENESS OF THE NUMBER OF EIGENVALUES OF THE FAMILY OF 3 3

OPERATOR MATRICES: 1D CASE 

Tosheva N.A. 
Bukhara State University, Bukhara, Uzbekistan 

Let T  be the one-dimensional torus, C  be the field of complex numbers, 2( )L T be the Hilbert space 

of square integrable (complex) functions defined on T  and 
2

2( )sL T  be the Hilbert space of square 

integrable (complex) symmetric functions defined on 
2T . Denote by H  the direct sum of spaces 0 :H C=

, 1 2: ( )H L T=  and 
2

2 2: ( )sH L T= , that is, 0 1 2:H H H H=    

Let us consider the following family of 3 3  operator matrices ( )H K , K T  acting in the Hilbert 

space H  as 

00 01

*

01 11 12

*

12 22

( ) 0

( ) : ( )

0 ( )

H K H

H K H H K H

H H K

 
 

=  
 
 

 

with the entries 

00000 )()( fKfKH = , 01 1 0 1( ) ( )
T

H f v t f t dt=  , 11 1 1 1( ( ) )( ) ( ; ) ( )H K f x K x f x= , 

12 2 1 2( )( ) ( ) ( , )
T

H f x v t f x t dt=  , 22 2 2 2( ( ) )( , ) ( ; , ) ( , ),H K f x y K x y f x y=  

where 
*( )ijH i j  denotes the adjoint operator to ijH  and ii Hf  , 2,1,0=i . 

Here )(0   and 0( )v   are real-valued bounded functions on T , the function 1( )v   is a real-valued 

analytic function on T , the functions );(1   and ),;(2   are defined by the equalities 

1 1 2( ; ) : ( ) ( ) 1w K x l x l K x = + − + , 2 1 1 2( ; , ) : ( ) ( ) ( )w K x y l x l y l K x y  = + + − − , 

respectively, with 1 2, 0l l   and 

( ) : 1 cos( ),x nx n N = −   

Under these assumptions the operator ( )H K  is bounded and self-adjoint. 

To study the spectral properties of ( )H K  we introduce a family of bounded self-adjoint operators 

(Friedrichs models) ( )h k , k T , which acts in 0 1H H  as 

00 01

*

01 11

( )
( ) :

( )

h k h
h k

h h k

 
=  
 

, 

where 

00 0 2 0( ) ( ( ) 1) ,h k f l k f= +     01 1 1 1

1
( ) ( )

2 T

h f v t f t dt=   

11 1 1( ( ) )( ) ( ) ( )kh k f y E y f y= ,    1 2( ) : ( ) ( )kE y l y l k y = + − . 

According to the Weyl theorem, for the essential spectrum of ( )h k  we have

ess min max( ( )) [ ( ); ( )]h k E k E k = , where the numbers min ( )E k  and max ( )E k  are defined by 

min ( ) : min ( )k
y T

E k E y


=     and   max ( ) : max ( )k
y T

E k E y


= . 

For any k T  we define an analytic function ( ; )k   (the Fredholm determinant associated with the 

operator ( )h k  in min max\[ ( ); ( )]C E k E k  by 

2

1
2

( )1
( ; ) : ( ) 1

2 ( )kT

v s ds
k z l k z

E s z
 = + − −

− . 

Then [1] for the discrete spectrum of ( )h k  we obtain  

disc min max( ( )) { \[ ( ); ( )]: ( ; ) 0}.h k z C E k E k k z =   =  
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The following theorem [1] describes the location of the essential spectrum of the operator ( )H K  by 

the spectrum of the family of Friedrichs models ( )h k . 

Theorem 1. For the essential spectrum of ( )H K  the equality 

ess disc 1( ( )) { ( ( )) ( )} [ ; ]K K

x T

H K h K x l x m M  


= − +   

holds, where the numbers Km  and KM  are defined by  

2
,

: min ( ; , )K
x y T

m K x y


=  and 2
,

: max ( ; , )K
x y T

M K x y


=  

Let   be a subset of T  given by 

2 4
: 0, ; ;...; n

n

n n n
  

 
 =     

 
 

where 

2, if is even
:

1, if is odd

n n
n

n n

−
 = 

−
    and     

{ }, if is even
:

, if is odd
n

n

n


 = 


 

Direct calculation shows that the cardinality of   is equal to n . It is easy to check that for any 

K  the function 2( ; , )w K    has non-degenerate zero minimum at the points of  , that is, 0Km =  

for K T . 

The main result of the present paper as follows. 

Theorem 2. Let K T  be a fixed and one of the following assumptions hold: 

(i) 1( ) 0v x   for some x ; 

(ii) 1( ) 0v x =  for all x  and min ( ; ) 0K
x T

x m

  ; 

(iii) 1( ) 0v x =  for all x  and min ( ; ) 0K
x T

x m

  .  

Then the operator ( )H K  has finitely many negative eigenvalues. 
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ANALYTIC DISCRIPTION OF THE ESSENSIAL SPECTRUM OF A OPERATOR 

MATRIX IN FERMIONIC FOCK SPACE 
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For 𝑑 ∈ ℕ denote by 𝕋𝑑 the 𝑑-dimensional torus. Let ℂ be the set of all complex numbers, and 

𝐿2
𝑎𝑠(𝕋𝑑)

2
 be the Hilbert space of square integrable (complex) antisymmetric functions defined on 𝕋𝑑 .  

Set 𝐻1 = 𝐿2(𝕋
𝑑), 𝐻2 = 𝐿2

𝑎𝑠(𝕋𝑑)
2
, 𝐻 ≔ 𝐻1⊕𝐻2.  

In the present work we consider the operator matrix 𝒜𝜇,𝜆(𝛾) acting in the Hilbert space 𝐻 given by  

𝓐𝝁,𝝀(𝜸):= (
𝑨𝟏𝟏 𝝀𝑨𝟏𝟐
𝝀𝑨𝟏𝟐

∗ 𝑨𝟐𝟐
𝟎 (𝜸) − 𝝁𝑽

) , 𝝁, 𝝀 > 𝟎. 

The entries of 𝒜𝜇,𝜆(𝛾) are defined as 

(𝑨𝟏𝟏𝒇𝟏)(𝒙) = 𝒖(𝒙)𝒇𝟏(𝒙), (𝑨𝟏𝟐𝒇𝟐)(𝒙) = ∫ 𝒗(𝒕)𝒇𝟐(𝒙, 𝒕)𝒅𝒕,

𝕋𝒅

 

𝑨𝟐𝟐
𝟎 (𝜸)𝒇𝟐 = 𝒘𝜸(𝒙, 𝒚)𝒇𝟐(𝒙, 𝒚), 𝑽 = 𝑽𝟏 + 𝑽𝟐,

(𝑽𝟏𝒇𝟐)(𝒙, 𝒚) = ∫ 𝒇𝟐(𝒙, 𝒕)𝒅𝒕,

𝕋𝒅

  (𝑽𝟏𝒇𝟐)(𝒙, 𝒚) = ∫ 𝒇𝟐(𝒕, 𝒚)𝒅𝒕.  

𝕋𝒅
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 Here  𝒖(∙) and 𝒗(∙) are real-valued continuous functions on 𝕋𝒅, and the function 𝒘𝜸(∙,∙) has form 

𝒘𝜸(𝒙, 𝒚) = 𝜺(𝒙) + 𝜺(𝒚) + 𝜸𝜺(𝒙 + 𝒚), 

𝜺(𝒙) = ∑(𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝒙𝒊).

𝒅

𝒌=𝟏

 

Under these assumptions the operator 𝓐𝝁,𝝀(𝜸) is a linear, bounded and self-adjoint in 𝑯. It is easy 

to see that  

(𝑨𝟏𝟐
∗ 𝒇𝟏)(𝒙, 𝒚) =

𝟏

𝟐
(𝒗(𝒚)𝒇𝟏(𝒙) − 𝒗(𝒙)𝒇𝟏(𝒚)), 𝒇𝟏 ∈ 𝑯𝟏. 

 Let 𝑯̅ be the direct sum of Hilbert spaces 𝑯̅𝟏 = 𝑳𝟐(𝕋
𝒅) and 𝑯̅𝟐 = 𝑳𝟐 ((𝕋

𝒅)
𝟐
), that is, 𝑯̅ =

𝑯̅𝟏⨁𝑯̅𝟐. In order to study the essential spectrum of 𝓐𝝁,𝝀(𝜸), we introduce so called the channel operator: 

𝓐𝝁,𝝀
𝑪𝑯(𝜸):=

(

 
 
𝑨𝟏𝟏

𝝀

√𝟐
𝑨𝟏𝟐

𝝀

√𝟐
𝑨𝟏𝟐
∗ 𝑨𝟐𝟐

𝟎 (𝜸) − 𝝁𝑽𝟏
)

 
 
. 

Here, the matrix elements are defined as follows. 

(𝐴11𝑓1)(𝑥) = 𝑢(𝑥)𝑓1(𝑥), (𝐴12𝑓2)(𝑥) = ∫ 𝑣(𝑡)𝑓2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡,

𝕋𝑑

   

𝐴22
0 𝑓2(𝑥, 𝑦) = 𝑤𝛾(𝑥, 𝑦)𝑓2(𝑥, 𝑦), ( 𝑉1𝑓2)(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑓2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡

𝕋𝑑

. 

We introduce the operator ℎµ,𝜆(𝛾, 𝑥) acting in the  ℂ⊕ 𝐿2(𝕋
𝑑) as 

𝒉µ,𝝀(𝜸, 𝒙): =

(

 
 
𝒉𝟎𝟎(𝒙)

𝝀

√𝟐
𝒉𝟎𝟏

𝝀

√𝟐
𝒉𝟎𝟏
∗ 𝒉𝟏𝟏

𝟎 (𝜸, 𝒙) − 𝝁𝒌
)

 
 
. 

The matrix elements are defined as follows: 

𝒉𝟎𝟎(𝒙)𝒇𝟎 = 𝒖(𝒙)𝒇𝟎, 𝒉𝟎𝟏𝒇𝟏 = ∫ 𝒗(𝒕)𝒇𝟏(𝒕)

𝕋𝒅

𝒅𝒕, (𝒉𝟎𝟏
∗ 𝒇𝟎)(𝒚) = 𝒗(𝒚)𝒇𝟎,

(𝒉𝟏𝟏
𝟎 (𝜸, 𝒙)𝒇𝟏)(𝒚) = 𝒘𝜸(𝒙, 𝒚)𝒇𝟏(𝒚),   (𝒌𝒇𝟏)(𝒚) = ∫ 𝒇𝟏(𝒕)

𝕋𝒅

𝒅𝒕. 

Theorem 1. For the spectrum of channel operator we have 

𝝈(𝑯𝝁,𝝀
𝑪𝑯(𝜸)) = 𝝈𝒆𝒔𝒔 (𝑯𝝁,𝝀

𝑪𝑯(𝜸)) = ⋃ 𝝈(𝒉µ,𝝀(𝜸, 𝒙)) .

𝒙𝝐𝕋𝒅

 

Theorem 2. The equality 𝜎 (𝐻𝜇,𝜆(𝛾)) = 𝜎𝑒𝑠𝑠 (𝐻𝜇,𝜆
𝐶𝐻(𝛾)) holds. 

 

ON INVARIANT SETS OF A QUADRATIC NON-STOCHASTIC OPERATOR. 

 Xudayarov S.S. 
Bukhara Branch of the Institute of Mathematics named after 

V.I.Romanovsky, Bukhara, Uzbekistan.  

E-mail: xsanat83@mail.ru  

Non-linear dynamical systems arise in many problems of biology, physics and other sciences. In 

particular, quadratic dynamical systems describe the behavior of populations of different species with 

population models [1, 2, 3]. 

Let 𝐸 = {1,2,… ,𝑚}. A distribution on the set E is a probability measure 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑚), i.e., an 

element of the simplex: 

                                   𝑆𝑚−1 = {𝑥 ∈ 𝑅 ∶ 𝑥𝑖 ≥ 0,∑ 𝑥𝑖 = 1
𝑚
𝑖=1 }. 

In general, a quadratic operator 𝑉, 𝑉: 𝑥 ∈ 𝑅𝑚 → 𝑥′ = 𝑉(𝑥) ∈ 𝑅𝑚 is defined by: 

mailto:xsanat83@mail.ru
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                       𝑉: 𝑥𝑘
′ = ∑ 𝑃𝑖𝑗,𝑘 𝑥𝑖𝑥𝑗

𝑚
𝑖,𝑗=1 ,        𝑘 = 1,… ,𝑚                                                   (1) 

In this talk we are interested to a non-stochastic quadratic mapping of simplex to itself, i.e. 

𝑉: 𝑆𝑚−1 → 𝑆𝑚−1. …on 1 

Definition. [3] A quadratic operator (1), preserving a simplex, is called non-stochastic (QnSO)  if at 

least one of its coefficients  𝑃𝑖𝑗,𝑘 , 𝑖 ≠ 𝑗 is negative. 

Consider the following example of QnSO on the two-dimensional simplex  𝑆2.                                         

                                        

{
 
 

 
 𝑥1

′ =
1

2
(𝑥3 − 𝑥2)

2 +
3

2
𝑥1(𝑥2 + 𝑥3) 

𝑥2
′ =

1

2
(𝑥1 − 𝑥3)

2 +
3

2
𝑥2(𝑥1 + 𝑥3) 

𝑥3
′ =

1

2
(𝑥2 − 𝑥1)

2 +
3

2
𝑥3(𝑥1 + 𝑥2)  

                                     (2)       

 

1.  Fixed points. The fixed points are solutions to the system  

{
 
 

 
 𝑥1 =

1

2
(𝑥3 − 𝑥2)

2 +
3

2
𝑥1(𝑥2 + 𝑥3) 

𝑥2 =
1

2
(𝑥1 − 𝑥3)

2 +
3

2
𝑥2(𝑥1 + 𝑥3)

𝑥3 =
1

2
(𝑥2 − 𝑥1)

2 +
3

2
𝑥3(𝑥1 + 𝑥2)  

 

By full analysis this system one  obtains the following family of fixed points: 

(
4𝑥3 − 1 + √48𝑥3

2 − 40𝑥3 + 9

4
,
5 − 8𝑥3 − √48𝑥3

2 − 40𝑥3 + 9

4
 , 𝑥3 ) 

where  𝑥3 ∈ [0,
1

2
). 

2. Invariant sets. Recall that a set M is called invariant with respect to an operator 𝑉 if 

𝑉(𝑀) ⊂ 𝑀. 

Introduce the following sets: 

   𝑀1 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝑆
2: 𝑥3 > 𝑥1 > 𝑥2 >

1

6
 }     

𝑀2 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝑆
2:  𝑥3 > 𝑥2 > 𝑥1 >

1

6
 } 

𝑀3 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝑆
2: 𝑥2 > 𝑥3 > 𝑥1 >

1

6
 } 

𝑀4 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝑆
2:   𝑥2 > 𝑥1 > 𝑥3 >

1

6
 } 

𝑀5 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝑆
2:  𝑥1 > 𝑥2 > 𝑥3 >

1

6
 } 

𝑀6 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝑆
2:  𝑥1 > 𝑥3 > 𝑥2 >

1

6
 } 

Theorem. The sets 𝑀𝑖 , 𝑖 = 1,2,3,4,5,6 are invariant with respect to the operator  𝑉0. Moreover, each 

median of the simplex 𝑆2 is an invariant.   
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𝒔 − 𝒅 MODELGA MOS SCHRÖDINGER TIPLI OPERATORNING SPEKTRAL 

XOSSALARI 

Xurramov Y.S. 
O‘zMU Jizzax filiali, Jizzax, O‘zbekiston 

E-mail: yxurramov94@mail.ru 

Faraz qilaylik 𝐿2(𝑇
1)-bir o‘lchamli tor 𝑇1 = (−𝜋, 𝜋] da kvadrati bilan (Lebeg ma’nosida) 

integrallanuvchi funksiyalar fazosi bo‘lsin. Bu fazoda quydagicha aniqlangan 𝐻𝐴(𝑘), 𝑘 ∈ 𝑇
1 operatorni 

qaraymiz.  
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 𝐻𝐴(𝑘) = 𝐻0(𝑘) +
𝐴

2
𝑉 (1) 

 bunda 𝐴 > 0 va 𝐻0(𝑘)-operator 𝐸𝐴𝑆(𝑘;⋅): = 𝐸(𝑘;⋅) funksiyaga ko‘paytirish operatori:  

 (𝐻0(𝑘)𝑓)(𝑝) = 𝐸(𝑘, 𝑝)𝑓(𝑝), 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑇
1)  

 bunda 𝑆 > 0 va 

 𝐸(𝑘; 𝑝) = 𝜀 (
𝑘

2
− 𝑝) + 𝜀 (

𝑘

2
+ 𝑝) − 𝐴𝑆 = 2(1 − cos

𝑘

2
cos𝑝) − 𝐴𝑆 

bunda 𝜀(𝑝) = 1 − cos𝑝. 𝑉 − ikki o‘lchamli integral operator:  

 (𝑉𝑓)(𝑝) = ∫𝕋1 𝑐𝑜𝑠(𝑝 − 𝑞)𝑓(𝑞)𝑑𝑞, 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑇
1),  

 (1) formula bilan aniqlangan HA(k), k ∈ 𝕋
1 operator chiziqli chegaralangan, o‘z-o‘ziga qo‘shma 

operator, 𝑉 operator nomanfiy, ya’ni 𝑓 ∈ ℋ uchun (𝑉𝑓, 𝑓) ≥ 0 va V kompakt operator bo‘ladi. Operator 

𝑉 ≥ 0 ning nomanfiyligidan uning musbat kvadrat ildizi 𝑉
1

2 ham mavjudligi kelib chiqadi.𝑉 chekli 

o‘lchamli(ikki o‘lchamli) operator bo‘lganligi uchun u kompakt operator bo‘ladi. 𝐻𝐴(𝑘) operator o‘z-

o‘ziga qo‘shma operator bo‘lganligi uchun uning qoldiq spektri bo‘sh to‘plam bo‘lib, spektri haqiqiy sonlar 

to‘plamining qismidan iborat, ya’ni  

 𝜎(𝐻𝐴(𝑘)) ⊂ ℝ. 
     (𝐻0(𝑘)𝑓)(𝑝) = 𝐸(𝑘; 𝑝)𝑓(𝑝), 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑇

1) operatorning spektri faqat muhim spektrdan iborat va 

uning uchun quydagi tenglik o‘rinli, ya’ni  

 𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐻0(𝑘)) = [𝑚(𝑘),𝑀(𝑘)]. (2) 

 bunda  

 𝑚(𝑘) = min
𝑝∈𝕋1

𝐸(𝑘; 𝑝) = 𝐸(𝑘; 0) = 2 (1 − cos
𝑘

2
) − 𝐴𝑆,  

  𝑀(𝑘) = max
𝑝∈𝕋1

𝐸(𝑘; 𝑝) = 𝐸(𝑘; 𝜋) = 2 (1 + cos
𝑘

2
) − 𝐴𝑆.  

 𝐻0(𝑘) operatorning o‘z-o‘ziga qo‘shma operator va 𝑉 operatorning kompakt (ikki o‘lchamli 

operatorligidan) ekanligidan muhim spektr turg‘unligi haqidagi G.Veyl teoremasi ( qarang [2]) va (2) 

tenglikga ko‘ra  

 𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐻𝐴(𝑘)) = 𝜎𝑒𝑠𝑠(𝐻0(𝑘)) = [𝑚(𝑘),𝑀(𝑘)]  

 tenglik o‘rinli bo‘ladi. 

Lemma 1 𝐴, 𝑆 > 0 bo‘lsin. U holda ixtiyoriy 𝑘 ∈ (−𝜋, 𝜋) larda quydagi tengsizlik barcha 

(−∞,𝑚(𝑘))lar uchun o’rinli bo’ladi,ya’ni:  

 Δ(𝑘; 𝑧) > 0 

Lemma 2 Ixtiyoriy 𝐴, 𝑆 > 0 va 𝑘 ∈ (−𝜋, 𝜋) bo’lsin. U holda 𝑧 ∈ ℂ\[𝑚(𝑘),𝑀(𝑘)] soni 𝐻𝐴(𝑘) 
operatorning xos qiymati bo‘lishi uchun 𝛥(𝑘; 𝑧) = 0 bo‘lishi zarur va yetarli.  

Teorema 1 𝐴, 𝑆 > 0 bo‘lsin. U holda barcha 𝑘 ∈ (−𝜋, 𝜋) larda 𝐻𝐴(𝑘) operator (−∞,𝑚(𝑘)) 
oraliqda xos qiymatga ega bo‘lmaydi.  

Teorema 2 𝐴, 𝑆 > 0 bo‘lsin. U holda barcha 𝑘 ∈ (−𝜋, 𝜋) larda 𝐻𝐴(𝑘) operator (𝑀(𝑘), +∞) 
oraliqda ikkita 𝑧1(𝐴, 𝑘) va 𝑧2(𝐴, 𝑘) xos qiymatlarga ega va ularga mos xos funksiyalar  

 𝑓𝑖(𝑝) =
𝐴

2
⋅
𝐶1𝑖cos𝑝+𝐶2𝑖sin𝑝

𝑧𝑖(𝐴,𝑘)−𝐸(𝑘;𝑝)
,    𝑖 = 1,2  

 ko‘rinishda bo‘ladi.  

   Faraz qilaylik 𝑘 = 𝜋 bo‘lsin. U holda 𝐻𝐴(𝜋) operatorning spektri 𝜎(𝐻𝐴(𝜋)) = {
𝐴𝜋

2
− 𝐴𝑆 + 2,2 −

𝐴𝑆} dan iborat. 
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Пусть  −произвольная замкнутая, строго положительная дифференциальная форма 

бистепени ( )1, 1n n− −   в области 
nD : 
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    ( )
1

1

, 1

( ) , ( ) , 0,
2

n n

jk jk

j k

i
z dz j dz k z C D d   

−

=

 
=   = 
 

  

где 

  1 1 1... ...j j ndz j dz dz dz dz− +=      ,   1 1 1... ...k k ndz k dz dz dz dz− +=      . 

Определение 1. (см.[1]) Дважды гладкая в области 
nD  функция ( ) ( )2u z C D  

называется  −  субгармонической, если 0cdd u    в D . 

Определение 2. (см.[2]) Функция ( ) ( )1

locu z L D  называется  − субгармоничес-кой в 

области 
nD , если 

1) она полунепрерывна сверху в D , т. е. 
0

0 0( ) lim ( ),
z z

u z u z z D
→

   ;  

2) оператор 
cdd u   положителен в обобщенном смысле, то есть для обобщенной функции 

( ) ( )( )cdd u z z   выполняется 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 0, ( ), 0.c c

D

dd u z z u z z dd z F D      =       

Класс  − субгармонических функций обозначается через ( )sh D − , причем для удобства, 

включаем в этот класс и функцию ( ) .u z  −  Для ( )
1

21
n

n cdd z 
−

−= =  мы будем иметь 

классические субгармонические функции. Заметим, что  
1 ( 1)! .c ndd u n udV − = −   При 1n =  на 

комплексной плоскости  − субгармоничность функции эквивалентна обычной субгармоничности. 

Теперь приведём основную теорему, которая обобщает теорему Бланшета (см. [3], стр. 312) 

об устранимых особенностях субгармонических функции. 

Теорема 2.  Пусть D  область в 
n
, 2n   и S  гиперповерхность  из класса 

1C  которая 

разделяет D  на две подобласти 
1D  и 

2D , а функция 
2

1 1 2( ) ( )u C D W D D    является  −

субгармонической на 
1D  и 

2D . Если на S  для функции 
1

1 D
u u  и 

2
2 D

u u  почти всюду 

существуют  нормальные производные 
1

( )
( )

k

lu z
L S







( ), 1,2k l =   и выполняется почти всюду 

неравенство  

2 1

1 1

( ) ( )u z u z

 

 


 
 или 2 1

22

( ) ( )u z u z

 

 


 
), 

где 1 2 2( , ,..., )k k k

n

k   =  - единичная внешняя нормаль к границе 
kD ( )1,2k = , тогда функция 

( )u z  является  − субгармонической в D . 
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Известно, что теорема Банаха-Штейнгауза является одним из основных принципов 

функционального анализа. В настоящей заметке приводим вариант теоремы Банаха-Штейнгауза для 

max-plus-линейных операторов на пространствах с порядковой единицей. 
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Рассмотрим частично упорядоченные векторные пространства ( , )E  , ( , )F  . Определим 

операции   и  по правилам: max{ , }x y x y =  и x y x y= + , 
Ey y = + , x , y E , 

R , где 1E E =  , а 1Е
 – порядковая единица пространства E . 

Отображение :T E F→  называется max-plus-линейным, если для произвольных элементов 

x , y E  имеем 

( ) ( ) ( )E FT x y T x T y    =  . 

Предложение 1. Если E  и F  – пространства с порядковой единицей, то всякий max-plus-

линейный оператор :T E F→  непрерывен. 

Лемма 1. Если max-plus-линейный оператор :T E F→  непрерывен в нуле 0E
, то он 

непрерывен на всем Е . 

Лемма 2. Для любого max-plus-линейного оператора :T E F→  на пространствах с 

порядковой единицей имеет место (1 )ET  . 

Предложение 2. Всякий max-plus-линейный оператор :T E F→  пространств E  и F  с 

порядковой единицей ограничен. 

Следствие 1. Всякий max-plus-линейный оператор на пространствах с порядковой единицей 

непрерывен (или, то же самое, ограничен). 

Пусть E  и F – пространства с порядковыми единицами 1E
 и 1F

, соответственно, а H  – 

некоторое семейство max-plus-линейных операторов :T E F→ . Назовем семейство H  

равностепенно непрерывным, если для любой окрестности нуля V  в F  существует окрестность U  

нуля в E  такая, что ( )T U V  для всех T H . Если семейство H  состоит лишь одного max-plus-

линейного оператора T , то семейство H  равностепенно непрерывно, так как непрерывен T , и H  

равномерно ограничено в силу ограниченности T . Следующее утверждение показывает, что любое 

равностепенно непрерывное семейство max-plus-линейных операторов на пространствах с 

порядковой единицей равномерно ограничено.  

Предложение 3. Пусть E  и F – пространства с порядковой единицей, H – равностепенно 

непрерывное семейство max-plus-линейных операторов :T E F→ , а A  – ограниченное 

подмножество в E . Тогда в F  существует такое ограниченное множество B , что ( )T A B  для 

любого T H .  

Следующая теорема является вариантом теоремы Банаха-Штейнгауза для max-plus-линейных 

операторов.  

Теорема 1. Пусть E  и F  – пространства с порядковой единицей, H  – некоторое семейство 

max-plus-линейных операторов: :T E F→ , а A  – множество всех таких точек x E , орбиты  

 ( ) ( ) :H x T x T H=   

которых ограничены в F . Если A  – множество второй категории, то A E=  и семейство H  

равностепенно непрерывно. 
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МНОЖЕСТВО ОСОБЕННОСТЕЙ СЕПАРАТНО-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
1Атамуратов А.А., 2Расулов К.К. 

1Институт Математики им. В.И. Романовского АН РУз, 
2Ургенчский государственный университет 

Известная теорема Хартогса[1] утверждает, что если функция 𝑓 голоморфна в любой точке 

области 𝐷 ⊂ ℂ𝑛 по каждому из переменных 𝑧𝜈, то она голоморфна в 𝐷 по совокупности переменных. 

Этот фундаментальный результат положил основу теории сепаратно-аналитических функций. 

Сепаратно-аналитические функции исследованы многими авторами. В частности, работах 



57 

М.Хукухара[2], И.Шимоды[3], Т.Терада[4], А.С.Садуллаева и С.А.Имомкулова[5], А.С.Садуллаева 

и Т.Т.Туйчиева[6] получены замечательные результаты. 

Хукухара поставил следующую задачу: функция 𝑓(𝑧, 𝑤) голоморфна или нет в области 

𝑈 × 𝑉 ⊂ ℂ𝑧 × ℂ𝑤, когда 𝑓(𝑧, 𝑤) голоморфна по 𝑤 для каждого фиксированного 𝑧 ∈ 𝑈 и голоморфна 

по 𝑧 для каждой фиксированной точки 𝑤𝑚 из счетного множества 𝐸, имеющее хотя бы одну 

предельную точку 𝑤0 ∈ 𝑉. 
В 1957 году Шимода[3] дал следующее решение проблемы. 

Теорема 1. [3]. Пусть 𝑓(𝑧, 𝑤) функция определена на поликруге 𝑈 × 𝑉 = {|𝑧| < 1} × {|𝑤| <
1} ⊂ ℂ2 и пусть 𝐸 ⊂ 𝑉 счетное подмножество имеющий хотя бы одну предельную точку 

принадлежащее 𝑉. Если  

1. для каждого фиксированного 𝑧0 ∈ 𝑈, 𝑓(𝑧0, 𝑤) ∈ 𝒪(𝑉), 
2. для каждого фиксированного 𝑤0 ∈ 𝐸, 𝑓(𝑧, 𝑤0) ∈ 𝒪(𝑈), 
то существует нигде не плотное замкнутое множество 𝑆 ⊂ 𝑈 такое, что 𝑓(𝑧, 𝑤) ∈

𝒪((𝑈\𝑆) × 𝑉). 
 В данной работе мы построим важные примеры, описывающие вероятные структуры 

особых (исключительного множества 𝑆) множеств для функций удовлетворяющие условиями 

сепаратно-аналитичности в задаче Хукухары. 

 Кроме того мы докажем следующее основное утверждение. 

Теорема 2. Пусть 𝑓(𝑧, 𝑤) определено в области 𝑈 × 𝑉 = {|𝑧| < 1} × {|𝑤| < 1} ⊂ ℂ𝑧
𝑛 × ℂ𝑤 и 

пусть {𝑤𝑗} последовательность точек из 𝑉 которые стремятся к нулю. Если существует 

полунепрерывная снизу на 𝑈 функция 𝑟(𝑧), (𝑟(𝑧) > 0), и выполняется следующие условия, 

1. для каждого фиксированного 𝑧0 ∈ 𝑈, 𝑓(𝑧0, 𝑤) ∈ 𝒪(|𝑤| < 𝑟(𝑧0)),  

2. для каждого фиксированного 𝑗 = 1,2, . . ., 𝑓(𝑧, 𝑤𝑗) ∈ 𝒪(𝑈). 

Тогда существует нигде не плотное множество 𝑆 на 𝑈 и полунепрерывная снизу на 𝑈\𝑆 

функция 𝑅∗(𝑧) такая, что 𝑓(𝑧, 𝑤) ∈ 𝒪((𝑈\𝑆) × {|𝑤| < 𝑅∗(𝑧)}).  
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КРИТЕРИЙ ЦИКЛИЧЕСКОЙ КОМПАКТНОСТИ МНОЖЕСТВ В БАНАХОВЫХ 

МОДУЛЯХ 

Бегижонов И. И. 
Национальный университет Узбекистана, Ташкент, Узбекистан 

Пусть 𝑋 — банахов модуль над 𝐿0 [2–4] (считаем, что 𝐿0 = 𝐿0(Ω,∑,𝜇), где 𝜇  — конечная 

полная счетно аддитивная мера на -алгебре ∑), 𝐵(Ω) — полная булева алгебра всех идемпотентов 

из 𝐿0. 

Под разбиением единицы булевой алгебры 𝐵(Ω) понимаются наборы {𝑒𝛼}𝛼∈ 𝒜 ⊂ 𝐵(Ω) для 

которых 𝑠𝑢𝑝
𝛼∈ 𝒜

𝑒𝛼 = 1 и 𝑒𝛼⋀𝑒𝛽 = 0 при 𝛼 ≠ 𝛽, при этом, не требуется, что 𝑒𝛼 ≠ 0 для всех 𝛼 ∈  𝒜 

(здесь: 1 — единица в 𝐵(Ω)). 
Пусть {𝑒𝛼}𝛼∈ 𝒜 — разбиение единицы в булевой алгебре 𝐵(Ω) всех идемпотентов в 

𝐿0 , {𝑥𝛼}𝛼∈ 𝒜 ⊂ 𝑋. Элемент 𝑥 ∈  𝑋 называется перемешиванием семейства {𝑥𝛼} относительно {𝑒𝛼} , 
если 𝑒𝛼𝑥 = 𝑒𝛼𝑥𝛼 для всех 𝛼 ∈  𝒜 ([1], п. 1.1.2). Перемешивание единственно ([1], п 1.1.2) и 

обозначается через sup (
𝛼∈ 𝒜

𝑒𝛼𝑥𝛼) . 

Используя (𝑏𝑜)-полноту банахова 𝐿0-модуля 𝑋, получим, что mix (
𝛼∈ 𝒜

𝑒𝛼𝑥𝛼) существует для 

любых {𝑥𝛼}𝛼∈ 𝒜 ⊂ 𝑋 и разбиения единицы {𝑒𝛼} ⊂ 𝐵(Ω). 
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Множество всех перемешиваний 𝑚𝑖𝑥 (
𝛼∈ 𝒜

𝑒𝛼𝑥𝛼) , где {𝑥𝛼} ⊂ 𝐸 ⊂ 𝑋, называется циклической 

оболочкой подмножества 𝐸 из 𝑋 и обозначается через 𝑚𝑖𝑥(𝐸). Если 𝐸 =  𝑚𝑖𝑥(𝐸), то говорят, что 𝐸 

— циклическое подмножество ([1], п. 1.1.2). 

Ясно, что 𝑋 =  𝑚𝑖𝑥(𝑋). Кроме того, если 𝑈(𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑋: ‖∙‖𝑋 ≤ 𝑟}, где 0 ≤ 𝑟 ∈ 𝐿0, то 

𝑚𝑖𝑥𝑈(𝑟) = 𝑈(𝑟). 
Поскольку 𝜇 — конечная мера на ∑, то 𝐵(Ω) — полная булева алгебра счётного типа, и 

поэтому множество ненулевых элементов любого разбиения единицы в 𝐵(Ω) не более чем счётно. 

Напомним, что частично упорядоченное множество (𝒜,≤) называется направлением, если 

для любых 𝛼, 𝛽 ∈  𝒜 существует такое 𝛾 ∈  𝒜, что 𝛼 ≤ 𝛾 и 𝛽 ≤ 𝛾. Обозначим через 𝑃(ℕ) множество 

всех счетных разбиений единицы в 𝐵(Ω), занумерованных натуральными числами 𝑛 ∈ ℕ , т. е. 

𝑃(ℕ) = {𝑎:ℕ → 𝐵(Ω) | 𝑎(𝑛)⋀𝑎(𝑚) = 0, 𝑛 ≠ 𝑚 , sup𝑎(𝑛
𝑛∈ℕ 

) = 𝟏 }. 

Введем в 𝑃(ℕ) частичный порядок, полагая для 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑃(ℕ), что 𝑎 ≤ 𝑏 ⇔ ∀ 𝑛,𝑚 ∈ ℕ из 

𝑎(𝑛)⋀𝑎(𝑚) ≠ 0 следует 𝑛 ≤ 𝑚. В [1] показано, что введенное отношение 𝑎 ≤ 𝑏 есть отношение 

частичного порядка на 𝑃(ℕ).  
В [1] показано, частично упорядоченное множество (𝑃(ℕ),≤) является направлением. 

Нам понадобится понятие подсети {𝑥𝛽}𝛽∈ 𝐵 сети {𝑥𝛼}𝛼∈ 𝒜. Подмножество 𝐵 ⊂ (𝒜,≤) 

называется конфинальным в 𝒜, если для любого 𝛼 ∈  𝒜 существует такое 𝛽 ∈  𝐵 , что 𝛼 ≤ 𝛽 . Ясно, 

что конфинальное подмножество 𝐵 в (𝒜,≤) само является направленным множеством 

относительно частичного порядка, индуцированного из 𝒜. Сеть {𝑥𝛽}𝛽∈ 𝐵, обычно, называют 

подсетью сети {𝑥𝛼}𝛼∈ 𝒜, или конфинальной подсетью сети {𝑥𝛼}𝛼∈ 𝒜. 

Пусть (𝑋, ‖∙‖𝑋) — банахов 𝐿0-модуль, {𝑥𝑛}𝑛∈ℕ  — последовательность из 𝑋. Для каждого 𝑎 ∈
𝑃(ℕ) положим 𝑥𝑎 = mix (

𝑛∈ℕ 
𝑎(𝑛)𝑥𝑛) . Появляется сеть {𝑥𝑎}𝑎∈𝑃(ℕ). Всякую подсеть сети {𝑥𝑎}𝑎∈𝑃(ℕ) 

называют циклической подсетью исходной последовательности {𝑥𝑛}𝑛∈ℕ . 
Определение. Подмножество 𝐾 ⊂ 𝑋 называется циклически компактным, если 𝐾 = 𝑚𝑖𝑥(𝐾) 

и всякая последовательность из 𝐾 обладает циклической подсетью, ( )bo -сходящейся к 

некоторому элементу из 𝐾. 

Подмножество 𝐾 ⊂ 𝑋 называется относительно циклически компактным, если 𝐾 содержится 

в некотором циклически компактном множестве из 𝑋 [6]. 

Подмножество 𝐹 ⊆  𝑋 называется (bo)-замкнутым, если из условий 𝑥𝛼
 ( 𝑏𝑜) 
→   𝑥 , {𝑥𝛼} ⊂  𝐹 

следует, что 𝑥𝜖𝐹 . Если булева алгебра ∇ является счетной, то подмножество 𝐹 ⊆  𝑋 (bo)-замкнуто 

тогда и только тогда, когда для любой последовательности {𝑥𝑛}𝑛∈ 𝑁 ⊂  𝐹, 𝑥𝑛
 ( 𝑏𝑜) 
→   𝑥  можно сделать 

вывод, что 𝑥 ∈  𝐹 [5]. Следовательно, множество 𝐾 ⊂  𝑋 является циклически компактным тогда и 

только тогда, когда 𝐾 относительно циклически компактно и (bo)-замкнуто. 

Теорема. Пусть (𝑋, ‖∙‖) — это конечномерный (соответственно, -конечномерный) банахов 

𝐿0-модуль, а 𝐾 — циклическое множество в (𝑋, ‖∙‖) Следующие условия являются эквивалентными: 

1) 𝐾 — относительно циклически компактное множество (соответственно, циклически 

компактное множество); 

2) 𝐾 — 𝐿0-ограниченное множество (соответственно, 𝐿0-ограниченное и (bo)-замкнутое 

множество). 
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ПРИБЛИЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ СУММАМИ ФУРЬЕ–ЧЕБЫШЁВА В 

ПРОСТРАНСТВЕ 2,L
 

Бекназаров Дж.Х. 
Худжандский государственный университет имени академика Б.Ғафурова, Таджикистан 

В работе найдены точные значения верхних граней отклонения некоторых классов функций от их 

частных сумм рядов Фурье–Чебышёва в гильбертовом пространстве 

1,1])[);((:=1,1][ 22, −− xLL   с весом Чебышёва 
211/=)( xx −  суммируемых с квадратом 

функций ),(:=1;1][: +−→− Rf  и конечной нормой 
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Введём обозначения: N  – множество натуральных чисел, {0},= + NZ  )(0,:= +R  – 

множество всех положительных чисел. Следуя работы [1-4 ], в пространстве 1,1][2, −L  с 

помощью оператора обобщённого сдвига
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определим обобщённый модуль непрерывности m -го порядка равенством  
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N − mmkxfFFxfFxfxfF k
hh

k
hh ;,1,2,=)),((=)(),()( 10   и I – единичный оператор в 

пространстве 2L . 

Пусть далее  

 
K...,1,2,=),arccos(cos

2
=)(,

1
=)(0 kxkxTxT k


  

– ортонормированная система многочленов Чебышёва первого рода в пространстве 1,1][2, −L . 

Тогда  

 
)()(=)(

0=

xTfcxf kk

k




 (1) 

равенство есть ряд Фурье–Чебышёва функции 1,1][2, − Lf , а  

 
dxxTxfxfc kk )()()(=)(

1

1


−

  

– коэффициенты Фурье-Чебышёва. Равенство в (1) понимается в смысле сходимости в пространстве 

1,1][2, −L . 
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Пусть теперь 
dx

d
x

dx

d
xD −−

2

2
2 )(1=  – дифференциальный оператор второго порядка. 

Операторы высших порядков определим последовательно, полагая 

).2,3,=(),(= 1 rfDDD rr −
  

Теорема 1.  Пусть 
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где  
du

u

u
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=)(

0

  

– интегральный синус. Существует функция ,)(2
20

rLf   реализующая в (2) верхнюю грань. 

Теорема 2.  Для произвольной ]/(0, nt   справедливо неравенство  
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Из (3), в частности, для константы Джексона–Стечкина имеет место двусторонняя оценка  
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С-СВОЙСТВО 𝜶 −СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

Гадаев С. 
Ургенчский государственный университет 

 А.Картаном (см. [1]) доказан ёмкостний аналог С-свойства Лузина (см. [2]) для 

субгармонических функций: пусть 𝑢(𝑥) субгармоническая функция в области 𝐺 ⊂ ℝ𝑚, то для 

любого 𝜀 > 0 существует открытое множество 𝒪𝜀 ⊂ 𝐺 c нютоновской (логарфимической при 𝑚 =
2) ёмкостью 𝐶𝑎𝑝𝑚−2(𝒪𝜀) < 𝜀 такое, что 𝑢(𝑥) непрерывна в дополнении 𝐺\𝒪𝜀. 

Пусть 𝛼 −произвольная замкнутая, строго положительная дифференциальная форма 

бистепени (𝑛 − 1,   𝑛 − 1) в области 𝐷 ⊂ ℂ𝑛:  

𝛼 = (
𝑖

2
)
𝑛−1

∑ 𝛼𝑗𝑘(𝑧)𝑑𝑧[𝑗] ∧ 𝑑𝑧̅[𝑘]

𝑛

𝑗,𝑘=1

,     𝛼𝑗𝑘(𝑧) ∈ 𝐶
1(𝐷),    𝑑𝛼 = 0, 

где 

𝑑𝑧[𝑗] = 𝑑𝑧1 ∧. . .∧ 𝑑𝑧𝑗−1 ∧ 𝑑𝑧𝑗+1 ∧. . .∧ 𝑑𝑧𝑛, 

𝑑𝑧̅[𝑘] = 𝑑𝑧1̅ ∧. . .∧ 𝑑𝑧𝑘̅−1 ∧ 𝑑𝑧𝑘̅+1 ∧. . .∧ 𝑑𝑧𝑛̅. 

Определение. (см. [3]) Функция 𝑢(𝑧) ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐
1 (𝐷) называется 𝛼 −субгармонической в области 

𝐷 ⊂ ℂ𝑛, если 
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1) она полунепрерывна сверху в 𝐷, т. е. 𝑢(𝑧0) ≥ lim
𝑧→𝑧0

𝑢(𝑧),    ∀𝑧0 ∈ 𝐷;  

2) оператор 𝑑𝑑𝑐𝑢 ∧ 𝛼 положителен в обобщенном смысле, то есть для обобщенной функции 

𝑑𝑑𝑐𝑢(𝑧) ∧ 𝛼(𝑧)(𝜑) выполняется 

𝑑𝑑𝑐𝑢(𝑧) ∧ 𝛼(𝑧)(𝜑) = ∫𝑢(𝑧)𝛼(𝑧) ∧ 𝑑𝑑𝑐𝜑(𝑧)

𝐷

≥ 0, ∀𝜑 ∈ 𝐹(𝐷), 𝜑 ≥ 0. 

Класс 𝛼 −субгармонических функций обозначается через 𝛼 − 𝑠ℎ(𝐷), причем для удобства, 

включаем в этот класс и функцию 𝑢(𝑧) ≡ −∞. Для 𝛼 = 𝛽𝑛−1 = (𝑑𝑑𝑐|𝑧|2)𝑛−1 мы будем иметь 

классические субгармонические функции. Заметим, что 𝑑𝑑𝑐𝑢 ∧ 𝛽𝑛−1 = (𝑛 − 1)! Δ𝑢𝑑𝑉. При 𝑛 = 1 

на комплексной плоскости  − субгармоничность функции эквивалентно обычной 

субгармоничности. 

Здесь мы получили следующий результат для класса 𝛼 −субгармонических функций. 

Теорема. Пусть 𝑢(𝑧) 𝛼 −субгармоническая функция в области 𝐷 ⊂ ℂ𝑛, 𝑛 > 1, то для любого 

𝜀 > 0 существует открытое множество 𝒪𝜀 ⊂ 𝐷 c нютоновской ёмкостью 𝐶𝑎𝑝2𝑛−2(𝒪𝜀) < 𝜀 такое, что 

𝑢(𝑧) является непрерывной в дополнении 𝐷\𝒪𝜀. 
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ДИНАМИКА КВАДРАТИЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ ЛОТКИ-ВОЛЬТЕРРА, 

ДЕЙСТВУЮЩИХ В ЧЕТЫРЕХМЕРНОМ СИМПЛЕКСЕ С ВЫРОЖДЕННОЙ 

КОСОСИММЕТРИЧЕСКОЙ МАТРИЦЕЙ 

Ганиходжаев Р.Н., Эшмаматова Д.Б, Таджиева М.А. 
ТГТУ, Ташкент, Узбекистан; 24dil@mail.ru.  

Пусть 
1

1

1

( ,..., ) : 0, 1
m

m

m i i

i

S x x x x x−

=

 
= =  = 
 

  стандартный симплекс в ,m
 и 

( ), , 1,kiA a k i m= =  – кососимметрическая матрица при условии 1.kia   Отображение 

1 1: m mV S S− −→  определяемое равенством 

'

1

: 1 , 1,..., ,
m

k k ki i

i

V x x a x k m
=

 
= + = 

 
      (1) 

называется дискретной динамической системой Лотки-Вольтерра [1]. Отображение вида (1) 

возникают в задачах популяционной генетики, описывающие эволюцию некоторой популяции во 

времени, причем время считается дискретным. Каждое отображение Лотки-Вольтерра связано 

некоторым полным или частично ориентированным графом [2]. 

Определение. Если хотя бы один главный минор четного порядка кососимметрической 

матрицы динамической системы (1) равен нулю, то такая матрица называется вырожденной.    

Рассмотрим отображение Лотки-Вольтерра, действующее в 
5

4

1 2 3 4 5

1

{ ( , , , , ) , 0, 1}m

i i

i

S x x x x x x x x
=

= =   = , с соответствующим однородным турниром 5T . 

 
Отображение Лотки-Вольтерра, соответствующее этому турниру представляется 

равенствами: 
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'

1 1 12 2 13 3 14 4 15 5

'

2 2 12 1 23 3 24 4 25 5

'

3 3 13 1 23 2 34 4 35 5

'

4 4 14 1 24 2 34 3 45 5

'

5 5 15 1 25 2 35 3 45 4

= (1 ),

= (1 ),

: = (1 ),

= (1 ),

= (1 ).

x x a x a x a x a x

x x a x a x a x a x

V x x a x a x a x a x

x x a x a x a x a x

x x a x a x a x a x

 − − − +


+ − − −


+ + − −


+ + + −
 − + + +

 (2) 

Коэффициенты динамической системы (2) подберем так, что все главные миноры второго 

порядка кососимметрической матрицы отличны от нуля, а все главные миноры четвертого порядка 

равны нулю, при всех 0.kia   В таком случае на трех гранях существует по одной внутренней 

неподвижной точке это, грани – 125 135 145, , ,    и тогда мы получаем подтурнир с вершинами в 

этих неподвижных точках. 

Нами было изучено предельное поведение орбит внутренних  точек относительно этого 

подтурнира.  
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ОБ ОГРАНИЧЕННОСТИ МАКСИМАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ В ПРОСТРАНСТВЕ 

𝑳𝟐(𝑹𝟑). 
1Икромов И.А, 2Баракаев А.М. 

1Институт математики им. В.И. Романовский, 
2Самаркандский государственный Университет. 

E-mail: ikromov1@rambler.ru, azamat1_9@mail.ru  

В работе будем рассматривать проблему об ограниченности максимальных операторов, 

связанных с гиперповерхностями в пространстве квадратично суммируемых функций. В одном 

частном классе гиперповерхностей приведен критерий ограниченности максимальных операторов 

в пространстве 𝐿2(𝑅3).   
Пусть 𝑆 гладкая гиперповерхность в 𝑅𝑛+1 и 𝑑𝜇 = 𝜓𝑑𝜎, где 𝑑𝜎- индуцированная Лебегова 

мера на 𝑆 и 𝜓- бесконечно-гладкая неотрицательная функция с компактным носителем в 𝑅𝑛+1(т.е. 

𝜓 ∈ 𝐶0
∞(𝑅𝑛+1)). Через 𝛿𝑡 обозначим обычную гомотетию(дилитацию) заданную  формулой  

𝛿𝑡ℎ̂(𝜉) = ℎ̂(𝑡𝜉). Рассмотрим следующий максимальный оператор 

𝑀𝑓(𝑥) = sup
𝑡>0

|∫ 𝑓(𝑥 − 𝑡𝑦)𝜓(𝑦)𝑑𝜎(𝑦)
𝑆

|.        (1) 

Определение 1. Говорят, что максимальный оператор 𝑀 ограничен в 𝐿𝑝, если существует 

положительное число 𝐶𝑝 такое, что для любой функции 𝑓 ∈ 𝐶0
∞(𝑅𝑛+1), выполняется неравенство: 

‖𝑀𝑓‖𝐿𝑝 ≤ 𝐶𝑝‖𝑓‖𝐿𝑝 ,                           (2) 

где ‖∙‖𝐿𝑝  -ествественная норма пространства 𝐿𝑝. 

В работе [1] доказано что, если 𝑆 выпуклая гиперповерхность конечного линейного типа и 

𝑝 ≥ 2, то условие 

𝑑(𝑥, 𝐻)
−
1
𝑝 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐

1 (𝑆)            (3) 
является необходимым и достаточном для ограниченности максимального оператора в 

𝐿𝑝(𝑅𝑛+1) т.е. удовлетворяют неравенству (2), где -любая гиперповерхность не проходящаяся через 

начало координат и 𝑑(𝑥, 𝐻)-расстояния от 𝑥 ∈ 𝑆  до 𝐻. В работе [2] доказано, что если 𝑆 ⊂ 𝑅3 

гладкая гиперповерхность, то при 𝑝 > ℎ(𝑆) ≥ 2 (где ℎ(𝑆) высота гиперповерхности, введения в 

классической работе А.Н. Варченко[3]) то максимальный оператор ограничен. Из результатов С.Д. 

Согги [4] следует, что максимальный оператор ограничен в 𝐿𝑝  при 𝑝 > 2. Однако, вопрос об 

ограниченности максимального оператора при 𝑝 = 2 остается открытим. Полученный результат 

обобщают результат работы [1] для выпуклых функций, имеющих изолированный нуль в начале 

координат.   

mailto:ikromov1@rambler.ru
mailto:azamat1_9@mail.ru
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Пусть нам дана поверхность 𝑆 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧(𝑥, 𝑦))} ⊂ 𝑅3 и 𝐻 её касательная плоскость в точке 

(0,0,0). Обозначим через 𝑑(𝑌, 𝐻) расстояние от точки 𝑌 ≔ (𝑥, 𝑦, 𝑧(𝑥, 𝑦)) поверхности до ее 

касательной плоскости 𝐻. Более того пусть в некоторой окресности начала координат поверхность 

𝑆 задана  следующей формулой: 

𝑧 ≔ 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑏(𝑥) + 𝜑(𝑦) + 1,    (4) 
где 𝑏(0) ≠ 0 и 𝜑(𝑦) есть выпуклая функция, и производные всех порядков обращаются в нуль  

в точке0, то есть 0 = 𝜑(0) = 𝜑′(0) = ⋯ = 𝜑𝑛(0) = ⋯. Кроме того пусть  𝜑′′(𝑦) ≥ 0 для всех 𝑦 ∈
𝑈. Если существует 𝑦1 > 0 такое, что 𝜑′(𝑦1) = 0, то при 𝑦 ∈ [0, 𝑦1] мы имеем: 𝜑′(𝑦) = 0 и поэтому 

𝜑(𝑦) ≡ 0 на отрезке [0, 𝑦1]. Тогда, легко показать, что максимальный оператор (1) неограничен в 

 𝐿2. Аналогично  если для некоторого 𝑦2 < 0 𝜑′(𝑦2) = 0 то максимальный оператор, определенный 

как (1) неограничен в 𝐿2.  Поэтому, можно считать, что при 𝑦 > 0 𝜑′(𝑦) > 0 и 𝜑′(𝑦) < 0  при 𝑦 < 0. 

Отсюда следует, что 𝜑 на отрезке [0, 𝛿](где 𝛿 > 0некоторое положительное число) строго 

возрастает и на отрезке [– 𝛿, 0] строго убывает, в частности 𝜑(𝑦) > 0 при 𝑦 ≠ 0.Таким образом для 

для каждого 𝑢 > 0имеем 𝜑−1(𝑢) = {𝑧1, 𝑧2} где 𝑧2 > 0 и 𝑧1 < 0. Определим функцию 𝛾 по формуле 

𝛾(𝑢) = 𝑧2 − 𝑧1 = |𝑧2| + |𝑧1|. Далее, пусть максимальный оператор определен как в (1), где 𝑠𝑢𝑝𝑝 𝜓 ⊂
𝑈 ⊂ 𝑆. Полученный результат  мы сформулируем в виде следующий теореме. 

Теорема 1.  Если функция 𝜑 выпуклая и при любом 𝑦, отличном от нуля, положительна; то 

есть 𝜑(𝑦) > 0 при 𝑦 ≠ 0  и если, кроме этого 𝜑(𝑗)(0) = 0 для любого неотрицательного целого 

число 𝑗, то для того чтобы максимальный оператор 𝑀 был ограниченным в пространстве 𝐿2(𝑅3) 
необходимо и достаточно  выполнение условия: 

1

(𝑑(𝑌, 𝐻))
1
2

∈ 𝐿1(𝑆 ∩ 𝑈). 
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ОБ ОЦЕНКАХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ МЕР, СОСРЕДОТОЧЕННЫХ НА 

ПОВЕРХНОСТЯХ, ИМЕЮЩИХ ОСОБЕННОСТЬ ТИПА Е𝟖. 

Икромова Д. И. 
Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан 

Пусть 𝑆 ⊂ 𝑅3   гладкая гиперповерхность и  𝜑 ∈ 𝐶0
∞(𝑆)  гладкая функция с компактным 

носителем. Рассмотрим заряд  𝑑𝜇(𝑋):= 𝜑(𝑋)𝑑𝑆, где -индуцированная лебегова мера на 

гиперповерхности  𝑆. В частности, если 𝜑 неотрицательная функция, то мы имеем дело с 

борелевской мерой. Преобразование Фурье заряда 𝑑𝜇 определяется следующим интегралом: 

𝑑𝜇̂(𝜉):= ∫ 𝑒𝑖𝜒𝜉𝑑𝜇(𝜒)

𝑆

 

Что соответствует преобразованию Фурье обобщенной функции, заданной зарядом 𝑑𝜇, где 𝜒 ∙
𝜉 − скалярное произведение векторов 𝜒 и 𝜉. В настоящей работе  рассмотрим задачу: Найти 

точную нижнюю грань 𝑝𝑆 следующего множества 

 {𝑝𝜖[1,∞): для любого 𝜑𝜖𝐶0
∞(𝑆) имеет место включение: 𝑑𝜇̂𝜖𝐿𝑝(𝑅𝑛+1)}, 

 где 𝐿𝑝(𝑅𝑛+1)-пространство интегрируемых функций со степенью  𝑝(1 < 𝑝 < ∞). 
Число 𝑝𝑆 называется точным показателем суммируемости преобразования Фурье заряда 

(меры) 𝑑𝜇, сосредоточенной на гиперповерхности 𝑆. В этой работе мы рассмотрим случай 

гиперповерхностей в 𝑅3, заданных в виде графика функции 𝜙 т.е. 𝑆 = {𝑥𝜖𝑅3: 𝑥3 = 𝜙(𝑥1, 𝑥2)}, 
которая имеет особенность типа 𝐸8 в начале координат 𝑅2,  при этом носитель функции плотности 

𝜑 находится в достаточно малой окрестности нуля. Отметим, что известные равномерные оценки 



64 

полученные работе Дж.Дж. Дейстермата [1] дают оценки 𝑝𝑆 ≤ 3ℎ(𝜙), где ℎ(𝜙) высота функции 𝜙 

введенная А.Н. Варченко [2]. В случае особенность типа  𝐸8 справедливо равенство: ℎ7 =
15

8
. 

Отметим, что оценка 𝑝𝑆 ≤ 3ℎ(𝜙) далека от точной. Из классических результатов следует, что 

равенство 𝑝𝑆 = 3ℎ(𝜙) имеет место тогда и только тогда когда ℎ(𝜙) = 1, т.е. 𝜙 имеет 

невырожденную критическую точку в начале координат.  При этом носитель 𝜑 находится в 

достаточно малой окрестности нуля. 

 Мы покажем, справедливость неравенства 𝑝𝑆 ≤
79

24
  в случаях, когда  𝜙 имеет особенность 

типа 𝐸8 в начале координат. А также существует функция 𝜙 имеющая особенность типа 𝐸8 такая, 

что 𝑝𝑆 =
79

24
. Однако, имеется функция имеющая особенность типа 𝐸8 такая, что 𝑝𝑆 = 3.  

В этой работе мы предположим, что носитель плотности 𝜑 находится в достаточно малой 

окрестности начало координат 𝑅3 а также, предпологается, что поверхность 𝑆, в достаточно малой 

окрестности  начало координат, задана в виде графика гладкой функции: 𝑥3 = 𝜙(𝑥1, 𝑥2), 
удовлетворяющей условиям: 𝜙(0) = 0 и 𝛻𝜙(0) = 0. В данной статье рассматривается случай 

ℎ(𝜙) < 2. В этом случае эта функция диффеоморфна эквивалентна к функциям, имеющим 

особенности простого типа Арнольда [3]. Очевидно, что показатель суммируемости не зависит от 

линейного преобразования пространства 𝑅2. Поэтому сначала приведем удобный вид этих функций 

относительно линейной заменой переменных. 

Предложение. Пусть 𝜙 гладкая функция, удовлетворяющая условиям:  

𝜙(0,0) = 0, 𝛻𝜙(0,0) = 0,
𝜕2𝜙(0,0)

𝜕𝑥1
𝛼1𝜕𝑥2

𝛼2 = 0, при (𝛼1, 𝛼2)𝜖𝑍2
+   с 𝛼1 + 𝛼2 = 2, a также ℎ(𝜙) < 2. 

Тогда существует линейная система координат 𝑅2 такая, что эта функция 𝜙 записывается в 

виде:  

𝜙(𝑥1, 𝑥2) = 𝑏(𝑥1, 𝑥2)(𝑥2 −𝜓(𝑥1))
3
+ 𝑥2𝑏1(𝑥1) + 𝑏0(𝑥1), 

где 𝑏, 𝑏0, 𝜓 гладкие функции, причем  𝜓(0) = 𝜓′(0) = 0, а также 𝑏(0,0) ≠ 0, и 𝑏1(𝑥1) =

𝑥1
𝑘1𝛽1(𝑥1), 𝑏0(𝑥1) = 𝑥1

𝑘0𝛽0(𝑥1). Здесь 𝛽1, 𝛽0  гладкие функции, удовлетворяющие одному из 

взаимоисключающие условиям: 

(i) 𝑘0 = 4, 𝑘1 ≥ 4, а также 𝛽0(0) ≠ 0 (особенность типа  𝐸6); 

(ii)  𝑘0 > 5, 𝑘1 = 3 а также 𝛽1(0) ≠ 0 (особенность типа  𝐸7); 

(iii) 𝑘0 = 5, 𝑘1 ≥ 5, а также 𝛽0(0) ≠ 0 (особенность типа  𝐸8). 

Основные результаты работы содержатся в следующей теореме. 

Теорема. Пусть 𝑆 ⊂ 𝑅3 гладкая гиперповерхность, заданная в виде графика функции 𝑥3 =
𝜙(𝑥1, 𝑥2), где 𝜙 гладкая функция удовлетворяющая условиям: (i)𝜙(0,0) = 0, 𝛻𝜙(0,0) = 0;          (ii) 

𝜙 имеет особенность типа 𝐸8;        Тогда существует окрестность 𝑈 начало координат такая, 

что при всех 𝜑𝜖𝐶0
∞(𝑈) справедливо включение: 𝑑𝜇̂𝜖𝐿

79

24
+0(𝑅3). 
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СИСТЕМА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ 

ПРОИЗВОДНЫХ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ 
( ) ( )4

20 , , ,F x y z t  ВТОРОГО 
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Гипергеометрические функции занимают важное место в ряду специальных функций 

математической физики. В настоящий момент существует, по крайней мере, четыре подхода к 
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изучению свойств гипергеометрической функции многих переменных. Такие функции могут 

определяться как суммы степенных рядов определенного вида (так называемых 

гипергеометрические ряды), как интеграл типа Меллина-Барса, как решения систем 

дифференциальных уравнений. 

Рассмотрим следующую гипергеометрическую функцию [1-4]: 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

4 1 2 1 2 3

20

1 2 3

1 2 1 2 3

, , , 0 1 2 3

, , , , ;
, , ,
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,
! ! ! !

1, 1, 1, ,
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m n p q
m n p q m n p q

m n p q m q n p

a a b b b
F x y z t

c c c

a a b b b x y z t

c c c m n p q

x x
z t

z z


+ + +

= +

 
 
 

=

  
+    

− −  

   (1) 

где ( ) ( ) ( )/
m

a a m a=  +   символ Похгаммера [5], ( )a  гамма-функция Эйлера 

1 2 1 2 3 1 2 3, , , , , , ,a a b b b с с с  постоянные параметры.  

Теорема. Если 1 2 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,a a b b b с с с    

   ( )1 2 3 0 0, , \ : 0 0, 1, 2,...с с с − − − =  = − −  то гипергеометрическая функция (1) 

удовлетворяет следующую систему дифференциальных уравнений в частных производных   
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Для доказательства теоремы используется формула дифференцирования  
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 (3) 
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О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ ФУНКЦИЙ В СРЕДНЕМ НА ВСЕЙ ОСИ 

АЛГЕБРАИЧЕСКИМИ ПОЛИНОМАМИ С ВЕСОМ ЧЕБЫШЁВА-ЭРМИТА  

 Маликов А.М. 
 Худжандский государственный университет им. Б.Гафурова  

В этой работе используем обозначения, присущие в работе [1] и вычислим точные значение 

различных поперечников. Величины 𝑏𝑛(𝔑, 𝐿2,𝜌), 𝑑
𝑛(𝔑, 𝐿2,𝜌), 𝑑𝑛(𝔑, 𝐿2,𝜌), 𝛿𝑛(𝔑, 𝐿2,𝜌), Π(𝔑, 𝐿2,𝜌) 

называют соответственно бернштейновским, гельфандовским, колмогоровским, линейным, 

проекционным 𝑛-поперечниками подмножества 𝔑 в пространстве 𝐿2,𝜌. 

Пусть ℎ ∈ (0,1), 0 < 𝑝 ≤ 2, 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑟 ∈ ℤ+. Обозначим через 𝑊2,𝜌
𝑟,𝑝
(𝜔̃𝑚, ℎ) – класс 

функций 𝑓 ∈ 𝐿2,𝜌
(𝑟)

, у которых производные 𝑟-го порядка 𝑓(𝑟) при 𝑛 > 𝑟, удовлетворяют условию    

((𝑛 − 𝑟)∫
ℎ

0

𝜔̃𝑚
𝑝
(𝑓𝑟 , 𝑡)2,𝜌𝑡(1 − 𝑡

2)
𝑛−𝑟
2 −1𝑑𝑡)

1/𝑝

≤ 1. 

 Справедлива следующая 

 Теорема 1.  Пусть 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑟 ∈ ℤ+, 0 < 𝑝 ≤ 2,0 < ℎ ≤ 1. Тогда   

𝜆𝑛(𝑊2,𝜌
𝑟,𝑝(𝜔̃𝑚, ℎ); 𝐿2,𝜌) = 𝐸𝑛−1(𝑊2,𝜌

𝑟,𝑝(𝜔̃𝑚, ℎ); 𝐿2,𝜌)
2,𝜌 
= 

=
1

√2𝑟𝛼𝑛,𝑟
{

𝑚𝑝 + 1

[1 − (1 − ℎ2)(𝑛−𝑟)/2]𝑚𝑝+1
}
1/𝑝

,                                 (1) 

 где 𝐸𝑛−1(𝔑)2,𝜌: = 𝑠𝑢𝑝{𝐸𝑛−1(𝑓)2,𝜌: 𝑓 ∈ 𝔑}, а 𝜆𝑛(⋅) – любой их вышеперечисленных 𝑛-поперечников. 

В частности, из (1) при 𝑝 =
1

𝑚
,   𝑚 ∈ ℕ, ℎ = √2/(𝑛 − 𝑟), 𝑛 > 𝑟, 𝑟 ∈ ℤ+, получаем   

 𝜆𝑛 (𝑊2,𝜌
𝑟,1/𝑚

(𝜔̃𝑚, √
2

𝑛−𝑟
) ; 𝐿2,𝜌) = 𝐸𝑛−1 (𝑊2,𝜌

𝑟,1/𝑚
(𝜔̃𝑚, √

2

𝑛−𝑟
))

2,𝜌

= 

   

=
2𝑚−𝑟/2

√𝛼𝑛,𝑟
[1 − (1 −

2

𝑛 − 𝑟
)
(𝑛−𝑟)/2

]

−2𝑚

∼
2𝑚−𝑟/2

√𝛼𝑛,𝑟
(1 − 𝑒−1)−2𝑚. 

  

 Теорема 2.  Пусть 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑟 ∈ ℤ+, 0 < 𝑝 ≤ 2,0 < ℎ < 1 и 𝑛 ≥ 𝑟. Тогда справедливо 

равенство  

sup{|𝑐𝑛(𝑓)|: 𝑓 ∈ 𝑊2,𝜌
𝑟,𝑝
(𝜔̃𝑚, ℎ)} =

1

√2𝑟𝛼𝑛,𝑟
{

𝑚𝑝 + 1

[1 − (1 − ℎ2)(𝑛−𝑟)/2]𝑚𝑝+1
}
1/𝑝
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СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ДВУХЧАСТИЧНОГО  ОПЕРАТОРА ШРЕДИНГЕРА 

НА РЕШЕТКЕ 

Мамиров Б, Абдивохидов А., Бегимкулов Д. 
Самаркандский государственный университет, Самарканд, Узбекистан  

Двух фермионов на двумерной решетке 
2  описывается  гамильтонианом H


 который 

действует в гильбертовом пространстве )({:=)( 22

2

22

2    fas
)},(=),(: xyyx ff −  по 

формуле 

2

1 1ˆ ˆ= .
2 2

H I I V
m m

−  − −  

Взаимодействие двух частиц описывается оператором :2V


  

).(),()(=))(( 22

22  − asvV 

 yx,yxyx,  

Всюду в дальнейшем относительно функции v


 предполагается, что  
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1

2

3

, = 0

, | |=1
ˆ( ) =

, | | 2

0, | | 3.

v если

v если
v

v если

если






=
 

x

x
x

x

x

 (1) 

 Здесь 1 2 3 > 0v v v   и .||||=||, 21

2 xx + xx   

Исследование связанных состояний гамильтониана H


 сводится к  изучению собственных 

значений семейства операторов )(kH  
22 ],(, −k  действующих в гильбеpтовом  

пpостpанстве )}(=)(:)({:=)( 2

2

2

2 qq ffLfLo −−   по формуле (cм.[1-2]) 

.d)()(
2

1
)()(=))()((

2

sssqqqqk k  −−



fvffH


     Заматим, что  ),()(=)( 2

2

2

2

2

2  −++− LLLo
  где   

,)},(=),(=),(:)({)()(=)( 212121

2

2

2

2

2

2

2

2 ppfppfppfLfLLL −−−−= +−+−   

)}.,(=),(=),(:)({)()(=)( 212121

2

2

2

2

2

2

2

2 ppfppfppfLfLLL −−−−= −+−+   

Лемма 1.  Подпространства )()( 2

2

2

2  −++− LиL  являются инвариантными относительно 

оператора ).(kH   

Обозначим через ),( 21 kkH +−
 и ),( 21 kkH −+

сужение оператора ),( 21 kkH  

соответственно в инвариантных подпространствах )( 2

2 +−L  и )( 2

2 −+L . Действие оператора  

),( 21 kkH +−
 на элемент )( 2

2 +−Lf  имеет вид: 

).()()()(=)()( ppppk k

+−+− − VffH   

2

2 1 1 3 1 1 3 1 1 1 12

1
( )( ) = [ sin sin sin 2 2sin 2 cos cos sin sin ] ( )d .

2
T

V f v p q v p q v p q p q f


−+ + +p q q
  

Для каждого n N  обозначим через 

1 1 0 1 1 1 0 1( , ) [2 ( ) ] , ( , ) [2 ( ) ]n n n nH k I H k V I H k I H k V I −+ −+ + +− +− −

− −= + −  = + −   

 сужение оператора ),( 1 kH −
 и ),( 1 kH +

 соответственно в инвариантных 

подпространствах  1)()( 2

2

21 −= +−+−

− nLLn   и 1)()( 2

2

2 −= −+−+ nLLn  .  Здесь −−+ )(II  

единичный оператор в  ).)()(1( nLnL −+ −   1 1 0 1 1( ) 2 ( )n nH k I H k V− −

− −= + −
 
есть одномерный 

двухчастичный оператор, действующий в )(2 
−L   по формуле  

1 1 1( ( ) )( ) (4 2cos ) ( ) ( )( ),n nH k f p p f p V f p− −

− −= − −
     

.)(2 
−Lf  

Заметим, что ,01 == +−

− nn VV  если  3n .  Поэтому мы будим давать действия оператора        

0 2 3

1
( )( ) = [ sin sin sin 2 sin 2 ] ( )d .

T

V f v p q v p q f q q


− +p  

Оператор 0 1 0 1 0( ) 2 ( )H k I H k V− −= + −  имеет две невырожденных собственные значений 

1 2z − = −  и  2 2z − = − .   Ясно, что 1 1 1 1( ) ( ),n nH k H k− −

− −− =  поэтому  можно,  считать 1 [0, ].k   

Обозначим через 1 2 ,k   − тогда из условия 1 [0, ],k   вытекает что [0, ].
2


     

Теорема 1.  Существует 0   такое что, при всех (0, )   оператор 0 ( 2 )H  − −   

имеет два различных невырoжденных собственных  значения: 

2 4 2 42
1 1 2 2

2 3 3 3 2

21
( ) ( ), 0, ( ) ( ), 0.

( )

v
E z O E z O

v v v v v
       − − − − +
= − + → = − + →

− −
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ГОЛОМОРФНЫЕ АВТОМОРФИЗМЫ ОДНОЙ МАТРИЧНОЙ ОБЛАСТИ В pqnC  
1Нарекеев Б.М., 1Мырзанова Д.Е., 2Нарекеева А.Б. 

1Нукусский государственный педагогический институт имени Ажинияза, 
2Национальный Университет Узбекистана имени Мирзо Улугбека 

Пусть  0p q   - целые числа. Будем рассматривать ( )1 2, , , nZ Z Z Z=  как вектор, 

составленный из прямоугольных матриц 
kZ порядка p q  над полем комплексных чисел C . 

Можно считать, что  Z - элемент пространства  
pqnC . Введем в этом множестве векторов матричное 

«скалярное» произведение: 1 1 2 2, , , n nZ W Z W Z W Z W   = + + + , где  jW 
 есть матрица 

сопряженная и транспонированная для матрицы  jW .  

Рассмотрим в пространстве  
pqnC  область D  

 ( ): , 0pD Z E Z Z= −   . 

Остовом этой области назовем многообразие вида: 

 ( ): , p

D Z Z Z E =  = . 

Область  D  обладает следующими свойствами: ограничена,  полная круговая, инвариантны 

относительно унитарных преобразований.  

Нас интересует автоморфизмы области  D , переводящие произвольную точку B D  в 

начало координат. 

Пусть  00 00

ppA A= , 0 0

pq

k kA A= , 0 0

qp

j jA A= , 
qq

jk jkA A= , , 1,2, ,j k n=  . Запись  
pqA A=  

означает, что матрица A  состоит из p - строк  и q - столбцов.   

Теорема.  Отображение  

1 1

0 00 0 0

1 1

( ) ( )
n n

k k k j j k j jk

j j

z w A z A A z A − −

= =

→ = = + +   

является автоморфизмом области D , если коэффициенты  , , 0,1, ,ijA i j n=  удовлетворяет 

условию   

* * ( )

00 00 0

1

n
p

os s

s

A A A A E
=

− = , 
* *

0 0

1

n

j k js ks

s

A A A A
=

= , j k , , 0,j k n=  

* * ( )

0 0

1

n
q

j j js js

s

A A A A E
=

− = − , 1j    . 

Теорема . Пусть  B D . Отображение  

1 ( ) 1

1

( , ) ( ) , 1,2, ,
n

p

k s s sk

s

w R E z B z B Q k n− −

=

= −   − =   

является автоморфизмом области D , переводящие B  в нуль. Здесь , , 1,2, ,skR Q sk n= , 

некоторые невырожденные квадратные матрицы порядка  p   и  q   соответственно. 
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ТЕОРЕМА  МИТТАГ - ЛЕФФЛЕРА  ДЛЯ  ( )A z  - АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИИ  

Неъматиллаева М.Д. 
Национальный университет Узбекистана, Ташкент, Узбекистан 

muhayyo.rn@gmail.com 

Настоящая работа посвящена аналитической теории решения уравнения Бельтрами  

( ) ( ) ( )z zf z A z f z= ,                                                     (1) 

имеющего непосредственное отношение к квазиконформным отображениям. Относительно 

функции
 

( )A z , в общем случае предполагается, что она измерима и ( ) 1A z C   почти всюду в 

рассматриваемой области .D  В литературе решения уравнения (1) принято говорить A−

аналитическими функциями. В настоящей работе предполагается, что ( )A z − антианалитическая, 

0A =  в области .D  

Теорема 1 (см. [3])  (Аналог теоремы Коши). Если ( ) ( ),Af O D C D   где D −  

область со спрямляемой границей  ,D  то  

( ) ( )( ) 0.
D

f z dz A z d z


+ =  

Теорема 2 (см. [4])  (Формула Коши).  Пусть D − выпуклая   область и  G D −

произвольная подобласть с кусочно гладкой границей .G  Тогда  для любой функции 

( ) ( ) ( )Af z O G C G  имеет место формула 

   ( )
( )

( )( )

( , )

1
, .

2 ( )G

z

f
f z d A d z G

i z A d
 


  

   

= + 
− +




              (2) 

Определение 1. Точка  z a=  называется нулем  ( )A z  - аналитической функции ( )f z  

порядка n , если в некоторой окрестности ( ),L a r этой точки  

                       

( ) ( ) ( ), ,nf z z a g z=                                        (3) 

где    ( ) ( )( ),Ag z L a r  и ( ) 0.g a   

Через 
na  ( 1,2,...)n =  мы будем обозначать полюсы мероморфной функции f , а через 

   

( )

1

( )
( , )

np n

n

n

c
g z

z a



 

−

=

=                                  (А) 

Главную часть ее лорановского разложения в полюсе 
na . 

Теорема  (аналог теорема Миттаг-Леффлера). Каковы бы ни были последовательность 

точек , limn n
n

a a
→

 =   и последовательность функций 
ng  вида (A), существует мероморфная 

функция f , которая имеет полюсы во всех точках ап и только этих точках, причем главная часть 

f  в каждом полюсе 
na  совпадает с 

ng . 
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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ТИПА ЭЙЛЕРА 

ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ ( ) ( )4

20 , , ,F x y z t  ОТ ЧЕТЫРЕХ 

ПЕРЕМЕННЫХ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Нортожиева Н. 
Термезский государственный университет, Термез, Узбекистан 

nortojiyevanilufar96@gmail.com 

Как известно, многие задачи современной математики и теоретической физики приводят к 

исследованию гипергеометрических функций многих комплексных переменных. К ним относятся, 

например, задачи теории супер струн [1], аналитического продолжения интегралов типа Меллина-

Бернса [2] и алгебраической геометрии [3]. Системы дифференциальных уравнений 

гипергеометрического типа широко используются в качестве нетривиальных модельных примеров 

при реализации и отладке алгоритмов для символьных вычислений, используемых в современных 

системах компьютерной алгебры [4]. 

Гипергеометрические функции многих переменных возникают в квантовой теории поля как 

решения уравнений Книжника-Замолодчикова [5]. Эти уравнения могут рассматриваться как 

обобщенные уравнения гипергеометрического типа, а их решения допускают интегральные 

представления, обобщающие классические интегралы Эйлера для гипергеометрических функций 

одной переменной. Такой подход позволяет связать специальные функции гипергеометрического 

типа и актуальные задачи теории представлений алгебр Ли и квантовых групп. В работах [6] – [7] 

изучены свойства гипергеометрических функций и эти свойства использованы при решении 

краевых задач для вырождающихся дифференциальных уравнений. 

В этом докладе определены некоторые интегральные представления типа Эйлера для 

гипергеометрической функции 
( ) ( )4

20 , , ,F x y z t   

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 2 1 2 34 1 2 1 2 3

20

, , , 01 2 3 1 2 3

, , , , ;
, , , ,

, , ; ! ! ! !

1, 1, 1, ,
1 1

m n p q
m n p q m n p q

m n p q m q n p

a a b b ba a b b b x y z t
F x y z t

c c c c c c m n p q

x x
z t

z z


+ + +

= +

 
= 

 

  
+    

− −  


(1) 

где ( )
( )
( )

( )( ) ( )  01 2 ... 1 , , 0,1,...
k

a k
a a a a a k a k N

a

 +
= = + + + −   


- обозначение 

Похгаммера [8]. Имеет место несколько интегральные представления типа Эйлера. Например: 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )3 2 12

4 3

20 1 2 1 2 3 1 2 3

2 3 2

1
11

9 1 1 2 3 1 2

0

3 2

, , , , ; , , ; , , ,

1 1 , , , ; , ; , , ,
1 1

Re Re 0,

c b ab

a

c
F a a b b b c c c x y z t

b c b

x y
z F a b a b c c t d

z z

c b

   
 

− − −−


=
  −

 
 − −  

− − 

 

   (2) 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( )

3 2 2 12 1

4

20 1 2 1 2 3 1 2 2 3

1 1
1 13 1 2 1 1

2 3 2 1 2 0 0

4 1 1 1 2 2 3 2

3 2 1 2

, , , , ; , , ; , , ,

1 1 1

, ; , ; , , ; ; 1 ,
1 1

Re Re 0, Re 0, Re 0,

c b ab

F a a b b b c c x y z t

c
z

b c b

x y
F a b c F a b t d d

z z

c b



 

 
    

 


    

 

 

− − − −− −

+

  +
= − − −
  −  

 
 − 

− − 

   

 
 (3) 

где 
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( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

 

1 2 3 4

9 1 2 3 4 1 2

, , 0 1 2

, , , ; , ; , , ,
! ! !

1, 1 ,

m n m n p p m n p

a

m n p m n p

a a a a
F a a a a c c x y z x y z

c c m n p

x y z


+ +

= +

=

+  


  (4) 

( )
( ) ( )

( ) ( )
 4 1 2

, 0 1 2

, ; , ; , , 1 ,
! !

m nm n m n

m n m n

a b
F a b c c x y x y x y

c c m n


+ +

=

= +    (5) 

( )
( ) ( )

( )
 

0

, ; ; , 1 .
!

mm m

m m

a b
F a b c x x x

c m



=

=       (6) 

Полученные интегральные представления доказываются разложением подынтегральных 

гипергеометрических функции.  
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УСКОРЕНИЕ СХОДИМОСТИ ИНТЕРВАЛЬНОГО ИТЕРАЦИОННОГО МЕТОДА 

ТИПА РУНГЕ 

Пулатова М.И., Хамраева З. 
Бухарский инженерно-технологический институт, Бухара, Узбекистан. 

                                     pulatovamanzura1954@gmail.com 

Широкое применение компьютерных технологий в различных областях науки и техники 

значительно изменило вопрос о точности расчета. 

 Мы вынуждены считаться с определенной длиной слова, неизменным количеством цифр в 

наших результатах и не можем во время счета подгонять конченые десятичные значения к условиям 

на практике.  

Пробуют преодолеть эту трудность путем ввода достаточно большого количества запасных 

цифр, но и это не всегда приводит к желаемым результатам. Использование интервального анализа 

помогает нам в решении этой трудности.  

Следует построить интервальный аналог итерационного метода типа Рунге, автоматически 

учитывающий и оценивающий все погрешности при реализации метода на компьютере. 

Дальнейшее улучшение метода, состоит в следующем. Вместо интервалов 𝑏1 = [−1,
1

3
] , 𝑏2 =

[
2

3
, 3] 

можно взять числа                     𝑏1 =
1

4
, 𝑏2 =

3

4
. 

𝑗(𝑥̅𝑘) =
1

4
𝐹′(𝑥̅𝑘) +

3

4
𝐹′(𝑥̅𝑘 −

2

3
(𝐾1(𝑥𝑘, 𝑏) ∩ 𝑥𝑘 − 𝑥̅𝑘)) 

Коробку 𝑘1(𝑥𝑘, 𝑏) вычисляем так: 

𝐾1(𝑥𝑘, 𝑏) = 𝑥𝑘 − 𝐵𝑘𝐹(𝑥𝑘) + (𝐸 − 𝐵𝑘𝐹
′(𝑥𝑘))(𝑥𝑘 − 𝑥̅𝑘) 

Для ограничения ошибок все вычисления проводим в интервальной арифметике. При этом 

скорость сходимости метода возрастает не менее, чем на два порядка. 

mailto:pulatovamanzura1954@gmail.com


72 

 Для нахождения всех действительных решений системы нелинейных уравнений при 

неубывании ширины интервала хотя бы по одной координате производим деление 

соответствующих промежуточных интервалов с последующим анализом каждого такого 

подинтервала. 

Эффективность метода еще более возрастает, если вычисление 𝑗(𝑥𝑘) проводить так: 

𝑗(𝑥̅𝑘) =
1

4
𝐹′(𝑥𝑘) +

3

4
F′ (x̅k +

2

3
(x̅k − x̅k)).  

Соответственно меняется и процедура вычисления матрицы 𝐶𝑘. 

Значение обратных матриц 𝐵𝑘 , 𝐶𝑘 можно удерживать постоянным на протяжении ряда 

итераций и даже на протяжении всех вычислений. Однако, это уменьшает скорость сходимости.  

Для определения комплексных решений рассматриваем представление этого метода в 

комплексной интервальной арифметике. 
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ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА R-АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ. 

Садуллаев А. 
Национальный университет Узбекистана 

(Опубликована в    Ann.Pol.Math,  V. 128:1 (2022),  pp. 87-97) 

   Доклад  посвящается R − аналитическим (вещественно- аналитическим) функциям в 

пространстве .n
 Напомним, что функция ( )f x , определенная в области 

nD  называется 

R−аналитической, если в некоторой окрестности каждой точки 
0x D функция f  

представляется как сумма сходящегося степенного ряда. Отсюда следует, что если 
n

x
 вложено в 

комплексное пространство  , ,n

z z x iy= +  то ( )f x  голоморфно продолжается в некоторую 

окрестность  ˆ ˆ, ,n

zD D D     т.е.   ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆˆ : .f z O D f x f x x D  =    

Таким образом  R − аналитические функции тесно связаны с голоморфными функциями в 

пространстве .n
 

Однако, во многих вопросах сильно отличаются.  К примеру, для голоморфных функций 

имеется Теорема Форелли [1], что если ( )f z −  бесконечно гладкая функция в точке 0 n , т.е. 

для нее есть формальный однородный степенной ряд  

                                 ( )
0

,mm
f c z



=                                                          (1) 

где ( ) ( ) 1 2

1 2 1 2 1 2, , ,..., , ... , ... nkk kk k

m k n n nk m
c z c z k k k k k k k k z z z z

=
= = = + + + = −

однородные полиномы,  и сужения |lf −  голоморфны в круге ( ) ( )0,1 0,1U l B=    для всех 

комплексных прямых 0,l   то f   голоморфно продолжается в шар ( )0,1 .nB    

Пример функции ( )
( )

1

1
1 2 22

1 2

,
1

kx
f x x

x x

+

=
+ −

  показывает, что она вещественно-

аналитическая в окрестности 
20 ,   сужение |lf  на любую прямую 

1 1 2 2: , , ,l x t x t t = =   вещественно аналитическая на всей прямой .  Однако f  не 

является вещественно-аналитической в точке ( )0,1 . 

Тем не мене имеет место следующий основной результат работы. 
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 Теорема А.  Пусть функция ( ) ( )1 2, , ,..., ,nf x x x x x=  бесконечно гладкая в точке 

( )  0 , 0n f x C   и пусть для любой вещественной прямой 

( ) ( )1 2: , , ,..., 0,1 ,n

nl x t S t    = =    − параметр,  сужение ( )|lf f t=  

является вещественно-аналитической ( R -аналитической) в интервале  ( )1,1t − . Тогда 

существует замкнутое плюриполярное множество ( )0,1P B  такое, что  ( )f x  является 

R -аналитической в ( )0,1 \ ,B P  где ( )0,1 nB  −  единичный шар, а 

( ) ( )0,1 0,1S B= −  единичная сфера. 

 Ниже мы неоднократно используем вложение ,n n

x z  полагая z x iy= +  и 

используя терминологию, что множество  
n

xP   является плюриполярным, если оно 

плюрполярное в .n

z  Заметим, что если 
n

xP −  плюриполярное, то 0.mesP =   

 Отметим, что доказательство теоремы Форелли и дальнейшие ее обобщения основывается 

на свойствах сходимости однородного степенного ряда (1) в круговых областях. Однако, 

доказательство Теоремы А. существенно отличается от доказательства голоморфности функции 

комплексного аргумента. Если в случае голоморфности функции ( )f z  комплексного аргумента 

nz   мы смогли использовать сходимостью сужения  формального степенного ряда (1) 

                                                  ( ) ( )
0

| ,m

l mm
f c w l  



=
=   

в круге 1  , то в случае R - аналитичности такое свойства формального ряда  

                                        ( )
0

, ,n

mm
f c x x



=
                                       (3) 

не имеет место. Поэтому в доказательстве Теоремы А. используется другие методы: вложим 

пространство ( )n x  в пространство ( ),n z  полагая ;z x iy= +  затем используя бесконечно 

гладкость функции ( )f x  в окрестности 0 n  и используя обобщение Теоремы Форелли 

(работа автора [2]),  мы докажем, что ( )f x −голоморфно продолжается в некоторую окрестность 

( ) ( ) ( ) ( )0 , : | ;n

n

U
U f z O U f z f x    =  далее, из R - аналитичности  сужений |lf   

в интервале( )1, 1− +  мы находим богатый набор эллипсов  : 1, 1,2,...,je x jy j+  =  в которые 

( )f z  голоморфно продолжается; используя опять одну теорему автора [2] о продолжении 

однородных рядов, мы построим открытое множество ( ) ( ):f fG f z O G  и такое, что 

( )0,1 .f n

xG B  В доказательстве Теоремы существенно используются также методы теории 

плюрипотенциала, неравенство Бернштейна-Уолша и свойства непрерывности слева функции 

Грина.  

 Функции, R - аналитические  на пучках прямых   пожалуй, впервые изучены Й. Сичаком. В 

работах [5-7] (см. также [8])  им доказана, что если функция ( ),f x  бесконечно гладкая  в области 

( ), ,nD f C D   обладает тем свойством, что для любой вещественой прямой 

0 0: , , , 1, ,nl x x t x D t  = +   =   сужение |lf − вещественна-

аналитична по t  в некоторой окрестности нуля, то ( )f x  является R - аналитической в .D  В 
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работе [9] построен интересный пример функции  ( )1 2,f x x двух переменных,   сужение которой 

на любую аналитическую кривую является аналитической, однако  ( )f x  не является даже 

непрерывной функцией в области.  
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НАИЛУЧШИЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ ЧАСТИЧНЫМИ СУММАМИ 

РЯДОВ ФУРЬЕ-ЧЕБЫШЁВА 

Туйчиев А.М. 
Худжандский государственный университет 

имени академика Б.Ғафурова, Таджикистан 

Приведем ряд необходимых обозначений и вспомогательные факты из работ [1]. Пусть 

1;1][:= 2,2, − LL
 – множество измеримых на отрезке 1;1][−  функций f  с весом 

,11/:=)( 2xx −  имеющих конечной нормой  

 

1/2
1

2

2,

1

= ( ) ( ) .f x f x dx



−

 
 
 


 
В [1; 2] изучена задача отыскания точной константы в неравенстве типа Джексона-Стечкина между 

величиной наилучшего среднеквадратического приближения функций 2,Lf 
 и обобщенного 

модуля непрерывности, порожденного оператором обобщенного сдвига  

 
)]sin1cos()sin1cos([

2

1
=)( 22 hxhxfhxhxfxfFh −−+−+

 
и имеющего вид  

 

2 2 4 2

2,

=1

( ; ) = sup (1 cos ) ( ) : | | ,r m r

m k

k

D t kh k c f h t

 
 −  

 


  

 где dx

d
x

dx

d
xD −−

2

2
2 )(1=

 — дифференциальный оператор второго порядка Чебышева, 
1= ( ), 2, ,r rD f D D f r r N−  

 множество алгебраических полиномов степени не более ,n  

обозначим 
.nP
 Пусть   1 1 1 1( ) = inf{ : }n n n nf f p p P − − − −− 

 

 — наилучшее приближение функции 2,Lf 
 элементами подпространства 

.1−nP
  

Известно [1], что среди всех элементов 11 −−  nn Pp
 частичная сумма 

)()(=);(
1

0=1 xTfcxfS kk

n

kn 
−

−
 

ряда Фурье-Чебышева  

,)()()(=)(),()(=)(
1

10=

dxxTxfxfcxTfcxf kkkk

k


−


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1,2,=),arccos(cos
2

=)( kxkxTk
  

доставляет минимум величине (2). При этом 

2 1/2

1 2, 1 2,
=

( ) = ( ) = ( ( )) .n n k

k n

f f S f c f 




− −− 
 

Через 
1,1][:= )(2

2,

)(2

2, −rr LL   обозначим множество функций 
,2,Lf 
 у которых производная 

2,Lfr D
.  

Теорема 1.  При любых Nnm,  справедливо экстремальное равенство  

 

 
.2=

)(1)(

2
;

sup
1/2

2,

244
1

0=

2,

2

2,

m

k

mm
n

k

m

m

Lf

fEkk

n
fn









−+












−







  

Через 
1,1][:= 2,

)(2

2,

)(2 − LWLW rr

 обозначим класс функций 
1,1][)(2

2, − rLf  , у которых 

1.
2,



fDr

 Положим  
}.:)({sup=)( 2,

)(2

2,12,2,

)(2

1   LWffLW r

n

r

n −−   

Теорема 2.  Для любых rnrn >,, + ZN , справедливы равенства  

 
( ) ( ) ,=, 2

2,2,

)(2

2,2,

)(2

1

rr

n

r

n nLLWLWE −

− =  
  

где 
)(n  – различных n -поперечников [1-3]. 
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ТОЧНЫЕ НЕРАВЕНСТВА ТИПА ДЖЕКСОНА-СТЕЧКИНА В ПРОСТРАНСТВЕ 

𝑳𝟐,𝝁[−𝟏, 𝟏] 

Тухлиев К. 
Худжандский государственный университет им. Б.Гафурова  

Пусть 𝐿2,𝜇[−1,1]:= 𝐿2(𝜇(𝑥); [−1,1]), 𝜇(𝑥) = (1 − 𝑥
2)−1/2 – пространство вещественных 

функций 𝑓, определённых на отрезке [−1,1], для которых 𝜇1/2𝑓 суммируемо с квадратом 

 

∥ 𝑓 ∥𝐿2,𝜇= ( ∫

1

−1

𝜇(𝑥)𝑓2(𝑥)𝑑𝑥)

1/2

< ∞. 

Рассмотрим оператор   

𝐹ℎ𝑓(𝑥) =
1

2
[𝑓 (𝑥cosℎ + √1 − 𝑥2sinℎ) + 𝑓 (𝑥cosℎ − √1 − 𝑥2sinℎ)] 

 и введём конечные разности первого и высших порядков равенствами:  

 Δℎ(𝑓; 𝑥) = 𝐹ℎ𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥) = (𝐹ℎ − 𝐸)𝑓(𝑥), 

Δℎ
𝑚(𝑓; 𝑥) = Δℎ(Δℎ

𝑚−1(𝑓;⋅); 𝑥) = (𝐹ℎ − 𝐸)
𝑚𝑓(𝑥) = ∑

𝑚

𝑘=0

(−1)𝑚−𝑘 (
𝑚
𝑘
)𝐹ℎ

𝑘𝑓(𝑥), 

где 𝐹ℎ
0𝑓(𝑥) ≡ 𝑓(𝑥), 𝐹ℎ

𝑘𝑓(𝑥) = 𝐹ℎ(𝐹ℎ
𝑘−1𝑓(𝑥)), 𝑘 = 1,𝑚;𝑚 ∈ ℕ и 𝐸 – единичный оператор в 

пространстве 𝐿2,𝜇[−1,1]. Для произвольной 

 𝑓 ∈ 𝐿2,𝜇[−1,1] введём обобщённый модуль непрерывности 𝑚-го порядка:  
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Ω𝑚(𝑓; 𝑡) = sup {‖Δℎ
𝑚(𝑓;⋅)‖𝐿2,𝜇:  |ℎ| ≤ 𝑡}. 

Пусть теперь 𝐷 = (1 − 𝑥2)
𝑑2

𝑑𝑥2
− 𝑥

𝑑

𝑑𝑥
 – дифференциальный оператор второго порядка. 

Операторы высших порядков рекуррентно определим, полагая 𝐷𝑟𝑓 = 𝐷(𝐷𝑟−1𝑓), (𝑟 = 2,3,… ). 

Символом 𝐿2,𝜇
(𝑟)
[−1,1], 𝑟 ∈ ℕ обозначим класс функций 𝑓 ∈ 𝐿2,𝜇[−1,1], которые имеют локально 

абсолютно непрерывные производные (2𝑟 − 1)-го порядка, таких, для которых 𝐷𝑟𝑓 ∈ 𝐿2,𝜇[−1,1]. 

Равенством  

ℰ 𝑛−1(𝑓)2,𝜇: = inf {∥ 𝑓 − 𝑝𝑛−1 ∥𝐿2,𝜇 :  𝑝𝑛−1 ∈ 𝑃𝑛−1} 

 определим наилучшее приближение функции 𝑓 ∈ 𝐿2,𝜇[−1,1] множеством 𝑃𝑛−1 – алгебраических 

полиномов степени 𝑛 − 1. 
Для компактного изложения получаемых результатов введём следующую экстремальную 

аппроксимационную характеристику  

𝑀𝑛,𝑚,𝑟,𝑝(𝜑; ℎ) = sup
𝑓∈𝐿2,𝜇

(2𝑟)
 

ℰ𝑛−1(𝑓)2,𝜇

(∫
ℎ

0
Ω𝑚
𝑝
(𝐷𝑟𝑓; 𝑡)2,𝜇  𝜑(𝑡)𝑑𝑡)

1
𝑝

, 

 где 𝑛,𝑚 ∈ ℕ;  𝑟 ∈ ℤ+;  𝑝 ∈ ℝ+;  0 < ℎ ≤ 𝜋;  𝜑(𝑡) ≥ 0 – суммируемая на отрезке [0, ℎ] не 

эквивалентная нулю функция. 

 Теорема.  Пусть 𝑛,𝑚 ∈ ℕ, 𝑟 ∈ ℤ+, 0 < 𝑝 ≤ 2, 0 < ℎ ≤ 𝜋,  𝜑(𝑡) ≥ 0 – суммируемая не 

эквивалентная нулю на [0, ℎ] функция. Тогда справедливы неравенства  

{𝛼𝑛,𝑚,𝑟,𝑝(𝜑; ℎ)}
−1
≤ 𝑀𝑛,𝑚,𝑟,𝑝(𝜑; ℎ) ≤ { inf

𝑛≤𝑘<∞
𝛼𝑘,𝑚,𝑟,𝑝(𝜑; ℎ)}

−1
, 

 где 

𝛼𝑘,𝑚,𝑟,𝑝(𝜑; ℎ) = (𝑘
2𝑟𝑝∫

ℎ

0

(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑘𝑡)𝑚𝑝𝜑(𝑡)𝑑𝑡)

1/𝑝

. 

При этом, если 

𝑖𝑛𝑓𝑛≤𝑘<∞𝛼𝑘,𝑚,𝑟,𝑝(𝜑; ℎ) = 𝛼𝑛,𝑚,𝑟,𝑝(𝜑; ℎ), 

то имеет место равенство  

𝑀𝑛,𝑚,𝑟,𝑝(𝜑; ℎ) = 𝑛
−2𝑟 (∫

ℎ

0

(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡)𝑚𝑝𝜑(𝑡)𝑑𝑡)

−1/𝑝

. 

Из теоремы сразу вытекает  

 Следствие.  Пусть весовая функция 𝜑(𝑡), заданная на отрезке [0, ℎ], является 

неотрицательной и непрерывно дифференцируемой на нём. Если при всех 𝑡 ∈ [0, ℎ] и 0 < 𝑝 ≤ 2, 𝑟 ∈
ℕ выполнено неравенство  

(2𝑟𝑝 − 1)𝜑(𝑡) − 𝑡𝜑′(𝑡) ≥ 0, 
 то справедливо равенство  

inf
𝑛≤𝑘<∞

𝛼𝑘,𝑚,𝑟,𝑝(𝜑; ℎ) = 𝛼𝑛,𝑚,𝑟,𝑝(𝜑; ℎ) 

 и имеет место соотношение  

𝑀𝑛,𝑚,𝑟,𝑝(𝜑; ℎ) = {𝛼𝑛,𝑚,𝑟,𝑝(𝜑; ℎ)}
−1
. 

Используя полученных результатов, найдены точные значения различных 𝑛-поперечников 

классов функций, определяемых модулем непрерывности Ω𝑚 см.[1-3]). 
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НЕКОТОРЫЕ ТОЧНЫЕ КОНСТАНТЫ  В ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ 

АНАЛИТИЧЕСКИХ В КРУГЕ ФУНКЦИЙ 

Тухлиев Д.К., Муродов К.Н. 
Худжандский государственный университет им. Б.Гафурова 

  Будем рассматривать пространство 
)(:= 22 UBB

 функций 
f

 аналитических в единичном круге 

1}|<:|{:= zCzU   таких для которых норма  
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 где интеграл понимается в смысле Лебега, d  - элемент площади.  

Через nP
 обозначим совокупность комплексных алгебраических полиномов степени не выше n . 

Хорошо известно [1, c.201-202], что среди всех полиномов 11 −−  nnp P
 наилучшее квадратичное 

приближение функции 2Bf
 в области U  доставляет частичная сумма 

1)( −n
-го порядка 
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разложения функции 
)(zf

 в степенной ряд Тейлора 
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При этом для величины наилучшей полиномиальной аппроксимации произвольной функции 

2Bf
 имеем  
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где 
−)( fck  коэффициенты Тейлора функции 

.f
 Далее введем обозначение  
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 и равенством  
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 определим модуль непрерывности −m го порядка функции 
.2Bf
 

В работе сначала доказывается следующая 

Лемма.  Для произвольной функции 2Bf
 и любых 

Nnm,
 имеет место равенство  
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Основными результатами данной работы являются следующие теоремы. 

Теорема 1.  Для произвольной функции 2Bf
, при любых 

Nnm,
 справедливо точное 

неравенство  
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Существует функция 20 Bf
, для которой неравенство (1) обращается в равенство. 

Теорема 2.  Для любой функции 2Bf
 и любого Nn  имеет место точное неравенство 
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 Константа 21/  при каждом n уменьшена быть не может. 

Теорема 3.  Для любой функции 2Bf
 и любого Nn  имеют место точные оценки 
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Константы 1 и 2  не могут быть уменьшены. 

 

ЛИТЕРАТУРА: 

1. Смирнов В.И., Лебедев Н.А. Конструктивная теория функций комплексного переменного. 

- М.- Л.: Наука, 1964, с.201-202. 

 

НАИЛУЧШИЕ КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ИНТЕГРАЛОВ С ВЕСОМ 

ЯКОБИ 

Хамдамов Ш.Дж. 
Худжандский государственный университе  имени академика Б.Ғафурова, Таджикистан 

Рассматриваем квадратурную формулу вида 

   (1) 

в которой весовая функция q(x) неотрицательна на интервале (a,b) и интегрируема по Риману, X = 

{xk : a = x0 < x1... < xn−1 < xn = b} — некоторый вектор узлов,  — некоторый вектор 

коэффициентов, а Rn(f) := Rn(f;q,X,P) — погрешность квадратурной формулы (1) на функции f(x). 

Если M— некоторый класс функций {f(x)}, определенных на отрезке [a,b], то через 

  обозначим погрешность квадратурной 

формулы (1) на классе функций M, и пусть P — множество векторов коэффициентов 

, и векторов узлов , для которых квадратурная формула (1) имеет смысл. 

Требуется при заданной положительной весовой функции q(x) найти величину  [1; 2]: 𝜀n(M;q,X) = 

inf{Rn(M;q;X,P) : P ⊂ }. Если существует вектор коэффициентов P ◦ = {p◦
k} ⊂ P такой, для 

которого в (4) достигается нижняя грань, то есть если 𝜀n(M;q,X) = Rn(M;q;X,P ◦), то квадратурная 

формула (1) называется наилучшей по коэффициентам квадратурной формулой при 

фиксированных узлах , а вектор  — наилучший вектор 

коэффициентов для класса функций M. W (r)Lp[a,b] (1 ≤ p ≤ ∞; W (0)Lp[a,b] ≡ Lp[a,b]) — класс 

функций f(x), заданных и определенных на отрезке [a,b], у которых производная f(r−1)(x) 

абсолютно-непрерывна на отрезке [a,b], существует кусочно-непрерывная производная f(r)(x) ∈ 

Lp[a,b], для которой     . 

Настоящая работа посвящена отысканию наилучших квадратурных формул вида 

 
с весом Якоби qα,β(x) = (1−x)α(1+x)β, α,β > −1 для классов функций малой гладкости W(1)L[−1;1], то 

есть, для которых .  

Имеет место следующая 
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Теорема. Пусть α,β > −1. Тогда среди всех квадратурных формул вида (7) наилучшей для 

класса W (1)L[−1,1] является квадратурная формула, вектор коэффициентов которой имеет вид 

 
где Γ(u) — гамма функция Эйлера, а узлы определяются из системы равенств 

 
Для погрешности наилучшей квадратурной формулы на всем классе W(1)L[−1,1] 

справедлива оценка  

Из теоремы вытекают ряд следствий.   
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СОВМЕСТНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ ФУНКЦИОНАЛОВ ВЫПУКЛОЙ 

ОБОЛОЧКИ 

Хамдамов И.М. 
Национальный университет Узбекистана,  

E-mail:khamdamov.isakjan@gmail.com 

Настоящая работа является продолжением работы [1,2] и посвящена изучению свойств 

выпуклых оболочек, порожденных равномерной выборкой на плоскости в  многоугольнике. 

Напомним, что в работе [1,2]  доказаны совместные предельные теоремы для числа вершин, 

площади и  периметра выпуклой оболочки в случае, когда, выпуклая оболочка порождена от 

реализации однородного пуассоновского точечного процесса на плоскости в  многоугольнике. 

Процесс исследования функционалов выпуклых оболочек условно разделен на два периода: до и 

после работы Groeneboom P.[3].  

В работах Reny A. and Sulanke R [4], Efron B. [5] и Carnal H. [6] (до работы Groeneboom P.) 

основным прогрессом в этой области  состоял  лишь в изучении свойств средних значений основных 

функционалов, таких как число вершин, площадь и  периметр выпуклой оболочки в различных 

случаях в исходном распределении. Основное достижение Groeneboom P. в [3] состоит в том, что 

он догадался использовать известное свойство однородных биномиальных точечных процессов, 

состоящее в том, что вблизи границы носителя такой процесс почти неотличим от однородного 

пуассоновского точечного процесса. 

Метод доказательства центральной предельной теоремы для числа вершин выпуклой 

оболочки, предложенный Groeneboom P., получил развитие в работах  учеников Groeneboom P. и в 

том числе в [1,2]. 

Пусть , 1,2,...,jP j n= – независимые наблюдения над случайным вектором, имеющим 

равномерное распределение в выпуклом r -угольнике A  с площадью 
0S .  Обозначим через 

( )n n nC C= P  выпуклую оболочку, порожденную векторами , 1,2,...,jP j n= . Нас интересует 

совместное предельное распределение следующих функционалов от 
nC : общее число вершин 

n , 

площадь 
ns  и периметр 

nl . Обозначим через   вектор, имеющий двумерное нормальное 

распределение с нулевым вектором средних значений, единичными дисперсиями и коэффициентом 

корреляции 5 14 . 

В наших условиях получены следующие результаты : 
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2) случайная величина

 

0 nn S l  при n →  асимптотически независима от ( ),sn n . 

Более того, она сходится по вероятности к случайной величине  , представимой в виде суммы r  

независимых случайных величин, 

где , ,n n na b a
  и nb

 определенным образом возрастающие последовательности. 
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ФОРМУЛА РАЗЛОЖЕНИЕ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ КАМПЕ ДЕ 

ФЕРИЕТ  2;1;1

1;1;1 ,F x y  ОТ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 

1Хасанов A., 2Xoлиёров Ш. 
1Институт математики, Ташкент, anvarhasanov@yahoo.com 

2Термезский государственный университет, Термез 

sharofiddinxoliyorov311@gmail.com 

Признано, что многие проблемы теоретической физики и современной математики приводят 

к изучение различных гипергеометрических функции нескольких комплексных переменных. К ним 

относятся, например; проблемы 

теории супер струн [2], аналитического продолжения контурных интегралов типа Меллина-

Барнса [3, 4] и алгебраической геометрии [5].  

Гипергеометрические функции многих переменных возникают в квантовой теории поля как 

решения уравнения Книжника-Замолодчикова, в теории поля и описывающие поведение 

корреляционных функций в модели Весса-Зумино-Виттена. Дринфельд [6] подтвердил, что один из 

монодромии уравнения (ассоциатор Дринфельда) удовлетворяет пентагональному уравнению и 

является производящей функцией для значения гипергеометрических функций с несколькими 

аргументами в целых точках. Такой подход позволяет связать специальные функции 

гипергеометрического типа к актуальным задачам теории представлений алгебр Ли и квантовых 

групп, а также другие прикладные задачи [6 - 8]. Гипергеометрические функции также 

используются при решении краевых задач для вырождающихся дифференциальных уравнений. [10-

11]. Некоторые формулы разложения для гипергеометрических функции доказаны в работах [13-

16]. В этом докладе доказаны некоторые формулы разложения для гипергеометрической функции 

 2;1;1

1;1;1 ,F x y  [1, 12] 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 21 22;1;1

1;1;1

, 0

, ; ; ;
, ,

; ; ; ! !

m nm n m n m n

m n m n m n

a a b ca a b c
F x y x y

d e f d e f m n


+ +

= +

 
= 

 
    (1) 

где ( )
( )
( )

( )( ) ( )  01 2 ... 1 , , 0,1,...
k

a k
a a a a a k a k N

a

 +
= = + + + −   


- 

обозначение Похгаммера [1, 9, 12]. Имеет место следующие формулы разложения. Например: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )1 21 2 1 22;1;1 2;0,1

1;1;1 1;0,1

0

, ; ; ; , ; ; ;
, 1 , ,

; ; ; ; ; ;!

i ii i i

i i i

a a e ba a b c a i a i c
F x y x F x y

d e f d i fd e i



=

− + + −   
= −   + −   


     

(2) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

1 22;1;1

1;1;1

1 2

1 2

, 0

, ; ; ;
,

; ; ;

1
, ; ; .

! !

i j

i j i j i j i j

i j i j i j

a a b c
F x y

d e f

e b f c a a
x y F a i j a i j d i j x y

e f d i j

+


+ +

= +

 
 
 

− − −
= + + + + + + +

   (3) 
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СУЩЕСТВОВАНИЯ ПРЕДЕЛЬНЫХ ЗНАЧЕНИЙ ( )A z −АНАЛИТИЧЕСКИХ 

ФУНКЦИЙ  

Хусенов Б. 
Бухарский Государственный Университет 

Пусть ( )A z − антианалитическая, т. е. 0,
A

z


=


 в области  D  такая, что | | <1, =A С С

const, .z D   

Определение 1. [3] Пусть ( )f z −  дифференцируемая функция в области .D  Если для 

любого z D  она удовлетворяет уравнение Белтьрами:  

( ) = 0, (1)A

f f
f z A

z z

 
 = −

 
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то ( )f z  называется ( )A z − аналитической функцией в области  .D  Класс ( )A z −

аналитических функций обозначим через 
AO ( ).D  

Пусть выпуклая область .D  Рассмотрим этом области функция 

( ;z)

( ; ) ( )
а

z а z а A d


  = − +   является ( )A z − аналитической функцией, где ( ; )a z −  гладкая 

кривая или касательная путь, соединяющая точки ; .a z D  Множество 

( ;z)

( ; ) = | ( ; ) |= ( ) < ,
а

L а r z а z а A d r


  
  

− + 
  

  

представляет собой открытое множество в .D  Для достаточно малых r  оно компактно 

принадлежить ( ; )L а r D  и содержит точку .а  Это множество называется ( )A z − лемнискатой, 

с центром в точке а  и обозначается как ( ; ).L а r  Этая лемниската является односвязным 

множеством.  

Рассмотрим функцию ( ),f z  ( )A z − аналитическую внутри лемниската ( ; ),L а r  и 

предположим её ограниченной; при этом мы не делаем а приори никакой гипотезы о существовании 

предельных значений функции для точек граница ( ; ).L а r  Предложение П. Фату состоит в 

следующему утверждению: 

Предложение. ( )A z − аналитическая функция ( )f z  ограничена в лемниската ( ; ),L а r  

стремится почти всюду на  ( ; )a r  =  к определённым значениям  ( ),f   когда точка z  

приближается к точке   по любому касательному пути ( ; ) :a    

( ) lim ( ),
z

f f z



→

=  где ( ; ), ( ; ).L a r z a     

Так как любой некасательный к граница ( ; )L а r  путь ,  принадлежащей  лемнискату 

( ; )L а r  и заканчивающийся в точке 0 0, ( ; ,a r   =  можно заключить внутри угла с вершиной  

0,  содержащегося в этом лемнискате, то граничные значения по всем некасательным к границы 

путям лемниската ( ; )L а r  можно характеризовать как угловые граничные значения. 

Классическая утверждения приведено в работа [2]. 
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О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗНАЧЕНИЙ СТРОГО 

ПОЛОЖИТЕЛЬНО ЗАВИСИМЫХ В КВАДРАНТЕ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН. 

Шарипов О.Ш. Кобилов У.Х. 
Национальный Университет Узбекистана им. Мирзо Улугбека 

E-mail: osharipov@yahoo.com, kobilov.utkir25@gmail.com 

Пусть 
 , 1nX n

 является последовательностью случайных величин. Обозначим 

через j


 и jj  −=1
 индикаторные функции событий 

 
jj

xX 
 и 

 
jj

xX 
 

соответственно, где jx R
. Пусть 




=
Aj

jA


, 
 1,...,A n

.  

Семейство 
 

n
XX ,..,

1  случайных величин называется строго положительно зависимым в 

квадранте (см.[1]-[2]), если для любых непересекающихся  nBA ,...,1,   и jx R
 

выполняются неравенства 
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( ) 0,cov 
BA


,  

( ) 0,cov BA 
,  

( ) 0,cov BA


.                     

Бесконечное семейство случайных величин 
 , 1nX n

 называется строго 

положительно зависимым в квадранте, если каждое ограниченное подсемейство будет строго 

положительно зависимым в квадранте. 

Семейство случайных величин 
 

n
XX ,..,

1  называется ассоциированным, если 

выполняется неравенство 

( ) ( )( )1 1,..., , ,..., 0n nCov f X X g X X 
 

для любых покоординатно неубывающих функций 
,f g

: 
nR R→  для которых 

существует ковариация. Бесконечное семейство с.в. 
 , 1nX n

 называется 

ассоциированным, если каждое ограниченное подсемейство будет ассоциированным. Условие 

строго положительно зависимости в квадранте слабее чем условие ассоциированности. 

В докладе будут приведены результаты о предельных распределениях экстремальных 

значений последовательности строго положительно зависимых  в квадранте случайных величин.
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ДИНАМИКА КОМПОЗИЦИИ КВАДРАТИЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ ЛОТКИ-

ВОЛЬТЕРРА, ДЕЙСТВУЮЩИХ В ДВУМЕРНОМ СИМПЛЕКСЕ, 

СООТВЕТСТВУЮЩИХ СИЛЬНЫМ ТУРНИРАМ 

Эшмаматова Д.Б. 
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24dil@mail.ru.  

Пусть 
1

1

1

( ,..., ) : 0, 1
m

m

m i i

i

S x x x x x−

=

 
= =  = 
 

  ( )1m− – мерный симплекс в ,m
 В работе 

[1] было введено отображение Лотки-Вольтера 
1 1: ,m mV S S− −→  определяемое равенствами 

'

1

: 1 , 1,..., ,
m

k k ki i

i

V x x a x k m
=

 
= + = 

 
      (1) 

где ( )kiA a=  – кососимметрическая матрица, при условии , 1.ki ik kia a a= −    

Теорема.  Отображение  
1 1: ,m mV S S− −→  определяемое (1) является гомеоморфизмом, а при 

условии 1kia   для всех , 1,k i m=  будет диффеоморфизмом симплекса 
1.mS −

 

Пусть отображения Лотки–Вольтерра 1 2V V , действующие в 
2S  имеют следующий вид: 

 

' '

1 1 12 2 13 3 1 1 12 2 13 3

' '

1 2 2 12 1 23 3 2 2 2 12 1 23 3

' '

3 3 13 1 23 2 3 3 13 1 23 2

= (1 ), = (1 ),

: = (1 ), : = (1 ),

= (1 ), = (1 ).

x x a x a x x x b x b x

V x x a x a x V x x b x b x

x x a x a x x x b x b x

 − + + −
 

+ − − + 
 

− + + − 

 (2) 

Так как оображения 1V  и 2V  есть автоморфизм 
2S  в себя [1], [2] тогда очевидно, что их 

композиция 1 2V V  также является автоморфизмом, причем она представима в виде: 
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( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

'

1 1 12 2 13 3 12 2 12 1 23 3 13 3 13 1 23 2

'

1 2 2 2 12 1 23 3 12 1 12 2 13 3 23 3 13 1 23 2

'

3 3 13 1 23 2 13 1 12 2 13 3 23 2 12 1 23 3

= 1 1 1 1 ,

: = 1 1 1 1 ,

= 1 1 1 1 .

x x b x b x a x b x b x a x b x b x

V V x x b x b x a x b x b x a x b x b x

x x b x b x a x b x b x a x b x b x

 + − − − + + + −


− + + + − − + −


+ − − + − + − +

Композиция отображений 1 2V V  имеет следующие неподвижные точки: 

1. Для каждого отображения  1V  и 2V  вершины симплексов являются неподвижными 

точками, в композиции отображений 1 2V V  вершины ( ) ( ) ( )1 2 31;0;0 , 0;1;0 , 0;0;1e e e  также 

сохраняются как неподвижные точки. 

2. На каждом ребре существует неподвижная точка: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

12 12 12 12 12 12 12 12 12 12

1 12

12 12 12 12

13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13

2 13

13 13 13 13

23 23 23 23 23 23 23 23 23 2

3

23 23

2 4 2 4
; ;0 ,

2 2

2 4 2 4
;0;

2 2

2 4 2
0; ;0;

2

b a b a b b a b a b
M

b a b a

a b a b a b a b a b a b
M

a b a b

b a b a b b a b a b
M

b a

 + − + − + +
 
 
 

 − − + + − +
 
 
 

+ − + − + ( )3

23

23 23

4

2b a

 +
 
 
 

 

Приведено полное изучение предельного поведения внутренних точек композиций 

отображения 1 2V V , а также спектра его неподвижных точек. 
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I �,���R�8�T�;�:�������:�E�=�?�;�J�:���<�:���=�?�H�F�?�L�J�B�Y���� ALGEBRA AND 
GEOMETRY . 

 
RIMANNING DZETA FUNKSIYASINING NOLLARI HAQIDA  

Abduraimov Y.  
�7�H�U�P�L�]���G�D�Y�O�D�W���X�Q�L�Y�H�U�V�L�W�H�W�L�����7�H�U�P�L�]�����2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q 

�0�D�¶�O�X�P�N�L�� Re 1s �V�  � ! b�h�µ�O�J�D�Q�G�D�� �5�L�P�D�Q��(Georg Fridrix Berngard Riman (1826-1866)-nemis 

matematigi)ning dzeta funksiyasi �Þ�:�O�; 
L �Ã �5

�á�Þ���á�O
L �ê
E�E�P�¶
�á�@�5  tenglik yordamida aniqlanadi. Bu 

�W�D�¶�U�L�I�G�D�Q��( )s�]  ning Re 1s �!  yarim tekislikda analitik ekanligi kelib chiqadi. Shuning uchun ham ( )s�]  
�W�H�N�L�V�� �\�D�T�L�Q�O�D�V�K�X�Y�F�K�L�� �T�D�W�R�U�Q�L�Q�J�� �\�L�J�µ�L�Q�G�L�V�L�� �V�L�I�D�W�L�G�D�� �D�Q�D�O�L�W�L�N�� �I�X�Q�N�V�L�\�D�Q�L�� �L�I�R�G�D�O�D�\�G�L���� �8�Q�L�Q�J�� �K�D�T�L�T�L�\�� �h�µ�T�G�D�J�L��

2, 4, 6s� �� �� ��  nollariga trivial nollari  deyiladi���� �4�R�O�J�D�Q�� �E�D�U�F�K�D�� �Q�R�O�O�D�U�L�� �H�V�D�� �W�U�L�Y�L�D�O�� �E�h�µ�O�P�D�J�D�Q�� �Q�R�O�O�D�U�L��
deb yuritiladi.  

�5�L�P�D�Q���h�µ�]�L�Q�L�Q�J�������������\�L�O�G�D���\�R�]�J�D�Q���P�D�V�K�K�X�U���P�H�P�X�D�U�L�G�D���>���@���W�X�E���V�R�Q�O�D�U���W�D�T�V�L�P�R�W�L�Q�L���F�K�X�T�X�U���h�µ�U�J�D�Q�L�V�K��
uchun �� ��s�]  �I�X�Q�N�V�L�\�D�Q�L�� �N�R�P�S�O�H�N�V�� �h�µ�]�J�D�U�X�Y�F�K�L��s it�V�  � � �Q�L�Q�J�� �� �I�X�Q�N�V�L�\�D�V�L�� �� �V�L�I�D�W�L�G�D�� �h�µ�U�J�D�Q�L�V�K�� �]�D�U�X�U��

�H�N�D�Q�O�L�J�L�Q�L���X�T�W�L�U�L�E���h�µ�W�J�D�Q���H�G�L���� 
 Riman isbotlagan ikki asosiy natijasi quyidagidan iborat:  a) �� ��s�]  funksiyani butun kompleks 

tekislikga analitik davom ettirish mumkin;  b) �� ��s�]  ushbu funksional tenglama  

�� ��
�� ��

�� �� �� ��
1

1
2 21 1

1 1
2 2

s
s

�= �V �V �= �V �V�S �] �S �]
�� �� ���§ �· �§ �·� �� ���¨ �¸ �¨ �¸

�© �¹ �© �¹
 

ni qanoatlantiradi. Bu yerda �� ��� = � V�� Eylerning gamma funksiyasi.  

Bu funksional tenglama �� ��s�]  ning 1�V�!  dagi xossalaridan 0�V��  dagi xossalarini keltirib 

chiqarish imkoniyatini beradi.  
 Agar 1�V�!  �E�h�µ�O�V�D������ �� 0s�] �z  va  agar  0�V��  �E�h�µ�O�V�D������ ��s�]  �I�X�Q�N�V�L�\�D�V�L�� �W�U�L�Y�L�D�O�� �E�h�µ�O�P�D�J�D�Q��

�Q�R�O�O�D�U�J�D���H�J�D���H�P�D�V���H�N�D�Q�O�L�J�L���L�V�E�R�W�O�D�Q�J�D�Q�����7�H�N�L�V�O�L�N�Q�L�Q�J���T�R�O�J�D�Q���T�L�V�P�L�������\�D�¶�Q�L��0 1�V� d � d ga �N�U�L�W�L�N���\�h�µ�O�D�N  deb 

ataladi.  Bulardan tashqari Riman �� ��s�]  �W�h�µ�J�µrisida bir necha gipotezalarni ilgari suradi. Ulardan biri 

�� ��s�]  �Q�L�Q�J�� �E�D�U�F�K�D�� �W�U�L�Y�L�D�O�� �E�h�µ�O�P�D�J�D�Q�� �Q�R�O�O�D�U�L��
1
2

�V�  �N�U�L�W�L�N�� �W�h�µ�J�µ�U�L�� �F�K�L�]�L�T�G�D�� �\�R�W�D�G�L��
F degan gipotezasi 

�K�R�]�L�U�J�D�F�K�D���W�h�µ�O�D���L�V�E�R�W�O�D�Q�J�D�Q���H�P�D�V���������������\�L�O�G�D���*�����;�D�U�G�L�� 
1
2

�V�  �W�h�µ�J�µ�U�L���F�K�L�]�L�T�G�D���� ��s�]  �Q�L�Q�J���F�K�H�N�V�L�]���N�h�µ�S��

nollarining yotishini isbotladi. 1942 yilda A. Selberg esa bu nollarning �� ��s�]  ning barcha nollari orasida 

musbat zichlikka ega ekanligini isbotladi [2].  Valle-Pussen  va Adamarlar 1898  yilda bir-�E�L�U�L�J�D���E�R�J�µ�O�L�T��
�E�h�µ�O�P�D�J�D�Q���K�R�O�G�D��1s �  da �� �� 0s�] �z  ekanligini isbotladilar. Aniqroq qilib aytganda Valle-Pussen agar  

11 , 2
ln
c

t
t

�V�! �� �t         (1) 

�E�h�µ�O�V�D���� �X�� �K�R�O�G�D���� �� 0s�] �z   �H�N�D�Q�O�L�J�L�Q�L�� �N�h�µ�U�V�D�W�L�V�K�J�D�Q���� �%�X�� �\�H�U�G�D��1c �� qandaydir musbat doimiy son. 1948 

yilda A. Selberg va P. Erdyoshlar bu natijaning elementar isbotini berdilar. Shundan keyin N. Chudakov 
agar  

     

�� �� �� ��
2

3 3
4 4

1
ln ln ln

C

t t
�V� ! � �

 b�h�µ�O�V�D������ �� 0s�] �z   ekanligini isbot qildi. 1958 yilda I. M. Vinogradov va N. M. Korobovlar agar 

   
�� ��

�� ��
2

1 ,
3ln

C

t
�D

�D
� V � D�! �� �!  

b�h�µ�O�V�D�����X���K�R�O�G�D���� �� 0s�] �z   ekanligini k�h�µ�U�V�D�W�L�V�K�G�L��  
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Hozirgi vaqtda �� ��s�]  ning eng kichik ordinatali noli 
1

14, 134725
2

i�E�  � �  ekanligi isbotlangan. 

Shuningdek, kompyuterlar yordamida ordinatasi     90 33 10t�� �d �˜  shartni qanoatlantiruvchi barcha 

nollari 1
2�V�  t�h�µ�J�µ�U�L�� �F�K�L�]�L�T�� �X�V�W�L�G�D�� �\�R�W�L�V�K�L�� �L�V�E�R�W�O�D�Q�J�D�Q���� �6�K�X�Q�L�Q�J�� �X�F�K�X�Q�� �K�D�P�� �E�X�� �V�R�K�D�G�D�J�L�� �L�]�O�D�Q�L�V�K�O�D�U��

aktual hisoblanadi.   
�8�V�K�E�X�� �L�V�K�G�D�� �E�L�]�� �G�]�H�W�D�� �I�X�Q�N�V�L�\�D�Q�L�Q�J�� �Q�R�O�O�D�U�L�� �K�D�T�L�G�D�J�L�� �N�H�\�L�Q�J�L�� �P�D�¶�O�X�P�R�W�O�D�U�� �Y�D�� �>���@�� �G�D�� �I�R�\�G�D�O�D�Q�L�O�J�D�Q��

usul yordamida (1) da ishtirok etuvchi 1c  son qiymatini aniqlashtirib 1 0,0109c � deb olish mumkin 

�H�N�D�Q�O�L�J�L���N�R�¶�U�V�D�W�L�O�J�D�Q�� 
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ROBOTOTEXNIK MEXANIZMLARNING  MAXSUSLIKLARINI IZLASHDA  

�0�$�7�5�,�7�6�$�9�,�<���8�6�8�/�1�,�1�*���4�2�¶�/�/�$�1�,�6�+�, 
Barotov A. S., Abdullayev S. A. 

�6�D�P�D�U�T�D�Q�G���'�D�Y�O�D�W���8�Q�Y�H�U�V�L�W�H�W�L�����6�D�P�D�U�T�D�Q�G�����2�¶�]�E�H�N�Lston 
�5�R�E�R�W�R�W�H�[�Q�L�N�D�Q�L�Q�J�� �N�R�¶�S�J�L�Q�D�� �P�H�[�D�Q�L�]�P�O�D�U�L�� �� �\�X�T�R�U�L�� �H�U�N�L�Q�O�L�N�� �G�D�U�D�M�D�V�L�J�D�� �H�J�D���� �� �%�X�� �K�R�O�D�W�� �H�V�D�� �R�¶�]��

�Q�D�Y�E�D�W�L�G�D�� �P�H�[�D�Q�L�]�P�Q�L�Q�J�� �K�D�U�D�N�D�W�O�D�Q�L�V�K�L�� �Q�D�W�L�M�D�V�L�G�D�� �P�D�[�V�X�V�� �K�R�O�D�W�O�D�U�Q�L�Q�J�� �S�D�\�G�R�� �E�R�¶�O�L�V�K�L�J�D�� �R�O�L�E�� �N�H�O�D�G�L����
�2�¶�U�J�D�Q�L�O�D�\�R�W�J�D�Q�� �P�H�[�D�Q�L�]�P�O�D�U�Q�L�Q�J�� �� �K�R�O�D�W�� �I�X�Q�N�V�L�\�D�O�D�U�L�� ���E�R�J�¶�O�D�Q�Lshlar tenglamalari) quyidagi nochiziqli 
�D�O�J�H�E�U�D�L�N���W�H�Q�J�O�D�P�D�O�D�U���V�L�V�W�H�P�D�V�L���N�R�¶�U�L�Q�L�V�K�L�G�D���L�I�R�G�D�O�D�Q�D�G�L���>��-3]: 

�������������������(�Ü�:�7�á�8�; �� �(�Ü�:�T�5�á�å �á�T�à �á�T�à �>�5�á�å �á�T�à �>�á�; 
L �r�á�������E
L���s�á�I
$
$
$
$
$
$�����J 
Q�I ����   (1) 
Bunda,�������7 
L �:�T�5�á�T�6�á�å �á�T�à �; va �8 
L �:�T�à �>�5�á�å �á�T�à �>�á�; mos holda holat va boshqaruv koordinatalari, �(�Ü-
�H�V�D�� �N�R�¶�S�K�D�G�O�D�U���� �7�H�Q�J�O�D�P�D�O�D�U�� �V�R�Q�L���I , holat koordinatalar soni �7 bilan mos keladi, �J esa mexanizmning 
erkinlik darajasi deb ataladi.Umumiy holda mexanizmning erkinlik darajasi �J 
L �G
F�I  tenglik bilan 
topiladi, bu yerda �G-�W�H�Q�J�O�D�P�D�O�D�U���V�L�V�W�H�P�D�V�L�G�D�J�L���Q�R�P�D�¶�O�X�P�O�D�U���V�R�Q�L�����+�D�U���E�L�U���8 boshqaruv koordinatalarning 
qiymatlariga �:�s�;��sistemani qanoatlantiruvchi �7 ning chekli sondagi qiymatlari mos keladi. �7�:�8�; �N�R�¶�S��
�T�L�\�P�D�W�O�L���Y�H�F�W�R�U���I�X�Q�N�V�L�\�D���G�H�E���D�\�W�L�O�D�G�L�����\�D�¶�Q�L���T�Ü
L �T�Ü�:�T�à �>�5�á�å �á�T�à �>�á�;�ä 

 Misol. �7�R�¶�U�W�E�X�U�F�K�D�N�O�L�� �J�L�G�U�R�V�L�O�L�Q�G�L�U�L�N�� �P�H�[�D�Q�L�]�L�P�Q�L�Q�J�� �P�D�[�V�X�V�� �Q�X�T�W�D�� �D�W�U�R�I�L�G�D�� �D�V�L�P�W�R�W�L�N�� �\�H�F�K�L�P�L�Q�L��
qaraylik. Bunda �#�á�1�á�$�á�%��nuqtalar quyidagi koordinatalarga ega:���1�:�r�á�r�;�á�#�:�T�5�á�U�5�;�á�$�:�T�7�á�r�;�á�%�:�T�6�á�U�6�;�á�� 
va �1�#
L �=, �1�%
L �>�á�$�%
L �?��(�>
O�=
O�?�����R�¶�]�J�D�U�P�D�V���N�D�W�W�D�O�L�N�O�D�U�����/- �P�X�V�E�D�W���R�¶�]�J�D�U�X�Y�F�K�L���N�D�W�W�D�O�L�N�� 

 
   
 
 

 Qaralayotgan mexanizmning holat 
�I�X�Q�N�V�L�\�D�O�D�U�L�Q�L�Q�J���E�R�J�¶�O�D�Q�L�V�K���W�H�Q�J�O�D�P�D�O�D�U�L�Q�L��

tuzamiz: 

�Õ
�Ö
�Ô

�Ö
�Ó���C�5 �� �T�5

�6 
E�U�5
�6 
L �=�6����������������������������������

�C�6 �� �:�T�5 
F �T�7�;�6 
E�U�5�6 
L �.�6

�C�7 �� �:�T�6 
F �T�7�;�6 
E�U�6
�6 
L �?�6��

�C�8 �� �T�6
�6 
E�U�6

�6 
L �>�6��������������������������������

 

    (2) 
 Teorema�����7�R�¶�U�W�E�X�U�F�K�D�N�O�L���J�L�G�U�R�V�L�O�L�Q�G�U�L�N��

mexanizm ikkinchi tur maxsuslikka 
erishmaydi. 
Isbot. �6�K�D�U�W�J�D���N�R�¶�U�D���P�H�[�D�Q�L�]�P���L�N�N�L�Q�F�K�L���W�X�U���P�D�[�V�X�V�O�L�N�N�D���H�U�L�V�K�L�V�K�L���X�F�K�X�Q���Ê���E lar uchun�����/ �Ü
L �r���:�E
L �s�á�s�r
$
$
$
$
$
$�; 
sharti bajarilishi zarur. Lekin bunday hola�W���\�X�]���E�H�U�P�D�\�G�L�����F�K�X�Q�N�L���D�Q�L�T�O�D�Q�L�V�K�L�J�D���N�R�¶�U�D���>
M�? va �. 
P �r  
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TOPOLOGIK  FAZOLARNING  NASLIY XOSSALARI  

Beshimov R.B., Husenova D. 

Mirzo Ulug'bek  nomidagi O'zbekiston Milliy universiteti, Toshkent, �2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q 
 

h���• (X)= sup{f(Y): Y�?X}  topologik  fazolarning  nasliy xossasi. 
�• = {d, wd, �V�á�N�V�á���W���«�`�������Q�D�V�O�L�\�����[�R�V�V�D�J�D�����H�J�D�� 

�7�D�¶�U�L�I��  (X, �R)  topologik  fazo,  �� �ñ�? ��    �R
L �<���� �ã�� �? ���=���� �� �8�� �� �R�F�K�L�T�� �� �W�R�¶�S�O�D�P�����R�ê�� �ñ
L
�<���� �ê�� �ñ�ã������ �Ð�R���=
L���R�ñ
F �‘�‹�Ž�ƒ������ �ñ�� da  topologiya   hosil  qiladi.    
 (�� �ñ, �R�")
F topologik fazoda   indusirlangan  (nasliy)  topologik  fazo deyiladi.   
( O
Ú�ñ)  �Î �ê�� �ñ
L ���Î �Ð�R�ñ�á�� �ê�� �ñ
L������ �ñ�Ð�R�" 
( O
Û�ñ)  �� �5

�ñ�á�� �6
�ñ �Ð�R�ñ�����œ���� �5

�ñ 
L �� �ñ�ê �� �5�á�������� �6
�ñ 
L���� �ñ�ê�� �6, 

  �� �5
�ñ�ê�� �6

�ñ 
L��(�� �ñ�ê�� �5�;���ê�:���� �ñ�ê�� �6�; = �� �ñ�ê�:�� �5 �ê�� �6�;���Ð���R�ñ���� 
( O
Ü�ñ)   �� �ñ�? �R�ñ�œ���‚ �� �‘

�ñ
�‘ �Ð�E�ñ  =    �‚ �:�� �ñ�ê �� �‘ �;�‘ �Ð�E�ñ 
L �� �ñ�ê �:�‚ �� �‘�‘ �Ð�E�ò �; �Ð���R�" 

�7�D�¶�U�L�I������X=[0,1) yarim  intervalda  topologiya  kiritamiz, [�Ù�á�Ú�;,  0
Q�Ù
O�Ú
Q�s  topologiyaning  bazasini  
tashkil  qiladi.   Berilgan  topologik   fazo  �: �Û����bilan  belgilanadi.  �: �Û���� P.S.Aleksandrov  strelkasi  deyiladi  
va  quyidagi  xossalarga  ega. 
1) �: �Û��
F�����5- fazo; 
2) �: �Û
F���� regulyar  fazo; 
3) �: �Û
F���� sanoqlilikning  birinchi  aksiomasi;  
4) �: �Û
F����separabel  fazo; 
5) �: �Û
F����nasliy  finalniy  kampakt; 
6) �: �Û
F����normal  fazo.     
�Î �6 
L���: �Û
H�: �Û
F����nasliy  Lindelof emas. 
�¿ = {( x, 1-x):  x�Ð�>�r�á�s�;} �?�����: �Û
H�: �Û 
���¿������= �Ë�� kontinum.�� 
A= {( r, 1-r):  r�Ð�� �>�r�á�s�;},  
B= {( i, 1-i):  i�Ð���>�r�á�s�;}.  
A �ê�$ 
L ���Î ���á��  A, B
F���\�R�S�L�T�����W�R�¶�S�O�D�P�� 
�1��(A) �ê���1��(B) 
M���Î �á�Ý
P�r�ä 
�¿��
F����finalniy  kampakt emas, normal  fazo  emas, separable  fazo  emas. 
Teorema.  �Î �6 
L���: �Û
H�: �Û
F�� normal  fazoni, final  kompaktni, separabel  fazoni  saqlamaydi. 
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DERIVATIONS OF SOME SIX -DIMENSIONAL 4 -LIE ALGEBRAS  
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National University of Uzbekistan, Tashkent, Uzbekistan 

In this thesis, the derivation spaces of six-dimensional 4 -Lie algebras are studied.  
The study of n -Lie algebras has developed a new chapter in the study of Lie theory, attracting 

many researchers in different areas due largely to the close connections between n -Lie algebras and 
dynamics, geometries as well as string theory. 

Filippov [1] introduced the concept of n -Lie algebra and classified ( 1)n�� -dimensional n -Lie 
algebras over an algebraicallyclosed field of characteristic zero. The structure of n -Lie algebras is very 
different from that of Lie algebras due to the n -ary multilinear operation. For example, up to 
isomorphism there is a unique finite-dimensional simple n -Lie algebra for 2n �!  over an algebraically 
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closed field of characteristic zero [3], which is the ( 1)n�� - dimensional n -Lie algebra with a 
multiplication table 

1
1 1�Ö[ ,..., ,..., ] ( 1) ii

i
ne ee e��
�� �  � � ,    1 1i n�d �d ��  

in a basis 1 1,..., ,ne e��  where symbol �Öie  means that ie  is omitted in the bracket. 

An n -Lie algebra is a vector space A over a field F (char ( ) 2F �z ) equipped with an n -

multilinear operation 1[ ,..., ]nx x  satisfying 

1 )1 ( ) ([ ,..., ] ( )[ ,..., ],nnx x sign x x� V � V�V�       (1) 

and 

1 2 1 2
1

[[ ,..., ], ,..., ] [ ,...,[ , ,..., ],..., ]
n

n n i n n
i

x x y y x x y y x
� 

� �¦    (2) 

for any 1 2,..., , ,...,n nx x y y A�•  and any permutation nS�V�• . 

A derivation of an n -Lie algebra A is a linear map D of A into itself satisfying 

1
1

([ ,..., ]) [ ,..., ( ),..., ]
n

n i i n
i

D x x x D x x
� 

� �¦  

for any 1,..., nx x A�• . Let ( )Der A  be the set of all derivations of A. Then ( )Der A  is a Lie subalgebra 

of the general linear Lie algebra ( )gl A  and is called the derivation algebra of A. The map 

1 1( ,..., ) :nad x x A A�� �o , given by    1 1 1( ,..., )( ) [ ,..., ]n n nad x x x x x�� � ,     for nx A�•  

is referred to as a left multiplication defined by elements 1 1,..., nx x A�� �• . It follows from identity (2), that 

1 1( ,..., )nad x x��  is a derivation. The set of all finite linear combinations of left multiplications is an ideal 

of ( )Der A , which we denote by ( )ad A . Every derivation in ( )ad A  is by definition an inner derivation. 

If a subspace B  of an n -Lie algebra A satisfying 1[ ,..., ]nx x B�•  for any 1,..., nx x B�• , then B  is 

called a subalgebra of A. Let 1 2, ,..., nA A A  be subalgebras of an n -Lie algebra A . Denote by 

1 2[ , ,..., ]nA A A  the subspace of A  generated by all vectors �> �@1,..., nx x , where i ix A�•  for 1,2,...,i n� . 

The subalgebra �> �@1 , ,...,A A A A�  is called the derived algebra of A . If 1 0A � , then A is called an 

Abelian n -Lie algebra. 

The subset �� �� �> �@1 1 1 1 , ,..., 0{ | }, ,...,n nZ A x A x y y y y A� � � ��  � • �•�  � �  is called the center of A . It is clear 

that ( )Z A  is an Abelian ideal of A . 

6-dimension 4 -Lie algebras are classified in the following theorem. 
Theorem [2]. Let A be a six-dimensional 4 -Lie algebra over F with a basis 1 6{ ,..., }e e . Then one 

and only one of the following possibilities holds up to isomorphism: 

(a) If 1 0dim A � , A is Abelian. 

(b)  If 1 1dim A �  and let 1
1A Fe� . Then we have 

(b1): in the case that �� �� �> �@1
2 3 4 5 1,  , , , ;A Z A e e e e e� �Ž  

(b2): in the case that 1A  is not contained in  �� �� �> �@1 2 3 4 1,  , , ,Z A e e e e e� . 

(c) If 1 2dimA �  and 1
1 2A Fe Fe�  � �, then we have 

2 3 4 5 11

1 3 4 5 2

[ , , , ] ,
( ) :

[ , , , ] ,

e e e e e
c

e e e e e
�­
�®
�¯

� 

� 
       �� ��

�> �@
�> �@
�> �@
�> �@

1 3 4 5 2

2 3 4 5 12

1 4 5 6 1

2 4 5 6 2

, , , ,

, , , ,
: 

, , , ,

, , , ,

e e e e e

e e e e e
c

e e e e e

e e e e e

�­ � 
�° � �°
�® � �°
�° � �¯

      �� �� �> �@
�> �@

2 3 4 5 1 23

1 3 4 5 2

, , , ,
: 

, , , ,            

e e e e e e
c

e e e e e

�E�­ �  � ��°
�® � �°�¯  
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�� ��
�> �@
�> �@
�> �@

2 3 4 5 1 2
4

1 3 4 5 2

3 4 5 6 1

, , , ,

:  , , , ,            

, , , ,            

e e e e e e

c e e e e e

e e e e e

�E�­ �  � �
�° � �®
�° � �¯

      �� ��
�> �@
�> �@
�> �@
�> �@

2 3 4 5 1 2

1 3 4 5 25

2 4 5 6 2

1 4 5 6 1

, , , ,

, , , ,            
: 

, , , ,            

, , , ,            

e e e e e e

e e e e e
c

e e e e e

e e e e e

�E�­ �  � �
�° � �°
�® � �°
�° � �¯

    �� �� �> �@
�> �@

2 3 4 5 16

3 4 5 6 2

, , , ,
: 

, , , ,

e e e e e
c

e e e e e

�­ � �°
�® � �°�¯

 

�� ��

�> �@
�> �@
�> �@
�> �@

2 3 4 5 1 2

1 3 4 5 25

2 4 5 6 2

1 4 5 6 1

, , , ,

, , ,
: 

, , , , 

, , , , 

,

e e e e e e

e e e e e
c

e e e e e

e e e e e

�E�­ �  � �
�°

� �°
�®

� �°
�° � �¯

  �� �� �> �@
�> �@

2 3 4 5 16

3 4 5 6 2

, , , ,
: 

, , , ,

e e e e e
c

e e e e e

�­ � �°
�® � �°�¯

      �� ��
�> �@
�> �@
�> �@

2 3 4 5 1
7

1 4 5 6 1

2 4 5 6 2

, , , ,    

:  , , , ,    

, , , ,    

e e e e e

c e e e e e

e e e e e

�­ � 
�° � �®
�° � �¯

 where 

F�E�•  and 0�E�z .  
Proposition. Any derivations of the algebras  

�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��1 2 1 2 3 4 5 6, , , , , , ,b b c c c c c c  and �� ��7 c  

have the following matrix forms. 

1

21 22 23 24 25 26

31 32 33 35 36

41 42 43 44 45 46

51 52 5

3

6

4

53 54 55 6

61 6

1

0 0 0 0 0

( ) :

0

         

       

0 0 0

   
D

a
e

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a

a a a a a a

a

b

a

r

�G� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹

, where 22 3 4 51 3 4 5;  a a a a�G� �� �� ��  

11

21 22 23 24 25 26

31 3

1

2 2 33 34 35 36

4 42 43 22 33 45

       0          0           0     0     0

                                      

                                    

                                
( ) :

a

a a a a a a

D
a a a a a a

a a a a
e

a a
r b

� � � � 46

55 56

65 66

    0        0          0            0                         

  0        0          0            0                     

a

a a

a a

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹

, 

11 12  

12 11

31 32 33 34 35 36

41 42 43 44     45 46

5

1

        0        0           0      0

         0        0             0       0

                                   

                                      
( ) :D

a a

a a

a a a a
c

a a

a a a a a
er

a

a 1 52 53 54 33 44 56

66

                             

  0       0       0       0                0              

a a a a a a

a

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� � � �
� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹

, 

11 12  

12 11

31 32 33

41 42 43 44    

2

45 46

         0        0              0      0 

          0        0              0    0  

               0              0     0  

                                   
( ) :

a a

a a

a a a

a a a a a a

a

Der c

51 52 53 54 33 44 56

32 31 63 33

                           

                  0           0                

a a a a a a

a a a a

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� � � �
� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹

, 
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11 12  

12 2

31 32 33 34 35 36

41 42 43 44     45 46

51 5

3

         0        0            0     0 

           0        0            0   0  

   

 
(

                           

                               

 

) :
    

   

D

a a

a

a a a a

a
e

a a

a a a a a
r

a

c

a

�G

2 53 54 33 44 56

66

                      

  0      0       0        0            0               

a a a a a

a

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� � � �
� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹

, where 2 11 12a a� G � E�  � �; 

3 12

12 4

31 32 33 34 35 36

41 42 43 44 45 46

51 52 53 54 55 56

61 2

4

6

            0     0  0 0

            0      0    0    0

             

                         

                         

            0     0   

( ) :

a

a

a a a a
D

a a

a a a a a a

a a a a a

e

a a

c

a

r

�G
�G

66    0        a

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹

, 

where 3 33 44 55 66 62  a a a a a�G� �� �� �� �� , 12 11 44 54 33 5  ;a a a a a� G � E � � � �� � � � �  

11 12

5

31

42 43 44 45 46

52 53 54

21

32 33 21 1

6

25

41

51

31 63 44 5

55 5

32 31 5

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0
( ) :

0 0

a

a a a a
D

a a

a

a a a a a

a a a a a

cer
a

a a a

a

aa a

�G

�E

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸��
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸

�¹�� � � � ��©

, 

where 5 11 33 44 55 12;   a a a a a� G � E�� �� ��� ��  

2

6

7

6

5

21

31 32 33 34 35 36

41 4 43 44 45 46

52 53 54 55 56

61 21 66

1

 

,

0 0 0 0 0

0 0 0 0

( ) :

0 0 0

D

a

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a

a a a

er c

a

�G
�G

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
�¨

��

�¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹

 

where 6 22 33 44 55 7 33 44 55 66, ;a a a a a a a a� G � G� �� �� �� � �� �� ��  

�&�A�N�:�?�; �;�ã

�É

�È
�È
�Ç

�Ü�< �r �r �r �r �r
�=�6�5 �=�6�6 �r �r �r �r
�=�7�5 �r �=�7�7 �r �r �r
�=�8�5 �=�8�6 �=�8�7 �=�8�8 �=�8�9 �=�8�:
�=�9�5 �=�9�6 �=�9�7 �=�9�8 �=�9�9 �=�9�:
�=�:�5 �=�7�5 �r �r �r �=�:�: �Ì

�Ë
�Ë
�Ê

, where 8 22 33 44 55a a a a�G� �� �� �� . 
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DIFFERENTIAL EQUATIONS FOR PATHS, WHICH ARE EQUIVALENT  WITH 
RESPECT TO THE ACTION OF THE GALILEAN -SYMPLECTIC GROUP  

Chilin V.I., Muminov K.K.  
National University of Uzbekistan, Tashkent, Uzbekistan 

 Let 2n  be the 2n-dimensional real linear space and let G(2n,R)  be the group of all invertible linear 
transformations of  2n .  Let 

2(2 , ) { (2 , ) : , , for all , }nSp n g GL n x y gx gy x y� �• � �•�¢ �² �¢ �²  be the symplectic subgroup in 

(2 , )GL n , where  1 2 2 1 2 1 2 2 2 1, n n n nx y x y x y x y x y� � � �� �� ���}�� ��� ¢ � ² . 

  Denote by (0,...0,1,0,...,0)ie �  the canonical basis in 2 , 1, ,2n i n�  � } , and put 

2 1 2 2{ }, { },n n nU e V e�D �D �D� �˜ � �˜ �• , 
2 1

2
2

: , 2, ,2 1
n

n i i i
i

W e i n� D � D
��

� 

� ­ � ½� �˜ �• � �} ��� ® � ¾
� ¯ � ¿
�¦ . Consider the 

subgroup (2 , )Sp n�*  in (2 , )GL n  of all such 2
, 1( ) (2 , )n

ij i jg g GL n� �  � • for which 

2 2 11( ) , 1n ng U U g� � �r , 2 2( )n ng V V� , 2 ,2 1n ng �  � r , 2 2( )n ng W W�  and the restriction  
2

|
nWg  of g  to 

the subspace 2nW  is an element of the symplectic group (2( 1), )Sp n�� . The group (2 , )Sp n�*  is is 

called Galilean-symplectic group. 
 Denote by I  the interval ( , )a b �Ž . An I -path is a vector-function 2 2

1( ) { ( )} ,n n
j jx t x t t I� � �• �• , 

such that the coordinate functions ( ), 1, ,2jx t j n�  � } , are C�f -differentiable. The r -th derivative of the 

I -path 2
1( ) { ( )} n

j jx t x t � �  is the vector-function ( ) ( ) 2
1( ) ( )}{r r n

j jx t x t � � , where ( ) ( )r
jx t  is the r -th 

derivative of the coordinate function ( )jx t , 1, ,2j n�  � } , 1,2,r �  � } 

 Let ( )( )M x t  (respectively, (1)( )( )M x t ) be the matrix ( 1)
, 1( ( ))j n

i i jx t��
�  (respectively, the matrix 

( )
, 1( ( ))j n

i i jx t � ), where  (0)( ) ( )i ix t x t� , 1, ,i n�  � }. A path ( )x t  is called strongly regular if the 

determinate det ( )( )M x t  is not equal to zero for all t I�• . We say that the strongly regular I -path 
2

1( ) { ( )} n
j jx t x t � �  is a Galilean I -path if (1) (1)

1 2| ( ) | | ( ) | 0nx t x t� � � z and 2 2det ( ( )) 0nM x t�� �z  for all t I�• ,  

where �� ��( ) (0)
2 2 0,1, ,2 3, 2, ,2 1

( ( )) ( ) , ( ) ( )i
n j j ji n j n

M x t x t x t x t�� � �} �� � �} ��
�  �  . I -paths ( )x t  and ( )y t  are called 

(2 , )Sp n�* -equivalent if there exists (2 , )Spg n�•�*  such that ( ) ( )y t gx t�  for all t I�• . Denote by 

J  the matrix , , 1( )n
i j i jJ �  such that , 1 1,1, 1j j j jJ J� � � �� � �� , if 1, ,2 1j n� �} �� ,  and , 0i jJ � ,  for the rest of 

index numbers. The following theorem gives a criterion for the (2 , )Sp n�* -equivalence of Galilean I -

paths. 
Theorem 1. Two Galilean I -paths ( )x t  and ( )y t  are (2 , )Sp n�*  - equivalent if and only if   

1 (1) 1 (1)( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( );( )( ) ( )M x t M x t M y M y tt� � � ��   

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )T T
pM x t JM x t M y t J M y t�  

for all t I�• , where ( )( )TM x t  is the transposed matrix to the matrix ( )( )M x t . 

Let  �� �� 1 (1)
, 1( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) .( )n

ij i jA t M x t M x t a t
��

� �  �   A direct calculation of the elements ( )ija t  of 

the matrix ( )A t  shows that 

1 1 1 2 1 2

3 1 3 1   

{ ( )} {0,0,0, ,0, ( )},{ ( )} {1,0,0, ,0, ( )},

{ ( )} {0,1,0, ,0, ( )}, ,{ ( )} {0,0,0, ,1, ( )},

n n
j j n j j n

n n
j j n nj j nn

a t a t a t a t

a t a t a t a t
�  �  

�  �  

� �} � �}

� �} �} � �}
 (1) 

where ( )jna t  are  infinitely differentiable  functions, t I�• , 1, ,j n�  � }.  

 In addition,  ( ) ( ( )) ( ( )),TB t M x t JM x t�  is an invertible symmetric n n�u -matrix for which we have  
(1)( ) ( ) ( ) ( ) ( ) for all .TB t A t B t B t A t t I� �� �•    (2) 

Consider the following system of matrix differential equations 
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(1)( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),T

X t X t A t

X t JX t B t

�­ � 
�®

� �¯
     (3) 

where the matrix , 1( ) ( ( ))n
jk j kX t x t � �  is unknown, (1) (1)

, 1( ) ( ( )))n
jk j kX t x t � � ,  in addition, the matrix ( )A t  

has the form (1), and the matrix ( )B t  is an invertible symmetric matrix satisfying equation (2).  A 
solution ( )X t  of the system (3) will be called nondegenerate if the determinant of the matrix ( )X t  does 

not vanish for all t I�• . We say that two solutions ( )X t  and ( )Y t  of the system (3) are (2 , )Sp n�* -

equivalent if there exists an element (2 , )Spg n�•�*  such that ( ) ( )Y t gX t�  for all t I�• . 

Theorem 2. Let the matrix ( )A t  have the form (1), and let the matrix ( )B t  be an invertible 
symmetric n n�u -matrix satisfying equation (2). Then 

The system (3) has a nondegenerate solution ( )X t . In addition, if  ( )Y t  is another solution of the 

system (3), then   ( )X t  and ( )Y t   are (2 , ))Sp n�* -equivalent; 

There is only one Galilean I -path  ( )x t ,  up to (2 , )Sp n�* -equivalence, such that the matrix 

( ( ))M x t  is  a solution of the system (3). 
 

GIPERBOLOIDNING  EGRILIK CHIZIQLARI  
Ergashova M. M. 

�2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q���0�L�O�O�L�\���8�Q�L�Y�H�U�V�L�W�H�W�L���7�R�V�K�N�H�Q�W�����2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q�� 
Biz kanonik tenglamasi  
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 �S�D�U�D�P�H�W�U�L�N���N�R�¶�U�L�Q�L�V�K�G�D���\�R�]�L�E���R�O�D�P�L�]�����Y�D���X�Q�L�Q�J���H�J�U�L�O�L�N���F�K�L�]�L�T�O�D�U�L�Q�L���W�R�S�D�P�L�]������ 
�7�D�¶�U�L�I�� �� Sirt ustida yotgan chiziqning har bir nuqtasidagi urinmasi sirtning  shu nuqtadagi bosh 

�\�R�¶�Q�D�O�L�V�K�O�D�U�G�D�Q���E�L�U�L���E�R�¶�\�L�F�K�D���\�R�¶�Q�D�O�J�D�Q���E�R�¶�O�V�D�����E�X�Q�G�D�\���F�K�L�]�L�T�������V�L�U�W�Q�L�Q�J��egrilik  �F�K�L�]�L�J�¶�L deyiladi. 
Malumki egrilik chiziqlari 
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Differensial tenglama yordamida  aniqlanadi. Bu tenglamada   �' �á�(�á�) ��   birinchi  kvadratik  forma  
koeffitsientlari,    �.�á�/ �á�0 lar esa  ikkinchi kvadratik forma koeffitsientlaridir.   

Hisoblash natijasida  birinchi kvadratik formani koeffitsientlarni topamiz. 
�' 
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E�>�6�O�E�J�6�Q�; 
E�?�6�?�D�6�R 
Endi ikkinchikvadratik formani topishi uchun uning koeffitsientlarini topamiz. 
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tenglamaga  quyib  quyidagi differensial tenglamani olaviz. 
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Bu yerda a , b , c ni teng deb olsak  
F�t�=�9�O�D�R
�×�é

�×�è

L �r    �K�R�V�L�O�� �E�R�¶�O�D�G�L�� ���� �E�X�� �\�H�U�G�D��

�=�á�>�á�?�á�O�D�R�����á�?�D�R�����H�=�N���r�� dan farqli shu uchun  
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Natijada biz koordinata chiziqlari egrilik chiziqlari ekanlini korsatdik. 
 

�3�6�(�9�'�2�5�,�0�$�1���.�2�¶�3�;�,�/�/�,�.�/�$�5�,�'�$���/�2�5�(�1�6���$�/�0�$�6�+�7�,�5�,�6�+�/�$�5�, 
Homidov A.R. 

�0�L�U�]�R���8�O�X�J�¶�E�H�N���Q�R�P�L�G�D�J�L���2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q���0�L�O�O�L�\���8�Q�L�Y�H�U�V�L�W�H�W�L�����7�R�V�K�N�H�Q�W�����2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q 

Agar  chiziqli akslantirishda  �Y�H�N�W�R�U�Q�L�Q�J���V�N�D�O�\�D�U���N�R�¶�S�D�\�W�P�D�V�L�Q�L�� �V�D�T�O�D�V�D����

�\�D�¶�Q�L�� �E�D�U�F�K�D�� vektorlar uchun  shart bajarilsa, bu chiziqli akslantirishga  

Lorens akslantirishi deyiladi. 

1-lemma. Agar �/�R�U�H�Q�V�� �D�N�V�O�D�Q�W�L�U�L�V�K�L�� �E�R�¶�O�V�D���� �X�� �K�R�O�G�D��vektorlarning skalyar 

�N�R�¶�S�D�\�W�P�D�V�L�Q�L���V�D�T�O�D�\�G�L�����\�D�¶�Q�L��. 

2-lemma. �/�R�U�H�Q�V���D�N�V�O�D�Q�W�L�U�L�V�K���E�R�¶�O�V�L�Q�����8���K�R�O�G�D�� dagi ortonormal bazisda 

 matritsa  �N�R�¶�U�L�Q�L�V�K�G�D���E�R�¶�O�D�G�L�����%�X���\�H�U�G�D���R�¶�]�J�D�U�P�D�V�� 

Bundan tashqari, agar  va  �Y�H�N�W�R�U�� �\�X�U�X�J�¶�O�L�N�� �N�R�R�U�G�L�Q�D�W�D�V�L�� �E�R�¶�O�P�D�V�D���� �X�� �K�R�O�G�D���� va  
vektorlar orasidagi burchak  �J�D���W�H�Q�J���E�R�¶�O�D�G�L�� 

Teorema. Ushbu  dagi  �\�R�U�X�J�¶�O�L�N�� �N�R�R�U�G�L�Q�D�W�O�D�U�L�G�D�Q��

�W�D�V�K�N�L�O�� �W�R�S�J�D�Q�� �E�D�]�L�V�� �E�R�¶�O�V�L�Q���� bazisda har bir  Lorens akslantirishi  

yoki  �N�R�¶�U�L�Q�L�V�K�J�D���H�J�D���E�R�¶�O�D�G�L�����%�X���\�H�U�G�D��giperbolik burilish burchagi. 

1-misol. �Y�D�T�W�� �N�R�R�U�G�L�Q�D�W�O�L�� �I�D�]�R�� �E�R�¶�O�L�E���� �E�R�¶�O�V�L�Q���� �)�D�U�D�]�� �T�L�O�D�P�L�]�N�L���� 

tekislikda  ortogonal vektorga  �R�U�W�R�Q�R�U�P�D�O�O�D�Q�J�D�Q�� �E�D�]�L�V�� �P�D�Y�M�X�G���� �0�D�¶�O�X�P�N�L���� tekislik 

nuqtalari fazoviy. Bizda  munosabatlar mavjud. Bundan 

�N�R�¶�U�L�Q�D�G�L�N�L���� va  bazisda  �P�D�W�U�L�W�V�D���T�X�\�L�G�D�J�L���N�R�¶�U�L�Q�L�V�K�G�D���E�R�¶�O�D�G�L���� 

      

Shunday qilib,  akslantirish  �R�¶�T�L���D�W�U�R�I�L�G�D�� giperbolik burchakka burishdan iborat ekan.  

2-misol. Bizda  fazoda ,  �P�X�Q�R�V�D�E�D�W�O�D�U�� �R�¶�U�L�Q�O�L�� �E�R�¶�O�D�G�L�J�D�Q�� vektor berilgan 

�E�R�¶�O�V�L�Q���� �4�D�U�D�O�D�\�R�W�J�D�Q�� �Y�H�N�W�R�U�O�D�U�J�D�� �R�U�W�R�J�R�Q�D�O�� �E�R�¶�O�J�D�Q�� �Y�D�T�W�� �N�R�R�U�G�L�Q�D�W�D�O�D�U�� �W�H�N�L�V�O�L�J�L�G�D�� �E�H�U�L�O�J�D�Q�� ��

bazisda  matritsa quyidagicha  
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Natija:  dagi  bazisda  matritsa  
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RELATION BETWEEN GEODESIC MAPPING AND DUAL MAPPING IN ISOTROPIC 

SPACE 
Ismoilov Sh. Sh. 

National University of Uzbekistan, Tashkent, Uzbekistan 
E-mail: ismoilovsh94@mail.ru 

When studying the geometry of pseudo-Euclidean spaces, singularities arise associated with 
isotropic vectors of a space. Often these features form a whole subspace. One such subspace is the 
isotropic space 2

3 .R  An isotropic space is the subspace 1
4( , , , )M x y z z R�• . But the geometry of such 

subspaces has been little studied.  
In this paper, we determine and study the properties of a shortest curve on a surface and in its dual 

image. It is proved that the dual mapping is geodesic and also that it is conformal. 
Let there be given a three-dimensional affine space 3A , set by an affine coordinate system Oxyz. 

Definition 1. If the dot scalar product of vectors 1 1 1{ , , }X x y z  and 2 2 2{ , , }Y x y z  is given by the 

formula 

1 1 2 1 2 1

2 1 2 1

( , ) if ( , ) 0

( , ) if ( , ) 0

X Y x x y y X Y

X Y z z X Y

� �� �z�­
�®

�  �  �¯
,   (1) 

then the space is said to be an isotropic space and denoted by 2
3R [3]. 

Let the regular surface F , given by the equation ( , )z f x y� , be contained inside the sphere, and 
its boundary is the intersection of the sphere with a plane �D. 

Definition 2. The surface *F  is said to be the surface dual to the surface F  with respect to the 
isotropic sphere [1]. 

When F  is regular and belongs to the class 2�K , the dual surface has the following equation 

* ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
: ; ; ( , ) .

f u v f u v f u v f u v
F u v f u v

u v u u
�w �w �w �w� ­ � ½�˜ �� �˜ ��� ® � ¾

�w �w �w �w� ¯ � ¿
            (2) 

Theorem 1. If F  is a minimal surface, then the dual mapping will be conformal.  
Corollary 1. If the translation surface satisfies the condition xx yyf f� , then its dual mapping will 

be conformal.  
The shortest curve on the surface of an isotropic space has some properties of the Euclidean 

shortest curve on the surface, but it also has its own characteristics. For example, the shortest curve on a 
convex polyhedron can pass through its vertex. It is known that the shortest curve on a polyhedron of the 
Euclidean space does not pass through the vertex of the polyhedron []. 

This can be seen from the fact that through the vertex of a polyhedral angle, which is uniquely 
projected onto the plane  , one can always draw a plane parallel to the axis. Obviously, for points on the 

3
1R 1 0 0 1, ,

2 2
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section lying on different sides of the vertices of the polyhedral angle, the shortest path passes through the 
vertex.  

Definition 3. A geodesic curve on a surface is a continuous curve that is shortest on any 
sufficiently small segment of itself. 

The curvature of a shortest curve is equal to zero.  
Theorem 2. If a surface F  is convex, then its dual mapping is a geodesic mapping.  
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MUHANDISLIK VA KOMPYUTER GRAFIKASI FANI O�¶QUV 
MASHG�¶ULOTLARIDA  TO�¶RT POG�¶ONALI  TA�•LIM  USULINI  QO�¶LLASHNING  

AXAMIYATI . 
Kayumov X. A.  

�7�R�V�K�N�H�Q�W���G�D�Y�O�D�W���W�U�D�Q�V�S�R�U�W���X�Q�L�Y�H�U�V�L�W�H�W�L�����7�R�V�K�N�H�Q�W�����2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q 
�2�O�L�\�� �R�¶�T�X�Y�� �\�X�U�W�O�D�U�L�G�D�� �W�D�O�D�E�D�O�D�U�� �R�¶�]�L�� �W�D�Q�O�D�J�D�Q�� �\�R�¶�Q�D�O�L�V�K�L�� �P�X�W�D�[�D�V�V�L�V�O�L�J�L�� �E�R�¶�\�L�F�K�D�� �L�O�P�L�\����

�N�R�¶�Q�L�N�P�D�O�D�U�L�Q�L�� �V�K�D�N�O�O�D�Q�W�L�U�L�V�K�� �L�P�N�R�Q�L�\�D�W�L�J�D�� �H�J�D�� �E�R�¶�O�L�V�K�O�D�U�L�G�D�� �³�7�R�¶�U�W�� �S�R�J�¶�R�Q�D�O�L�� �R�¶�T�L�W�L�V�K�� �X�V�X�O�L�´�Q�L�� �H�Q�J��
samarali usullardan biri deb hisoblayman. �³�7�R�µ�U�W�� �S�R�J�µ�R�Q�D�O�L�´�� �P�H�W�R�G���± �D�P�D�O�L�\�� �E�L�O�L�P���� �N�R�µ�Q�L�N�P�D�� �Y�D��
�P�D�O�D�N�D�O�D�U�Q�L���R�µ�]�O�D�V�K�W�L�U�L�V�K���M�D�U�D�\�R�Q�L�Q�L�Q�J���W�R�µ�U�W���S�R�J�µ�R�Q�D���G�R�L�U�D�V�L�G�D���N�H�F�K�D�G�L�J�D�Q���P�H�W�R�G�L�G�L�U���� 

�%�X���P�H�W�R�G���W�D�¶�O�L�P���R�O�X�Y�F�K�L�O�D�U�J�D���E�L�U���[�L�O�G�D���W�D�N�U�R�U�O�D�Q�D�G�L�J�D�Q���T�R�µ�O�����T�R�¶�O�G�D���F�K�L�]�P�D���F�K�L�]�L�V�K�����N�R�µ�Q�L�N�P�D�O�D�U�L�Q�L��
�W�H�]�� �Y�D�� �P�X�N�D�P�P�D�O�� �R�µ�U�J�D�Q�L�E�� �R�O�L�V�K�O�D�U�L�J�D�� �\�R�U�G�D�P�� �E�H�U�D�G�L���� �8�V�X�O�� �T�R�µ�O�O�D�Q�L�O�J�D�Q�G�D���� �W�D�¶�O�L�P�� �R�O�X�Y�F�K�L�� �L�O�R�M�L�� �E�R�U�L�F�K�D��
�R�G�G�L�\�� �W�D�O�D�E�O�D�U�� �E�L�O�D�Q�� �W�D�Q�L�V�K�W�L�U�L�O�D�G�L���� �V�R�µ�Q�J�� �X�Q�L�� �W�D�N�U�R�U�O�D�\�G�L�� �Y�D�� �W�R�� �P�X�N�D�P�P�D�O�� �R�µ�]�O�D�V�K�W�L�U�P�D�J�X�Q�F�K�D�� �P�D�V�K�T��
�T�L�O�D�G�L���� �)�D�Q�� �R�¶�T�L�W�X�Y�F�K�L�V�L�� �W�D�O�D�E�D�O�D�U�J�D�� �D�Y�Y�D�O�� �E�D�M�D�U�L�O�D�G�L�J�D�Q�� �N�L�F�K�L�N�U�R�T�� �E�L�U�� �L�V�K�Q�L�� �W�X�V�K�X�Q�W�L�U�L�E�� �E�_�U�D�G�L���� �V�R�¶ngra 
�T�D�Q�G�D�\�� �W�D�U�W�L�E�G�D�� �E�D�M�D�U�L�O�L�V�K�L�Q�L�� �F�K�L�]�L�E�� �N�R�¶�U�V�D�W�D�G�L���� �.�_�\�L�Q�� �W�D�O�D�E�D�� �F�K�L�]�P�D�Q�L�� �N�R�¶�U�V�D�W�L�O�J�D�Q�� �W�D�U�]�G�D�� �T�D�\�W�D�U�L�V�K�L��
(immitatsiya) k�_�U�D�N�����7�D�O�D�E�D���F�K�L�]�P�D�Q�L���T�D�\�W�D�U�L�E���F�K�L�]�D�\�R�W�J�D�Q���S�D�\�W�G�D���D�P�D�O�L�\�R�W���R�¶�T�L�W�X�Y�F�K�L�V�L���X�Q�L�Q�J���[�D�W�R�O�D�U�L�Q�L��
�W�R�¶�J�¶�L�U�O�D�E���W�X�U�D�G�L�����7�D�O�D�E�D���X�V�K�E�X���P�D�V�K�T�Q�L���E�L�U���Q�_cha marotaba qaytarishi k�_�U�D�N�����0�L�V�R�O���W�D�U�L�T�D�V�L�G�D�����2�O�L�\���R�¶�T�X�Y��
�\�X�U�W�L�L�Q�L�Q�J�� �X�P�X�P�N�D�V�E�L�\�� �I�D�Q�O�D�U�L�Q�L�� �E�D�U�F�K�D�� �W�D�¶�O�L�P�� �\�R�¶�Q�D�O�L�V�K�O�D�U�L�� �X�F�K�X�Q�� �R�¶�W�L�O�D�G�L�J�D�Q�� �³�0�X�K�D�Q�G�L�V�O�L�N�� �J�U�D�I�L�N�D�V�L�´��
�P�R�G�X�O�L���E�R�¶�\�L�F�K�D���P�D�V�K�J�¶�X�O�R�W�O�D�U�L�Q�L�Q�J���R�¶�W�N�D�]�L�O�L�V�K�L�Q�L���N�R�¶�U�L�E���F�K�L�T�D�P�L�]���� 

�³�7�R�µ�U�W���S�R�J�µ�R�Q�D�O�L�´���P�H�W�R�G�Q�Lng bosqichlari quyidagilardan iborat: 
�������³�7�X�V�K�X�Q�W�L�U�L�V�K�´���E�R�V�T�L�F�K�L�G�D���R�¶�T�L�W�X�Y�F�K�L���W�D�¶�O�L�P���R�O�X�Y�F�K�L�O�D�U�J�D���D�Y�Y�D�O���E�H�O�J�L�O�D�Q�J�D�Q���V�K�D�N�O���Y�D���I�D�N�W�X�U�D�Q�L�Q�J��

oddiy detalning loyihalash bosqichini tushuntirib beradi. Detallarning unsurlari turli konstruktiv usulda 
bajarilishi m�X�P�N�L�Q���� �O�H�N�L�Q�� �X�Q�L�Q�J�� �W�X�]�L�O�L�V�K�L�� �T�D�Q�G�D�\�� �E�R�µ�O�V�D�� �V�K�X�Q�G�D�\�� �E�R�µ�O�L�E�� �T�R�O�D�G�L���� �/�R�\�L�K�D�O�D�V�K�G�D��
mukammallik tizimi tushunchasi qismlarning bir - biri bilan tabiiy tutashib, yaxlitlik taassurotini 
�E�H�O�J�L�O�D�\�G�L�����E�X�Q�G�D���T�L�V�P�O�D�U�Q�L�Q�J���R�µ�O�F�K�D�P�O�D�U�L�����X�O�D�U�Q�L�Q�J���P�X�W�D�Q�R�V�L�E�O�L�J�L�����W�X�U�O�L���T�L�V�Plardagi detallarning birikishi 
hisobga olinadi.  

������ �³�1�L�P�D�� �T�L�O�L�V�K�� �N�H�U�D�N�O�L�J�L�Q�L�� �N�R�µ�U�V�D�W�L�E�� �E�H�U�L�V�K�´�� �E�R�V�T�L�F�K�L�G�D�� �R�¶�T�L�W�X�Y�F�K�L�� �W�D�O�D�E�D�O�D�U�J�D�� �W�R�S�V�K�L�U�L�T�Q�L�� �T�D�Q�G�D�\��
�E�D�M�D�U�L�V�K���N�H�U�D�N�O�L�J�L�Q�L���D�P�D�O�G�D���N�R�µ�U�V�D�W�L�E���E�H�U�D�G�L���� 

�������8�F�K�L�Q�F�K�L���E�R�V�T�L�F�K�G�D���W�D�¶�O�L�P���R�O�X�Y�F�K�L�O�D�U���P�X�K�D�Q�G�L�V-�S�H�G�D�J�R�J���N�R�µ�Usatgan ish harakatlarini takrorlaydi. 
Muhandis-�S�H�G�D�J�R�J�� �W�D�¶�O�L�P�� �R�O�X�Y�F�K�L�O�D�U�� �E�D�M�D�U�D�\�R�W�J�D�Q�� �K�D�U�D�N�D�W�O�D�U�� �\�X�]�D�V�L�G�D�Q�� �R�µ�]�� �I�L�N�U�L�Q�L�� �E�L�O�G�L�U�L�E���� �O�R�\�L�K�D�Q�L�Q�J��
bajarilishi chuqur va har tomonlama �²  �[�R�P�D�N�L�� �\�H�F�K�L�P�G�D�Q�� �W�R�U�W�L�E���� �D�\�U�L�P�� �T�L�V�P�� �Y�D�� �E�R�µ�O�D�N�O�D�U�Q�L�Q�J�� �L�V�K�F�K�L��
chizmalarini bajar�L�V�K�J�D�F�K�D���Q�D�]�R�U�D�W���T�L�O�L�E�����[�D�W�R�O�D�U�L�Q�L���W�R�µ�J�µ�U�L�O�D�E���W�X�U�D�G�L���� 

������ �³�0�D�V�K�T�� �T�L�O�L�V�K�´�� �E�R�V�T�L�F�K�L�G�D�� �W�D�¶�O�L�P�� �R�O�X�Y�F�K�L�O�D�U�Q�L�Q�J�� �K�D�W�W�L-harakati muhandis-pedagog tomonidan 
�Q�D�]�R�U�D�W�� �T�L�O�L�E�� �E�R�U�L�O�D�G�L���� �7�D�¶�O�L�P�� �R�O�X�Y�F�K�L�O�D�U�� �L�V�K�� �D�P�D�O�O�D�U�L�Q�L�� �P�X�N�D�P�P�D�O�� �R�µ�]�O�D�V�K�W�L�U�J�D�Q�O�D�U�L�G�D�Q�� �V�R�µ�Q�J���� �X�Q�L��
mustaqil bajaradilar.  
�³�7�R�µ�U�W���S�R�J�µ�R�Q�D�O�L�´���W�D�¶�O�L�P���P�H�W�R�G�L�Q�L�Q�J���D�V�R�V�L�\���E�H�O�J�L�V�L��- �W�D�¶�O�L�P���R�O�X�Y�F�K�L�O�D�U�Q�L�Q�J���K�D�U�D�N�D�W�O�D�U�L���P�X�K�D�Q�G�L�V-pedagog 
�N�R�µ�U�V�D�W�L�E���E�H�U�J�D�Q���K�D�U�D�N�D�W�O�D�U���G�R�L�U�D�V�L���E�L�O�D�Q���F�K�H�N�O�D�Q�J�D�Q�O�L�J�L�G�D�G�L�U���� 
�³�7�R�µ�U�W�� �S�R�J�µ�R�Q�D�O�L�´�� �P�H�W�R�G�Q�L�Q�J�� �D�I�]�D�O�O�L�N�O�D�U�L���� �W�D�¶�O�L�P�� �R�O�X�Y�F�K�L�O�D�U�G�D�� �D�P�D�O�L�\�� �N�R�µ�Q�L�N�P�D�O�D�U�Q�L�� �V�K�D�N�O�O�D�Q�W�L�U�L�V�K�G�D��
yordam berishi, vaqtdan unumli foydalanish imkoniyatining mavjudligi, oddiy ish bosqichlarini 
�R�µ�]�O�D�V�K�W�L�U�L�V�K���G�D�U�D�M�D�V�L���\�X�T�R�U�L���E�R�µ�O�L�V�K�L�G�D�Q���V�K�D�N�O�O�D�Q�D�G�L���� 
�³�7�R�µ�U�W �S�R�J�µ�R�Q�D�O�L�´�� �P�H�W�R�G�Q�L�Q�J�� �N�D�P�F�K�L�O�L�N�O�D�U�L�J�D�� �H�V�D���� �W�D�¶�O�L�P�� �R�O�X�Y�F�K�L�O�D�U�Q�L�Q�J�� �K�D�U�D�N�D�W�O�D�U�L�� �W�D�¶�O�L�P�� �E�H�U�X�Y�F�K�L��
�N�R�µ�U�V�D�W�L�E�� �E�H�U�J�D�Q�� �K�D�U�D�N�D�W�O�D�U�� �G�R�L�U�D�V�L�� �E�L�O�D�Q�� �F�K�H�N�O�D�Q�L�E�� �T�R�O�L�V�K�L���� �W�D�¶�O�L�P�� �R�O�X�Y�F�K�L�O�D�U�� �\�D�N�N�D�� �W�D�U�W�L�E�G�D�� �R�µ�U�J�D�Q�L�V�K�J�D��



96 

�\�R�µ�Q�D�O�W�L�U�L�O�D�G�L�O�D�U���� �O�H�N�L�Q�� �P�X�V�W�D�T�L�O�� �I�L�N�U�O�D�V�K�� �L�P�N�R�Q�L�\�D�W�O�D�U�L���F�K�H�J�D�U�D�O�D�Q�J�D�Q�� �E�R�µ�O�L�V�K�L���� �L�V�K�� �E�R�V�T�L�F�K�O�D�U�L�Q�L�� �D�P�D�O�J�D��
�R�V�K�L�U�L�V�K�G�D���K�H�F�K���T�D�Q�G�D�\���\�D�Q�J�L�F�K�D���\�R�Q�G�D�V�K�X�Y�O�D�U�J�D���\�R�µ�O���T�R�µ�\�L�O�P�D�V�O�L�J�L�Q�L���N�L�U�L�W�L�V�K���P�X�P�N�L�Q���� 

�7�D�¶�O�L�P�� �R�O�X�Y�F�K�L�Q�L�Q�J�� �L�]�O�D�Q�X�Y�F�K�D�Q�O�L�N�� �T�R�E�L�O�L�\�D�W�L���� �X�Q�L�Q�J�� �P�X�O�R�T�R�W�� �T�L�O�D�� �R�O�L�V�K�� �T�R�E�L�O�L�\�D�W�L�Q�L���� �W�D�¶�O�L�P�� �R�O�L�V�K��
�P�D�G�D�Q�L�\�D�W�L�Q�L���� �W�D�¶�O�L�P�� �M�Drayonining barcha bosqichlarida samaradorlik va sifatni oshirishdagi istiqbolli 
�Q�D�W�L�M�D�O�D�U�Q�L�� �T�R�µ�O�J�D�� �N�L�U�L�W�L�V�K�Q�L�� �N�D�I�R�O�D�W�O�D�\�G�L���� �%�X�Q�L�Q�J�� �X�F�K�X�Q�� �W�D�¶�O�L�P�G�D�� �L�Q�Q�R�Y�D�W�V�L�R�Q�� �W�H�[�Q�R�O�R�J�L�\�D�O�D�U�Q�L�� �N�H�Q�J�� �M�R�U�L�\��
�H�W�L�V�K�J�D�� �W�R�µ�J�µ�U�L�� �N�H�O�D�G�L�� �Y�D�� �X�Q�L�Q�J�� �Q�D�W�L�M�D�V�L�G�D�� �I�D�R�O�� �W�D�¶�O�L�P�� �M�D�U�D�\�R�Q�L�Q�L�� �D�P�D�O�J�D�� �R�V�K�L�U�L�V�K�� �P�X�P�N�L�Q�� �E�R�µ�O�D�G�L���� �)�D�R�O��
�W�D�¶�O�L�P���V�K�D�U�R�L�W�L�G�D���R�µ�]�O�D�V�K�W�L�U�L�O�J�D�Q���E�L�O�L�P���Y�D���K�D�U�D�N�D�W���X�V�X�O�O�D�U�L���P�D�]�P�X�Q�D�Q���P�X�N�D�P�P�D�O���W�L�]�L�P�O�L�����P�D�Q�W�L�T�D�Q���W�X�J�D�O���Y�D��
�W�X�U�O�L�� �L�V�K�O�D�E�� �F�K�L�T�D�U�L�V�K�� �Y�D�]�L�\�D�W�O�D�U�L�G�D�� �T�R�µ�O�O�D�Q�L�V�K�J�D�� �\�D�U�R�T�O�L�� �E�R�µ�O�D�G�L���� �³�7�R�¶�U�W�� �S�R�J�¶�R�Q�D�O�L�´�� �R�¶�T�L�W�L�V�K�� �X�V�X�O�L�� �K�D�P��
shunday faol t�D�¶�O�L�P���X�V�X�O�O�D�U�L�G�D�Q���E�L�U�L�Q�L�Q�J���Y�D�N�L�O�L���V�L�I�D�W�L�G�D���Q�D�P�R�\�R�Q���E�R�¶�O�D�G�L�� 

 
ACTING OF COVARIANT FUNCTORS ON SOME CLASSES OF CONTINUOUS 

MAPPINGS 
Mamadaliyev N.K.,Toshbuvayev B.M. 

National Unversity of Uzbekistan named after Mirzo Ulugbek 
nodir_-88@bk.ru, toshbuvayevboburmirzo@gmail.com 

In this thesis we discuss the action of the hyperspace functor to some classes of continuous 
mappings. 
The set of all non-empty closet subsets of  a topological space X is denoted by expX . This family of all 
sets of the form 

�`1
1

,..., : exp , , , 1,2,...,
n

n i i
i

O U U F F X F U F U i n
� 

�­� �• �• �z �‡ � �®
�¯  

where 1 2, ,..., nU U U  are open subsets of X , generates a base of the topology on the set expX . This 

topology is called the Vietoris topology. The set expX  with the Vietoris topology is called exponential 
space  or the hyperspace of a space X . Put  �A�T�L�á�: 
L �<�( �Ð�A�T�L�:�ã���(�� 
Q�J�= for a natural �J. 
 For compact spaces �:  and �;  define a mapping �A�T�L�á�B�ã�A�T�L�á�: �\ �A�T�L�á�;  with the following way: 

�:�A�T�L�á�B�;�:�%�; 
L �B�:�%�; 
for every �%�Ð�A�T�L�á�: . Clearly, this mapping is well defined and continuous.  

Definition. [1]  A mapping f  is called almost-open, if for each y Y�•  there exists 1( )x f y���•  

such that ( )f U  is a neighborhood of  y  for each neighborhood  U  of x . 

Theorem. The mapping expn f  is almost-open for every almost open mapping :f X Y�o  

Definition. [2] A mapping f  is called pseudo-open if for each y Y�•  and each neighborhood U  

of 1( )x f y���•  in X , ( )f U  is a neighborhood of y  in �; �ä  

Theorem: If :f X Y�o  is a pseudo-open mapping, expn f  is a pseudo-open mapping. 
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Silindrik sirtlar �K�D�T�L�G�D���X�P�X�P�L�\���W�D�¶�U�L�I���� 
�%�H�U�L�O�J�D�Q�� �W�R�¶�J�¶�U�L�� �F�K�L�]�L�T�J�D�� �S�D�U�D�O�O�H�O�� �F�K�L�]�L�T�O�D�U�Q�L�� �P�D�¶�O�X�P�� �E�L�U�� �L�[�W�L�\�R�U�L�\�� �F�K�L�]�L�T�G�D�Q�� �R�¶�W�L�V�K�L�G�D�Q�� �K�R�V�L�O��

�E�R�¶�O�J�D�Q���V�L�U�W�J�D��silindrik sirt deyish mumkin. 
�%�H�U�L�O�J�D�Q�� �\�R�¶�Q�D�O�W�L�U�X�Y�F�K�L�� �F�K�L�]�L�T�� �D�\�O�D�Q�D���� �H�O�O�L�S�V���� �J�L�S�H�U�E�R�O�D���� �S�D�U�D�E�R�O�D���� �V�L�N�O�R�L�G�D���� �D�U�[�L�P�H�G��spirali va 

boshqalari berilishi mumkin. 
�,�V�K�O�D�E���F�K�L�T�D�U�L�V�K�G�D���W�X�U�O�L���V�L�O�L�Q�G�U�R�L�G���V�L�U�W�O�D�U���N�D�W�W�D���D�[�D�P�L�\�D�W�J�D���H�J�D�����0�D�V�D�O�D�Q�����S�D�U�D�E�R�O�L�N���V�L�O�L�Q�G�U���\�L�J�¶�X�Y�F�K�L��

�[�X�V�X�V�L�\�D�W�L�� �E�R�¶�O�L�E�� �P�D�¶�O�X�P�� �L�V�K�O�D�U�G�D�� �L�V�K�O�D�W�L�V�K�� �P�X�P�N�L�Q���� �0�D�V�D�O�D�Q���� �S�D�U�D�E�R�O�L�N�� �R�\�Q�D�Q�L�� �V�L�O�L�Q�G�U�Q�L�� �T�X�\�R�V�K�J�D��
�\�R�¶�Q�D�O�W�L�U�J�D�Q�G�D�� �X�Q�L�� �I�R�N�X�V�� �Q�X�T�W�D�V�L�J�D�� �T�X�\�R�V�K�� �Q�X�U�L�� �\�L�J�¶�L�O�L�E�� �W�X�U�O�L�� �L�V�K�O�D�U�Q�L�� �E�D�M�D�U�L�V�K�� �P�X�P�N�L�Q�� �E�R�¶�O�D�G�L���� �,�V�K�Q�L�Q�J��
�T�X�Y�Y�D�W�L���\�R�N�L���[�D�M�P�L���V�L�O�L�Q�G�U�L�N���V�L�U�W���S�D�U�D�E�R�O�D�Q�L���N�D�W�W�D�O�L�J�L�J�D���Y�D���V�L�O�L�Q�G�U�Q�L���X�]�X�Q�O�L�J�L�J�D���E�R�J�¶�O�L�T�G�L�U�� 
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�,�N�N�L���S�D�U�D�O�O�H�O���F�K�L�]�L�T�Q�L���P�D�W�H�P�D�W�L�N���E�R�J�¶�O�D�Q�L�V�K�L���T�X�\�L�G�D�J�L�F�K�D�� 

1 1 1 1

2 2 2 2

0

0

a x b y c z d

a x b y c z d

�� �� �� � �­
�® �� �� �� � �¯

 

�8�V�K�E�X���F�K�L�]�L�T�O�D�U���S�D�U�D�O�O�H�O���E�R�¶�O�L�V�K�L���X�F�K�X�Q���T�X�\�L�G�D�J�L���V�K�D�U�W���E�D�M�D�U�L�O�D�G�L���� 

1 1 1

2 2 2

a b c
a b c

�  �  ���� �$�J�D�U�� �X�O�D�U�� �R�¶�]�D�U�R�� �W�H�Q�J�� �E�R�¶�O�V�D�� �K�D�M�P�L�� �V�L�O�L�Q�G�U�L�N�� �V�L�U�W�� �S�D�U�D�E�R�O�D�Q�L�� �N�D�W�W�D�O�L�J�L�J�D�� �Y�D�� �V�L�U�W��

�X�]�X�Q�O�L�J�L�J�D���E�R�J�¶�O�L�T�G�L�U�� 
�6�L�O�L�Q�G�U�� �\�D�V�R�Y�F�K�L�V�L�� �W�R�¶�J�¶�U�L�� �F�K�Lziq 1 1 1 1 0a x b y c z d�� �� �� �  �Q�L�� �\�R�¶�Q�D�O�W�L�U�X�Y�F�K�L�V�L�� �W�R�¶�J�¶�U�L�� �F�K�L�]�L�T��

2 2 2 2 0a x b y c z d�� �� �� �  lar orasida nisbiylik 1 1 1

2 2 2

a b c
a b c

�  �   �E�R�J�¶�O�L�T���E�R�¶�O�L�V�K���V�K�D�U�W�� 

�+�D�U�T�D�Q�G�D�\���\�D�V�R�Y�F�K�L���W�R�¶�J�¶�U�L���F�K�L�]�L�T���W�H�Q�J�O�D�P�D�V�L 

2 1 1

2 1 1

2 1 1

( )

( )

( )

i

i

i

x x x t x

y y y t y

z z z t z

� �� ���­
�° � �� ���®
�° � �� ���¯

 

�6�K�X���N�R�¶�U�L�Q�L�V�K�G�D���E�R�¶�O�L�E��2 2 2( , , )iA x y z  �\�R�¶�Q�D�O�W�L�U�X�Y�F�K�L���Y�D��1 1 1( , , )iB x y z  lar hisoblanadi. 

�6�L�O�L�Q�G�U�L�N�� �V�L�U�W�O�D�U�Q�L�� �I�D�]�R�G�D�J�L�� �N�R�¶�U�L�Q�L�V�K�L��iA  va iB  boshqaruvchilar grafik va matematik munosabatiga 

�E�R�J�¶�O�L�T�G�L�U�� 
�0�D�V�D�O�D�Q���� �$�U�[�L�P�H�G�� �V�S�L�U�D�O�� �F�K�L�]�L�J�¶�L�� �R�O�L�Q�V�D�� �J�U�D�I�L�N�D�Y�L�\�� �N�R�¶�U�L�Q�L�V�K�L�� �F�K�L�U�R�\�O�L�� �V�L�O�L�Q�G�U�L�N�� �V�L�U�W�� �E�R�¶�O�L�E�� �E�X�Q�G�D�\��

�V�L�O�L�Q�G�U�Q�L�� �[�X�V�X�V�L�\�D�W�O�D�U�L���E�H�K�L�V�R�E�� �E�R�¶�O�D�G�L���� �6�L�U�W�O�D�U�� �P�D�W�H�P�D�W�L�N���L�V�K�O�D�Q�L�E���I�L�]�L�N�D�Y�L�\�� �[�R�V�V�D�O�D�U�L���H�W�L�E�R�U�J�D�� �R�O�L�Q�J�D�Q���Y�D��
olinmoqda. 
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A SYSTEM OF d -GENERATORS OF THE d -FIELD OF INVARIANT d -RATIONAL 

FUNCTIONS WITH RESPECT TO THE ACTION OF UNITARY -SYMPLECTIC 
GROUP 

1Muminov K.K., 2Juraboyev S. S.  
1National university of Uzbekistan, Tashkent, Uzbekistan  

2Fergana State University, Fergana, Uzbekistan 
 Let 2nV �  be a 2n dimensional linear space over the field of complex numbers. We obtain the 

elements of the space V  as row-vectors of the form �^ �`2 1

n
i i

x x
� 

� , where ix �• . Denoted by �� ��2 ,GL n  

the group of 2 2n n�u  matrices with a complex element corresponding to all invertible linear 

transformations of the space V . Also, we consider the action of the subgroup �� ��2 ,G GL n�•  on the 

space V  as the multiplication of the matrix g G�•  by the vector x V�•  (from the right), i.e. 

�� ��,g x xg�o . 

 Let Hermitic �� ��1 ,x y�:  and symmetric �� ��,j x y�:  bilinear forms in V  be given in the forms 

�� ��
2

1
1

,
n

i i
i

x y x y
� 

� : �  �¦ , �� �� 1 1,j l l l lx y x y x y� � � ��: � ���¦ , 1,3,...,2 1l n�  � �, where ,x y V�• , iy  is a complex 

conjugate of iy . 

 It is well known that set of the linear transformations :V V�V �o  that invariantly preserve the 

bilinear forms �� ��1 ,x y�:  and �� ��,j x y�:  is a group under the operation of superposition and is called a 

unitary symplectic group. It is easy to check that for the matrix �� ��2 ,g GL n�•  corresponding to 

unitary-symplectic transformations of the space V , satisfies the conditions T Tgg g g E�  �  , 
T TgIg g Ig I�  �  , where Tg  is the complex conjugate transposed of matrix g , E  is unity matrix 

2 2n n�u , also matrix I  defined in the following form: 
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0 1 ... 0 0

1 0 ... 0 0

...

0 0 ... 0 1

0 0 ... 1 0

I

��� ª � º
� « � »
� « � »
� « � »� 
� « � »��� « � »
� « � »� ¬ � ¼

. 

Usually such a group is denoted as �� ��2 ,USp n .  

 We fix a natural number 2n�•  and consider the ring of polynomials of countable number of  
variables 

�� �� �� �� �� �� �� ��1 1
1 2 1 2 1 2,..., , ,..., ,..., ,..., ,....r r

n n nx x x x x x  

of  the form  
�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��0 0 0 1 1 1
1 2 2 1 2 2 1 2 2, ,..., , , ,..., ,..., , ,..., ,...r r r

n n nx x x x x x x x x� ª � º
� ¬ � ¼ 

with coefficients from the field of complex numbers ; we denote this ring by { }x  (we assume that 
�� ��0

i ix x� , 1,2i n� ). We set �� ���� �� �� �� �� ��1 , 0,r r
i id x x d c c��� � �• , for all 1,2i n� , 0r ���• . The mapping d 

can be uniquely extended to a differentiation �w in the ring . Then this ring becomes a differential 

ring, its elements are called d-polynomials; denote them  as �^ �`f x , where x V�• . Also, the 

differentiation  can be naturally extended from the ring x . Then this field becomes a d -field, and 

elements of the d -field x  are called d -rational functions; denote them  as f x . 

 Let G   be   subgroup of   the group �� ��2 ,GL n . 

 Definition. A d -polynomial  (respectively, a d -rational function f x ) is said to be 

G �� invariant if �^ �` �^ �`f xg f x�  ( f xg f x� ) for all g G�• . 

 The set of all G �� invariant d -polynomials (respectively, G �� invariant d -rational functions) is 

denoted by �^ �`Gx  (respectively, 
G

x ). It is known that �^ �` �^ �`G
x x�• , (respectively, 

G
x x�• ). Let the set { }l l L�H �•� 6 �   is consisted from elements of �^ �`Gx , where L  is a set in 

finite number, the ordered of natural number. A subset �6 of �^ �`Gx  is called a generating system of the 

d -field 
G

x  if an arbitrary element f x  of 
G

x  can be generating by applying a finite number 

of operations of the field 
G

x  to the elements of �6, and the elements of �6 are called d -generators 

of the d -field  
G

x . We consider the following problem constructing a finite system of d-generators 

of the d-field 
G

x  in case �� ��2 ,G USp n� . 

 Theorem 1. Any �� ��2 ,USp n �� invariant d -polynomial is expressed an integrally rational 

manner by the elements of the system �� �� �� ���� ��,l mx x�D�: , {1, }j�D�• , 0,l m ���• . 

 Theorem 2. A system of d-generators of the field 
�� ��2 ,USp n

x  is formed be polynomials  

�� ��1 ,x x�: ,  �� �� �� ���� ��1
1 ,r rx x ���: , �� �� �� ���� ��1,r r

j x x ���: , 0, 1r n�  � �. 

 
  

{ }x

�w

�^ �`f x
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ON THE GEOMETRY OF THE ORBITS OF KILLING VECTOR FIELDS  
Narmanov A., Aslonov J.  

National University of Uzbekistan,Tashkent, Uzbekistan  
jasurbek05@mail.ru 

In this paper full classification of the foliation generated by orbits a family of Killing vector fields 
on three dimensional Euclidean space is obtained.  
Let M  be a smooth connected Riemannian manifold of dimension n , X  a smooth vector field and 

( )tX x  an integral curve passing through x  for 0t � . 
Theorem 1. Each integral curve of a smooth Killing vector fields on the two-dimensional circular 

cylinder is geodesic. 
Let M  be a smooth manifold of dimension n , D  a family of smooth vector fields defined on the 
manifold M . The family D  can contain a finite or an infinite number of smooth vector fields. 

Theorem 2. Let D  be a family of smooth Killing vector fields on M. We assume that the 
dimension of the orbit family D  smaller than n. Then the decomposition of the manifold to the orbit is a 
singular Riemannian foliation. 
The following theorem gives a complete classification of geometries of orbits of Killing vector fields in 
three-dimensional Euclidean space. 

Theorem 3. Let D  is a family of Killing vector fields in 
3.R  Then the orbits of this family 

generate a foliation F, which is one of the following seven types: 
1) the foliation F  consists of parallel straight lines; 
2) the foliation F  consists of concentric circles, lying on the parallel planes and centers of these 
concentric circles. 
3) the foliation F  consists of a helical, lines lying on concentric circular cylinders, one of which is the 
axis of these cylinders; 
4) the foliation F  consists of parallel planes;  
5) the foliation F  consists of concentric spheres and a point (the center of spheres); 
6) the foliation F  consists of concentric circular cylinders and straight line (the axis of cylinders); 

7) the foliation F  has only one leaf 
3.R  

In the proof of the theorem 4, we will use the following lemma, which was proved in the paper [4]. 

 It is known that on the two-dimensional torus 2T  every constant vector field is a Killing vector field. 
Theorem 4. Let M  be a smooth complete Riemannian manifold with Riemannian metric g , and 

for each vector field ( )X A D�•  

( , ) ([ , ], ) ( ,[ , ])Xg Y Z g X Y Z g Y X Z�  � � 

where , ( )Y Z V M�• . Then, if some orbit is compact, then all orbits are mutually diffeomorphic. In 
particular, all orbits are compact. 
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MUNTAZAM IKOSAEDR HAMDA DODEKAEDRLARNING SFERIK TASVIRLARI.  
1Qurbonov E.Q., 2Pardayeva Z.A. 

1�-�L�]�3�,�����-�L�]�]�D�[�����2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q�� 
2�-�'�3�,�����-�L�]�]�D�[�����2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q�� 

1. Ikosaedrning sferik tasviri. 
�,�N�R�V�D�H�G�U�� �P�X�Q�W�D�]�D�P�� �N�R�¶�S�\�R�T�O�L�� �V�L�U�W�� �E�R�¶�O�J�D�Q�O�L�J�L�� �X�F�K�X�Q�� �X�Q�L�Q�J�� �V�L�P�P�H�W�U�L�\�D�� �P�D�U�N�D�]�L�G�D�Q�� �X�F�K�O�D�U�L�J�D�F�K�D��

�E�R�¶�O�J�D�Q�� �P�D�V�R�I�D�O�D�U�� �R�¶�]�D�U�R�� �W�H�Q�J�� �E�R�¶�O�D�G�L���� �%�X�Q�G�D�Q�� �H�V�D���� �L�N�R�V�D�H�G�U�J�D�� �W�D�V�K�T�L�� �V�I�H�U�D�� �F�K�L�]�L�V�K�� �P�X�P�N�L�Q�O�L�J�L�� �N�H�O�L�E��
chiqadi. Ikosaedrning sferik tasvirini aniqlashda markaziy proyeksiyalash usulidan foydalanamiz. 
Proyeksiyalash markazi sifatida birlik sfera markazini olamiz. Ikosaedr yoqlari 20 ta muntazam 
�X�F�K�E�X�U�F�K�D�N�O�D�U�G�D�Q�� �L�E�R�U�D�W�� �E�R�¶�O�J�D�Q�O�L�J�L�� �X�F�K�X�Q�� �X�Q�L�Q�J�� �T�L�U�U�D�O�D�U�L�� �P�D�U�N�D�]�L�\�� �S�U�R�\�H�N�V�L�\�D�O�D�V�K�G�D�� �V�I�H�U�D�Q�L�Q�J�� �N�D�W�W�D 
aylanalariga akislanadi va sferani 20 ta muntazam sferik uchburchaklarga ajratadi.  

 
      1 - chizma. 

1-teorema. Ikosaedrning sferik tasviridagi sferik uchburchaklar ichki burchaklarining har biri 
0,4�S ga va yuzasi 0,2�Sga teng. 

Isbot. Sfera sirtining yuzasi 4S �S� ga, sferik uchburchak yuzasi S �D �E �J �S� �� �� �� ga teng ekanligini 

etiborga olsak, 
4

0,4 , 0,2
20
�S

�D �E �J �S �S� � � � kelib chiqadi. 

2. Dodekaedrning sferik tasviri. 
�'�R�G�H�N�D�H�G�U�� �K�D�P�� �P�X�Q�W�D�]�D�P�� �N�R�¶�S�\�R�T�O�L�� �V�L�U�W�� �E�R�¶�O�J�D�Q�O�L�J�L�� �X�F�K�X�Q�� �X�Q�J�D�� �W�D�V�K�T�L�� �V�I�H�U�D�� �F�K�L�]�L�V�K�� �P�X�P�N�L�Q����

Do�G�H�N�D�H�G�U�� �\�R�T�O�D�U�L�� ������ �W�D�� �P�X�Q�W�D�]�D�P�� �E�H�V�K�E�X�U�F�K�D�N�O�D�U�G�D�Q�� �L�E�R�U�D�W�� �E�R�¶�O�J�D�Q�O�L�J�L�� �X�F�K�X�Q�� �P�D�U�N�D�]�L�\��
proyeksiyalashda muntazam beshburchaklar sferik beshburchakalarga akslanadi. Chizmada ulardan biri  

4 3 5 15 14( )B B B B B  �N�R�¶�U�V�D�W�L�O�J�D�Q�� 

 
     2- chizma. 

2- teorema. Dodekaedrning sferik tasviridagi muntazam sferik beshburchaklar ichki 

burchaklarining har biri 
2
3
�S

 ga va yuzasi 
3
�S

 ga teng. 
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Isbot. Markaziy proyeksiyalashda sfera sirtining yuzasi 12 ta muntazam be�V�K�E�X�U�F�K�D�N�O�D�U�J�D�� �E�R�¶�O�L�Q�D�G�L����

Bundan hamda beshburchaklarni uchburchaklarga ajratish usulidan foydalansak  
12 3
S �S

� , 

1 2 3 4 5

2
3
�S

�D �D �D �D �D� � � � �  kelib chiqadi. 
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ABELIANITY OF RICKART C* -ALGEBRA.  
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rahmonovanilufar406@gmail.com 
Definition 1 [1]. A C*-algebra is a complex Banach *-algebra whose norm satisfies the identity   

2|| * || || ||x x x� . 

Let A be a *-ring with unity. Recall that, an element e A�•  is called a projection if it is selfadjoint 

(e* =e) and idempotent (
2e e� ). Let w be a partial isometry in A, i.e. *w ww w� . If *e w w�  it 

results from *w ww w�  that 0wy�  iff 0ey�  iff (1 )e y y� � �   iff (1 )y e A� • � � , thus the 

elements that right-annihilate w form a principal right ideal generated by a projection. The idea of a 
Rickart *-ring (defined below) is that such a projection exists for every element w (not just the partial 
isometries).  

Definition 2 [2]. Let A be a ring and let S be a nonempty subset of A. The sets 
( ) { : 0, }R S x A sx for all s S� �• � �•  

and  
( ) { : 0, }L S x A xs for all s S� �• � �•  

are called the right-annihilator of S (the left-annihilator of S, respectively). 
Definition 3 [2]. A Rickart *-ring is a *-ring A such that, for each x A�• , ({ })R x eA�  with e a 

projection. Note that such a projection e is unique. It follows that 
({ }) ( ({ *}))* ( )*L x R x hA Ah� � � for a suitable projection h. 

Definition 4 [2]. A C*-algebra A that is a Rickart *-ring will be called a Rickart C*-algebra. A is 
said to be abelian if every projection in A is central. 
The main result of the paper is the following theorem. 

Theorem. Let A be a Rickart C*-algebra. Then the following conditions are equivalent:  
(a) A is abelian;  
(b) every idempotent in A is central;  
(c) all idempotents of A commute with each other. 
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In modern differential geometry, one of the main problems is the restoration of surfaces according 

to given geometric characteristics. The geometric characteristics can be intrinsic curvature, extrinsic or 
Gaussian curvatures, and other features associated with the surface. The problem of restoring the surface 
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by geometric characteristi�F�V�� �R�I�� �W�K�H�� �J�H�R�P�H�W�U�\�� �³�L�Q�� �O�D�U�J�H�
�
�� �L�V�� �F�R�Q�V�L�G�H�U�H�G�� �L�Q�� �W�K�H�� �Z�R�U�N�V�� �R�I�� �$���'���$�O�H�N�V�D�Q�G�U�R�Y����
A.V.Pogorelov and their students [1]. 

�$�V�� �D�� �U�H�V�X�O�W�� �R�I�� �V�H�P�L�Q�D�O�� �V�W�X�G�L�H�V�� �R�Q�� �J�H�R�P�H�W�U�\�� �³�L�Q�� �O�D�U�J�H�´�� �D�� �Q�X�P�E�H�U�� �R�I�� �W�R�S�L�F�D�O�� �S�U�R�E�O�H�P�V�� �K�D�Y�H�� �E�H�H�Q��
solved in recent years, in particular, the following series of results has been obtained: the existence and 
uniqueness theorems for pointwise slant immersions of Riemannian manifolds nM  into a complex space 
form �� ��nM c

 
of constant holomorphic sectional curvature have been established, new  invariants such as 

arc-length, curvature and torsion with a fractional-order have been introduced, and the problem of 
reconstruction of the curve in terms of the new invariants has been solved, the geometric invariant 
properties of a normal curve on a smooth immersed surface under conformal transformation have been 
established [2]. 
In this paper we are studied the linear transformation of the space is considered invariant group. The 
transformation matrix is neither symmetric nor orthogonal. However, the determinant is equal to one. 

In three-dimensional Euclidean 3R  space, consider the surface F  and the non-zero vector e, the 

surface F  is intersected by all possible planes j�S  perpendicular to the vector e. The set of cross - 

section points is denoted by j jF� J � S�  � ˆ. The class of surfaces for which the section j�J  is 

homeomorphic to a segment, a straight line or a circle, we denote by �^ �`W e  [3]. 

Definition. Let some set M  be selected on a convex surface F . Let's take the unit sphere, the 
center which is at the origin. Let's draw through each point of the set M  all possible reference planes to 
the surface F , we will postpone the unit vectors of the outer normals to these planes from the center of 
the sphere. The locus of ends of these normals is called the spherical image set M . Denote by the 
spherical image of the set M  through M �
 . 
Consider a cylinder whose guide circle is 

    
2 2 2 1

0

x y z

x

�­ �� �� � 
�®

� �¯
 

and the generators are parallel to the vector i . With the help of central projection, we will project area 

M �
  onto a cylinder. The central projection of the set M �
  on the cylinder is called the cylindrical image 
of the set M  and denoted by M�c[5]. 
We give the following property of the cylindrical image of the surface: 

Theorem 1. Cylindrical image of the surface monotonically increasing function with respect to h . 
Theorem 2. The area of a cylindrical image is a completely additive function of a set on a convex 

surface �^�`F W e�• , defined for all Boral sets. 
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CHEBISHEV FUNKSIYALARI   �8�&�+�8�1���%�$�¶�=�,���%�$�+�2�/�$�5 

Shodmonova Sh. 
�7�H�U�P�L�]���G�D�Y�O�D�W���X�Q�L�Y�H�U�V�L�W�H�W�L�����7�H�U�P�L�]�����2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q 

Faraz qilaylikp -tub son va x -�K�D�T�L�T�L�\���V�R�Q�O�D�U�L���E�H�U�L�O�J�D�Q���E�R�¶�O�V�L�Q��  �0�D�¶�O�X�P�N�L�����Q�D�W�X�U�D�O���T�D�W�R�U�G�D�J�L�����W�X�E��
�V�R�Q�O�D�U���V�R�Q�L���F�K�H�N�V�L�]���N�R�‹�S�����6�K�X�Q�L�Q�J���X�F�K�X�Q���K�D�P���D�J�D�U���E�L�]����( )x�S  orqali x   �G�D�Q���N�D�W�W�D���E�R�µ�O�P�D�J�D�Q���W�X�E�����V�R�Q�O�D�U��

�V�R�Q�L�Q�L���E�H�O�J�L�O�D�V�D�N���� �\�D�¶�Q�L���� �� 1
� j � o

x�S
�d

� �¦  deb olsak, u holda �� �� da  � o � o�S�o �f �o �f  ekanligi kelib chiqadi. 

�� ��x�S  funksiya bilan birga  

�� �� �� ��ln ,   ln
mp x p x

x p x p� - � \
�d �d

�  �  � ¦ � ¦ 
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tengliklar bilan aniqlanuvchi �� �� �� ��va� o � o� - � \ funksiyalari sonlar nazariyasida muhim ahamiyatga ega 

[1].  Bu funksiyalar birinchi marta rus matematigi P.L.Chebishev (1821 �± 1894�c�c.)  tomonidan fanga 
kiritilgan. Shuning uchun ham ularni Chebishev funksiyalari deb ataladi [2]. �� ��  ln

mp x

x p�\
�d

� �¦  �\�L�J�µ�L�Q�G�L��

barcha mp x�d  shartni qanoatlantiruvchi �L va �I  �O�D�U���E�R�¶�\�L�F�K�D���R�O�L�Q�D�G�L�� Masalan: 

�� �� �� ��

�� �� �� �� �� ��

�� ��

10

10

10 ln ln 2 ln3 ln5 ln7 ln 2 3 5 7 ln 210

10 ln ln 2 ln 2 ln 2 ln3 ln3 ln5 ln7

3ln 2 2ln3 ln5 ln7 ln 8 9 5 7 .

m

p

p

p

p

�-

�\
�d

�d

� � �� �� �� � �˜ �˜ �˜ � 

� � �� �� �� �� �� �� � 

�� �� �� � �˜ �˜ �˜

�¦

�¦  

Biz ushbu ishda Chebishev funksiyalari orasidagi munosabatlar va ular yordamida funksiyalardan 
biri uchun olingan bahodan foydalanib boshqalari uchun  ham baho ol�L�V�K���P�X�P�N�L�Q���H�N�D�Q�O�L�J�L�Q�L���N�R�¶�U�V�D�W�D�P�L�]����
Ma'lumki,[3] Mangoldt funksiyasi  �� ��n�/   ushbu  

�� �� ln ,

0,

mp n p
n

n p

�­ � 
� / �  �®

�z�¯
 

tenglik bilan aniqlanadi. �� �� �� ��,� o � o� - � \ va �� ��n�/  funksiyalari �W�D�¶�U�L�I�O�D�U�L�G�D�Q�� ��quyidagi munosabatlarning 

�R�¶�U�L�Q�O�L���H�N�D�Q�O�L�J�L���N�H�O�L�E���F�K�L�T�D�G�L�� 

�� �� �� ��
n x

x n�\
�d

�  � /�¦ , �� �� �� �� �� ��
lnln

,      2,3,4, , , .mp x p x

m

pp
x x

p x p x

e e p e e p �W�D�M�D �Q �Q �[� - � \� d � d

�d �d

�¦�¦
� � � � � �d� – � – 

Tushunarliki agar mp x�d  �E�R�‹�O�V�D������
1
mp x�d  �E�R�‹�O�D�G�L���Y�D���D�N�V�L�Q�F�K�D�����8���K�R�O�G�D�� 

�� �� �� �� �� �� �� ��
1
2

1 1
2 2ln ln ln

m p xp x p x

x p p p x x x�\ �- �- �-
�d�d �d

� � �� �� � �� �� ���¦ �¦ �¦  

�Y�D�� �E�X�� �T�D�W�R�U�� �D�O�E�D�W�W�D�� �F�K�H�N�O�L�� �E�R�‹�D�G�L���� �F�K�X�Q�N�L�� �D�J�D�U���T
O�t �E�R�‹�O�V�D���� ���� �� 0.�o�- �   Agar �o ushbu 1m mp x p ��� d � � 

�R�U�D�O�L�T�G�D���E�R�‹�O�V�D������ ��  ln
mp x

x p�\
�d

� �¦ formuladagi ln p   m -marta olinadi. Bu holda 
ln
ln

x
m

p
� ª � º

� � « � »
� ¬ � ¼

 �E�R�‹�O�J�D�Q�L��

uchun �� �� ln
ln

lnp x

x
x p

p
�\

�d

� ª � º
� � « � »

� ¬ � ¼
�¦ �N�R�µ�U�L�Q�L�V�K�G�D�� �\�R�]�D�� �R�O�D�P�L�]���� �%�X�� �\�H�U�G�D���>�T�? bilan �T ning butun qismi 

belgilangan. �� ��x�S , �� �� �� ��,� o � o� - � \  funksiyalari �W�D�¶�U�L�I�O�D�U�L�G�D�Q�� �T�X�\�L�G�D�J�L�� �P�X�Q�R�V�D�E�D�W�O�D�U�� �N�H�O�L�E�� �F�K�L�T�D�G�L����

�� �� �� ��� o � o� - � \�d  , 

�� �� �� ��ln
ln ln 1 ln

lnx p x

x
x p x � o � [

p�U

� \ � S
� d � d

�d � � � ¦ � ¦. 

Keyingi ikki munosabatdan �� �� �� �� �� ��lnx x x x�- �\ �S� d � d �J�D���H�J�D���E�R�‹�O�D�P�L�]�����(�Q�G�L 

�� ��____

lim 4ln 2
x

x
L

x

�-
�o�f

�  � d tengsizlikni isbotlaymiz. Ushbu binomial koeffitsenti 

�� ���� �� �� ��
2

1 2 2

1 2 3
n
n

n n n
� K � 1

n

� � � �
�  �  

� ˜ � ˜
 quyidagi xossalarga ega: 

1) �0 butun va  �:�s
E�s�;�6�áning yoyilmasidagi eng katta had. Bu yoyilmada �t�J
E�s  �W�D���K�D�G���E�R�µ�O�J�D�Q�L���X�F�K�X�Q�� 

�� ��2 22 �\�Z �� �� ��n nN n N�� �� ��      (1) 

2) 2N n p n� � � d shartni qanoatlantiruvchi barcha tub �L �V�R�Q�O�D�U�L�J�D�� �E�R�µ�O�L�Q�D�G�L���� �F�K�X�Q�N�L�� �E�X�� �V�R�Q�O�D�U���0 
ning suratiga kiradi, lekin maxrajiga kirmaydi. 
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2) �± �o�hss�Zdan       
2n p n

N p
� � � d

�t �–   va demak     �� �� �� ��
2

ln ln 2
n p n

N p n n� - � -
� � � d

�t � ���– . (1) dan 

ln 2 ln 2.N n��  �%�X�Q�L���H�¶�W�L�E�R�U�J�D���R�O�V�D�N�� 

�� �� �� ��2 2 ln 2.n n n� - � -� � � �      (2) 

Agar biz (2) da 2 11,2,2 , ,2mn ���  �G�H�E�� �R�O�L�E�� �K�R�V�L�O�� �E�R�µ�O�J�D�Q�� �W�H�Q�J�V�L�]�O�L�N�O�D�U�Q�L�� �K�D�G�O�D�E�� �T�R�µ�V�K�V�D�N��

�� �� �� �� �� ��
1

2 12 2
2 1 2 2 ... 2 ln 2 ln 2 2 ln 2

2 1

m
m m m� - � -

��
����

�� �� �� �� �� � ��
��

.Bu yerda�g �� ��1 0�- �  �E�R�µ�O�J�D�Q�L�� �X�F�K�X�Q��

�� �� 12 2 ln2m m�- ���� �J�D���H�J�D���E�R�‹�O�D�P�L�]�� 

Faraz etaylik �T
P�s ushbu 12 2m mx�� � d � � shartni qanoatlantirsin. U holda �� ��x�- �R�µ�V�X�Y�F�K�L��

���N�D�P�D�\�P�D�\�G�L�J�D�Q�������E�R�µ�O�J�D�Q�L���X�F�K�X�Q������ �� �� �� 12 2 ln2 4 ln2m mx x� - � -���d �� �d .Bundan isbotlanishi talab etilgan 

tengsizlik kelib chiqadi: 
�� �� �� ��____

4ln 2 �\�Z �^�_�f�Z�d�� �O�L�P �� �O�Q ��
x

� o � [
L

� o � [

� - � -
�o�f

�� � �d . 

Ishda
�� ��

lim ln 2
x

x

x

�\
�o�f

�  � ttengsizlik ham  isbotlangan.  
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BEHAVIORS OF SOUSLIN AND SHANIN NUMBERS UNDER CONTINUOUS 

MAPPINGS 
Sodikkhujaeva Sh.Kh.  

National University of Uzbekistan named after Mirzo Ulugbek 
str. Universitet 4, 100174 Tashkent, Uzbekistan 

shahnoz2019@gmail.com 
Definition 1.[1]. Let (X, �2����and (Y, �2�
����be two topological spaces; a mapping �Bof X to Y is called 

continuous if �B�q�ï��U)�Ð�2 for any U�Ð �2�
����i.e., if the inverse image of any open subset of Y is open in X. The 
fact that �B is a continuous mapping of X to Y will be often written in symbols as �B: X�:�� Y. 

Definition 2.[2]. �%�? �ì�:�: �<�Î �=�; is called a cellular family if the members of �% are pairwise disjoint. 
�?�:�: �; 
L �•�—�’�<���%���ã�%���?�A�H�H�Q�H�=�N���E�J���: �=
E�S�ä 

�?�:�: �; is called the cellularity of �: . 
Definition 3. [3].A cardinal �ì 
R�E�r  is said to be a caliber of the space �:  if for any family �ä
L

�<�7�� �ã�Ù�Ð�#�= of nonempty open in �:  sets such that ���#�� 
L �ì, there exists �$ �? �#, for which ���$�� 
L �ì, and �ê
�<�7�� �ã���Ù�Ð�$�=
M�Î . Set �G�:�: �; 
L �<�ì�ã�ì���E�O���=���?�=�H�E�>�A�N���K�B���P�D�A���O�L�=�?�A���: �=. 

Definition 4.[3]. The cardinal number���•�‹�•���<�ì�ã�ì�>���E�O���=���?�=�H�E�>�A�N���K�B���: �= is called the Shanin number of 
�:  and is denoted by �O�D�:�: �;, where �ì�> is the least cardinal number from all cardinals strictly greater that �ì. 

Theorem 1. Let �B�ã�: �\ �;  continuous mapping topological space �:  onto topological space �; . Then 
�?�:�; �; 
Q�?�:�: �;. 

Theorem 2. Let �B�ã�: �\ �;  continuous mapping topological space �:  into topological space �; . Then 
�O�D�:�: �; 
L �O�D�:�; �;�ä 

Example 1. Let �B�ã�5�\ �4 is continuous, where �5
FSorgenfrey line and �4
Freal line with standard 
topology 

As standard topology on the real line metrizable the cardinal invariants of it are remained the same, 
�?�:�4�; 
L �O�D�:�4�; 
L �E�4. 

The cardinal invariants of Sorgenfrey line are ���?�:�5�; 
L �E�4�á�O�D�:�5�; 
L �E�4�ä���� 
Since the �B is continuous mapping from Sorgenfrey line to standard topology, then we have the 

following results: 
a) �?�:�5�; 
L �?�:�4�;�ä 
b) �O�D�:�5�; 
L �O�D�:�4�;. 
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GORIZONTAL CONFORMAL SUBMERSIYA  
Temirova M. 

�2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q���0�L�O�O�L�\���8�Q�L�Y�H�U�V�L�W�H�W�L�����7�R�V�K�N�H�Q�W�����2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q 
�7�D�¶�U�L�I�� �������:�/ �á�C�; va �:�$�á�C�"�; �P�R�V�� �U�D�Y�L�V�K�G�D�� �P�� �Y�D�� �Q�� �R�¶�O�F�K�D�P�O�L�� �Y�D���%�¶  �± �5�L�P�D�Q�� �N�R�¶�S�� �[�L�O�O�L�N�� �E�R�¶�O�V�L�Q����

Suryektiv �%�¶  �± akslantirish �/  �Q�L�Q�J���L�V�W�D�O�J�D�Q���Q�X�T�W�D�V�L�G�D�� �P�D�N�V�L�P�D�O���U�D�Q�N�J�D���H�J�D���E�R�¶�O�V�D�����è�ã�/ �\ �$, �@�E�J�/
L
�J, �@�E�J�$
L �I  akslantirish submersiya deyiladi.  

�2�V�K�N�R�U�P�D�V�� �I�X�Q�N�V�L�\�D�� �K�D�T�L�G�D�J�L�� �W�H�R�U�H�P�D�V�L�J�D�� �N�R�¶�U�D�� �K�D�U�� �T�D�Q�G�D�\���T�Ð�$ uchun       �è�?�5�:�T�; 
F�/ �� ning 
yopiq ���N
L �I 
F�J �R�¶�O�F�K�R�Y�O�L�� �T�L�V�P�� �N�R�¶�S�[�L�O�O�L�J�L�� �E�R�¶�O�D�G�L���� �+�D�U�� �E�L�U���L�Ð�/  uchun �í�É 
L �G�A�N�è�Û deb �/  dagi �è 
akslantirish bilan berilgan qatlamaga mos keladigan �å
F integrallanuvchi taqsimotni olamiz, bu yerda har 
bir �í�ã �á�è�?�5�:�T�; ning �è�:�L�; 
L �T dagi urinma fazosiga mos keladi. Bu yerda �è�Û
F �è ning differensiali. 
Unda �í�É 
L �6�ã�è�?�5�:�T�;, mos ravishda �í�É ning �6�É�/  �G�D�J�L���R�U�W�R�J�R�Q�D�O���W�R�¶�O�G�L�U�X�Y�F�K�L�V�L�Q�L���*�É�� deb belgilaymiz. �í�É 
va �*�É larning elementlarini mos ravishda vertikal va gorizontal vektorlardir .  

Tarif  2. �è�ã�:�/ �á�C�; �7 �:�$�á�C�ñ�; 
F��submersiya Riman submersiyasi deyiladi, agar       �è�Û�É ning har 
bir �L nuqtasida gorizontal vektorlarning uzunligini saqlab qolsa: 

�C�ã�:�Q�á�R�; 
L �C�� �:�ã�;
�ñ 
k�è�Û�ã�Q�á�è�Û�ã�R
o�á�������Q�á�R�Ð�*�ã�á�������L�Ð�/     (1) 

Bizga �ð�ã�:�/ �à �á�C�; �7 �:�0�á�á�D�; �\�D�U�L�P�� �5�L�P�D�Q�� �N�R�¶�S�[�L�O�O�L�N�O�D�U�L�� �R�¶�U�W�D�V�L�G�D�J�L�� �V�L�O�O�L�T�� �D�N�V�O�D�Q�W�L�U�L�V�K�� �E�H�U�L�O�J�D�Q��
�E�R�¶�O�V�L�Q�����%�� 
L �<�T�Ð�/ �á�N�=�J�G�:�@�ð�ë�; 
O�J�=  hamda �ð �Q�L�Q�J�� �U�H�J�X�O�\�D�U�� �Q�X�T�W�D�O�D�U�� �W�R�¶�S�O�D�P�L�Q�L���/ �Û bilan 
�E�H�O�J�L�O�D�\�P�L�]�����\�D�¶�Q�L���/ �Û
L �/ �Ú�%�� . Har bir regulyar �T�Ð�/  nuqtasi uchun vertikal va gorizontal taqsimotlar 
mos ravishda �í�ë 
L �G�A�N�:�@�ð�;�ë va �*�ë 
L �:�í�ë�;�D bilan aniqlanadi. 

Tarif  3 . �ð akslantirish gorizontal konformal submersiya deyiladi, agar   ���T�Ð�/  nuqtada �:�@�ð�;�ë 
M
�r va �í�ë xosmas, �:�@�ð�;�ë ning �*�ë �J�D���W�R�U�D�\�W�P�D�V�L���N�R�Q�I�R�U�P�D�O�����\�D�¶�Q�L�����Ì�ã�:�T�; �Ð�4�Û uchun: 

���D
k�@�ð�:�: �;�á�@�ð�:�; �;
o
L �ã�:�T�;�C�:�: �á�; �;�á�Ê�: �á�; �Ð�*�ë       (2) 
shartlar bajarilsa. 

Kengaytirilgan �ã�÷�/ �7 �4 funksiya uchun �:�@�ð�;�ë 
L �r yoki �í�ë �[�R�V�P�D�V�� �E�R�¶�O�V�D���ã�:�T�; 
L �r �E�R�¶�O�L�E���ð 
�Q�L�Q�J�� �N�H�Q�J�D�\�L�V�K�L�� �G�H�\�L�O�D�G�L���� �6�K�X�Q�L�� �W�D�¶�N�L�G�O�D�E�� �R�¶�W�L�V�K�� �N�H�U�D�N�N�L���� �5�L�P�D�Q�� �N�R�¶�S�[�L�O�O�L�N�O�D�U�L�� �X�Fhun �ã
F manfiy 
�E�R�¶�O�P�D�J�D�Q���I�X�Q�N�V�L�\�D�G�L�U�����O�H�N�L�Q���\�D�U�L�P���5�L�P�D�Q���N�R�¶�S�[�L�O�O�L�N���X�F�K�X�Q���X���P�D�Q�I�L�\���T�L�\�P�D�W�O�D�U�Q�L���T�D�E�X�O���T�L�O�L�V�K�L���P�X�P�N�L�Q���� 

�7�D�¶�U�L�I�� �� ��. �ð�ã�:�/ �à �á�C�; �7 �:�0�á�á�D�;�á�I 
P �J 
R�t gorizontal konformal submersiya gravatatsiya bilan 
juftlashgan deyiladi, agar �ð va �C lar     �é
F

��

�6
�C
L �Û�5��                                   (3) 

shartni qanoatlantirsa. Bu yerda, �é
F��Ricci-tenzor maydoni; �ì 
F���:�/ �á�C�; ning skalyar egriligi; �Û
M�r 
ulanish doimiyligi; �5�� 
F kuchlanish energiyasi tenzori. 

M. Mustafo [1] ixcham Riman manifoldlarida va ayrim yarim Riman kollektorlarida tortishish 
�N�X�F�K�L�J�D���T�R�¶�V�K�L�O�J�D�Q���J�R�U�L�]�R�Q�W�D�O���N�R�Q�I�R�U�P�D�O���V�X�E�P�H�U�V�L�\�D���T�X�U�L�V�K���X�F�K�X�Q���E�D�¶�]�L���V�K�D�U�W-sharoitlarni beradi.  

Teorema. Kosmologik modelda gravitatsiya bilan juftlashgan [2] har qanday gorizontal konformal 
�V�X�E�P�H�U�V�L�\�D���J�D�U�P�R�Q�L�N���P�R�U�I�L�]�P���E�R�¶�O�D�G�L�� 

Adabiyotlar:  
1. Mustafa, M.T. Applications of harmonic morphisms to gravity J. Math. Phus., 41, n. 10, 6918-
6929. 
2. M.Baird, P., Wood, J.C.. Harmonic morphisms between Riemannian manifolds. London Math. 
Soc., Monographs, Oxford University press. 

 
�%�$�¶�=�,���%�,�5���1�,�/�3�2�7�(�1�7���=�,�1�%�,�(�/���$�/�*�(�%�5�$�/�$�5�,�'�$���5�2�7�$���± BAXTER  

OPERATORLARI  
Tojiboyev E. 

�$�Q�G�L�M�R�Q���G�D�Y�O�D�W���X�Q�L�Y�H�U�V�L�W�H�W�L�����$�Q�G�L�M�R�Q�����2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q 
Rota�±�%�D�[�W�H�U�� �D�O�J�H�E�U�D�V�L�� �H�K�W�L�P�R�O�O�D�U�� �Q�D�]�D�U�L�\�D�V�L�G�D�J�L�� �E�D�¶�]�L�� �E�L�U�� �P�D�V�D�O�D�O�D�U�Q�L�� �\�H�F�K�L�V�K�G�D�Q�� �N�H�O�L�E�� �F�K�L�T�T�D�Q��

�E�R�¶�O�L�E���� �P�D�W�H�P�D�W�L�N�D�� �Y�D�� �I�L�]�L�N�D�Q�L�Q�J�� �N�R�¶�S�O�D�E�� �V�R�K�D�O�D�U�L�G�D�� �R�¶�]�� �W�D�G�E�L�J�¶�L�J�D�� �H�J�D���� �M�X�P�O�D�G�D�Q�� �V�R�Q�O�D�U�� �Q�D�]�D�U�L�\�D�V�L����
kvazisimmetrik funksiyalar, Li algebralari va Yang�±Baxter tenglamalari. Rota�±Baxter operatorlari Baxter 
tomonidan ehtimollar nazariyasidagi [3] analitik formulani yechish uchun kiritilgan. Bu operatorlar, 
matematika va matematik fizikaning boshqa sohalariga ham aloqador [4]. [1] ishda 3-�R�¶�O�F�K�D�P�O�L���Q�L�O�S�R�W�H�Q�W��
assotsiativ algebralar uchun Rota�±Bakster, Reynold va Nijenhuis operatorlari tasnif qilingan.  
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�( maydon ustida  �#  assotsiativ algebraning Rota �± Baxter operatori deb quyidagi  tenglikni 
qanoatlantiruvchi  �2�ã���# �\ ��   chiziqli akslantirishga aytiladi: 

�2�:�T�;�2�:�U�; 
L �2�:�T�2�:�U�; 
E�2�:�T�;�U
E�ã�T�U�;�á�������Ê�T�á�U���Ð���#�á�������Ð���( 
�7�D�N�L�G�O�D�E�� �R�¶�W�L�V�K�� �N�H�U�D�N�N�L���� �D�J�D�U���2��
F �ã
M�r  vaznga ega Rota �± �%�D�[�W�H�U�� �R�S�H�U�D�W�R�U�L�� �E�R�¶�O�V�D���� �X�� �K�R�O�G�D���ã�?�5�����2
F 
vazni  1  ga teng Rota �± Baxter operatori. 
Ushbu ishda biz 4 �± �R�¶�O�F�K�D�P�O�L�� �Q�L�O�S�R�W�H�Q�W�� �=�L�Q�E�L�H�O�� �D�O�J�H�E�U�D�O�D�U�Ldan birida Rota�±Baxter operatorlarini 
tasnifladik. 

�2   operatorning matritsasi 
F��
n

�=�5�5�������=�5�6�������=�5�7�������=�5�8
�=�6�5�������=�6�6�������=�6�7�������=�6�8
�=�7�5�������=�7�6�������=�7�7�������=�7�8
�=�8�5�������=�8�6�������=�8�7�������=�8�8


r  

��� �������E�R�¶�O�J�D�Q���[�R�O���������2�:�T�;�2�:�U�; 
L �2�:�T�2�:�U�; 
E�2�:�T�;�U�; 
Quyida  4 �± �R�¶�O�F�K�D�P�O�L���Q�L�O�S�R�W�H�Q�W���=�L�Q�E�L�H�O���D�O�J�H�E�U�D�O�D�U�L�G�D�Q���E�L�U�L���>���@���N�H�O�W�L�U�L�O�J�D�Q���� 
 �Ú�ã       �A�5 �Ü�A�5 
L �A�6�á�A�5 �Ü�A�6 
L �A�7�á�A�6 �Ü�A�5 
L �t�A�7�á���A�5 �Ü�A�7 
L �A�8���á�������A�6 �Ü�A�6 
L �u�A�8���á�� 
            �A�7 �Ü�A�5 
L �u�A�8���â 

Teorema.  4 �± �R�¶�O�F�K�D�P�O�L�� ���Ú��  nilpotent Zinbiel algebrasida Rota �± Baxter operatori matritsalari 
�T�X�\�L�G�D�J�L�F�K�D���E�R�¶�O�D�G�L�� 
Algebra Rota Baxter operatorlari  ��� ���������E�R�¶�O�J�D�Q���[�R�O Cheklovlar 

�Ú 
�2�5�ã �=�5�5
L �=�5�6
L �=�5�7
L �=�5�8
L �=�6�5
L �=�6�6
L �=�6�7
L �=�6�8
L �r�á 

�=�7�8
L �=�8�8
L �r     �=�7�5�á�=�7�6�á�=�7�7�á�=�8�5�á�=�8�6�á�=�8�7��
F�� �O�D�U�����F�K�H�N�O�R�Y�O�D�U�J�D���E�R�J�¶�O�L�T���K�R�O�G�D��
ihtiyoriy. 

�=�6�6
L �r���â 
�=�6�5
L �r���â 
�=�8�8
L �r�ä 

�Ú 

�2�6�ã  �=�5�5
L �=�5�6
L �=�5�7
L �=�5�8
L �=�6�5
L �=�6�6
L �=�6�7
L �=�6�8
L �r�â 
�=�7�5
L �=�7�6
L �=�7�7
L �=�7�8
L �r�����������=�8�5�á�=�8�6�á�=�8�7�á�=�8�7
F �O�D�U�����F�K�H�N�O�R�Y�O�D�U�J�D���E�R�J�¶�O�L�T���K�R�O�G�D��

ihtiyoriy. 

�=�6�6
L �r���â 
�=�6�5
L �r���â 
�=�8�8
M�r�ä 

�2�7�ã  �=�5�5
L �=�5�6
L �=�5�7
L �=�5�8
L �=�6�6
L �=�6�7
L �=�6�8
L �=�7�7
L �r�á 
�=�7�8
L �=�8�8
L �r�á   �=�8�7
L �=�6�5�á    �=�6�5�á�=�7�5�á�=�7�6�á�=�8�5�á�=�8�6
F �O�D�U�����F�K�H�N�O�R�Y�O�D�U�J�D���E�R�J�¶�O�L�T��

holda ihtiyoriy. 

�=�6�6
L �r���â 
���=�6�5
M�r���ä 

 
�2�8�ã  �=�5�5
L �=�5�6
L �=�5�7
L �=�5�8
L �=�6�5
L �=�6�7
L �=�6�8
L �r���á 

�=�7�5
L �=�7�6
L �=�7�7
L �=�7�8
L �=�8�7
L �r�â   �=�8�8
L
�5

�6
�=�6�6�â 

�=�6�6�á�=�8�5�á�=�8�6
F �O�D�U�����F�K�H�N�O�R�Y�O�D�U�J�D���E�R�J�¶�O�L�T���K�R�O�G�D���L�K�W�L�\�R�U�L�\�� 

�=�6�6
M�r���â 
�=�7�7
L �r���â 
�=�6�5
L �r�ä 

�2�9�ã  �=�5�5
L �=�5�6
L �=�5�7
L �=�5�8
L �=�6�7
L �=�6�8
L �=�7�7
L �=�7�8
L �r�â��  �=�7�5
L 
F
�7�Ô�.�-

�.

�Ô�.�.
���á

�=�7�6
L 
F�u�=�6�5���á  �=�8�7
L �u�=�6�5���á �=�8�8
L
�5

�6
�=�6�6�â 

�=�6�5�á�=�6�6�á�=�8�5�á�=�8�6
F �O�D�U�����F�K�H�N�O�R�Y�O�D�U�J�D���E�R�J�¶�O�L�T���K�R�O�G�D���L�K�W�L�\�R�U�L�\�� 

�=�6�6
M�r���â 
�=�7�7
L �r���â 
�=�6�5
M�r�ä 

�2�: �ã  �=�5�6
L �=�5�7
L �=�5�8
L �=�6�5
L �=�6�7
L �=�6�8
L �=�7�5
L �=�7�6
L �r�á 
�=�7�8
L �=�8�6
L �=�8�7
L �r�â  �=�5�5
L �u�=�7�7���á  �=�8�8
L

�5

�6
�=�6�6�â 

�=�6�6�á�=�7�7�á�=�8�5
F �O�D�U�����F�K�H�N�O�R�Y�O�D�U�J�D���E�R�J�¶�O�L�T���K�R�O�G�D���L�K�W�L�\�R�U�L�\�� 

�=�6�6
M�r���â 
�=�7�7
M�r���â 
�=�6�5
L �r���â  
�=�7�5
L �r�ä 

�2�; �ã  �=�5�6
L �=�5�7
L �=�5�8
L �=�6�5
L �=�6�7
L �=�6�8
L �=�7�6
L �=�7�8
L �=�8�7
L �r�â �=�5�5
L �u�=�7�7���á  
�=�8�6
L

�7

�6
�=�7�5���á  �=�8�8
L

�5

�6
�=�6�6�â 

�=�6�6�á�=�7�5�á�=�7�7�á�=�8�5
F �O�D�U�����F�K�H�N�O�R�Y�O�D�U�J�D���E�R�J�¶�O�L�T���K�R�O�G�D���L�K�W�L�\�R�U�L�\�� 

�=�6�6
M�r���â 
�=�7�7
M�r���â 
�=�6�5
L �r���â  
�=�7�5
M�r�ä 

�2�<�ã  �=�5�6
L �=�5�7
L �=�5�8
L �=�6�7
L �=�6�8
L �=�7�5
L �=�7�8
L �=�8�6
L �r���â 
�=�5�5
L �u�=�7�7���á  �=�7�6
L �=�8�7
L �=�6�5���á �=�8�8
L

�5

�6
�=�6�6�â 

�=�6�5�á�=�6�6�á�=�7�7�á�=�8�5
F �O�D�U�����F�K�H�N�O�R�Y�O�D�U�J�D���E�R�J�¶�O�L�T���K�R�O�G�D���L�K�W�L�\�R�U�L�\�� 

�=�6�6
M�r���â 
�=�7�7
M�r���â 
�=�6�5
M�r���â  
�=�7�5
L �r�ä 

�2�=�ã  �=�5�6
L �=�5�7
L �=�5�8
L �=�6�7
L �=�6�8
L �=�7�8
L �r���â������ �=�5�5
L �u�=�7�7���á 
�=�7�6
L �=�8�7
L �=�6�5���á �=�8�6
L

�7

�6
�=�7�5���á �=�8�8
L

�5

�6
�=�6�6�â �=�6�5�á�=�6�6�á�=�7�5�á�=�7�7�á�=�8�5
F lar, 

�F�K�H�N�O�R�Y�O�D�U�J�D���E�R�J�¶�O�L�T���K�R�O�G�D���L�K�W�L�\�R�U�L�\�� 

�=�6�6
M�r���â 
�=�7�7
M�r���â 
�=�6�5
M�r���â  
�=�7�5
M�r�ä 
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VON NEYMANN ALGEBRALARI MARKAZIY KENGAYTMALARI 

IZOMORFIZMLARI  
Turdibaeva N. M. 

Qoraqalpoq davlat universiteti, Nukus, Uzbekistan 
Mayli   von Neumann algebrasi  va �� ��S   (mos holda �� ��LS ) da  aniqlangan barcha 

o`lchamli (mos holda lokal o`lchamli)  operatorlarning *  algebrasi bo`lsin (qarang [1-3]).   
  Mayli �� ��,x y S�•  bo`lsin. Bizga ma`lum, x y��   va xy operatorlar zich aniqlangan 

operatorlar .Shuningdek, x y�� , xy  va   *x   operatorlari  �� ��S  ning ichida joylashgan. Bunday 

amallar aniqlangan �� ��S   kompleks sonlar maydonida  unital   * algebra bo`ladi.   ning �� ��S  

ga   *  qism algebra ekanligi ma`lum. Agar    von Neuman  algebrasi  chegaralangan  bo`lsa,  da 

aniqlangan barcha o`lchamli operatorlar algebrasi  �� ��S    da aniqlangan Murray-von Neumann 

algebrasi deyiladi.  
Mayli   von Neumann algebrasi bo`lsin.   �� ��S   ning * qism algebrasi  regulyar 

deyiladi, agar von Neuman  ma`nosida  regulyar xalqa bo`lsa, ya`ni   har bir a�• element uchun , 
b�•  elementi mavjud bo`lib, aba a�  tenglik bajarilsa.   
Agar  va   * -algebralar bo`lib,  :� ) � o  bieksiya  

�”���D�G�G�L�W�L�Y�����Y�D�����P�X�O�W�L�S�O�L�N�D�W�L�Y���E�R�C�O�V�D�����X���K�R�O�G�D���[�D�O�T�D�����L�]�R�P�R�U�I�L�]�P�L�� 
�”���K�D�T�L�T�L�\���[�D�O�T�D�����L�]�R�P�R�U�I�L�]�P�L�����E�R�C�O�V�D�����K�D�T�L�T�L�\���D�O�J�H�E�U�D���L�]�R�P�R�U�I�L�]�P�L�� 
�”���D�O�J�H�E�U�D���L�]�R�P�R�U�I�L�]�P�L���E�R�C�O�V�D�������N�R�P�S�O�H�N�V���F�K�L�]�L�T�O�L���[�D�O�T�D���L�]�R�P�R�U�I�L�]�P�L�� 

�”�� �K�D�T�L�T�L�\�� �� �
-izomorfizm haqiqiy algebra izomorfizmi va barcha x�• uchun �� �� �� ��**x x�) � �)  

tenglik bajariladi 
�”�������
-izomorfizm  kompleks chiziqli  haqiqiy   *-izomorfizm deyiladi. 

1-Teorema. Mayli  va  tipi 1II  von Neumann algebralari, �� ��E  va   �� ��E  ularning 

markaziy kengaytmalari bo`lsin. U holda �� ��E  ni   �� ��E  ga o`tkazuvchi  xalqa  izomorfizmi  

haqiqiy algebra izomorfizmi bo`ladi. 
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ISOMORPHISMS OF COMMUTATIVE REGULAR ALGEBRAS  

1Turdibaeva N.M., 2Maxmudova D.M. 
1Karakalpak State University, Nukus. Uzbekistan 
2Urgench State University, Urgench, Uzbekistan 

�$���U�L�Q�J�������L�V���V�D�L�G���W�R���E�H���U�H�J�X�O�D�U���L�Q���W�K�H���V�H�Q�V�H���R�I���Y�R�Q���1�H�X�P�D�Q�Q���L�I�����I�R�U���H�Y�H�U�\���=�Ð�' , the equation axa = a 
�K�D�V���D���V�R�O�X�W�L�R�Q���L�Q���������$�Q���D�O�J�H�E�U�D�������L�V���V�D�L�G���W�R���E�H���U�H�J�X�O�D�U�����L�I�������L�V���D���U�H�J�X�O�D�U���U�L�Q�J���L�Q���W�K�H���V�H�Q�V�H���R�I���Y�R�Q���1�H�X�P�D�Q�Q�� 

�/�H�W�������E�H���D���F�R�P�Putative unital regular algebra with a unity 1 over an algebraically closed field F of 
characteristic 0 and let �Ï
L �Ï�:�' �; �G�H�Q�R�W�H���W�K�H���V�H�W���R�I���L�G�H�P�S�R�W�H�Q�W���H�O�H�P�H�Q�W�V���R�I���������2�Q���W�K�H���V�H�W���Ï a partial order 
is defined as follows: e
Q f if and only if ef = e. Then �Ï becomes a Boolean algebra with the greatest 
element 1; where the complement Ce of an element e is 1-e. A nonzero element q �Ð �Ï is called an atom if 
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the relations �r 
M�A
Q�M and e�Ð �Ï imply the equality e = q. For every a �Ð ������ �O�H�W�� �L���D���� �G�H�Q�R�W�H�� �W�K�H�� �S�D�U�W�L�D�O��
inverse of a, i.e., i(a) is the solution of the equations axa = a and xax = x: It is clear that  i(ab) = i(a)i(b), 
i(i(a)) = a, i(e) = e  for all a,b �Ð ���� �D�Q�G�� �H�Ð �Ï. The element s(a) = ai(a) is called the support of a. As is 
known, s(a) is the least idempotent e �Ð�Ï with ea = a (see [1]). 

An element a �Ð �����L�V���F�D�O�O�H�G�� 
finitely valued, if 

�=
L 
Í �ã�Þ���A�Þ

�á

�Þ�@�5

 

where �ã�Þ �Ð�(�á�A�Þ �Ð�Ï,�A�Þ���A�Ý
L �r      k
M �M���N�����M��� ���������«�����Q������ 
n �Ð�0; ��countably valued, if 

�=
L 
Í �ã�Þ���A�Þ

�¶

�Þ�@�5

 

where���ã�Þ �Ð�(�á�A�Þ �Ð�Ï,�A�Þ���A�Ý
L �r      k
M �M���N�����M��� ���������«�����Q������ 
n �Ð�0; (in the second case the convergence of series is understood with respect to the metric p)   
Denote by F(�Ï) (respectively, Fc (�Ï)) the set of all nitely valued (respectively, countably valued) 

elements in �������7�K�H�Q�� 
�Ï�?F(�Ï) �? Fc (�Ï) 
and F(�Ï); Fc (�Ï���D�U�H���U�H�J�X�O�D�U���V�X�E�D�O�J�H�E�U�D�V���L�Q�������V�H�H���>���@�����:�H���D�V�V�X�P�H���W�K�D�W���Ü �L�V���D���V�X�E�D�O�J�H�E�U�D���L�Q�������V�X�F�K���W�K�D�W���Ï�?
�Ü. 
Recall that two elements x; y �Ð�����D�U�H���V�D�L�G���W�R���E�H���R�U�W�K�R�J�R�Q�D�O�����Q�R�W�D�W�L�R�Q���[�cy), if s(x)s(y) = 0. 
A linear mapping �J�����³���\ �'  is said to be band preserving, if 
x�cy�œ �J���[�����cy 
(see for details [2,3]). Since x�c1-s(x), we see that �J is band preserving i
u 

s (�J���[���;��
Q   s(x)    (1) 
for all x �Ð���� 

Theorem 1.1 �/�H�W�������E�H���D���F�R�P�P�X�W�D�W�L�Y�H���X�Q�L�W�D�O���U�H�J�X�O�D�U���D�O�J�H�E�U�D���R�Y�H�U���D�Q���D�O�J�H�E�U�D�L�F�D�O�O�\���F�O�R�V�H�G���I�L�H�O�G���)���R�I��
characteristic zero such that 

1. there exists a finite strictly positive countable-additive measure on the Boolean algebra �Ï of 
�D�O�O���L�G�H�P�S�R�W�H�Q�W�V���L�Q������ 
2. �����L�V���D���F�R�P�S�O�H�W�H���Z�L�W�K���U�H�V�S�H�F�W���W�K�H���P�H�W�U�L�F �!(a; b) =�ä (s(a-b)), a, b�Ð���� 
Let �Ü �E�H���D���V�X�E�D�O�J�H�E�U�D���R�I�������V�X�F�K���W�K�D�W���Ü�@�Ï. Then for any band preserving monomorphism 

�J: �Ü�\ �Ü  �W�K�H�U�H���H�[�L�V�W�V���D���E�D�Q�G���S�U�H�V�H�U�Y�L�Q�J���P�R�Q�R�P�R�U�S�K�L�V�P�����������������\  �����V�X�F�K���W�K�D�W���� /B = �J.  
Theorem 1.2.  Let A be a commutative unital regular algebra as in Theorem 1.1. 

�7�K�H�Q���W�K�H�U�H���L�V���D���Q�R�Q���W�U�L�Y�L�D�O���E�D�Q�G���S�U�H�V�H�U�Y�L�Q�J���P�R�Q�R�P�R�U�S�K�L�V�P���R�Q�������L�Q�W�R��itself if and only if 
Fc(�¿) 
M�����/�H�W���¹���E�H���D���P�D�[�L�P�D�O���D�O�J�H�E�U�D�L�F�D�O�O�\���L�Q�G�H�S�H�Q�G�H�Q�W���V�X�E�V�H�W���R�I�������6�H�W 
�V���¹������� ���<�O�:�=�;�ã�=�Ð�ç ���=�? �Ï�á 
and for e �Ð s(M) set Me =  �<�=�Ð�ç �ã�O�:�=�; 
L �A���=�äS        It is clear that �ç 
L�ë�Ø�Ð�æ�:�ç �; �ç �Ø

. 

   We denote by G (�ç �����������W�K�H���V�H�W���R�I���D�O�O���P�D�S�S�L�Q�J�V���J�������ç �\ �����V�X�F�K���W�K�D�W���V���J���D������� ���V���D�����I�R�U���D�O�O���D���Ð �ç ; g(�ç ) 
= �<�‰�:�š�; �÷���š���Ð�ç �= �J���L�V���D�O�V�R���D���P�D�[�L�P�D�O���D�O�J�H�E�U�D�L�F�D�O�O�\���L�Q�G�H�S�H�Q�G�H�Q�W���V�X�E�V�H�W���R�I�����������$���S�H�U�P�X�W�D�W�L�R�Q���R�I���ç  is a 
bijection from �ç  onto �ç : A group of all permutations of 
�ç �á denoted by Sym(�ç ): Let Fc(�Ï)  be the group of all invertible elements from Fc(�Ï): 
�)�R�U�� �D�� �F�R�P�P�X�W�D�W�L�Y�H�� �X�Q�L�W�D�O�� �U�H�J�X�O�D�U�� �D�O�J�H�E�U�D�� ���� �G�H�Q�R�W�H�� �E�\�����—�–�Ï �������� �W�K�H�� �J�U�R�X�S�� �R�I�� �D�O�O�� �E�D�Q�G�� �S�U�H�V�H�U�Y�L�Q�J��
�D�X�W�R�P�R�U�S�K�L�V�P�V���R�I������ 

Theorem 1.3 �/�H�W�������E�H���D���F�R�P�P�X�W�D�W�L�Y�H���X�Q�L�W�D�O���U�H�J�X�O�D�U���D�O�J�H�E�U�D���D�V���L�Q���7�K�H�R�U�H�P������������Then 
there is an injective mapping   
g �Ð G(�ç ���������\   �¥�Ú �Ð���—�–�Ï ���������� (2) 
In particular, the group ���—�–�Ï ���������F�R�Q�W�D�L�Q�V���D���V�X�E�J�U�R�X�S���L�V�R�P�R�U�S�K�L�F���W�R���W�K�H���J�U�R�X�S  
�ž�Ø�Ð�æ�:�ç �;�5�U�I�:�ç �Ø�; �ˆ �:�(�Ö�:�A�Ï�;�‡�����;���Ø�ç ��  

Now using Theorem 1.3 we obtain the following strengthening of Theorem 1.2 Corollary 1.4 �/�H�W�������E�H���D��
commutative unital regular algebra as in Theorem 1.1. Then 
�W�K�H�U�H���D�U�H���Q�R�Q���W�U�L�Y�L�D�O���E�D�Q�G���S�U�H�V�H�U�Y�L�Q�J���D�X�W�R�P�R�U�S�K�L�V�P�V���R�Q�������L�I���D�Q�G���R�Q�O�\���L�I���)c(�Ï) 
M���� 

REFERENCES 
[1] S. K. Berberian, Baer -rings, Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, Band 195, 
Springer-Verlag, New York-Berlin, 1972. 
[2] A. G. Kusraev, Dominated Operators, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, 
2000. 



109 

[3] A. G. Kusraev, Automorphisms and derivations on a universally complete complex f-algebra, 
Siberian Math. J. 47 (1) (2006) 77�±85. 
[4] A. F. Ber, V. I. Chilin and F. A. Sukochev, Non-trivial derivations on commutative regular 
algebras, Extracta Math. 21 (2006) 107�±147. 

 
GEOMETRIK MASALANI TURLI YECHISH USULLARI YORDAMIDA 

�2�µ�4�8�9�&�+�,�/�$�5�1�,�1�*���,JODIY FIKRLASH FAOLIYATINI RIVOJLANTIRISH  
1Xusanov J., 1Shamsiddinov N.B., 2Shoimqulova D., 2Norqulova Z. 

1�7�'�7�8���D�N�D�G�H�P�L�N���O�L�W�V�H�\�L�����7�R�V�K�N�H�Q�W�����2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q 
2�1�D�Y�'�3�,�����1�D�Y�R�L�\�����2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q�� 

�0�D�W�H�P�D�W�L�N�D���R�O�D�P�Q�L�����G�X�Q�\�R�Q�L���E�L�O�L�V�K�Q�L�Q�J���D�V�R�V�L���E�R�µ�O�L�E�����W�H�Y�D�U�D�N���D�W�U�R�I�L�P�L�]�G�D�J�L���Y�R�T�H�D���Y�D���K�R�G�L�V�D�O�D�U�Q�L�Q�J��
�R�µ�]�L�J�D�� �[�R�V�� �T�R�Q�X�Q�L�\�D�W�O�D�U�L�Q�L�� �R�F�K�L�E�� �E�H�U�L�V�K�G�D�� �M�X�G�D�� �N�D�W�W�D�� �D�K�D�P�L�\�D�W�J�D�� �H�J�D�N�L���� �P�D�W�H�P�D�W�L�N�� �E�L�O�L�P�O�D�U�V�L�]�� �L�V�K�O�D�E��
�F�K�L�T�D�U�L�V�K���Y�D���I�D�Q�Q�L�Q�J���U�L�Y�R�M�O�D�Q�L�V�K�L�Q�L���W�D�V�V�D�Y�X�U���T�L�O�L�E���E�R�µ�O�P�D�\�Gi. Shuning uchun ham matematik madaniyat�²  
umuminsoniy madaniyatning tarkibiy qismi hisoblanadi. 

�0�D�
�O�X�P�N�L���� �P�D�W�H�P�D�W�L�N�D�� �I�D�Q�L�� �L�Q�V�R�Q�� �D�T�O�L�Q�L�� �F�K�D�U�[�O�D�\�G�L���� �G�L�T�T�D�W�L�Q�L�� �U�L�Y�R�M�O�D�Q�W�L�U�D�G�L���� �N�R�µ�]�O�D�Q�J�D�Q�� �P�D�T�V�D�G�J�D��
�H�U�L�V�K�L�V�K�� �X�F�K�X�Q�� �T�D�W�¶�L�\�D�W�� �Y�D�� �L�U�R�G�D�Q�L�� �W�D�U�E�L�\�D�O�D�\�G�L���� �D�O�J�R�U�L�W�P�L�N�� �W�D�Uzda tartib-�L�Q�W�L�]�R�P�O�L�O�L�N�N�D�� �R�µ�U�J�D�W�D�G�L�� �Y�D�� �H�Q�J��
muhimi mulohaza yuritishga chorlaydi hamda tafakkurni kengaytiradi.  

Hisoblashga doir geometrik masalalarga berilgan geometrik shaklning yoki shakllar 
�M�D�P�O�D�Q�P�D�V�L�Q�L�Q�J�� �E�D�]�L�� �H�O�H�P�H�Q�W�O�D�U�L�� �� �R�µ�O�F�K�D�P�O�D�U�L�� �� �H�O�H�P�H�Q�W�O�D�U�� �R�U�D�V�L�G�D�J�L�� �Q�L�V�E�D�W�� �D�J�D�U�� �V�K�D�N�O�O�D�U�� �N�R�µ�S�� �E�R�µ�O�V�D��
�V�K�D�N�O�O�D�U�� �R�U�D�V�L�G�D�J�L�� �Q�L�V�E�D�W�� �D�Q�L�T�� �E�R�µ�O�J�D�Q�G�D�� �T�D�\�V�L�G�L�U�� �H�O�H�P�H�Q�W�L�Q�L�� �\�R�N�L�� �H�O�H�P�H�Q�O�D�U�Q�L�Q�J�� �E�L�U�� �E�L�U�L�J�D�� �E�R�µ�O�J�D�Q��
�Q�L�V�E�D�W�L�Q�L�� �W�R�S�L�V�K�� �N�H�U�D�N�� �E�R�µ�O�J�D�Q�� �P�D�V�D�O�D�O�D�U�� �N�L�U�D�G�L���� �0�D�V�D�O�D�Q�L�� �W�D�K�O�L�O�� �T�L�O�L�V�K�� �D�V�R�V�L�G�D�� �X�Q�L�Q�J�� �V�[�H�P�D�W�L�N�� �\�R�]�X�Y�L�Q�L����
shu jumladan m�D�V�D�O�D���R�E�\�H�N�W�L�Q�L���F�K�L�]�D�P�L�]�����6�R�µ�Q�J�U�D���N�H�U�D�N���E�R�µ�O�J�D�Q���H�O�H�P�H�Q�W�O�D�U�Q�L���\�R�N�L���Q�L�V�E�D�W�Q�L���W�R�S�L�V�K���X�F�K�X�Q��
�I�R�U�P�X�O�D�O�D�U�Q�L���\�R�]�D�P�L�]���Y�D���N�R�µ�U�D�P�L�]�N�L���E�L�]�J�D���P�D�¶�O�X�P���Q�D�U�V�D�O�D�U���R�U�T�D�O�L���E�X���I�R�U�P�X�O�D�O�D�U���E�L�O�D�Q���N�H�U�D�N�O�L���H�O�H�P�H�Q�W�O�D�U�Q�L��
�W�R�S�L�V�K���P�X�P�N�L�Q�P�L���\�R�N�L���\�R�T�P�L�����$�J�D�U���E�R�µ�O�P�D�V�D�����E�L�]���P�D�V�D�O�D�Q�L���E�D�¶�]�L���Vegmentlarni yoki burchaklarni topishga  
�K�D�U�D�N�D�W���T�L�O�D�P�L�]���� �%�X�Q�G�D�\���K�R�O�G�D�����X�V�K�E�X���T�L�G�L�U�L�O�D�\�R�W�J�D�Q���H�O�H�P�H�Q�W�O�D�U�Q�L�Q�J�� �P�D�¶�O�X�P�R�W�O�D�U���E�L�O�D�Q���E�L�U���[�L�O���V�K�D�N�O�O�D�U�J�D��
�N�L�U�L�V�K�L�Q�L���W�D�¶�P�L�Q�O�D�V�K���N�H�U�D�N���� 

�$�J�D�U�� �E�X�Q�G�D�\�� �E�R�µ�O�P�D�V�D�� �P�D�T�V�D�G�L�P�L�]�J�D�� �\�H�W�L�V�K�J�D�� �\�R�U�G�D�P�� �E�H�U�D�G�L�J�D�Q�� �T�R�µ�V�K�L�P�F�K�D�� �H�O�H�P�H�Q�W�O�D�U�Q�L va 
shakllarni  kiritamiz. 
�%�X�Q�L�� �W�X�V�K�X�Q�L�V�K�� �X�F�K�X�Q�� �P�D�V�D�O�D�Q�L�� �\�H�F�K�L�V�K�� �M�D�U�D�\�R�Q�L�Q�L�� �\�D�T�L�Q�G�D�Q�� �N�R�µ�U�L�E�� �F�K�L�T�L�V�K�L�P�L�]���� �\�D�¶�Q�L�� �R�G�G�L�\��
�P�D�V�D�O�D�O�D�U�Q�L�Q�J�� �\�H�F�K�L�P�O�D�U�L�Q�L�� �N�R�µ�U�L�E�� �F�K�L�T�D�P�L�]�� �Y�D�� �V�K�X�� �E�L�O�D�Q�� �E�L�U�J�D�� �X�V�K�E�X�� �\�H�F�K�L�P�O�D�U�Q�L�� �H�Q�J�� �E�D�W�D�I�V�L�O�� �W�D�U�]�G�D��
yozamiz. 

Masala. ABCD trapetsiyaning AB yon tomoni, BC asosi va BD diagonali 5 ga teng,  CD yon 
�W�R�P�R�Q�L�������J�D���W�H�Q�J���E�R�µ�O�V�D����AC diagonalini toping. 
Masalaning tahlili:  

1) Masala obyektini trapetsiya tashkil etadi: trapetsiyaning diagonali ikkita teng yonli 
uchburchakka ajratadi; 

2) Berilgan elementlar: trapetsiyaning uchta tomoni 
va bir diagonali; 

3) Topish kerak: trapetsiyaning diagonalini; 
4) Berilgan nisbat: teng yonli uchnurchak. 

 

Masalaning sxematik yozuvi (1-rasm): 
Berilgan: 5AB BC BD� � � ; 2CD � .  
Topish kerak: AC  diagonal. 
Yechish: I usul. Masalada AC diagonalni topish uchun BDC uchburchakning D uchining balandligi 
tushurib, Pifagor teoramasidan foydalanamiz;  
II usul.  Masala yechimi kosinuslar teoremasida foydalanib topamiz. Bunda BDC uchburchakda cosB ni 
topamiz va 180ABC �D�‘ � �q �� �E�R�µ�O�J�D�Q�L�� �X�F�K�X�Q�� �N�R�V�L�Q�X�V�O�D�U�� �W�H�R�U�H�P�D�V�L�G�D�Q�� �I�R�\�G�D�O�D�Q�L�E��AC diagonalni 
uzunligini aniqlaqmiz;  
III usul.  Masalani Dekart koordinatalar sistemasi yordamida hal etamiz. Buning uchun trapetsiyaning A 
uchini koordinata boshiga joylashtiramiz. Kesma uzunligini toppish formulasi yordamida C uchining 
kordinatalarini topamiz; 

A 

B C 

D 
1-rasm 

E 
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IV usul. Masalani vektor yordamida hal etamiz. Buning uchun trapetsiyaning A uchini koordinata 
boshiga joylashtiramiz.���+�#�$�,�,�,�,�,�&�+
L �+�$�%�,�,�,�,�,�&�+
L �+�$�&�,�,�,�,�,�,�&�+
L �w;���+�%�&�,�,�,�,�,�&�+
L �t qiymatlardan foydalanib �+�#�%�,�,�,�,�,�&�+ vektorni 
hisoblaymiz. 

�*�H�R�P�H�W�U�L�\�D�J�D�� �R�L�G�� �� �L�M�R�G�L�\�� �P�D�V�D�O�D�O�D�U�G�D�Q�� �I�R�\�G�D�O�D�Q�L�V�K�� �R�µ�T�X�Y�F�K�L�Q�L�Q�J�� �E�L�U�R�U�� �V�R�K�D�G�D�J�L�� �E�L�O�L�P�� �G�D�U�D�M�D�V�L�Q�L��
aniqla�V�K�J�D���� �\�D�¶�Q�L�� �R�µ�T�X�Y�F�K�L�� �W�X�V�K�X�Q�L�V�K���� �H�V�G�D�� �V�D�T�O�D�V�K�� �W�D�Q�L�V�K�� �E�R�µ�O�J�D�Q�� �Y�D�]�L�\�D�W�O�D�U�G�D�� �P�D�¶�O�X�P�� �Q�D�P�X�Q�D�� �\�R�N�L��
�I�R�U�P�X�O�D���E�R�µ�\�L�F�K�D���E�L�O�L�P�O�D�U�Q�L���T�R�µ�O�O�D�\���E�L�O�L�V�K���Y�D���Q�L�K�R�\�D�W�����\�D�Q�J�L���Q�R�W�D�Q�L�V�K���Y�D�]�L�\�D�W�O�D�U�G�D���E�L�O�L�P�O�D�U�Q�L���T�R�µ�O�O�D�\���R�O�L�V�K��
�\�R�N�L���T�R�µ�O�O�D�\���R�O�P�D�V�O�L�J�L�Q�L���D�Q�L�T�O�D�V�K���L�P�N�R�Q�L�Q�L���E�H�U�D�G�L�� 

�*�H�R�P�H�W�U�L�\�D���G�D�U�V�O�D�U�L�G�D���R�µ�T�X�Y�F�K�L�O�D�U�Q�L���P�D�¶�O�X�P���V�R�Q�G�D�J�L���P�D�V�D�O�D�O�D�U�Q�L���H�V�G�D���V�D�T�O�D�V�K�J�D���H�P�D�V�����E�D�O�N�L���X�O�D�U�Q�L��
�P�X�V�W�D�T�L�O���L�]�O�D�V�K���Y�D���X�O�D�U�Q�L���W�X�V�K�X�Q�W�L�U�L�V�K���\�R�µ�O�O�D�U�L�Q�L���W�R�S�L�V�K�������P�D�V�D�O�D�Q�L���\�H�F�K�L�V�K���X�V�X�O�L�Q�L���H�V�G�D���V�D�T�O�D�V�K���H�P�D�V�����E�D�O�N�L��
�R�µ�]�� �E�L�O�L�P�O�D�U�L�J�D�� �W�D�\�D�Q�J�D�Q�� �K�R�O�G�D�� �X�O�D�U�Q�L�� �N�D�V�K�I�� �T�L�O�L�V�K�J�D�� �R�µ�U�J�D�W�L�V�K�� �P�X�K�L�P���� �0�D�W�H�P�D�W�L�N�D�� �G�D�U�V�O�D�U�L�Q�L�� �W�D�V�K�N�L�O��
�T�L�O�L�V�K�G�D�� �R�µ�T�X�Y�F�K�L�O�D�U�J�D�� �W�D�\�\�R�U�� �R�µ�T�X�Y�� �P�D�W�H�U�L�D�O�O�D�U�L�Q�L�� �E�H�U�L�V�K�J�D�� �D�V�R�V�O�D�Q�J�D�Q�� �\�R�Q�G�D�V�K�X�Y�G�D�Q�� �P�D�¶�O�X�P�� �G�D�U�D�M�D�G�D��
�Y�R�]�� �N�H�F�K�L�V�K�� �W�D�O�D�E�� �T�L�O�L�Q�D�G�L���� �2�µ�T�X�Y�F�K�L�O�D�U�G�D�� �N�L�F�K�L�N�� �W�D�G�T�L�T�R�W�F�K�L�O�L�N�� �N�R�µ�Q�L�N�P�D�O�D�U�L�Q�L�� �V�K�D�N�O�O�D�Q�W�L�U�L�V�K�G�D�� �N�X�]�D�W�L�V�K����
�W�D�M�U�L�E�D���� �R�µ�O�F�K�D�V�K�O�D�U���� �D�Q�D�O�L�]�� ���W�D�K�O�L�O���� �Y�D�� �V�L�Q�W�H�]���� �L�Q�G�X�N�V�L�\�D�� �Y�D�� �G�H�G�X�N�V�L�\�D���� �W�D�T�T�R�V�O�D�V�K���Y�D�� �D�Q�D�O�R�J�L�\�D�� �N�D�E�L�� �L�O�P�L�\��
�L�]�O�D�Q�L�V�K�� �P�H�W�R�G�O�D�U�L�G�D�Q���R�µ�U�Q�L�G�D�� �I�R�\�G�D�O�D�Q�L�V�K�� �W�D�O�D�E�� �H�W�L�O�D�G�L���� �2�µ�T�X�Y�F�K�L�O�D�U�G�D���E�L�O�L�P�� �Y�D�� �N�R�µ�Q�L�N�P�D�O�D�U�Q�L�� �V�K�X�Q�F�K�D�N�L��
shakllantirib qolmasdan, ularni hayotiy vazi�\�D�W�O�D�U�G�D���T�R�µ�O�O�D�\���R�O�L�V�K���N�R�P�S�H�W�H�Q�V�L�\�D�O�D�U�L�Q�L���K�D�P���W�D�U�N�L�E���W�R�S�W�L�U�L�V�K��
muhim ahamiyat kasb etadi. 

�+�X�O�R�V�D���T�L�O�L�E���D�\�W�J�D�Q�G�D�����R�µ�T�X�Y�F�K�L�J�D���E�L�U���Q�H�F�K�W�D���P�D�V�D�O�D�Q�L���E�L�U���X�]�X�O�G�D���\�H�F�K�L�P�L���R�µ�U�J�D�W�J�D�Q�G�D�Q���N�R�µ�U�D�����E�L�U��
�P�D�V�D�O�D�Q�L���E�L�U���Q�H�F�K�D���X�]�X�O���E�L�O�D�Q���\�H�F�K�L�V�K�J�D���R�µ�U�J�D�W�L�V�K���R�µ�T�X�Y�F�K�L�G�D���I�L�N�U���\�X�Uitish, muammoni hal etishning qulay 
�X�]�X�O�O�D�U�L���W�R�S�L�V�K���N�R�µ�Q�L�N�P�D�V�L�Q�L���U�L�Y�R�M�O�D�Q�W�L�U�D�G�L�� 
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LOCAL DERIVATIONS ON MAXIMAL SOLVABLE LIE ALGEBRAS WHOSE 

NILRADICAL IS A FILIFORM LIE ALGEBRAS  
1,2Yusupov B. B., 2Nurullayeva M.M.   

 1V.I.Romanovskiy Institute of Mathematics, Uzbekistan Academy of Sciences, 
Tashkent, Uzbekistan, 

baxtiyor_yusupov_93@mail.ru; 
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Investigation of local derivations on Lie algebras was initiated in paper in [1]. Sh.A.Ayupov and 
K.K.Kudaybergenov have proved that every local derivation on semi-simple Lie algebras is a derivation 
and gave examples of nilpotent finite-dimensional Lie algebras with local derivations which are not 
derivations. In [2] local derivations and automorphism of complex finite-dimensional simple Leibniz 
algebras are investigated, and it is proved that all local derivations on a finite-dimensional complex 
simple Leibniz algebras are automatically derivations and it is shown that filiform Leibniz algebras admit 
local derivations which are not derivations. 

Definition 1. An algebra ]),[,( ����L  over a field ��  is called Lie algebra if for any Lzyx �•,,  the 
following identities  
 0=]],[,[]],[,[]],[,[ yxzxzyzyx ����  
 0=],[ xx  
hold. 
A derivation on a Leibniz algebra �$ is a linear map �$�$�o:D  which satisfies the Leibniz rule:  
 .,forany)](,[]),([=]),([ �$�•�� yxyDxyxDyxD  

Definition 2. A linear operator �'  is called a local derivation if for any ,�$�•x  there exists a 

derivation �$�$�o:xD  (depending on x ) such that ).(=)( xDx x�'  

For an arbitrary Lie algebra L  we define the derived and central series as follows:  
 1,],,[=,= ][][1][[1] �t�� sLLLLL sss  

 1.],,[=,= 11 �t�� kLLLLL kk  
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An n -dimensional Lie algebra L  is called solvable (nilpotent) if there exists Ns�•  ( Nk �• ) such 
that 0=][ sL  ( 0=kL ). Such minimal number is called index of solvability (nilpotency). 
The maximal nilpotent ideal of a Lie algebra is said to be the nilradical of the algebra. 
An n -dimensional Lie algebra L  is said to be filiform if indimLi ��= , for ni �d�d2 . 
It is well known that there are two types of naturally graded filiform Lie algebras. In fact, the second type 
will appear only in the case when the dimension of the algebra is even. 
Any naturally graded filiform Lie algebra is isomorphic to one of the following non isomorphic algebras:  

 ,1 1 1 1
: {[ , ] [ , ] , 2 1.

n i i i
n e e e e e i n  

 

1 1 1
2

2 1 2 1 2

[ , ] [ , ] , 2 2 2,
:

[ , ] [ , ] ( 1) , 2 .
i i i

in
i n i n i i n

e e e e e i n
Q

e e e e e i n
 

All solvable Lie algebras whose nilradical is the naturally graded filiform Lie algebra ,1nn  are 

classified in [4]. Further solvable Lie algebras whose nilradical is the naturally graded filiform Lie 
algebra nQ2  are classified in [3]. It is proved that the dimension of a solvable Lie algebra whose 

nilradical is isomorphic to an n -dimensional naturally graded filiform Lie algebra is not greater than 
2��n . Here we give the list of such solvable Lie algebras. We denote by ,2ns  solvable Lie algebras with 

nilradical ,1nn  and codimension two. Similarly, for the solvable Lie algebras with nilradical nQ2  we use 

notations :,22n�W  
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The following theorem is the main result of this note. 
Theorem 1. Let ,2ns  and ,22n�W  be solvable Lie algebras. Then any local derivation  of ,2ns  and 

,22n�W   is a derivation. 
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GEOMETRY OF CONFORMAL SUBMERSIONS  

 Zoyidov A.N.  
National University of Uzbekistan named after Mirzo Ulugbek, Tashkent 100174, Uzbekistan. 
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Submersions play important role in modern mathematics. A submersion is a differentiable map 

between differentiable manifolds whose differential is everywhere surjective. This is a basic concept in 
differential topology. The notion of a submersion is dual to the notion of an immersion. 
Let ( , ),( , )BM g B g  be smooth Riemannian manifolds of dimension n , m  correspondingly, and let 

: ( , ) ( , )BM g B g�S �o  be a smooth mapping of maximal rank. 
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Definition 1[1]  Differentiable mapping : M B�S �o  of maximal rank is called submersion if 
>n m .  

Definition 2[2]  Let ( , , ),( , , )BM B�¢�˜ �˜�² �¢�˜ �˜�² be smooth Riemannian manifolds. A differentiable 

mapping : ( , , ) ( , , )BM B�S �¢�˜ �˜�² �o �¢�˜ �˜�² is called a conformal (or: horizontally conformal) submersion if:   

1.  �S is a submersion,i.e. it is surjective and has maximal rank,  
2.  �S  restricted to horizontal distribution of �S is a conformal mapping.  

With the notation introduced earlier on, the second condition in the above definition can be written in a 
following way: 
 2( ) , , = ,f

p Bf C M p M X Y X Y e X Y� S � S�f�� �• �� �• �� �• �¢ �² �¢ �² 
The function f  will be called the dilation of submersion �S or the associated function of the conformal 
submersion .�S  
A conformal submersion with = 0f  is called a Riemannian submersion [1]. 

Let : ( , ) ( , )f
xM G B g�S �o  be conformal submersion. 

Lemma 1[2]  : ( , ) ( , )BM g B g�S �o  is a conformal submersion if and only if there exists a 

function ( )f C M�f�• , uniquely associated to �S, such that for every x M�•  and for every horizontal 

vectors , xX Y T M�•  one has:  

 2 ( )( , ) = ( , ).f f x
x xG X Y e g X Y� S � S 

One easily deduces: 
Lemma 2[2]  If f  is the associated function of �S, then the metric G   

 2= f fG e G��  
is the unique metric on M , conformal with G , with the property that  
 : ( , ) ( , ),p M G B g�o  

where p  is defined by ( ) = ( )p x x�S , x M�• , is a Riemannian submersion.  

Lemma 3  Let : ( , ) ( , )BM g B g�S �o  be a submersion and =1dimB . Then �S is a conformal 

mapping. 
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�L�8���J�B���Q�B�A�B�����D�?�K�F�:�K�B�G�B�G�=�����:���B���B�C���M�A�M�G�E�B�=�B�G�B���:�G�B���E�:�R 

�:�e�b�f�h�\���N���O�������J�Z�o�f�Z�l�h�\���F���B�������W�]�Z�f�r�m�d�m�j�h�\���I���K�� 

�L�h�r�d�_�g�l���^�Z�\�e�Z�l���l�j�Z�g�k�i�h�j�l���m�g�b�\�_�j�k�b�l�_�l�b�����L�h�r�d�_�g�l�����8�a�[�_�d�b�k�l�h�g 
�Q�b�a�f�Z���]�_�h�f�_�l�j�b�y���f�Z�k�Z�e�Z�e�Z�j�b�^�Z���Z�k�h�k�Z�g���i�h�a�b�p�b�h�g���\�Z���f�_�l�j�b�d���f�Z�k�Z�e�Z�e�Z�j���†�a���_�q�b�f�b�g�b���l�h�i�Z�^�b�e�Z�j����

�;�m���f�Z�k�Z�e�Z�e�Z�j�^�Z�g���[�b�j�b���± �l�†���j�b���q�b�a�b�����d�_�k�f�Z�k�b�g�b�g�]�����Z���b���b�c���m�a�m�g�e�b�]�b�g�b���Z�g�b���e�Z�r�� 
�D�_�k�f�Z�g�b�g�]�����Z���b���b�c���m�a�m�g�e�b�]�b��- �[�m���b�d�d�b���g�m���l�Z���h�j�Z�k�b�^�Z�]�b���w�g�]�����b�k���Z���f�Z�k�h�n�Z�^�b�j�� 
�Q�b�a�f�Z�� �]�_�h�f�_�l�j�b�y�^�Z�� �b�d�d�b�� �g�m���l�Z�� �h�j�Z�k�b�^�Z�]�b�� �w�g�]�� ���b�k���Z�� �f�Z�k�h�n�Z�g�b�� �l�m�j�e�b���m�k�m�e�e�Z�j�^�Z�� �Z�g�b���e�Z�r�� �f�m�f�d�b�g����
�;�m���m�k�m�e�e�Z�j�� 
- �l�†���j�b���[�m�j�q�Z�d�e�b���m�q�[�m�j�q�Z�d���m�k�m�e�b; 
- �F�h�g�`���m�k�m�e�b; 
- �q�b�a�f�Z�g�b�����Z�c�l�Z���l�m�a�b�r���h�j���Z�e�b���± �i�j�h�_�d�p�b�y�e�Z�j���l�_�d�b�k�e�b�d�e�Z�j�b�g�b���Z�e�f�Z�r�l�b�j�b�r���m�k�m�e�b; 
- �Z�c�e�Z�g�l�b�j�b�r���m�k�m�e�b�����l�_�d�b�k-�i�Z�j�Z�e�e�e�_�e���d�†�q�b�j�b�r���m�k�m�e�b���\�Z���[�h�r���Z�e�Z�j�� 

�L�†���j�b�� �[�m�j�q�Z�d�e�b�� �m�q�[�m�j�q�Z�d�� �m�k�m�e�b�^�Z�� �l�†���j�b�� �q�b�a�b���� �d�_�k�f�Z�k�b�g�b�� �o�Z���b���b�c�� �m�a�m�g�e�b�]�b ���m�c�b�^�Z�]�b��
�Z�g�b���e�Z�g�Z�^�b (1-�j�Z�k�f��.  
�:�<�� �d�_�k�f�Z�k�b�� �\�Z�� �m�g�b�g�]�� �G�� �l�_�d�b�k�e�b�]�b�]�Z�� �:�
�<�
�� �i�j�h�_�d�p�b�y�k�b�� �[�_�j�b�e�]�Z�g���� �D�_�k�f�Z�g�b�g�]�� �:�� �m�q�b�^�Z�g�� �:�
�<�
��
�i�j�h�_�d�p�b�y�]�Z�� �i�Z�j�Z�e�e�_�e�� �:�K�� �q�b�a�b���� �†�l�d�Z�a�b�e�Z�^�b���� �G�Z�l�b�`�Z�^�Z�� �l�†���j�b�� �[�m�j�q�Z�d�� �o�h�k�b�e�� �[�†�e�Z�^�b���� �;�m��
�m�q�[�m�j�q�Z�d�g�b�g�]���:�K���d�Z�l�_�l�b���:�
�<�
���i�j�h�_�d�p�b�y�k�b�]�Z���l�_�g�]�� 
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�<�K�� �d�Z�l�_�l�b�� �w�k�Z�� �<�� �\�Z�� �:�� �g�m���l�Z�e�Z�j�b�g�b�g�]���¨Z=BB'-AA'=ZB-ZA. �:�<���± �]�b�i�h�l�_�g�m�a�Z�� �d�_�k�f�Z�g�b�g�]�� ���Z���b���b�c��
�m�a�m�g�e�b�]�b�� 

 
���m�^�^�b �m�r�[�m���m�q�[�m�j�q�Z�d�g�b�� �:�
�<�
�� �i�j�h�_�d�p�b�y�]�Z�� �Z�k�h�k�e�Z�g�b�[�� ���m�j�Z�f�b�a���� �;�m�� �_�j�^�Z�� �:�
�<�
� �$�&-�d�Z�l�_�l�b�g�b�g�]�� �[�b�j�b����
�%�
�%� �<�K� �¨�=-�b�d�d�b�g�q�b���d�Z�l�_�l�b�����:�
�<0-�]�b�i�h�l�_�g�m�a�Z���:�<���d�_�k�f�Z�g�b�g�]�����Z���b���b�c���d�Z�l�l�Z�e�b�]�b�� 

�F�h�g�`���m�k�m�e�b�^�Z���f�Z�k�h�n�Z���f�Z�k�Z�e�Z�k�b���b�d�d�b���i�j�h�_�d�p�b�y���l�_�d�b�k�e�b�]�b�^�Z�g���n�h�c�^�Z�e�Z�g�b�[���_�q�b�e�]�Z�g������-�j�Z�k�f��������
�;�m�g�^�Z�� �:�<�� �d�_�k�f�Z�g�b���]�h�j�b�a�h�g�l�Z�e���i�j�h�_�d�p�b�y�k�b�^�Z�]�b�� �m�a�m�g�e�b�]�b�� �:�
�<�
�� �b�d�d�b�g�q�b�� �i�j�h�_�d�p�b�y�� �l�_�d�b�k�e�b�]�b�]�Z�� �H�o��
�†���b�]�Z�� �i�Z�j�Z�e�e�_�e�_�e�� �\�Z�a�b�y�l�^�Z��00, �<�: �c�c�c�c  �\�Z�� 0, �<�: �c�c�c�c -�]�b�i�h�l�_�g�m�a�Z�� �q�b�a�b�e�Z�^�b���� �M�r�[�m�� �]�b�i�h�l�_�g�m�a�Z�� �:�<��

�d�_�k�f�Z�g�b�g�]�����Z���b���b�c���m�a�m�g�e�b�]�b���l�_�g�]���[�†�e�Z�^�b�� 
 

�Q�b�a�f�Z�g�b�����Z�c�l�Z�� �l�m�a�b�r�� �m�k�m�e�e�Z�j�b�^�Z�g�� �i�j�h�_�d�p�b�y�e�Z�j�� �l�_�d�b�k�e�b�d�e�Z�j�b�g�b�� �Z�e�f�Z�r�l�b�j�b�r�� �h�j���Z�e�b��- �y�g�]�b��
�n�j�h�g�l�Z�e�� �i�j�h�_�d�p�b�y�e�Z�j�� �l�_�d�b�k�e�b�]�b��V1 �]�h�j�b�a�h�g�l�Z�e�� �i�j�h�_�d�p�b�y�e�Z�j�� �l�_�d�b�k�e�b�]�b�]�Z�� �i�_�j�i�_�g�^�b�d�m�e�y�j�� ���G�AV1), 
�:�<�� �l�†���j�b�� �q�b�a�b���b�]�Z�� �w�k�Z�� �i�Z�j�Z�e�e�_�e�� �\�Z�a�b�y�l�^�Z�� �h�e�b�g�Z�^�b�� �Y�g�]�b�� �i�j�h�_�d�p�b�y�e�Z�j�� �91�G�� �l�b�a�b�f�b�^�Z�� �:�<�� �d�_�k�f�Z��
�n�j�h�g�l�Z�e�� �q�b�a�b���b�� �\�Z�a�b�y�l�b�g�b�� �w�]�Z�e�e�Z�c�^�b�����:�<�� �l�†���j�b�� �q�b�a�b���b�g�b�g�]�� �91 �^�Z�]�b�� �i�j�h�_�d�p�b�y�k�b�� �w�k�Z�� �:�<�� �d�_�k�f�Z��
�m�a�m�g�e�b�]�b�]�Z���l�_�g�]���[�†�e�Z�^�b������-�j�Z�k�f���� 

�:�]�Z�j�^�Z�� �q�b�a�f�Z�g�b�� ���Z�c�l�Z�� �l�m�a�b�r�� �m�k�m�e�e�Z�j�b�^�Z�g��
�y�g�Z�� �[�b�j�b�� �Z�c�e�Z�g�l�b�j�b�r�� �m�k�m�e�b�g�b�� �d�†�j�b�[��
�q�b���k�Z�d���� �� �m�� ���h�e�^�Z���� �:�<�� �d�_�k�f�Z�g�b�� �[�b�j�h�j�� �m�q�b��
�Z�l�j�h�n�b�^�Z�� �Z�c�e�Z�g�l�b�j�b�[���� �n�j�h�g�l�Z�e�� �z�d�b��
�]�h�j�b�a�h�g�l�Z�e�� �i�j�h�_�d�p�b�y�e�Z�j�� �l�_�d�b�k�e�b�]�b�]�Z��
�i�Z�j�Z�e�e�_�e���\�Z�a�b�y�l�]�Z���d�_�e�l�b�j�b�e�Z�^�b��������-�j�Z�k�f���� 
�L�_�d�b�k���± �i�Z�j�Z�e�e�_�e�� �o�Z�j�Z�d�Z�l�e�Z�g-�l�b�j�b�r��
�m�k�m�e�b�^�Z�� �:�<�� �l�†���j�b�� �q�b�a�b���� �d�_�k�f�Z�k�b�g�b�� �[�b�j�h�j��
�i�j�h�_�d�p�b�y�k�b�g�b�� �i�j�h�_�d�p�b�y�� �†���b�]�Z�� �i�Z�j�Z�e�e�_�e��
�\�Z�a�b�y�l�^�Z�� �`�h�c�e�Z�r�l�b�j�k�Z�d���� �b�d�d�b�g�q�b��
�i�j�_�d�p�b�y�k�b�� �r�m�� �l�†���j�b�� �q�b�a�b���� �d�_�k�f�Z�k�b�g�b�g�]��
�o�Z���b���b�c���m�a�m�g�e�b�]�b�]�Z���l�_�g�]���[�†�e�Z�^�b (5-�j�Z�k�f��. 

 

1-�j�Z�k�f. 
 

2-�j�Z�k�f. 

 

 

3-�j�Z�k�f. 

 

4-�j�Z�k�f�� 

 

5-�j�Z�k�f. 
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�Q�b�a�f�Z�� �]�_�h�f�_�l�j�b�y�^�Z���b�k�l�Z�e�]�Z�g�� �l�†���j�b�� �q�b�a�b�����d�_�k�f�Z�k�b�g�b�g�]�� ���Z���b���b�c�� �m�a�m�g�e�b�]�b�g�b�� �x���h�j�b�^�Z�� �d�_�e�l�b�j�b�e�]�Z�g��
�m�k�m�e�e�Z�j�^�Z�g���[�b�j�b�g�b�����†�e�e�Z�[���Z�g�b���e�Z�r���f�m�f�d�b�g���� 

�:�>�:�;�B�,�L�E�:�J  
1. �R���F�m�j�h�^�h�\�����E���O�Z�d�b�f�h�\�����F���@�m�f�Z�_�\���\�Z���[�h�r�™�Z�e�Z�j�� �³�Q�b�a�f�Z���]�_�h�f�_�l�j�b�y���d�m�j�k�b�´���± �L�������B�e�f���a�b�z����
2008. 
2. �J���O�h�j�m�g�h�\ �³�Q�b�a�f�Z���]�_�h�f�_�l�j�b�y���d�m�j�k�b�´���± �L�������8���b�l�m�\�q�b������������ 

 
�H���D�H�E�B�Q�?�K�L�<�?���=�H�E�V�>�;�:�O�H�<�U�O���Q�B�K�?�E���<���:�J�B�N�F�?�L�B�Q�?�K�D�H�C��

�I�J�H�=�J�?�K�K�B�B 
�:�e�e�Z�d�h�\���B�������K�Z�n�Z�j�h�\���:���R���� 

�L�_�j�f�_�a�d�b�c���]�h�k�m�g�b�\�_�j�k�b�l�_�l�� �L�_�j�f�_�a�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g�� 
�I�m�k�l�v��X �� �^�h�k�l�Z�l�h�q�g�h �[�h�e�v�r�h�_�� �^�_�c�k�l�\�b�l�_�e�v�g�h�_�� �q�b�k�e�h���� ��n��  �g�Z�l�m�j�Z�e�v�g�h�_����, ,   1 2p p p ��

�i�j�h�k�l�u�_�� �q�b�k�e�Z�� ( )E X ��  �d�h�e�b�q�_�k�l�\�h�� �q�_�l�g�u�o�� �g�Z�l�m�j�Z�e�v�g�u�o�� �q�b�k�_�e��,n X�d  �d�h�l�h�j�u�_�� ���\�h�a�f�h�`�g�h���� �g�_��
�i�j�_�^�k�l�Z�\�b�f�u���\���\�b�^�_���k�m�f�f�u���^�\�m�o���i�j�h�k�l�u�o�����l���_�����\���\�b�^�_ 

1 2n p p�  � �.         (1) 

�>�Z�e�_�_���� �i�m�k�l�v��( )M D,X �� �f�g�h�`�_�k�l�\�h�� �q�_�l�g�u�o�� �g�Z�l�m�j�Z�e�v�g�u�o�� �q�b�k�_�e��,n X�d  �d�h�l�h�j�u�_�� ���\�h�a�f�h�`�g�h���� �g�_��

�i�j�_�^�k�l�Z�\�b�f�u�� �\�� �\�b�^�_���k�m�f�f�u�� �^�\�m�o�� �i�j�h�k�l�u�o�� �q�b�k�_�e���� �d�h�]�^�Z�� �i�j�h�k�l�u�_�� �q�b�k�e�Z1 p �b 2 p  �[�_�j�m�l�k�y����

�k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�_�g�g�h�����b�a���Z�j�b�n�f�_�l�b�q�_�k�d�b�o���i�j�h�]�j�_�k�k�b�c��1 1 (mod )p l D�{  �b 2 2 (mod )p l D�{ �����l���_�����\���\�b�^�_ 

, (mod ), (mod ) .1 2 1 1 2 2n p p p l D p l D� �� �{ �{     (2) 

�A�^�_�k�v��1 l  �b 2 l    �i�j�h�b�a�\�h�e�v�g�u�_�� �n�b�d�k�b�j�h�\�Z�g�g�u�_�� �p�_�e�u�_�� �q�b�k�e�Z���� �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�b�_�� �� �m�k�e�h�\�b�y�f����

1 21 ,l l D� d � �, 1 2( , ) 1,( , ) 1l D l D�  �  ���� �� �H�[�h�a�g�Z�q�b�f����( ) cardM( );E D,X D,X�  ( , )R n D �� �q�b�k�e�h��

�i�j�_�^�k�l�Z�\�e�_�g�b�c��n �\�� �\�b�^�_�� ����������(j 1,2,...)jc �  � ��g�_�d�h�l�h�j�u�_�� �i�h�e�h�`�b�l�_�e�v�g�u�_�� �i�h�k�l�h�y�g�g�u�_����( )a�M ��  

�n�m�g�d�p�b�y���W�c�e�_�j�Z�� 
 �Q�b�k�e�Z, �d�h�l�h�j�u�_�� �i�j�_�^�k�l�Z�\�b�f�u�� �\�� �\�b�^�_�� �������� �[�m�^�_�f�� �g�Z�a�u�\�Z�l�v�� �]�h�e�v�^�[�Z�o�h�\�u�f�b�� �q�b�k�e�Z�f�b �>���@���� �� �Z��

�q�b�k�e�Z���� �d�h�l�h�j�u�_�� �i�j�_�^�k�l�Z�\�b�f�u�� �\�� �\�b�^�_�� ���������� �[�m�^�_�f�� �g�Z�a�u�\�Z�l�v�� �]�h�e�v�^�[�Z�o�h�\�u�f�b�� �q�b�k�e�Z�f�b�� �\��
�Z�j�b�n�f�_�l�b�q�_�k�d�h�c���i�j�h�]�j�_�k�k�b�b���� 

�I�h�k�e�_���b�a�\�_�k�l�g�u�o���j�Z�[�h�l���B���F���<�b�g�h�]�j�Z�^�h�\�Z���b���O�m�Z���E�h���D�_�g�Z�����<�Z�g���^�_�j���D�h�j�i�m�l�����:���=���Q�m�^�Z�d�h�\���b��
�L���W�k�l�_�j�f�Z�g �i�j�b�f�_�g�b�e�b�� �d�j�m�]�h�\�h�c�� �f�_�l�h�^�� �O�Z�j�^�b-�E�b�l�l�e�\�m�^�Z �>���@�� �d�� �j�_�r�_�g�b�x�� �[�b�g�Z�j�g�h�c�� �i�j�h�[�e�_�f�u��
�=�h�e�v�^�[�Z�o�Z�� �b�� �^�h�d�Z�a�Z�e�b���� �q�l�h�� �i�h�q�l�b�� �\�k�_�� �q�_�l�g�u�_�� �q�b�k�e�Z�� �i�j�_�^�k�l�Z�\�b�f�u�� �\�� �\�b�^�_�� �k�m�f�f�u�� �^�\�m�o�� �g�_�q�_�l�g�u�o��
�i�j�h�k�l�u�o�� �q�b�k�_�e���� �L�h�q�g�_�_�� �]�h�\�h�j�y���� �h�g�b�� �^�h�d�Z�a�Z�e�b���� �q�l�h�� �_�k�e�b�� �h�[�h�a�g�Z�q�b�l�v�� �q�_�j�_�a��( )E X �� �q�b�k�e�h�� �q�_�l�g�u�o��
�q�b�k�_�e��,n n X�d ���� �d�h�l�h�j�u�_�� �\�h�a�f�h�`�g�h�� �g�_�� �i�j�_�^�k�l�Z�\�b�f�u�� �\�� �\�b�^�_�� �k�m�f�f�u�� �^�\�m�o�� �i�j�h�k�l�u�o�� �q�b�k�_�e���� �l�h�]�^�Z��

( ) lnAE X X X���� �:���N���E�Z�\�j�b�d�� �� �i�h�e�m�q�b�e�� �Z�k�b�f�i�l�h�l�b�q�_�k�d�m�x�� �n�h�j�f�m�e�m�� �^�e�y��( , )R n D ���� �d�h�l�h�j�Z�y��

�k�i�j�Z�\�_�^�e�b�\�Z�� �^�e�y�� �\�k�_�o��,n n X�d ���� �a�Z�� �b�k�d�e�x�q�_�g�b�_�f��( ) lnAE D,X X X  �a�g�Z�q�_�g�b�c�� �b�a�� �g�b�o�� ���]�^�_��

0A � ! � ��g�_�d�h�l�h�j�h�_���q�b�k�e�h�� �� �k�b�f�\�h�e���<�b�g�h�]�j�Z�^�h�\�Z�����a�Z�i�b�k�v����f g  �± �h�a�g�Z�q�Z�_�l�����q�l�h��1f c g�d �������l���_����

�w�l�h���k�b�f�\�h�e���³�H�´���������]�^�_��1c �� �i�h�k�l�h�y�g�g�h�_���q�b�k�e�h��.  

�A�Z�l�_�f�� �J���<�h�g���� �=���F�h�g�l�]�h�f�_�j�b �b�� �m�e�m�q�r�b�e�b�� �w�l�m�� �h�p�_�g�d�m���� �i�h�d�Z�a�Z�\, �q�l�h����

2( ) exp( c ln )E X X X� � � � �b�� 1( )E X X �G���� ���� �k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�_�g�g�h���� �A�^�_�k�v�� ��X �� �^�h�k�l�Z�l�h�q�g�h�� �[�h�e�v�r�h�_����

�G�� �f�Z�e�h�_�� �^�_�c�k�l�\�b�l�_�e�v�g�u�_�� �q�b�k�e�Z����2�k �� �Z�[�k�h�e�x�l�g�h�_�� �i�h�k�l�h�y�g�g�h�_�� �B���:�e�e�Z�d�h�\���� �j�_�Z�e�b�a�m�y�� �b�^�_�x�� �;���F����

�;�j�_�^�b�o�b�g�Z�����i�h�e�m�q�b�e�� �h�p�_�g�d�m���k�g�b�a�m���^�e�y��( ),R n  �k�i�j�Z�\�_�^�e�b�\�m�x���^�e�y���\�k�_�o��,n n X�d , �a�Z���b�k�d�e�x�q�_�g�b�_�f��
1( ) XE X �G����  �a�g�Z�q�_�g�b�c���b�a���g�b�o�����A�^�_�k�v��( )R n ��  �q�b�k�e�Z���i�j�_�^�k�l�Z�\�e�_�g�b�y���^�Z�g�g�h�]�h���g�Z�l�m�j�Z�e�v�g�h�]�h���q�b�k�e�Z��n  

�\���\�b�^�_���������������<���g�Z�k�l�h�y�s�_�c���j�Z�[�h�l�_���^�h�d�Z�a�Z�g�h�� 
�L�_�h�j�_�f�Z�����I�j�b�� �^�h�k�l�Z�l�h�q�g�h�� �[�h�e�v�r�h�f��X  �b�� �^�h�k�l�Z�l�h�q�g�h�� �f�Z�e�h�f�� ��0�G�!  �i�j�b�� 1D X �G��  

1(10 )� G � G��  �k�i�j�Z�\�_�^�e�b�\�u���h�p�_�g�d�b���� 1 1
3( ) ( )E D,X c X D�G�M� � � ��d  

 �b���^�e�y�� ( ),  n M D,X n X� • � d          

7
1-

8
8

4 2( , ) 1
( ) ln
n

R n D c n
D n

�G �G

�M
� § � ·

� t � �� ¨ � ¸
� © � ¹
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�A�Z�f�_�q�Z�g�b�_ 1. �I�j�b �^�h�d�Z�a�Z�l�_�e�v�k�l�\�_ �l�_�h�j�_�f�u �f�u���b�k�d�e�x�q�Z�_�f���b�a���j�Z�k�k�f�h�l�j�_�g�b�y���g�_�d�h�l�h�j�u�_���J 
Q
�¤�����d�h�l�h�j�u�_���g�_���f�h�`�_�f�����i�h�e�m�q�b�l�v�����b�k�i�h�e�v�a�m�y���g�Z�r�b���f�_�l�h�^�u�����i�h�^�o�h�^�y�s�b�o���h�p�_�g�h�d�����K�h�\�h�d�m�i�g�h�k�l�v���\�k�_�o��
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�[�_�k�d�h�g�_�q�g�h�]�h�� �f�_�l�j�b�q�_�k�d�h�]�h�� �d�h�f�i�Z�d�l�Z��X  �]�h�f�_�h�f�h�j�n�g�h�� �]�b�e�v�[�_�j�l�h�\�h�f�m�� �d�m�[�m��0Q I �•� ���� �B�a�\�_�k�l�g�h����

�l�Z�d�� �`�_���� �q�l�h�� �^�e�y�� �e�x�[�h�c��
1

� • � ��k�l�_�i�_�g�b�� �g�_�� �h�^�g�h�l�h�q�_�q�g�h�]�h�� �d�h�f�i�Z�d�l�Z��K  �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�� �\�_�j�h�y�l�g�h�k�l�g�u�o��

�f�_�j�� 1( )P K�•
 �]�h�f�_�h�f�h�j�n�g�h�� �l�b�o�h�g�h�\�k�d�h�f�m�� �d�m�[�m��1I �•

.  1 1( )P K I� • � •�# , I �� �h�l�j�_�a�h�d�� �>�������@���� �H�l�f�_�l�b�f���� �\��
�q�Z�k�l�g�h�k�l�b���� �q�l�h�� �\�k�_�� �w�l�b�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z�� �y�\�e�y�x�l�k�y�� �l�h�i�h�e�h�]�b�q�_�k�d�b �h�^�g�h�j�h�^�g�u�f�b���� �:�� �^�e�y�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\��

( )P K�•  �i�j�b�� 1�W�! �•  �k�b�l�m�Z�p�b�y���b�g�Z�y�� 

�I�m�k�l�v��X  �l�h�i�h�e�h�]�b�q�_�k�d�h�_�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�� �b��A X�•  �_�]�h�� �g�_�d�h�l�h�j�h�_�� �i�h�^�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h.�I�Z�j�Z��
( , )X A  �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y�� ��Clean-cut���� �j�_�a�d�h-�h�q�_�j�q�_�g�g�u�f�����d�h�j�h�l�d�h���� �k�k-�i�Z�j�h�c���>���@�����_�k�e�b��X  �f�_�l�j�b�a�m�_�f�h�_���� �:��

�a�Z�f�d�g�m�l�h�� �\��X , �:�� �y�\�e�y�_�l�k�y�� �k�b�e�v�g�u�f�� �^�_�n�h�j�f�Z�p�b�h�g�g�u�f�� �j�_�l�j�Z�d�l�h�f�� �^�e�y��X  �b�� \X A �y�\�e�y�_�l�k�y��
�Z�[�k�h�e�x�l�g�u�f���h�d�j�_�k�l�g�h�k�l�g�u�f���j�_�l�j�Z�d�l�h�f�����d�h�j�h�l�d�h����ANR �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f���� 

�L�h�i�h�e�h�]�b�q�_�k�d�h�_�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h��X  �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y�� �f�g�h�]�h�h�[�j�Z�a�b�_�f�� �>���@���� �f�h�^�_�e�b�j�h�\�Z�g�g�u�f�� �g�Z��
�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�_��Y ���� �b�e�b��Y �� �f�g�h�]�h�h�[�j�Z�a�b�_�f���� �_�k�e�b�� �\�k�y�d�Z�y�� �l�h�q�d�Z�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z��X  �b�f�_�_�l�� �h�d�j�_�k�l�g�h�k�l�v����
�]�h�f�_�h�f�h�j�n�g�m�x�� �h�l�d�j�u�l�h�f�m���i�h�^�f�g�h�`�_�k�l�\�m���i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z��Y . �A�Z�f�d�g�m�l�h�_�� �f�g�h�`�_�k�l�\�h �: �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z 
X �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y��Z -�f�g�h�`�_�k�l�\�h�f�� �\��X �_�k�e�b�� �l�h�`�^�_�k�l�\�_�g�g�h�_�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_��Xid  �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z��X �f�h�`�_�l��

�[�u�l�v���k�d�h�e�v���m�]�h�^�g�h���[�e�b�a�d�h���Z�i�i�j�h�d�k�b�f�b�j�h�\�Z�g�h���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�y�f�b : \f X X A�o [3]. �F�g�h�`�_�k�l�\�h��
A X�•  �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y�� �]�h�f�h�l�h�i�b�q�_�k�d�b�� �i�e�h�l�g�u�f�� �\��X ���� �_�k�e�b�� �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l�� �]�h�f�h�l�h�i�b�y��
( , ) : [0,1]h x t X X� u � o  �l�Z�d�Z�y�����q�l�h��( ,0) Xh x id�  �b�� ( (0,1])h X A� u � •[3].  

�L�_�h�j�_�f�Z�� ���� �>�e�y�� �e�x�[�h�]�h�� �[�_�k�d�h�g�_�q�g�h�]�h�� �d�h�f�i�Z�d�l�Z��X  �b�� �e�x�[�h�]�h�� �a�Z�f�d�g�m�l�h�]�h�� �i�h�^�f�g�h�`�_�k�l�\�Z��
A X�•  �h�l�e�b�q�g�h�]�h���h�l���k�Z�f�h�]�h��X �����l�h�]�^�Z���i�Z�j�Z��( ( ), ( ))P X P A  �y�\�e�y�_�l�k�y���k�k-�i�Z�j�h�c�� 

�L�_�h�j�_�f�Z�� ���� �>�e�y�� �e�x�[�h�]�h�� �[�_�k�d�h�g�_�q�g�h�]�h�� �d�h�f�i�Z�d�l�Z��X  �b�� �e�x�[�h�]�h�� �g�_�i�m�k�l�h�]�h���a�Z�f�d�g�m�l�h�]�h��
�i�h�^�f�g�h�`�_�k�l�\�Z��A X�•  �h�l�e�b�q�g�h�]�h���h�l���k�Z�f�h�]�h���d�h�f�i�Z�d�l�Z��X �����i�Z�j�Z��( ( ), ( ))PS A P A  �_�k�l�v 

�k�k-�i�Z�j�h�c�� 

�L�_�h�j�_�f�Z�� ���� �>�e�y�� �[�_�k�d�h�g�_�q�g�h�]�h�� �f�_�l�j�b�q�_�k�d�h�]�h��( )A N R �d�h�f�i�Z�d�l�Z��X  �i�Z�j�Z��( ( ), ( ))fP X X�G  

�y�\�e�y�_�l�k�y���k�k-�i�Z�j�h�c���� 
�?�k�e�b�� �f�u�� �j�Z�k�k�f�Z�l�j�b�\�Z�_�f�� �i�h�^�n�m�g�d�l�h�j��fP  �>���@�� �n�m�g�d�l�h�j�Z��P  �\�_�j�h�y�l�g�h�k�l�g�u�o�� �f�_�j���� �l�h�� �b�f�_�_�l�� �f�_�k�l�h��

�k�e�_�^�m�x�s�Z�y�� 
 

�E�B�L�?�J�:�L�M�J�: 
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1. �N�_�^�h�j�q�m�d���<���<�������N�b�e�b�i�i�h�\���<���<�� �H�[�s�Z�y���l�h�i�h�e�h�]�b�y�����H�k�g�h�\�g�u�_���d�h�g�k�l�j�m�d�p�b�b�����F�����B�a-�\�h�����F�=�M����
1988. 252 �k. 
2.  Kruse A.H., Leibniz P.W. An application of family homotopy extension theorem to the spaces 
�3�D�F�L�I�L�F�����-���0�D�W�K�����������������9�����������‹�������S�S��������-336. 
3. Banakh T.,  Radul T., Zarichny M. Absorbing sets in infinite �±   dimensional Manifolds, Math 
Studies Monogh. Ser. V.1. VNTL Publishers, 1996. 
4. �@�m�j�Z�_�\�� �L���N�� �G�_�d�h�l�h�j�u�_�� �h�k�g�h�\�g�u�_�� �k�\�h�c�k�l�\�Z�� �n�m�g�d�l�h�j�Z��fP ���� �<�_�k�l�g�b�d�� �F�=�M���� �k�_�j���� �f�_�o-�f�Z�l����

�‹�������������������k��������-33. 
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�=�?�H�F�?�L�J�B�B 

�@�Z�[�[�Z�j�h�\���:���W�������:�o�f�_�^�h�\���G���H�������:�o�f�_�^�h�\�Z���A���H. 
�L�Z�r�d�_�g�l�k�d�b�c���]�h�k�m�^�Z�j�k�l�\�_�g�g�u�c���l�j�Z�g�k�i�h�j�l�g�u�c���m�g�b�\�_�j�k�b�l�_�l�����L�Z�r�d�_�g�l�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 

e-mail: : nuraliakhmedov1974@gmail.com 
�I�h�k�l�Z�g�h�\�d�Z���a�Z�^�Z�q�b���� 
�G�Z�c�^�b�l�_���]�h�j�b�a�h�g�l�Z�e�v�g�u�_���b���n�j�h�g�l�Z�e�v�g�u�_���k�e�_�^�u���i�e�h�k�d�h�k�l�b���a�Z�^�Z�g�g�u�_���û�$�%�&. [2] 
�>�Z�g�h�����3���'���$�%�&����    �G�Z�c�l�b�����3���3�+���3�9��-? 
�:�e�]�h�j�b�l�f���\�u�i�h�e�g�_�g�b�y���w�i�x�j�u���k�e�_�^�m�x�s�_�f���i�h�j�y�^�d�_������ 
������ �I�j�y�f�Z�y�� ���:�<���� �i�_�j�_�k�_�d�Z�_�l�� �i�e�h�k�d�h�k�l�v�� �]�h�j�b�a�h�g�l�Z�e�v�g�u�o�� �i�j�h�_�d�p�b�c�� ���G���� �b�� �h�[�j�Z�a�m�_�l�� �l�h�q�d�m�� �F�� ���F�G������
�L�h�q�d�Z�� �0�+�� �$�%���²  �]�h�j�b�a�h�g�l�Z�e�v�g�u�c�� �k�e�_�^�� �i�j�y�f�h�c���� �P�+���²  �]�h�j�b�a�h�g�l�Z�e�v�g�Z�y�� �i�j�h�_�d�p�b�y�� �k�e�_�^�Z�����P�–�+���²  
�n�j�h�g�l�Z�e�v�g�Z�y���i�j�h�_�d�p�b�y���k�e�_�^�Z�� 
1. �I�j�y�f�Z�y�� �$�%�� ���$�%���� �i�_�j�_�k�_�d�Z�_�l�� �i�e�h�k�d�h�k�l�v�� �n�j�h�g�l�Z�e�v�g�u�o�� �i�j�h�_�d�p�b�c�� ���9���� �b�� �h�[�j�Z�a�m�_�l�� �l�h�q�d�m�� �1��
���1�9������ �L�h�q�d�Z�� �1�9�� �$�%���²  �n�j�h�g�l�Z�e�v�g�u�c�� �k�e�_�^�� �i�j�y�f�h�c���� �Q�Y���²  �]�h�j�b�a�h�g�l�Z�e�v�g�Z�y�� �i�j�h�_�d�p�b�y�� �k�e�_�^�Z���� �Q�–�Y���²  
�n�j�h�g�l�Z�e�v�g�Z�y���i�j�h�_�d�p�b�y���k�e�_�^�Z�� 

 
2. �I�j�y�f�Z�y���<�K�����<�K�����i�_�j�_�k�_�d�Z�_�l �i�e�h�k�d�h�k�l�v���]�h�j�b�a�h�g�l�Z�e�v�g�u�o���i�j�h�_�d�p�b�c�����G�����b���h�[�j�Z�a�m�_�l���l�h�q�d�m���F����
���F���G������ �L�h�q�d�Z�� �0���+�� �%�&���²  �]�h�j�b�a�h�g�l�Z�e�v�g�u�c�� �k�e�_�^�� �i�j�y�f�h�c���� �Z�� �P���+���� �P���–�+���²  �]�h�j�b�a�h�g�l�Z�e�v�g�Z�y�� �b��
�n�j�h�g�l�Z�e�v�g�Z�y���i�j�h�_�d�p�b�b���k�e�_�^�Z���� 
3. �K�h�_�^�b�g�b�\���l�h�q�d�b���0�+���b���0���+�����y�\�e�y�x�s�b�_�k�y���]�h�j�b�a�h�g�l�Z�e�v�g�u�f�b���k�e�_�^�Z�f�b���h�[�j�Z�a�m�x�r�b�_ �$�%���b���%�&��
�i�e�h�k�d�h�k�l�b���'�$�%�&�����k�h�a�^�Z�^�b�f���]�h�j�b�a�h�g�l�Z�e�v�g�u�c���k�e�_�^�����3�+�����i�e�h�k�d�h�k�l�b���0�+���8���0���+�����h�[�t�_�^�b�g�_�g�b�_���� 
4. �K�h�a�^�Z�_�f�� �l�h�q�d�m��PX���� �n�j�h�g�l�Z�e�v�g�u�c�� �k�e�_�^�� �i�j�y�f�h�c�� �$�%�� ���1�9�� �8�� �1�9������ �n�j�h�g�l�Z�e�v�g�u�c�� �k�e�_�^��
�i�e�h�k�d�h�k�l�b�� 
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1.  (AB�����@��H = MH (mH, m�–H)  2. ���$�%�����@ V = NV (nV, �Q�–V)  
3. ���%�&�����@���+��� ���01H (m1H , m1�–H)  4. MH U M1H = PH  
5.   PH �@���>�2�;����� ���3X     6. PX U NV = PV  
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1. �X���:���:�k�d�Z�j�h�\���� �:���W���@�Z�[�[�Z�j�h�\���� �:���:���B�[�j�Z�]�b�f�h�\���� �O���F���R�Z�^�b�f�_�l�h�\���� �K���K���K�Z�c�^�Z�e�b�_�\���� �Q�b�a�f�Z��
�]�_�h�f�_�l�j�b�y���\�Z���d�h�f�i�v�x�l�_�j���]�j�Z�n�b�d�Z�k�b�������M�q�_�[�g�b�d����, �����������]�� 
2. �J���O���O�h�j�m�g�h�\�� �Q�b�a�f�Z�� �]�_�h�f�_�l�j�b�y�^�Z�g�� �f�Z�k�Z�e�Z�e�Z�j�� �\�Z�� �m�e�Z�j�g�b���_�q�b�r�� �m�k�m�e�e�Z�j�b���� ���M�q�_�[�g�h�_��
�i�h�k�h�[�b�_���������������]�� 

 
�=�H�F�H�L�H�I�B�Q�?�K�D�B���I�E�H�L�G�U�?���I�H�>�I�J�H�K�L�J�:�G�K�L�<�: �=�B�I�?�J�I�J�H�K�L�J�:�G�K�L�<�:��

exp[0,1]. 
�@�m�\�h�g�h�\���D���J�������;�Z�j�Z�d�Z�_�\�Z���F���B�������:�l�Z�f�m�j�h�^�h�\�Z���>���J�� 

e-mail: qamariddin.j@mail.ru 
�<���^�Z�g�g�h�c���k�l�Z�l�v�b���j�Z�k�k�f�Z�l�j�b�\�Z�_�l�k�y���]�h�f�h�l�h�i�b�q�_�k�d�b���i�e�h�l�g�u�_���i�h�^�f�g�h�`�_�k�l�\�Z���]�b�i�_�j�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z��

exp[0,1] �^�e�y���h�l�j�_�a�d�Z���>�������@�� �>�h�d�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y���q�l�h�����^�e�y���e�x�[�h�]�h���g�_�i�m�k�l�h�]�h���i�h�^�f�g�h�`�_�k�l�\�h���: �h�l�e�b�q�g�h�]�h���h�l��

�k�Z�f�h�]�h���h�l�j�_�a�d�Z�� �>�������@���� �i�h�^�f�g�h�`�_�k�l�\�h�� �\�k�_�o�� �i�h�^�f�g�h�`�_�k�l�\��exp( )S A  �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z��exp[0,1] 

�i�_�j�_�k�_�d�Z�x�s�b�o�k�y���k���f�g�h�`�_�k�l�\�h�f���: �y�\�e�y�_�l�k�y���]�h�f�h�l�h�i�b�q�_�k�d�b���i�e�h�l�g�u�f���\��exp[0,1]�����:���l�Z�d�`�_���\�u�^�_�e�_�g�u��
�j�y�^�� �i�h�^�f�g�h�`�_�k�l�\�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z��exp[0,1] �y�\�e�y�x�s�b�o�k�y��( )A N R �i�h�^�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z�f�b�� �b��
�[�_�k�d�h�g�_�q�g�h�f�_�j�g�u�f�b�� �f�g�h�]�h�h�[�j�Z�a�b�y�f�b���� �� �K�e�_�^�h�\�Z�l�_�e�v�g�h���� �^�e�y�� �e�x�[�h�]�h�� �g�_�i�m�k�l�h�]�h�� �a�Z�f�d�g�m�l�h�]�h��
�i�h�^�f�g�h�`�_�k�l�\�Z���:���d�h�f�i�Z�d�l�Z [0,1] �i�h��̂i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h��exp( )S A  �y�\�e�y�_�l�k�y���]�b�e�v�[�_�j�l�h�\�u�f���i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f�� 

�I�m�k�l�v���O �l�h�i�h�e�h�]�b�q�_�k�d�h�_�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h���� �=�b�i�_�j�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h��expX  �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z���O �k�h�k�l�h�b�l��
�b�a���\�k�_�o���g�_�i�m�k�l�u�o�� �a�Z�f�d�g�m�l�u�o�� �d�h�f�i�Z�d�l�g�u�o�� �i�h�^�f�g�h�`�_�k�l�\�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z���O �k�� �l�h�i�h�e�h�]�b�_�c�� �� �<�u�_�l�h�j�b�k�Z 

[1], �[�Z�a�m�� �d�h�l�h�j�m�x�� �k�h�k�l�Z�\�e�y�x�l�� �f�g�h�`�_�k�l�\�Z�� �\�b�^�Z����1 2
1

, ,  .., { :
n

n i
i

V V V A expX A V
� 

�� �} �!� �• �•  �b��

iA V � z � ‡ �^�e�y���d�Z�`�^�h�]�h��}i �����]�^�_����exp { : ,   }X A X �– �$ �$� �Ž � �z �‡ . 

�?�k�e�b��d �_�k�l�v�� �f�_�l�j�b�d�Z�� �g�Z�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�_���O���� �l�h�� �g�Z�� �]�b�i�_�j�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�_���_�o�j�O �k �<�u�_�l�h�j�b�k�h�\�k�d�h�c��
�l�h�i�h�e�h�]�b�_�c���\�\�h�^�b�l�k�y���f�_�l�j�b�d�Z���O�Z�m�k�^�h�j�n�Z Hd  �k�e�_�^�m�x�s�_�f���h�[�j�Z�a�h�f�>���@���� 

( , ) inf{ 0: ( )Hd A C A B C�H�H� �! �•  �b�� ( )}�K �% �$�H�•  �]�^�_���� �� �� { :  ( , )B C x X x C�H � U � H� �• �� . 

1. ( ) ( ) \ ( )
F

X F X XF �K�’ � ,  exp : expX X�K �o  �_�k�l�_�k�l�\�_�g�g�h�_���\�e�h�`�_�g�b�_���>���@���� 
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�������>�e�y���g�Z�l�m�j�Z�e�v�g�h�]�h���q�b�k�e�Z��1n �!  �i�h�e�h�`�b�f����exp ( ) { exp : }n X F X F n� �• �d
. 

�L�h�i�h�e�h�]�b�q�_�k�d�h�_�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h���O �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y�� �f�g�h�]�h�h�[�j�Z�a�b�_�f �>���@���� �f�h�^�_�e�b�j�h�\�Z�g�g�u�f�� �g�Z��
�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�_��Y���� �b�e�b��Y-�f�g�h�]�h�h�[�j�Z�a�b�_�f���� �_�k�e�b�� �\�k�y�d�Z�y�� �l�h�q�d�Z�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z��X �b�f�_�_�l�� �h�d�j�_�k�l�g�h�k�l�v����
�]�h�f�_�h�f�h�j�n�g�m�x���h�l�d�j�u�l�h�f�m���i�h�^�f�g�h�`�_�k�l�\�m���i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z��Y.  
�A�Z�f�d�g�m�l�h�_�� �f�g�h�`�_�k�l�\�h���: �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z���O �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y��Z-�f�g�h�`�_�k�l�\�h�f�� �\���O���>���@���� �_�k�e�b�� �l�h�`�^�_�k�l�\�_�g�g�h�_��
�h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_��Xid �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z���O �f�h�`�_�l�� �[�u�l�v�� �k�d�h�e�v�� �m�]�h�^�g�h�� �[�e�b�a�d�h�� �Z�i�i�j�h�d�k�b�f�b�j�h�\�Z�g�h��

�h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�y�f�b��: \f X X A�o . 
�I�m�k�l�v���O �l�h�i�h�e�h�]�b�q�_�k�d�h�_���i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�����F�g�h�`�_�k�l�\�h��A X�•  �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y���]�h�f�h�l�h�i�b�q�_�k�d�b���i�e�h�l�g�u�f���\��
�O�� �>���@���� �_�k�e�b�� �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l�� �]�h�f�h�l�h�i�b�y��( , ) : [0,1]h x t X X� u � o �l�Z�d�Z�y���� �q�l�h��( ,0) Xh x id�  �b��

( (0,1])h X A� u � •. A �f�g�h�`�_�k�l�\�h��A X�•  �]�h�f�h�l�h�i�b�q�_�k�d�b�� �i�j�_�g�_�[�j�_�`�b�f�h�� �\���O���� �_�k�e�b���O\�:��
�]�h�f�h�l�h�i�b�q�_�k�d�b���i�e�h�l�g�h���\���O. 

�I�j�_�^�e�h�`�_�g�b�_���������>�e�y���d�h�f�i�Z�d�l�Z��X  �b��A X�• , A X�z  �b�f�_�_�l���f�_�k�l�h���� 

expexp( \ ) exp \ ( )X A X S A�  (1), expexp \ exp ( \ )X A S X A� 
 
 (2) 

�]�^�_��exp( ) { exp: }S A B B A� �• �z �‡ . 

�I�j�_�^�e�h�`�_�g�b�_�� �������>�e�y�� �e�x�[�h�]�h�� �[�_�k�d�h�g�_�q�g�h�]�h���h�l�j�_�a�d�Z��[0,1]  �b�� �e�x�[�h�]�h�� �_�]�h�� �g�_�i�m�k�l�h�]�h��

�i�h�^�f�g�h�`�_�k�l�\�Z���: �h�l�e�b�q�g�h�]�h���h�l���k�Z�f�h�]�h���h�l�j�_�a�d�Z��[0,1] �����i�h�^�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h��exp( )S A  �\�k�x�^�m���i�e�h�l�g�h���\���_�o�j

[0,1] . 
�I�j�_�^�e�h�`�_�g�b�_����. �>�e�y���e�x�[�h�]�h���a�Z�f�d�g�m�l�h�]�h���i�h�^�f�g�h�`�_�k�l�\�Z��A�?[0,1] �h�l�j�_�a�d�Z��[0,1] �����h�l�e�b�q�g�h�]�h���h�l��

�k�Z�f�h�]�h��[0,1] �����i�h�^�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h��expS (A�����]�h�f�h�l�h�i�b�q�_�k�d�b���i�e�h�l�g�h���\���_�o�j[0,1] .  

�L�_�h�j�_�f�Z�� ���� �>�e�y�� �e�x�[�h�]�h�� �a�Z�f�d�g�m�l�h�]�h�� �i�h�^�f�g�h�`�_�k�l�\�Z��[0,1]A�•  �h�l�e�b�q�g�h�]�h�� �h�l�� �>�������@��

�i�h�^�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h��exp( )S A  �y�\�e�y�_�l�k�y���]�b�e�v�[�_�j�l�h�\�u�f���f�g�h�]�h�h�[�j�Z�a�b�_�f�� 

�L�_�h�j�_�f�Z�� ���� �>�e�y�� �e�x�[�h�]�h��n N�•  �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h��exp[0,1]\ exp [0,1]n   �y�\�e�y�_�l�k�y��Q��
�f�g�h�]�h�h�[�j�Z�a�b�_�f���� 

�E�B�L�?�J�:�L�M�J�: 
1. �N�_�^�h�j�q�m�d���<���<�������N�b�e�b�i�i�h�\���<���<�� �H�[�s�Z�y���l�h�i�h�e�h�]�b�y�����H�k�g�h�\�g�u�_���d�h�g�k�l�j�m�d�p�b�b�����F�����B�a-�\�h�����F�=�M����
1988. 252 �k. 
2. Banakh, T. Radul T, Zarichny M. Absorbing sets in infinite�±dimensional Manifolds, Math 
Studies Monogh. Ser. V.1. VNTL Publishers, 1996, p.232. 

 
�D�H�F�I�:�D�L�U���>�M�=�M�G�>�@�B���B���=�J�M�I�I�:���L�H�I�H�E�H�=�B�Q�?�K�D�B�O���I�J�?�H�;�J�:�A�H�<�:�G�B�C��

�I�J�H�K�L�J�:�G�K�L�<�:���<�?�J�H�Y�L�G�H�K�L�G�U�O���F�?�J 
1�@�m�f�Z�_�\���>�����B������2�A�Z�b�l�h�\���:�����:�� 

1�L�Z�r�d�_�g�l�k�d�b�c���Z�j�o�b�l�_�d�l�m�j�g�h-�k�l�j�h�b�l�_�e�v�g�u�c���b�g�k�l�b�l�m�l�� 
2�G�m�d�m�k�k�d�b�c���]�h�k�m�^�Z�j�k�l�\�_�g�g�u�c���i�_�^�Z�]�h�]�b�q�_�k�d�b�c���b�g�k�l�b�l�m�l. 

�<�� �j�Z�[�h�l�_�� �>���@�� �[�u�e�h�� �m�k�l�Z�g�h�\�e�_�g�h���� �q�l�h�� �]�j�m�i�i�Z�� �l�h�i�h�e�h�]�b�q�_�k�d�b�o�� �i�j�_�h�[�j�Z�a�h�\�Z�g�b�c�� �d�h�f�i�Z�d�l�Z���:  
�b�g�^�m�p�b�j�m�_�l�� �]�j�m�i�i�m�� �l�h�i�h�e�h�]�b�q�_�k�d�b�o�� �i�j�_�h�[�j�Z�a�h�\�Z�g�b�c�� �\�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�_���2�:�: �; �\�_�j�h�y�l�g�h�k�l�g�u�o�� �f�_�j����
�I�m�k�l�v���B�ã���: �\ �;  �± �g�_�i�j�_�j�u�\�g�h�_�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_�� �d�h�f�i�Z�d�l�h�\�����ä�Ð�2�:�: �;���� �>�e�y�� �d�Z�`�^�h�c���î �Ð�%�:�: �; �i�h�e�h�]�Z�y��
�2�:�B�;�:�ä�;�:�î �; 
L �ä�:�î �Ü�B�;���� �h�i�j�_�^�_�e�y�_�l�k�y�� �g�_�i�j�_�j�u�\�g�h�_�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_���2�:�B�;�ã���2�:�: �; �\ �2�:�; �;���� �?�k�e�b���B�ã���: �\
�;  �± �w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�h�_�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_�� �h�^�g�h�]�h���)-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z�� �\�� �^�j�m�]�h�_���� �l�h���2�:�B�;�ã���2�:�: �; �\ �2�:�; �; �l�Z�d�`�_���± 
�w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�h�_�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_���‡�š�’���)-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�� �>���@���� �Q�_�j�_�a���0�À�:�A�; �h�[�h�a�g�Z�q�Z�x�l�� �>���@�� �k�b�k�l�_�f�m��
�h�l�d�j�u�l�u�o���h�d�j�_�k�l�g�h�k�l�_�c���g�_�c�l�j�Z�e�v�g�h�]�h���w�e�_�f�_�g�l�Z���A �]�j�m�i�i�u���)  �\���l�h�i�h�e�h�]�b�b���i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z���) �����I�j�b���w�l�h�f����
�_�k�e�b���1 �Ð�0�À�:�A�;�����l�h���1�T
L �<�C�:�T�;�ã���C�Ð�1�=. 

�I�j�_�^�e�h�`�_�g�b�_�� ���� �?�k�e�b�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_���B�ã���: �\ �;  �h�l�d�j�u�l�h�� ���@-�h�l�d�j�u�l�h������ �l�h���2�:�B�; �l�Z�d�`�_�� �h�l�d�j�u�l�h��
(�@-�h�l�d�j�u�l�h���� 

�E�_�f�f�Z������ �?�k�e�b���. 
L �<�B�� �á�B�	�� �â���#�= �± �k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�g�Z�y���k�b�k�l�_�f�Z���g�_�i�j�_�j�u�\�g�u�o���g�Z���:  �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c�����l�h��
�k�_�f�_�c�k�l�\�h���2�:�.�; 
L �<�2�:�B�� �;�á�2�:�B�	 �Ù�;�â���#�= �± �l�Z�d�`�_�� �k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�g�Z�y�� �k�b�k�l�_�f�Z�� �g�_�i�j�_�j�u�\�g�u�o�� �g�Z���2�:�: �; 
�h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c�� 

�E�_�f�f�Z������ �?�k�e�b���. �h�l�d�j�u�l�Z�����@-�h�l�d�j�u�l�Z�������l�h���2�:�.�; �h�l�d�j�u�l�Z�����@-�h�l�d�j�u�l�Z���� 
�E�_�f�f�Z������ �?�k�e�b���. �w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�Z�����l�h���2�:�.�; �l�Z�d�`�_���w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�Z�� 
�E�_�f�f�Z������ �?�k�e�b���. �S-�f�m�e�v�l�b�i�e�b�d�Z�l�b�\�g�Z�����l�h���2�:�.�; �S-�f�m�e�v�l�b�i�e�b�d�Z�l�b�\�g�Z�� 
�E�_�f�f�Z������ �?�k�e�b���. �± �ä-�k�b�k�l�_�f�Z�����l�h���2�:�.�; �± �ä-�k�b�k�l�_�f�Z�� 
�E�_�f�f�Z������ �?�k�e�b���:  �± �K�@(�@)-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�����l�h���2�:�: �; �± �K�@(�@)-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�� 
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�I�j�_�^�e�h�`�_�g�b�_���������>�e�y���@-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�����K�@-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�����: �æ, �O�Ð�5�����k�m�f�f�Z���R
�æ�Ð�Ì

�2�:�: �æ�; �y�\�e�y�_�l�k�y���@-

�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f�����k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�_�g�g�h���K�@-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f���� 
�I�m�k�l�v���^�_�c�k�l�\�b�_���Ù �]�j�m�i�i�u���)  �g�Z���:  �k�e�Z�[�h���@-�h�l�d�j�u�l�h�����Z���k�_�f�_�c�k�l�\�h���é �? �0�À�:�A�; �l�Z�d�h�\�h�����q�l�h�� 
�:�#�; �^�e�y���e�x�[�u�o���1�á�7 �Ð�é �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l���8 �Ð�é �l�Z�d�h�_�����q�l�h���8 �? �1 �ê�7; 
�:�$�; �^�e�y���e�x�[�h�]�h���1 �Ð�é �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l���7 �Ð�é �l�Z�d�h�_�����q�l�h���7�6 �? �1 �b���7�?�5 �? �1; 
�:�%�; �^�e�y���e�x�[�u�o���1 �Ð�é �b���C�Ð�)  �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l���8 �Ð�é �l�Z�d�h�_�����q�l�h���C�8�C�?�5 �? �1. 
�I�j�_�^�e�h�`�_�g�b�_�� ������ �I�m�k�l�v���:  �± �)-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�� �k�h�� �k�e�Z�[�h���@-�h�l�d�j�u�l�u�f�� �^�_�c�k�l�\�b�_�f���� �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�b�f��
�k�e�_�^�m�x�s�_�f�m���k�\�h�c�k�l�\�m�� 

(s) 
�^�e�y�� �e�x�[�u�o�� �l�h�q�d�b���T �b�� �_�_�� �h�d�j�_�k�l�g�h�k�l�b���9  �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l�� �l�Z�d�h�_�� ���k�q�_�l�g�h�_���� �k�_�f�_�c�k�l�\�h���é�ë�Ð �? �0�À�:�A�;, 
�m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�_�_�� �m�k�e�h�\�b�y�f���:�#�;, �$, �:�%�;���� �^�e�y�� �d�h�l�h�j�h�]�h�� �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l���1 �Ð�é�ë�Ð �b���5�P�:�T�á�Û�È�; �ê
�:�: �3�9 �; 
L �Î . 

�L�h�]�^�Z���^�e�y���2�:�à�; �w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�u�o���n�Z�d�l�h�j�h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c���2�:�: �; �k�_�f�_�c�k�l�\�h 
�2�:�.�; 
L 
[�2�:�B�; �Ð�2�:�à�;�â���2
k�L�Ù�Û
o�á�2�:�B�;�á�2�:�D�; �Ð�2�:�à�;�á�2�:�B�; 
R�2�:�D�;�â���2�:�à�;
_ 

�y�\�e�y�_�l�k�y�� �k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�g�h�c�� �k�e�Z�[�h�� �f�m�e�v�l�b�i�e�b�d�Z�l�b�\�g�h�c�� �w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�h�c�� �k�b�k�l�_�f�h�c�� ���k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�_�g�g�h���ä-
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�k�\�h�c�k�l�\�m�� ���V������ �L�h�]�^�Z���2�:�: �; �y�\�e�y�_�l�k�y���K�@-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f�� �k�� �k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�g�h�c�� �k�e�Z�[�h�� �f�m�e�v�l�b�i�e�b�d�Z�l�b�\�g�h�c��
�w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�h�c�� �h�l�d�j�u�l�h�c���ä-�k�b�k�l�_�f�h�c�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c���� �?�k�e�b�� �i�j�b�� �w�l�h�f���:  �± �d�h�f�i�Z�d�l���� �l�h���2�:�: �; �± 
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�L�_�j�f�_�a�k�d�b�c �]�h�k�m�^�Z�j�k�l�\�_�g�g�u�c �m�g�b�\�_�j�k�b�l�_�l�����L�_�j�f�b�a�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 
�<�� �k�l�Z�l�v�_�� �� �b�k�k�e�_�^�m�_�f�� �^�b�h�n�Z�g�l�h�\�Z�� �� �a�Z�^�Z�q�m�� �k�� �^�\�m�f�y�� �i�j�h�k�l�u�f�� �q�b�k�e�h�f�� �b�� �d�\�Z�^�j�Z�l�Z�f�b�� �i�j�h�k�l�u�o��

�q�b�k�_�e���� �P�_�e�v�� �k�h�k�l�h�b�l�� �\�� �l�h�f���� �q�l�h�[�u���^�_�c�k�l�\�b�l�_�e�v�g�h�_�� �q�b�k�e�h��N �i�j�b�[�e�b�a�b�l�v�� �k�� �h�i�j�_�^�_�e�_�g�g�h�c�� �l�h�q�g�h�k�l�b��
�a�g�Z�q�_�g�b�_�f���\�u�j�Z�`�_�g�b�_���� 2

1 1 2 2 3 3p p p�O �O �O� � � ��]�^�_��1 2 3, ,p p p - �i�j�h�k�l�u�_���q�b�k�e�Z�����Z���d�h�w�n�n�b�p�b�_�g�l�u��1 2 3, ,�O �O �O
�g�_�g�m�e�_�\�u�_�� �^�_�c�k�l�\�b�l�_�e�v�g�h�_�� �q�b�k�e�Z���� �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�b�_�� �g�_�d�h�l�h�j�u�f�� �a�Z�^�Z�g�g�u�f�� �m�k�e�h�\�b�y�f�����<�� �j�Z�[�h�l�_����
�^�h�d�Z�a�Z�g�h�����k�e�_�^�m�x�s�Z�y���l�_�h�j�_�f�Z�� 

�L�_�h�j�_�f�Z�� �I�j�_�^�i�h�e�h�`�b�f���� �q�l�h��1 2 3, ,�O �O �O-�g�_�g�m�e�_�\�u�_�� �^�_�c�k�l�\�b�l�_�e�v�g�u�_�� �q�b�k�e�Z���d�h�l�h�j�h�_�� �g�_�� �\�k�_��

�h�^�g�h�]�h�� �a�g�Z�d�Z���� �I�m�k�l�v��N  �e�x�[�h�_�� �^�_�c�k�l�\�b�l�_�e�v�g�h�_�� �q�b�k�e�h���� �L�h�]�^�Z�� �^�e�y��
1
3

�J�  �b�� �e�x�[�h�]�h�� 0�H�!  

�g�_�j�Z�\�_�g�k�l�\�h 
2

1 1 2 2 3 3 (max{ })jp p p N p � J � H�O �O �O � � � ��� �� �� �d  ( 1,2,3).j �     (1) 

�b�f�_�_�l�� �[�_�k�d�h�g�_�q�g�h�� �f�g�h�]�h�� �j�_�r�_�g�b�c�� �\�� �i�j�h�k�l�u�o�� �i�_�j�_�f�_�g�g�u�o��1 2 3, ,p p p . �G�Z�� �i�j�h�l�y�`�_�g�b�b�� �\�k�_�c�� �k�l�Z�l�v�b����
�b�k�i�h�e�v�a�m�_�f�� �k�l�Z�g�^�Z�j�l�g�u�_�� �h�[�h�a�g�Z�q�_�g�b�y�� �\�� �l�_�h�j�b�b�� �q�b�k�_�e���� �<�� �q�Z�k�l�g�h�k�l�b�����H �i�m�k�l�v�� �^�h�k�l�Z�l�h�q�g�h�� �f�Z�e�h�_��
�i�h�e�h�`�b�l�_�e�v�g�h�_���q�b�k�e�h���b��c �Z�[�k�h�e�x�l�g�Z�y���d�h�g�k�l�Z�g�l�Z�����g�_���h�[�y�a�Z�l�_�e�v�g�h���h�^�b�g�Z�d�h�\�m�x���\�h���\�k�_�o���k�e�m�q�Z�y�o�����>�e�y��
�m�^�h�[�k�l�\�Z�� �� �b�k�i�h�e�v�a�m�_�f�� �h�[�h�a�g�Z�q�_�g�b�_��logL X�  �]�^�_��X  -�^�h�k�l�Z�l�h�q�g�h�� �[�h�e�v�r�h�c�� �q�b�k�e�h���� �I�j�b��0�K�!  �b����

0�D�z  �h�i�j�_�^�_�e�b�f�� �n�m�g�d�p�b�y�� ���� ��
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 �b�� �b�a�� �g�_�i�j�_�j�u�\�g�h�k�l�b�� �g�Z�o�h�^�b�f���� �� 20,K � K � K� . 

�L�h�]�^�Z�� �b�f�_�_�f���� �� �� ��22, min ,K �D �K �K �D��
���� �I�m�k�l���� ���Ö ,K t �K  - �i�j�_�h�[�j�Z�a�h�\�Z�g�b�_�� �N�m�j�v�_���� ��,K � D � K���� �l���_����

�� �� �� �� �� ���Ö , ,
R

K t K e t d�K �D �K �D �D� �³  �]�^�_���� �� 2 ie e � S � D�D � ���� �B�a�\�_�k�l�g�h���� �q�l�h���� �^�e�y�� �l�Z�d�b�o�� �i�j�_�h�[�j�Z�a�h�\�Z�g�b�c�� �b�f�_�_�f��������

�� �� �� ���Ö , max 0,K t�D �K �K�  � � ���k�f���>���@������ �H�i�j�_�^�_�e�b�f�� �b�g�l�_�j�\�Z�e�u��1 2,I I  �l�Z�d�b�o�� �q�l�h���� �\�k�_�� �e�_�`�b�l�� �\��[ ,1 ]� W � W��  

�l���_�����i�h�e�h�`�b�f 
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�D�j�h�f�_���l�h�]�h�����h�[�h�a�g�Z�q�b�f�����k�f��[1]). 

�� �� �� ��
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  �>�e�y�� �e�x�[�h�]�h�� �b�a�f�_�j�b�f�h�]�h�� �f�g�h�`�_�k�l�\�Z��R �i�m�k�l�v�� ���k�f��[2]). 
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R

I N R S S S K e N d�K �O�D �O �D �O �D �D �K �D �D�  � ��³  �l�h�]�^�Z 

�� �� �� �� �� ���� ��
1 2 1
3 2

2
1 2 3 1 1 2 2 3 3

,

, , log log log ,
p p I R
p I

I N R p p p K e p p p N d�K �D �K �O �O �O �D �D
�•

�•

� �� �� �� � �¦ �³  

�� ��
1 2 1
3 2

2
1 2 3 1 1 2 2 3 3

,

log log log max 0, k

p p I
p I

p p p p p p N�K �O �O �O
�•

�•

� �� �� �� ���¦ . 

�H�l�f�_�l�b�f�����q�l�h��
1
2X

�H
�K

� � � �
�  �b��max jj

p X�d ,  ( 1,2,3)j �  

�K�e�_�^�h�\�Z�l�_�e�v�g�h�� �f�u�� �b�f�_�_�f���� �� �� ��3,N, ,I R L N X� K � K�  �]�^�_�� �� ��N X  - �h�[�h�a�g�Z�q�Z�_�l�� �� �d�h�e�b�q�_�k�l�\�Z��

�j�_�r�_�g�b�c�� �g�_�j�Z�\�_�g�k�l�\�Z�� �������� �i�j�b��
1
3

�J� �b�� 1 2 1 3 2, , .p p I p I� • � • �L�Z�d�b�f�� �h�[�j�Z�a�h�f���� �^�h�k�l�Z�l�h�q�g�h�� �m�k�l�Z�g�h�\�b�l�v��

�i�h�e�h�`�b�l�_�e�v�g�m�x�� �g�b�`�g�x�x�� �h�p�_�g�d�m�� �^�e�y���� ��, N,I R�K ���� �Q�l�h�[�u�� �h�p�_�g�b�l�v�� �b�g�l�_�]�j�Z�e���� �j�Z�a�^�_�e�b�f��
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�]�^�_��
2
3P X

�H��
�   2 2X �H�K��� ƒ �  �����L�Z�d�b�f���h�[�j�Z�a�h�f�����k�f���>3]) 

�� �� �� �� �� �� �� ��, , , , , , , ,I N R I N M I N m I N t�K �K �K �K� �� �� .      (2) 
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�H�^�g�b�f�� �b�a�� �\�Z�`�g�u�o�� �d�e�Z�k�k�h�\�� �g�_�h�]�j�Z�g�b�q�_�g�g�u�o�� �h�i�_�j�Z�l�h�j�g�u�o�� �Z�e�]�_�[�j�� �y�\�e�y�x�l�k�y�� �Z�e�]�_�[�j�u�� �:�j�_�g�k�Z����
�d�h�l�h�j�u�_�� �\�i�_�j�\�u�_�� �\�� �d�h�f�f�m�l�Z�l�b�\�g�h�f�� �k�e�m�q�Z�_�� �[�u�e�b�� �j�Z�k�k�f�h�l�j�_�g�u�� �:�j�_�g�k�h�f�� �>���@���� �G�_�d�h�f�f�m�l�Z�l�b�\�g�u�_��
�Z�e�]�_�[�j�u���:�j�_�g�k�Z���[�u�e�b���b�a�m�q�_�g�u���B�g�h�m�b���\���j�Z�[�h�l�_���>���@���� 

�I�m�k�l�v��  �± �g�_�d�h�l�h�j�Z�y���
-�Z�e�]�_�[�j�Z�� 
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�H�i�j�_�^�_�e�_�g�b�_�� �;�b�_�d�l�b�\�g�u�c�� �e�b�g�_�c�g�u�c�� �h�i�_�j�Z�l�h�j���I � � � o  �Z�e�]�_�[�j�u�� �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y�� �
-

�Z�\�l�h�f�h�j�n�b�a�f�h�f�����_�k�e�b��( ) ( ) ( )xy x y�I �I �I�   �b�� ( *) ( )*x x� I � I�  �i�j�b���\�k�_�o��x y�� �• ��  
 �H�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_���)  �b�a���Z�e�]�_�[�j�u�� �\���k�_�[�y���g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y��2-�e�h�d�Z�e�v�g�u�f���
-�Z�\�l�h�f�h�j�n�b�a�f�h�f�����_�k�e�b���^�e�y��

�d�Z�`�^�h�]�h��, ,x y�•  �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l�� �
-�Z�\�l�h�f�h�j�n�b�a�f��, :x y�I �o  �l�Z�d�h�c���� �q�l�h��, ( ) = ( )x y x x� I � I �b��

, ( ) = ( ).x y y y� I � I 

�I�m�k�l�v��( , )S M�W �± �Z�e�]�_�[�j�Z�� �\�k�_�o���W-�b�a�f�_�j�b�f�u�o�� �h�i�_�j�Z�l�h�j�h�\�� �i�j�b�k�h�_�^�b�g�_�g�g�u�o�� �d�� �Z�e�]�_�[�j�_�� �n�h�g��

�G�_�c�f�Z�g�Z��.M    

�>�e�y�� 1p �t   �i�h�e�h�`�b�f �^ �`( , ) ( , ) : (| | ) .p pL M x S M x�W �W �W� �• �� �f    

�L�h�]�^�Z��( , )pL M �W �± �[�Z�g�Z�o�h�\�h���i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�����h�l�g�h�k�b�l�_�e�v�g�h���g�h�j�f�u�� 

 �� ��1/
|| || (| | ) , ( , ).

pp p
px x x L M� W � W�  � •  

�J�Z�k�k�f�h�l�j�b�f���f�g�h�`�_�k�l�\�h�� 

1

( , ) ( , ).p

p

L M L M�Z � W � W
�t

�    

�<�� �j�Z�[�h�l�_�� �:�[�^�m�e�e�Z�_�\�Z�� �>���@�� �i�h�d�Z�a�Z�g�h���� �q�l�h��( , )L M�Z �W �y�\�e�y�_�l�k�y�� �i�h�e�g�h�c�� �e�h�d�Z�e�v�g�h�� �\�u�i�m�d�e�h�c��

�f�_�l�j�b�a�m�_�f�h�c���
-�Z�e�]�_�[�j�h�c���h�l�g�h�k�b�l�_�e�v�g�h���l�h�i�h�e�h�]�b�b��,t   �i�h�j�h�`�^�_�g�g�h�c���k�b�k�l�_�f�h�c���g�h�j�f���^ �`
1

|| || .p p�t
�˜    

�:�e�]�_�[�j�Z�� ( , )L M�Z �W �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y���g�_�d�h�f�f�m�l�Z�l�b�\�g�h�c �Z�e�]�_�[�j�h�c���:�j�_�g�k�Z.  
�B�f�_�_�l���f�_�k�l�h���k�e�_�^�m�x�r�Z�y���l�_�h�j�_�f�Z�� 
�L�_�h�j�_�f�Z�� �I�m�k�l�v��M  �Z�e�]�_�[�j�Z���n�h�g���G�_�c�f�Z�g�Z���k���l�h�q�g�u�f���g�h�j�f�Z�e�v�g�u�f���i�h�e�m�d�h�g�_�q�g�u�f���k�e�_�^�h�f���W. 

�L�h�]�^�Z�� �\�k�y�d�b�c�� ��-�e�h�d�Z�e�g�u�c��Z -�h�^�g�h�j�h�^�g�u�c�� �
-�Z�\�l�h�f�h�j�n�b�a�f���)  �Z�e�]�_�[�j�u�� ( , )L M�Z �W  �y�\�e�y�_�l�k�y��

�\�g�m�l�j�_�g�g�u�f���Z�\�l�h�f�h�j�n�b�a�f�h�f�����l���_�����k�m�s�_�k�l�\�m�_�l���m�g�b�l�Z�j�g�u�c���w�e�_�f�_�g�l��( , )a L M�Z �W�•  �l�Z�d�h�c�����q�l�h�� 

( ) *x axa� ) �   
�i�j�b �\�k�_�o ( , )x L M�Z �W�• . 
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�G�Z�p�b�h�g�Z�e�v�g�u�c���m�g�b�\�_�j�k�b�l�_�l���M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g�Z�����L�Z�r�d�_�g�l�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 
nodirakarimova@bk.ru 

�I�h�^�� �k�l�j�m�d�l�m�j�h�c�� �^�Z�g�g�u�o�� �i�h�g�b�f�Z�_�l�k�y�� �f�g�h�]�h�k�h�j�l�g�Z�y�� �f�h�^�_�e�v���� �h�[�e�Z�^�Z�x�s�Z�y�� �w�n�n�_�d�l�b�\�g�h�c��
�j�_�Z�e�b�a�Z�p�b�_�c�����W�l�h���i�h�g�y�l�b�_���y�\�e�y�_�l�k�y���n�m�g�^�Z�f�_�g�l�Z�e�v�g�u�f���\���l�_�h�j�_�l�b�q�_�k�h�c���b�g�n�h�j�f�Z�l�b�d�_�����k�f�����h�[�a�h�j�u���>������
2]). 
�K���g�_�h�i�j�_�^�_�e�y�_�f�u�f�b���i�h�g�y�l�b�y�f�b���f�h�`�g�h���h�a�g�Z�d�h�f�b�l�v�k�y���\���d�g�b�]�Z�o���>���������������������@�� 
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�H�i�j�_�^�_�e�_�g�b�_�� ���� �:�e�]�h�j�b�l�f�b�q�_�k�d�b�f�� �i�j�_�^�k�l�Z�\�e�_�g�b�_�f�� ���g�m�f�_�j�Z�p�b�_�c���� �k�q�_�l�g�h�c�� �k�b�k�l�_�f�u��
;M� �¢ �6�²M   �w�n�n�_�d�l�b�\�g�h�c�� �f�g�h�]�h�k�h�j�l�g�h�c�� �k�b�]�g�Z�l�m�j�u���6 �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y�� �\�k�y�d�h�_�� �l�Z�d�h�_ �k�_�f�_�c�k�l�\�h��

�O
�O

� P � P
�•�/

�  �k�x�j�t�_�d�l�b�\�g�u�o���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c�����]�^�_������: ( ),M�O �O �O�P �Z �O�o �•�/  

�^�e�y�� �d�h�l�h�j�h�]�h�� �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l�� �w�n�n�_�d�l�b�\�g�h�_�� �k�_�f�_�c�k�l�\�h��compF  �\�u�q�b�k�e�b�f�u�o�� �n�m�g�d�p�b�c���� �i�j�_�^�k�l�Z�\�e�y�x�s�b�o��

�6-�h�i�_�j�Z�p�b�b�� �k�b�k�l�_�f�u��M  �\�� �g�m�f�_�j�Z�p�b�b���P���� �l���_���� �\�k�y�d�Z�y�� �h�i�_�j�Z�p�b�y���V�•�6 �l�b�i�Z�� 1, , n�O �O �O�¢ �} �o �² 
�i�j�_�^�k�l�Z�\�e�y�_�l�k�y���k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�m�x�s�_�c���_�c���l�Z�d�h�c���\�u�q�b�k�e�b�f�h�c���n�m�g�d�p�b�_�c�� 

1
: ,

ncompf F�V �O �O �O�Z �Z �Z�• �u�}�u �o  

�q�l�h �b�f�_�_�l���f�_�k�l�h���k�e�_�^�m�x�s�Z�y���d�h�f�f�m�l�Z�l�b�\�g�Z�y���^�b�Z�]�j�Z�f�f�Z�� 

1 11 1 1[ ( , , ) ( , , )].
n nn n nx x x x f x x�O �O �O �O �O �V�Z �Z �V �P �P �P�� �• �}�� �• �} � �}  

�H�i�j�_�^�_�e�_�g�b�_�� ���� �?�k�e�b���P �± �Z�e�]�h�j�b�l�f�b�q�_�k�d�h�_�� �i�j�_�^�k�l�Z�\�e�_�g�b�_�� �k�b�k�l�_�f�u��M ���� �l�h�� �i�Z�j�Z��( , )�PM  
�g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y�� �g�m�f�_�j�h�\�Z�g�g�h�c�� �k�b�k�l�_�f�h�c���� �Z�� �k�_�f�_�c�k�l�\�h�� �g�m�f�_�j�Z�p�b�h�g�g�u�o�� �w�d�\�b�\�Z�e�_�g�l�g�h�k�l�_�c��

( ) { , | }ker x y x y� O � O
�O

�P �P �P
�•�/

� �¢ �² �  �± �y�^�j�h�f���i�j�_�^�k�l�Z�\�e�_�g�b�y�� 

�<�k�_�� �j�Z�k�k�f�Z�l�j�b�\�Z�_�f�u�_�� �g�Z�f�b�� �]�h�f�h�f�h�j�n�b�a�f�u�� �g�m�f�_�j�h�\�Z�g�g�u�o�� �k�b�k�l�_�f�� �y�\�e�y�x�l�k�y�� �\�u�q�b�k�e�b�f�u�f�b���� �l���_����
�i�h�^�^�_�j�`�b�\�Z�x�l�k�y���\�u�q�b�k�e�b�f�u�f�b���g�Z���g�h�f�_�j�Z�o���n�m�g�d�p�b�y�f�b���\���k�e�_�^�m�x�s�_�f���k�f�u�k�e�_�����>���@���� 
�I�m�k�l�v��M  �± �k�b�k�l�_�f�Z���k�b�]�g�Z�l�m�j�u���6 �b���P �± �_�_���g�m�f�_�j�Z�p�b�y�� 

�H�i�j�_�^�_�e�_�g�b�_������ �K�b�k�l�_�f�Z���PM  �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y���m�g�b�\�_�j�k�Z�e�v�g�h�����w�d�a�b�k�l�_�g�p�b�Z�e�v�g�h�������� -, ���� - �b���l���^������

�h�i�j�_�^�_�e�b�f�h�c���� �_�k�e�b�� �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l�� �l�Z�d�h�_�� �\�u�q�b�k�e�b�f�h�� �i�_�j�_�q�b�k�e�b�f�h�_�� �f�g�h�`�_�k�l�\�h���)  �m�g�b�\�_�j�k�Z�e�v�g�u�o��
���w�d�a�b�k�l�_�g�p�b�Z�e�v�g�u�o�������� -, ���� - �b�� �l���^������ �i�j�_�^�e�h�`�_�g�b�c�� �k�b�]�g�Z�l�m�j�u��C� 6 � ‰���� �q�l�h�� �P �)M  �b�� �^�e�y�� �\�k�y�d�h�c��

�) -�k�b�k�l�_�f�u���_�_���i�h�^�k�b�k�l�_�f�Z�����i�h�j�h�`�^�_�g�g�Z�y���d�h�g�k�l�Z�g�l�Z�f�b���e�b�[�h���b�a�h�f�h�j�n�g�Z���PM �����e�b�[�h���g�_���y�\�e�y�_�l�k�y���) -

�k�b�k�l�_�f�h�c�� 
�I�j�_�^�e�h�`�_�g�b�_�� ���� �<�k�y�d�Z�y�� �\�u�q�b�k�e�b�f�h�� �i�j�_�^�k�l�Z�\�b�f�Z�y�� �f�h�^�_�e�v�� �m�g�b�\�_�j�k�Z�e�v�g�h�� ���w�d�a�b�k�l�_�g�p�b�Z�e�v�g�h����

�h�i�j�_�^�_�e�b�f�Z�� 
�I�j�_�^�e�h�`�_�g�b�_�� ���� �K�m�s�_�k�l�\�m�_�l�� �w�d�a�b�k�l�_�g�p�b�Z�e�v�g�h�� �h�i�j�_�^�_�e�b�f�Z�y�� �g�_�]�Z�l�b�\�g�h�� �i�j�_�^�k�l�Z�\�b�f�Z�y��

�k�b�k�l�_�f�Z�����g�_���b�f�_�x�s�Z�y���i�h�a�b�l�b�\�g�u�o���i�j�_�^�k�l�Z�\�e�_�g�b�c�� 
�I�j�_�^�e�h�`�_�g�b�_�� ���� �K�m�s�_�k�l�\�m�_�l�� �w�d�a�b�k�l�_�g�p�b�Z�e�v�g�h�� �h�i�j�_�^�_�e�b�f�Z�y�� �i�h�a�b�l�b�\�g�h�� �i�j�_�^�k�l�Z�\�b�f�Z�y�� �k�b�k�l�_�f�Z���� �g�_��
�b�f�_�x�s�Z�y���g�_�]�Z�l�b�\�g�u�o���i�j�_�^�k�l�Z�\�e�_�g�b�c�� 
�L�_�h�j�_�f�Z�� ���� �>�e�y�� �e�x�[�h�c�� �g�_�]�Z�l�b�\�g�h�� �i�j�_�^�k�l�Z�\�b�f�h�c�� �k�b�k�l�_�f�u�� �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l�� �_�_�� �w�d�a�b�k�l�_�g�p�b�Z�e�v�g�h��
�h�i�j�_�^�_�e�b�f�h�_���h�[�h�]�Z�s�_�g�b�_�� 
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�>�M�=�M�G�>�@�B 
�D�m�j�[�Z�g�h�\���O�����O�� 

�:�d�Z�^�_�f�b�y���<�h�h�j�m�`�_�g�g�u�o���K�b�e���J�_�k�i�m�[�e�b�d�b���M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g�����L�Z�r�d�_�g�l�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 
�<�k�_���i�h�g�y�l�b�y�����\�k�l�j�_�q�Z�x�s�b�_�k�y���\���a�Z�f�_�l�d�_�����f�h�`�g�h���g�Z�c�l�b���\���>���@�� 
�L�_�h�j�_�f�Z������ �?�k�e�b���B�ã�: �\ ���;  �± �w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�h�_���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_���h�^�g�h�]�h��-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z���\���^�j�m�]�h�_�����l�h��

�1�5�:�B�;�ã���1�5�:�: �; �\ ���1�5�:�; �; �l�Z�d�`�_���± �w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�h�_���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_���1�5�:�) �á�„�;-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�� 
�I�j�_�^�e�h�`�_�g�b�_�� ���� �>�_�c�k�l�\�b�_���1�5�:�Ù�;�ã���1�5�:�) �á�: �; 
H�1�5�:�: �; �\ ���1�5�:�: �;���h�l�d�j�u�l�h�� ���@-�h�l�d�j�u�l�h���� �k�e�Z�[�h��-

�h�l�d�j�u�l�h���� 
�>�e�y�� �^�_�c�k�l�\�b�y���1�5�:�Ù�;�ã�1�5�:�) �á�: �; 
H�1�5�:�: �; �\ �1�5�:�: �; �b�� �i�h�e�m�Z�^�^�b�l�b�\�g�h�]�h�� �n�m�g�d�p�b�h�g�Z�e�Z���ä�Ð�1�5�:�: �; 
�h�i�j�_�^�_�e�b�f���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_���1�5�:�Ù�;�� ���ã�1�5�:�)�á�: �; �\ ���1�5�:�: �;, �ä�Ð�1�5�:�: �; �k�l�Z�g�^�Z�j�l�g�u�f���h�[�j�Z�a�h�f�����l�����_���� 
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�1�5�:�Ù�;�� �:�0���; 
L �0�:�ä�;,  �0 �Ð�1�5�:�) �á�: �;. 
�I�j�_�^�e�h�`�_�g�b�_�� ���� �H�l�d�j�u�l�h�k�l�v�� ���@-�h�l�d�j�u�l�h�k�l�v���� �g�_�i�j�_�j�u�\�g�h�]�h�� �^�_�c�k�l�\�b�y���1�5�:�Ù�;�ã���1�5�:�) �á�: �; 
H

�1�5�:�: �; �\ �1�5�:�: �; �w�d�\�b�\�Z�e�_�g�l�g�Z�� �h�l�d�j�u�l�h�k�l�b�� ���@-�h�l�d�j�u�l�h�k�l�b���� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c���1�5�:�Ù�;�� �÷�1�5�:�) �á�: �; �\
�1�5�:�: �;, �ä�Ð�1�5�:�: �;. 

�I�j�_�^�e�h�`�_�g�b�_�� ���� �>�e�y�� �h�l�d�j�u�l�h�]�h�� ���@-�h�l�d�j�u�l�h�]�h���� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�y���B�ã���: �\ �;  �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_��
�1�5�:�B�;�ã���1�5�:�: �; �\ �1�5�:�; �; �l�Z�d�`�_���h�l�d�j�u�l�h�����@-�h�l�d�j�u�l�h���� 

�L�_�h�j�_�f�Z�� ���� �I�m�k�l�v���. 
L��
[�B�� �á�B�	�� �â�����#
_ �± �k�b�k�l�_�f�Z�� �g�_�i�j�_�j�u�\�g�u�o�� �g�Z���:  �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c�����1�5�:�.�; 
L

[�1�5�:�B�� �;�á�1�5
k�B�	�� 
o�â���#
_�� �± �b�g�^�m�p�b�j�h�\�Z�g�g�Z�y���k�b�k�l�_�f�Z���g�_�i�j�_�j�u�\�g�u�o���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c���g�Z���1�5�:�: �;�����L�h�]�^�Z�� 
�Z���� �_�k�e�b���. 
L��
[�B�� �á�B�	�� �â�����#
_�� �± �k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�g�Z�y�� �k�b�k�l�_�f�Z���� �l�h���1�5�:�.�; 
L 
[�1�5�:�B�� �;�á�1�5
k�B�	�� 
o�â���#
_�� �± �l�Z�d�`�_��
�k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�g�Z�y���k�b�k�l�_�f�Z�� 
�[�����_�k�e�b���. �h�l�d�j�u�l�Z�����@-�h�l�d�j�u�l�Z�������l�h���1�5�:�.�; �l�Z�d�`�_���h�l�d�j�u�l�Z�����@-�h�l�d�j�u�l�Z���� 
�\�����_�k�e�b���. �w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�Z�����l�h���1�5�:�.�; �l�Z�d�`�_���w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�Z�� 
�]�����_�k�e�b���. �k�e�Z�[�h���f�m�e�v�l�b�i�e�b�d�Z�l�b�\�g�Z�����l�h���1�5�:�.�; �k�e�Z�[�h���f�m�e�v�l�b�i�e�b�d�Z�l�b�\�g�Z�� 
�^�����_�k�e�b���. �± �ä-�k�b�k�l�_�f�Z�����l�h���1�5�:�.�; �l�Z�d�`�_���± �ä-�k�b�k�l�_�f�Z�� 
�_�����_�k�e�b���:  �y�\�e�y�_�l�k�y��-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f�����@-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f�������l�h���1�5�:�: �; �l�Z�d�`�_���y�\�e�y�_�l�k�y���K�@-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f��
(�@-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f���� 
�I�m�k�l�v�� �^�_�c�k�l�\�b�_���Ù �]�j�m�i�i�u���)  �g�Z�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�_���:  �k�e�Z�[�h��-�h�l�d�j�u�l�h���� �Z�� �k�_�f�_�c�k�l�\�h���é���?���0�À�:�A�; �l�Z�d�h�\�h����
�q�l�h�� 
�:�#�; �^�e�y���e�x�[�u�o���1�á�7 �Ð���é �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l���8 �Ð���é�� �l�Z�d�h�_�����q�l�h���8 �? ���1 �ê���7; 
�:�$�; �^�e�y���e�x�[�h�]�h���1 �Ð���é �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l���7 �Ð���é �l�Z�d�h�_�����q�l�h���7�6 �? ���1 �b���7�?�5 �? ���1; 
�:�%�;���^�e�y���e�x�[�u�o���1 �Ð�é �b���C�Ð�) �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l���8 �Ð�é �l�Z�d�h�_�����q�l�h���C�8�C�?�5 �? �1. 

�I�j�_�^�e�h�`�_�g�b�_�� ���� �I�m�k�l�v���:  �± �)-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�� �k�h�� �k�e�Z�[�h��-�h�l�d�j�u�l�u�f�� �^�_�c�k�l�\�b�_�f�� 
�m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�b�f���k�e�_�^�m�x�s�_�f�m���k�\�h�c�k�l�\�m�� 
�:�O�; �^�e�y�� �e�x�[�u�o�� �l�h�q�d�b���T �b�� �_�_�� �h�d�j�_�k�l�g�h�k�l�b���9  �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l�� �l�Z�d�h�_�� ���k�q�_�l�g�h�_���� �k�_�f�_�c�k�l�\�h���é�ë�Ð �? �0�À�:�A�;, 
�m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�_�_�� �m�k�e�h�\�b�y�f���:�#�;, �:�$�;, �:�%�;, �^�e�y�� �d�h�l�h�j�h�]�h�� �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l���1 �Ð���é�ë�Ð  �b�������–���:�T�á�Û�È�; �ê
�:�: �Ú�9 �; 
L ���Î . 

�L�h�]�^�Z�� �^�e�y���1�5�:�à�;�� �w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�u�o�� �n�Z�d�l�h�j�h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c���1�5�:�: �; �k�_�f�_�c�k�l�\�h���1�5�:�.�; 
L

[�1�5�:�B�;�â���1�5
k�L�Ù�Û
o�á�1�5�:�B�;�á�������1�5�:�B�; 
R�1�5�:�D�;�â���1�5�:�à�;
_ �± �k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�g�Z�y�� �k�e�Z�[�h�� �f�m�e�v�l�b�i�e�b�d�Z�l�b�\�g�Z�y��
�w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�Z�y���k�b�k�l�_�f�Z�����k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�_�g�g�h����-�k�b�k�l�_�f�Z�����h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c�� 
�K�\�h�c�k�l�\�h���:�O�; �j�Z�k�k�f�Z�l�j�b�\�Z�_�l�k�y���k���m�k�e�h�\�b�_�f���k�q�_�l�g�h�k�l�b�� 

�L�_�h�j�_�f�Z�� ���� �I�m�k�l�v���:  �y�\�e�y�_�l�k�y��-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f�� �k�� �h�l�d�j�u�l�u�f�� �^�_�c�k�l�\�b�_�f���� �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�b�f��
�k�\�h�c�k�l�\�m���:�O�;�����L�h�]�^�Z���1�5�:�: �; �y�\�e�y�_�l�k�y���K�@-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f���k���k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�g�h�c���k�e�Z�[�h���f�m�e�v�l�b�i�e�b�d�Z�l�b�\�g�h�c��
�w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�h�c�� �h�l�d�j�u�l�h�c���ä-�k�b�k�l�_�f�h�c�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c���� �?�k�e�b���� �i�j�b�� �w�l�h�f���:  �± �d�h�f�i�Z�d�l���� �l�h���1�5�:�: �; �± 
�d�h�f�i�Z�d�l���>�m�]�m�g�^�`�b�� 

�E�B�L�?�J�:�L�M�J�: 
1. A. A. Zaitov, Kh. X. Kurbanov, On a normal subgroup of the group of homeomorphisms of the 
space of semi-additive functionals, Uzbek Mathematical Journal, 2022 (Submitted). 
2. �D���� �E���� �D�h�a�e�h�\���� �<���� �:���� �Q�Z�l�u�j�d�h���� �L�h�i�h�e�h�]�b�q�_�k�d�b�_�� �]�j�m�i�i�u�� �i�j�_�h�[�j�Z�a�h�\�Z�g�b�c�� �b�� �[�b�d�h�f�i�Z�d�l�u��
�>�m�]�m�g�^�`�b�����F�Z�l�_�f�����k�[�������������������l�h�f�������������g�h�f�_�j��������������-128. 

 
�I�J�H�?�D�P�B�Y���D�J�M�=�:��- �G�?���H�<�:�E�V�G�:�Y���E�B�G�B�Y�����:���F�:�L�?�F�:�L�B�Q�?�K�D�:�Y���E�B�G�B�Y��

�W�E�E�B�I�K�: 
�F�Z�f�m�j�h�\���B�������:�o�f�_�^�h�\���G�� 

�L�Z�r�d�_�g�l�k�d�b�c���]�h�k�m�^�Z�j�k�l�\�_�g�g�u�c���l�j�Z�g�k�i�h�j�l�g�u�c���M�g�b�\�_�j�k�b�l�_�l�����L�Z�r�d�_�g�l�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 
�_-mail: nuraliakhmedov1974@gmail.com 

�B�g�`�_�g�_�j�u�� �b�k�i�h�e�v�a�m�x�l�� �h�q�_�g�v�� �k�e�h�`�g�u�_�� �f�_�l�h�^�u�� �i�h�k�l�j�h�_�g�b�y�� �Z�d�k�h�g�h�f�_�l�j�b�q�_�k�d�b�o�� �i�j�h�_�d�p�b�c��
�^�_�l�Z�e�_�c���� �:�d�k�h�g�h�f�_�l�j�b�q�_�k�d�b�_�� �b�a�f�_�g�_�g�b�y�� �\�� �k�b�k�l�_�f�_�� �d�h�h�j�^�b�g�Z�l�� �h�k�h�[�_�g�g�h�� �k�e�h�`�g�h�� �i�h�k�l�j�h�b�l�v�� �\��
�d�j�m�]�h�\�h�c�� �i�j�h�_�d�p�b�b���� �>�b�f�_�l�j�b�y�� �b�e�b�� �d�h�k�h�m�]�h�e�v�g�u�_�� �m�]�e�u�� �k�h�a�^�Z�x�l�� �k�e�h�`�g�u�_�� �f�h�f�_�g�u�� �\��
�Z�d�k�h�g�h�f�_�l�j�b�q�_�k�d�h�c���i�j�h�_�d�p�b�b 

�<���b�g�`�_�g�_�j�g�h�f���^�_�e�_���k�l�m�^�_�g�l���b�e�b���k�i�_�p�b�Z�e�b�k�l�u���l�j�Z�l�b�l���f�g�h�]�h���\�j�_�f�_�g�b���g�Z���i�h�k�l�j�h�_�g�b�_���w�e�e�b�i�k�Z��
�i�j�b���i�h�k�l�j�h�_�g�b�b���Z�d�k�h�g�h�f�_�l�j�b�q�_�k�d�h�]�h���b�a�h�[�j�Z�`�_�g�b�y���d�j�m�]�e�h�c���^�_�l�Z�e�b[1]. 

�I�h�k�l�j�h�_�g�b�_���i�j�h�_�d�p�b�b���d�j�m�]�Z���± �f�_�l�h�^���H�f�Z�j�Z���O�Z�c�y�f�Z���h�q�_�g�v���i�h�e�_�a�_�g���\���i�j�h�k�l�_�c�r�_�c���b���g�Z�b�[�h�e�_�_��
�i�j�b�[�e�b�`�_�g�g�h�c�� �n�h�j�f�_�� �i�h�k�l�j�h�_�g�b�y�� �w�e�e�b�i�k�Z���� �<�� �w�l�h�f�� �k�e�m�q�Z�_�� �h�k�\�h�_�g�b�_�� �f�_�l�h�^�Z�� �H�f�Z�j�Z�� �O�Z�c�y�f�Z�� �b��
�b�k�i�h�e�v�a�h�\�Z�g�b�_�� �_�]�h�� �\�� �j�Z�a�^�_�e�_���©�:�d�k�h�g�h�f�_�l�j�b�q�_�k�d�b�_�� �i�j�h�_�d�p�b�b�ª�� �i�j�_�^�f�_�l�Z�� �©�G�Z�q�_�j�l�Z�l�_�e�v�g�Z�y��
�]�_�h�f�_�l�j�b�y���b���b�g�`�_�g�_�j�g�Z�y���]�j�Z�n�b�d�Z�ª���k�w�d�h�g�h�f�b�l���f�Z�k�k�m���\�j�_�f�_�g�b�� 
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�M�� �H�f�Z�j�Z�� �O�Z�c�y�f�Z�� �_�k�l�v�� �q�_�l�u�j�_�� �d�g�b�]�b�� �i�h�� �f�Z�l�_�f�Z�l�b�d�_���� �h�^�g�Z�� �b�a�� �d�h�l�h�j�u�o�� �k�h�^�_�j�`�b�l�� �k�e�_�^�m�x�s�_�_��
�h�i�b�k�Z�g�b�_�� 

  

�©�L�h�q�d�Z���:���^�Z�g�g�h�]�h���d�j�m�]�Z���^�_�e�b�l��
3
2

 �^�b�Z�]�h�g�Z�e�v�����H�<�����d�\�Z�^�j�Z�l�Z�����i�j�h�\�_�^�_�g�g�h�]�h���\�g�_���w�l�h�]�h���d�j�m�]�Z�ª�� 

�K�e�_�^�h�\�Z�l�_�e�v�g�h, OB = AB+2*AB = 3AB  
�>�h�d�Z�`�b�f�������f�u���q�_�j�l�b�f���_�^�b�g�b�q�g�m�x���h�d�j�m�`�g�h�k�l�v�����j�Z�\�g�m�x���2�$��� ���������B�l�Z�d�����2�'��� ������ 
�b���k�h�]�e�Z�k�g�h���l�_�h�j�_�f�_���I�b�n�Z�]�h�j�Z���2�%2 = OD2 + DB2.  
�W�l�h���^�Z�_�l���'�%��� ���2�.��� ���������G�Z���h�k�g�h�\�_�� 

         OB2 = 12 + 12 = 2   OB = 4142,12 �|     
�>�Z�g�g�Z�y�� �h�d�j�m�`�g�h�k�l�v�� �^�_�e�b�l�� �^�b�Z�]�h�g�Z�e�v�� �\�g�_�r�g�_�]�h�� �d�\�Z�^�j�Z�l�Z�� �g�Z�� �l�j�b�� �j�Z�\�g�u�_�� �q�Z�k�l�b�� �b�� �i�j�h�o�h�^�b�l�� �q�_�j�_�a��
�\�l�h�j�m�x���h�l�g�h�k�b�l�_�e�v�g�h���p�_�g�l�j�Z���� 

�I�h���k�e�h�\�Z�f���H�f�Z�j�Z���O�Z�c�y�f�Z������ 19428,02*
3
2

2*
3

�|� � � 
OB

OA  

�I�j�b���w�l�h�f���h�r�b�[�d�Z���������������I�h�l�h�f�m���q�l�h���H�:��� ���HD = 1 
�<�� �j�Z�a�^�_�e�_�� �Z�d�k�h�g�h�f�_�l�j�b�b�� �i�j�_�^�f�_�l�Z�� �©�G�Z�q�_�j�l�Z�l�_�e�v�g�h�c�� �]�_�h�f�_�l�j�b�b�� �b�� �b�g�`�_�g�_�j�g�h�c�� �]�j�Z�n�b�d�b�ª�� �w�l�Z��

�l�_�h�j�b�y�� �h�q�_�g�v�� �i�h�e�_�a�g�Z�� �^�e�y�� �j�b�k�h�\�Z�g�b�y�� �i�j�b�[�e�b�a�b�l�_�e�v�g�h�]�h�� �i�h�k�l�j�h�_�g�b�y�� �w�e�e�b�i�k�Z���� �G�Z�i�j�b�f�_�j���� �k�f����
�k�e�_�^�m�x�s�m�x���k�o�_�f�m�� 

 
�Q�l�h�[�u���g�Z�c�l�b���$�����^�_�e�b�f���2�%���g�Z�������q�Z�k�l�b���g�Z���]�e�Z�a���b���i�h�e�m�q�Z�_�f���������;�������K�^�_�e�Z�_�f���l�h���`�_���k�Z�f�h�_���^�e�y���2�(����

�2�)���b���2�/���b���g�Z�c�^�_�f��4,5,6. 
�L�Z�d�b�f���h�[�j�Z�a�h�f�����^�h�k�l�Z�l�h�q�g�h���k�h�_�^�b�g�b�l�v���i�_�j�_�o�h�^�g�m�x���q�Z�k�l�v���h�d�j�m�`�g�h�k�l�b���k���w�e�e�b�i�k�h�f���.�����'�����0�����1���.����
�W�l�h���w�d�h�g�h�f�b�l���f�g�h�]�h���\�j�_�f�_�g�b�����h�k�h�[�_�g�g�h���i�j�b���q�_�j�l�_�`�b���w�k�d�b�a�Z���^�_�l�Z�e�b���>��]. 

�E�B�L�?�J�:�L�M�J�: 
2. �J���O���O�h�j�m�g�h�\�����Q�b�a�f�Z���]�_�h�f�_�l�j�b�y���d�m�j�k�b�� �L�h�r�d�_�g�l�������³�M�d�b�l�m�\�q�b�´���������������]�� 
3. �B���J�Z�o�f�h�g�h�\���³�Q�b�a�f�Z�e�Z�j�g�b���q�b�a�b�r���\�Z���m�d�b�r�´���� 

 
�M�K�E�H�<�B�Y���:�K�K�H�P�B�:�L�B�<�G�H�K�L�B���B���:�E�V�L�?�J�G�:�L�B�<�G�H�K�L�B�����=�?�G�?�L�B�Q�?�K�D�B�O��

�:�E�=�?�;�J 
�F�m�f�b�g�h�\���M���J�� 

 �N�_�j�=�M�����N�_�j�]�Z�g�Z�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 
�<���i�h�i�m�e�y�p�b�h�g�g�u�c���]�_�g�_�l�b�d�_���q�Z�k�l�h���l�h�q�d�b���k�b�f�i�e�_�d�k�Z�� 
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�j�Z�k�k�f�Z�l�j�b�\�Z�_�l�k�y�� �d�Z�d�� �k�h�k�l�h�y�g�b�_�� �g�_�d�h�l�h�j�h�c�� �[�b�h�e�h�]�b�q�_�k�d�h�c�� �k�b�k�l�_�f�u���� �I�m�k�l�v�� �g�Z�[�h�j�� �q�b�k�_�e����

�^ �`, , , , 1,ij kP i j k m�  �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�l���m�k�e�h�\�b�y�f 
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, , 0ij k ji kP P�  � t �b��
1

1
m
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x
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� �¦ .       (1) 

�L�h�]�^�Z�� �w�\�h�e�x�p�b�h�g�g�u�c�� �h�i�_�j�Z�l�h�j��1 1: m mV S S� � � ��o  �h�i�j�_�^�_�e�y�_�l�� �a�Z�d�h�g�� �� �w�\�h�e�x�p�b�b�� �k�b�k�l�_�f�u�� �i�h��
�n�h�j�f�m�e�Z�f�� 

'
,

, 1

, 1, ,
m

k ij k i j
i j

x P x x k m
� 

�  �  �¦        (2) 

�]�^�_�� �� ��' '
1( ) ,..., ,mV x x x�  �l���_������ �_�k�e�b���� ��1,..., mx x x�  �^�Z�g�g�h�_�� �k�h�k�l�h�y�g�b�_�� �k�b�k�l�_�f�u���� �l�h���� ��' '

1( ) ,..., mV x x x�  

�k�e�_�^�m�x�s�_�_���k�h�k�l�h�y�g�b�_���k�b�k�l�_�f�u�����H�q�_�\�b�^�g�h�����j�Z�\�_�g�k�l�\�h�� 

�� ��1
( ) ( )

4
x y V x y V x y� �� �� ��       (3) 

�h�i�j�_�^�_�e�y�_�l�� �a�Z�d�h�g�� �m�f�g�h�`�_�g�b�y���� �K�e�_�^�h�\�Z�l�_�e�v�g�h���� �i�h�e�m�q�Z�_�f�� �]�_�g�_�l�b�q�_�k�d�m�x�� �Z�e�]�_�[�j�m���� �H�q�_�\�b�^�g�h����
�]�_�g�_�l�b�q�_�k�d�b�_�� �Z�e�]�_�[�j�u�� �\�� �k�b�e�m�� �k�b�f�f�_�l�j�b�b��, ,ij k ji kP P�  �y�\�e�y�x�l�k�y�� �d�h�f�f�m�l�Z�l�b�\�g�u�f���� �I�j�_�^�k�l�Z�\�e�y�_�l��

�b�g�l�_�j�_�k�� �g�Z�o�h�`�^�_�g�b�y�� �m�k�e�h�\�b�c�� �i�j�b�� �d�h�l�h�j�u�o�� �]�_�g�_�l�b�q�_�k�d�Z�y�� �Z�e�]�_�[�j�Z�� �y�\�e�y�_�l�k�y�� �Z�k�k�h�p�b�Z�l�b�\�g�h�c����
�Z�e�v�l�_�j�g�Z�l�b�\�g�h�c���b���l���^���� 

�L�_�h�j�_�f�Z���� �=�_�g�_�l�b�q�_�k�d�Z�y���Z�e�]�_�[�j�Z���\�k�_�]�^�Z���^�b�k�l�j�b�[�m�l�b�\�g�Z���h�l�g�h�k�b�l�_�e�v�g�h���\�_�d�l�h�j�g�u�o���h�i�_�j�Z�p�b�c���b��
�m�f�g�h�`�_�g�b�y���������� 

�L�_�h�j�_�f�Z������ �?�k�e�b���m�k�e�h�\�b�_����, , ,
, 1 1 1

0, 1,
n m m

ij k j fq i f q i fq j f q
i j fq fq

p z p x y x p y z k m
� � � 
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�^�e�y���\�k�_�o������ 1, , ,mx y z S ���•  �l�h���]�_�g�_�l�b�q�_�k�d�Z�y�����Z�e�]�_�[�j�Z���� ��,nR  �y�\�e�y�_�l�k�y���Z�k�k�h�p�b�Z�l�b�\�g�h�c���Z�e�]�_�[�j�h�c���� 

�L�_�h�j�_�f�Z���� �?�k�e�b�� �m�k�e�h�\�b�_�� ��, , ,
, 1 1 1

0, 1,
n n n

ij k j fq i f q i fq j f q
i j fq fq

p y p x x x p x y k n
� � � 

� § � ·
�� � � � ¨ � ¸

� © � ¹
�¦ �¦ �¦  �\�u�i�h�e�g�_�g�h��

�l�h�� �]�_�g�_�l�b�q�_�k�d�Z�y�� �� �Z�e�]�_�[�j�Z�� ���� ��,nR  �k�l�Z�g�h�\�b�l�k�y�� �Z�e�v�l�_�j�g�Z�l�b�\�g�h�c�� �Z�e�]�_�[�j�h�c���� �G�Z�f�b�� �i�h�e�m�q�_�g�h�� �i�h�e�g�h�_��

�h�i�b�k�Z�g�b�_���w�l�b�o���m�k�e�h�\�b�c���\���k�e�m�q�Z�_���f�Z�e�u�o���j�Z�a�f�_�j�g�h�k�l�_�c�� 

�I�m�k�l�v���^ �`1 2,e e �[�Z�a�b�k�� �\���� ��,nR  �b�� 1 1 2 2x e e� O � O�  � �, 1 1 2 2y e e� P � P�  � ����� �]�^�_�� �� �� �� ��1 21,0 , 0,1e e�  �  �b��

1 2 1 2, , , .R�O �O �P �P�•  

�F�g�h�`�_�k�l�\�h�� �w�e�_�f�_�g�l�h�\���� �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�b�o�� �j�Z�\�_�g�k�l�\�m�� ��2x tx� ���� �]�^�_�� 1 1 2 2x e e� O � O�  � � �y�\�e�y�_�l�k�y��

�h�^�g�h�f�_�j�g�h�c�� �i�h�^�Z�e�]�_�[�j�h�c���� �H�l�k�x�^�Z�� �i�h�e�m�q�b�f�� �k�e�_�^�m�x�s�_�_�� �j�Z�\�_�g�k�l�\�h����

�� �� �� �� �� �� �� �� �� ���� ��2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 1 2 22 1 2 1 1e e a b c e a b c e t e t e�O �O �O �O �O �O �O �O �O �O �O �O�� � �� �� �� �� �� �� �� �� � �� . 

�H�l�k�x�^�Z�� 

�� �� �� �� �� ��

2 2
1 1 2 2 1

2 2
1 1 2 2 2

2

1 2 1 1 .

a b c t

a b c t

�O �O �O �O �O

�O �O �O �O �O

�­ �� �� � �°
�®

�� �� �� �� �� � �°�¯
 

�J�_�r�Z�y�� �w�l�m�� �k�b�k�l�_�f�m�� �h�l�g�h�k�b�l�_�e�v�g�h�� ��1�O �b�� 2�O���� �i�h�e�m�q�Z�_�f�� �l�j�b�� �j�Z�a�e�b�q�g�u�o�� �d�e�Z�k�k�h�\�� �i�Z�j�Z�f�_�l�j�b�q�_�k�d�b�o��

�h�^�g�h�f�_�j�g�u�o���i�h�^�Z�e�]�_�[�j����A x� . 

�E�B�L�?�J�:�L�M�J�: 
1. �=�Z�g�b�o�h�^�`�Z�_�\�� �J���G�� �B�k�k�e�_�^�h�\�Z�g�b�y�� �i�h���l�_�h�j�b�b�� �d�\�Z�^�j�Z�l�b�q�g�u�o�� �k�l�h�o�Z�k�l�b�q�_�k�d�b�o�� �h�i�_�j�Z�l�h�j�h�\����
�>�b�k�k�����g�Z���k�h�b�k�����m�q�����k�l�����^�h�d�l�����g�Z�m�d�����L�Z�r�d�_�g�l�������������� 
2. �=�Z�g�l�f�Z�o�_�j���N���J�� �L�_�h�j�b�y���f�Z�l�j�b�p�����©�G�Z�m�d�Z�ª �����F����������67. 

 
�<�?�S�?�K�L�<�?�G�G�U�? �L-�N�:�D�L�H�J�U�� 

�J�Z�o�b�f�h�\ �:���:���� �J�b�a�h�_�\ �M���J�� 
�G�Z�p�b�h�g�Z�e�v�g�u�c �m�g�b�\�_�j�k�b�l�_�l �M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g�Z �b�f���F���M�e�m�]�[�_�d�Z, �L�Z�r�d�_�g�l�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 

rakhimov@ktu.edu.tr, umidjonrizoev55@gmail.com 
�L-�]�j�m�i�i�u�� �\�i�_�j�\�u�_�� �[�u�e�b�� �j�Z�k�k�f�h�l�j�_�g�u�� �\�� �j�Z�[�h�l�_�� �>���D�Z�`�^�Z�g�Z��[1]. �<�� �g�Z�q�Z�e�_�� ��������-�o �]�h�^�h�\�� �\��

�j�Z�[�h�l�_�� �:���D�h�g�g�Z�� �b�� �<���>�`�h�g�k�Z��[2] �j�Z�k�k�f�h�l�j�_�g�u�� �h�i�_�j�Z�l�h�j�g�u�_�� �Z�g�Z�e�h�]�b�� �L-�]�j�m�i�i�� �l���_�� �n�Z�d�l�h�j�u �k�h 
�k�\�h�c�k�l�\�h�f �L�� 
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�I�m�k�l�v G - �e�h�d�Z�e�v�g�h �d�h�f�i�Z�d�l�g�Z�y �]�j�m�i�i�Z�� �>�m�Z�e�v�g�u�f �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f �]�j�m�i�i�u G 
�g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y �f�g�h�`�_�k�l�\�h �m�g�b�l�Z�j�g�u�o �g�_�i�j�b�\�h�^�b�f�u�o �i�j�_�^�k�l�Z�\�e�_�g�b�c �w�l�h�c �]�j�m�i�i�u �k �h�i�j�_�^�_�e�_�g�g�h�c��
�l�h�i�h�e�h�]�b�_�c���� �H�i�b�r�_�f�� �w�l�m�� �l�h�i�h�e�h�]�b�x���� �I�m�k�l�v�� �^�Z�g�h�� �i�j�_�^�k�l�Z�\�e�_�g�b�_���Á : g �:�� T (g���� �\ �e�b�g�_�c�g�h�f 
�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�_ L. �I�m�k�l�v �0 > 0 �b �\�u�[�_�j�_�f �\�_�d�l�h�j �� �Ð L, �d�h�f�i�Z�d�l K �? �Á. �K�d�Z�`�_�f���� �q�l�h��
�i�j�_�^�k�l�Z�\�e�_�g�b�_��g �:�� T �‰(g�����^�_�c�k�l�\�m�x�s�_�_���\���i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�_��L�‰ �e�_�`�b�l���\����������K, �0) - �h�d�j�_�k�l�g�h�k�l�b T (g), 
�_�k�e�b �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l �\�_�d�l�h�j �� �Ð L�‰ �l�Z�d�h�c�� �q�l�h 

�+�:�6�:�C�;�æ�á�æ�; 
F�:�6�¡�:�C�;�ß�á�ß�;�+
O�Ý���������������������������������Ê�C�Ð�- �ä 

�H�[�h�a�g�Z�q�b�f  �q�_�j�_�a G�Ö  �f�g�h�` �_�k�l�\�h �\�k�_�o �m�g�b�l�Z�j�g�u�o �i�j�_�^�k�l�Z�\�e�_�g�b�c �k �l�Z�d�h�c �` �_ �l�h�i�h�e�h�]�b�_�c��  
�H�i�j�_�^�_�e�_�g�b�_�� ������[1]. �=�h�\�h�j�y�l���� �q�l�h�� �]�j�m�i�i�Z��G �h�[�e�Z�^�Z�_�l�� �k�\�h�c�k�l�\�h�f�� �L���� �_�k�e�b�� �l�j�b�\�b�Z�e�v�g�h�_ 

�i�j�_�^�k�l�Z�\�e�_�g�b�_ �y�\�e�y�_�l�k�y �h�l�d�j�u�l�u�f �f�g�h�` �_�k�l�\�h�f �\ G�Ö��. 
�I�m�k�l�v��H - ���d�h�f�i�e�_�d�k�g�h�_���� �=�b�e�v�[�_�j�l�h�\�h�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h����B(H) - * -�Z�e�]�_�[�j�Z�� �\�k�_�o��

�h�]�j�Z�g�b�q�_�g�g�u�o�� �e�b�g�_�c�g�u�o�� �h�i�_�j�Z�l�h�j�h�\���� �^�_�c�k�l�\�m�x�s�b�o�� �\��H���� �K�e�Z�[�h�� �a�Z�f�d�g�m�l�Z�y�� �
-�i�h�^�Z�e�]�_�[�j�Z M �? 
B(H), �k�h�^�_�j�`�Z�s�Z�y �_�^�b�g�b�p�m 1I, �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y W*-�Z�e�]�_�[�j�h�c. �G�Z�i�h�f�g�b�f�� �q�l�h �i�h�e�h�`�b�l�_�e�v�g�u�c 
�e�b�g�_�c�g�u�c �n�m�g�d�p�b�h�g�Z�e �2  �g�Z  M  �k  �2 (x�T�Û) = �2 (�T�Û�T) (�Êx  �Ð M ) �b      �2 (1I) = 1 �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y �g�h�j�f�Z�e�v�g�u�f  
�k�e�_�^�h�f  �g�Z W*-�Z�e�]�_�[�j�_ M . �I �m�k�l�v M�×  - �Z�e�]�_�[�j�Z�� �k�h�i�j�y�`�_�g�g�Z�y 
�d���Z�e�]�_�[�j�_��M �����l���_�����h�g�Z���k�h�\�i�Z�^�Z�_�l���k��M  �d�Z�d���d�h�e�v�p�h�����Z���h�i�_�j�Z�p�b�y�����������[) = ���[�����a�Z�f�_�g�y�_�l�k�y �g�Z�����������[) = �ã�§x   
�����Ð C, x �Ð M.  �=�b�e�v�[�_�j�l�h�\�u�f���0��-�[�b�f�h�^�m�e�_�f���g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y���]�b�e�v�[�_�j�l�h�\�h �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h H, �\ �d�h�l�h�j�h�f 
�^�_�c�k�l�\�m�_�l �g�h�j�f�Z�e�v�g�u�_ �i�j�_�^�k�l�Z�\�e�_�g�b�y �! �b �!�Û �Z�e�]�_�[�j M 
�b M�× , �k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�_�g�g�h, �i�j�b�q�_�f  �h�[�j�Z�a�u �w�l�b�o �i�j�_�^�k�l�Z�\�e�_�g�b�c �d�h�f�f�m�l�b�j�m�x�l. M -�[�b�f�h� �̂m�e�v 
(�+���� �!���� �!�Û) �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y���l�j�b�\�b�Z�e�v�g�u�f���� �_�k�e�b���!��- �l�h�q�g�h�_�� �i�j�_�^�k�l�Z�\�e�_�g�b�_���� �h�[�e�Z�^�Z�x�s�_�_�� �p�b�d�e�b�q�_�k�d�b�f 
�p�_�g�l�j�Z�e�v�g�u�f �\�_�d�l�h�j�h�f �����Ð��H, �l���_�� �e�b�g�_�c�g�h�_ �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h �!(M )�� �i�e�h�l�g�h �\��H  �b���!(x)����= �!�Û(x�Û)��,  
x  �Ð  M �����G�_�l�j�m�^�g�h���i�j�h�\�_�j�b�l�v�����q�l�h���\���w�l�h�f���k�e�m�q�Z�_���n�m�g�d�p�b�h�g�Z�e �Ë(x) = (�!(x)���� ��) (x���Ð M ) �y�\�e�y�_�l�k�y 
�l�h�q�g�u�f �g�h�j�f�Z�e�v�g�u�f �d�h�g�_�q�g�u�f �k�e�_�^�h�f �g�Z M . 

�L�Z�d�b�f�� �h�[�j�Z�a�h�f���� �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l�� �_�^�b�g�k�l�\�_�g�g�u�c���� �k�� �l�h�q�g�h�k�l�v�x�� �^�h�� �m�g�b�l�Z�j�g�h�c�� �w�d�\�b�\�Z�e�_�g�l�g�h�k�l�b�� 
�l�j�b�\�b�Z�e�v�g�u�c M -�[�b�f�h�^�m�e�v 

�E�@�Æ
L �:�*�4�á�é�4�á�é�4
�Û�; 

�a�Z�^�Z�\�Z�_�f�u�c �d�Z�d 
�*�4 
L �.�6�:�/ �á�ì�;�á �é�4�:�T�; 
L �T�á���������é�4

�Û�:�T�; 
L �,�T�,�á �T�Ð�/  
�]�^�_ J - �m�g�b�l�Z�j�g�Z�y �b�g�\�h�e�x�p�b�y �\ L2(M, �2 ), �k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�m�x�s�Z�y �k�e�_�^�m �2. 

�G�Z �f�g�h�`�_�k�l�\�_ �d�e�Z�k�k�h�\ �m�g�b�l�Z�j�g�u�o �w�d�\�b�\�Z�e�_�g�l�g�h�k�l�b M -�[�b�f�h�^�m�e�_�c �f�h�`�g�h �\�\�_�k�l�b �l�h�i�h�e�h�]�b�x��  
�_�k�e�b  �h�i�j�_�^�_�e�b�l�v  �^�e�y  �d�Z�`�^�h�]�h M -�[�b�f�h� �̂m�e�y   �:�*�4�á�é�4�á�é�4

�Û�;    �i�j�_�^�[�Z�a�m  �_�]�h�� �k�b�k�l�_�f�u �h�d�j�_�k�l�g�h�k�l�_�c�� 
 

U (�0�� �����[1,...,xn, y1,...,yn)   =   �P
�:�- �á�ê�á�ê�Û�;�ã���������Ì�å�Ð�- �á

���:�ê�:�T�Ü�;�ê�Û�:�U�Ü�;�å�á�å�; 
F �:�é�:�T�Ü�;�é�Û�:�U�Ü�;�æ�á�æ�;�� 
O�Ý�á
�s
Q�E�á�������F
Q�J�á�������Ê�Ý
P�r�á���������æ�Ð�* �á�������T�Ü���á�U�Ü�Ð�/

�Q 

�H�i�j�_�^�_�e�_�g�b�_�� ������[2]. �=�h�\�h�j�y�l���� �q�l�h�� �Z�e�]�_�[�j�Z��M �h�[�e�Z�^�Z�_�l���k�\�h�c�k�l�\�h�f���L���� �_�k�e�b�� �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l��
�h�d�j�_�k�l�g�h�k�l�v��U �l�j�b�\�b�Z�e�v�g�h�]�h��M -�[�b�f�h�^�m�e�y���E�@�Æ �l�Z�d�Z�y�����q�l�h���\�k�_��M -�[�b�f�h�^�m�e�y���b�a��U �k�h�^�_�j�`�Z�l �E�@�Æ �\ 
�d�Z�q�_�k�l�\�_ �i�j�y�f�h�]�h �k�e�Z�]�Z�_�f�h�]�h�� 
�<�_�s�_�k�l�\�_�g�g�Z�y * -�i�h�^�Z�e�]�_�[�j�Z R�?B(H���� �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y���\�_�s�_�k�l�\�_�g�g�h�c W*-�Z�e�]�_�[�j�h�c, �_�k�e�b �h�g�Z �k�e�Z�[�Z 
�a�Z�f�d�g�m�l�Z �b R�êiR = {0}, 1�ÐR. �:�g�Z�e�h�]�b�q�g�h �h�i�j�_�^�_�e�y�_�l�k�y �i�h�g�y�l�b�_   �k�\�h�c�k�l�\�h �L �^�e�y �\�_�s�_�k�l�\�_�g�g�u�o 
W*-�Z�e�]�_�[�j�� �;�m�^�_�f �]�h�\�h�j�b�l�v�� �q�l�h R-�[�b�f�h�^�m�e�v (H, �!�� �!�Û) �k�e�Z�[�h �k�h�^�_�j�`�b�l �l�j�b�\�b�Z�e�v�g�u�c R-
�[�b�f�h�^�m�e�v�� �_�k�e�b �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l �g�Z�i�j�Z�\�e�_�g�g�h�k�l�v���^���.}  �\�_�d�l�h�j�h�\ �b�a H �l�Z�d�Z�y�� �q�l�h 
 �Ž�‹�•

��
�:�é�:�T�;�é�Û�:�š�;�æ�� �á�æ�� �; 
L �R�:�š�T�Û�;�á           x �Ð R. 

�H�k�g�h�\�g�u�f �j�_�a�m�e�v�l�Z�l�h�f �j�Z�[�h�l�u �y�\�e�y�_�l�k�y �k�e�_�^�m�x�s�Z�y �l�_�h�j�_�f�Z�� 
�L�_�h�j�_�f�Z�����I�m�k�l�v��R - �\�_�s�_�k�l�\�_�g�g�u�c�� �n�Z�d�l�h�j�� �l�b�i�Z�� �,�,1���� �L�h�]�^�Z�� �k�e�_�^�m�x�s�b�_�� �m�k�e�h�\�b�y��

�w�d�\�b�\�Z�e�_�g�l�g�u�� 
1. R �h�[�e�Z�^�Z�_�l �k�\�h�c�k�l�\�h�f �L�� 
2. �d�Z�`�^�Z�y R-�[�b�f�h�^�m�e�v�� �k�e�Z�[�Z �k�h�^�_�j�`�Z�s�Z�y �l�j�b�\�b�Z�e�v�g�u�c�� �k�h�^�_�j�`�b�l �_�_ �k�b�e�v�g�h�� �l���_�� �\ 
�d�Z�q�_�k�l�\�_ �i�j�y�f�h�]�h �k�e�Z�]�Z�_�f�h�]�h�� 

�E�B�L�?�J�:�L�M�J�: 
1. �D�Z�`�^�Z�g�� �>���:���� �H�� �k�\�y�a�b�� �^�m�Z�e�v�g�h�]�h�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z�� �]�j�m�i�i�u�� �k�h�� �k�l�j�h�_�g�b�_�f�� �_�z�� �a�Z�f�d�g�m �l�u�o��
�i�h�^�]�j�m�i�i�����N�m�g�d�p�b�h�g�Z�e�v�g�u�c���Z�g�Z�e�b�a���b���_�]�h���i�j�b�e�h�`�_�g�b�y�����1�������<�u�i������������������������- 74. 
2. Connes A., Jones V. Property T for von Neumann algebras. Bull. London Math. Soc. 17, 
1985, 57-62. 

 



128 

�H���K�E�:�;�H���I�H�Q�L�B���K�H�<�?�J�R�?�G�G�U�O���H�L�H�;�J�:�@�?�G�B�Y�O��
�K�M�I�?�J�I�:�J�:�D�H�F�I�:�D�L�G�U�O���I�J�H�K�L�J�:�G�K�L�< 

�L�b�e�e�Z�[�Z�_�\���B���G�� 
�G�Z�f�Z�g�]�Z�g�k�d�b�c���]�h�k�m�^�Z�j�k�l�\�_�g�g�u�c���m�g�b�\�_�j�k�b�l�_�l�����G�Z�f�Z�g�]�Z�g�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 

 �<�k�x�^�m�� �g�b�`�_�� �i�h�^�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f�� �i�h�g�b�f�Z�_�l�k�y�� �l�h�i�h�e�h�]�b�q�_�k�d�h�_�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h������
 �N�j�h�e�b�d�h�f��[1]  �b�� �;�m�j�[�Z�d�b��[2]  �^�h�d�Z�a�Z�g�h�� �\�Z�`�g�h�_�� �m�l�\�_�j�`�^�_�g�b�_���� �d�h�l�h�j�h�_�� �^�_�f�h�g�k�l�j�b�j�m�_�l���� �q�l�h��
�k�h�\�_�j�r�_�g�g�u�_�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�y���k�j�_�^�b���\�k�_�o���g�_�i�j�_�j�u�\�g�u�o�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c�� �b�]�j�Z�x�l�� �j�h�e�v�����k�o�h�^�g�m�x�� �k�� �j�h�e�v�x��
�[�b�d�h�f�i�Z�d�l�h�\�� �k�j�_�^�b�� �\�k�_�o�� �l�h�i�h�e�h�]�b�q�_�k�d�b�o�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\���� �� �G�Z�i�h�f�g�b�f��[3] ���� �q�l�h�� �g�_�i�j�_�j�u�\�g�h�_��

�h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_��:f X Y�o  �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y�� �k�h�\�_�j�r�_�g�g�u�f���� �_�k�e�b���O �± �o�Z�m�k�^�h�j�n�h�\�h�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h����f  - 

�a�Z�f�d�g�m�l�h�_�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_�� �b�� �\�k�_�� �i�j�h�h�[�j�Z�a�u��1f y��  �l�h�q�_�d��y Y�•  �y�\�e�y�x�l�k�y�� �[�b�d�h�f�i�Z�d�l�g�u�f�b��
�i�h�^�f�g�h�`�_�k�l�\�Z�f�b���\���O�����I�h�f�b�f�h���k�h�\�_�j�r�_�g�g�u�o���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c���j�Z�k�k�f�Z�l�j�b�\�Z�_�l�k�y���b���[�h�e�_�_���r�b�j�h�d�b�c���d�e�Z�k�k��
�i�h�q�l�b���k�h�\�_�j�r�_�g�g�u�o��[3]  �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c�����d�h�l�h�j�u�_���h�i�j�_�^�_�e�y�x�l�k�y���k�e�_�^�m�x�s�b�f���h�[�j�Z�a�h�f�� 

 �H�i�j�_�^�_�e�_�g�b�_�� ������ �G�_�i�j�_�j�u�\�g�h�_�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_��:f X Y�o  �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y�� �i�h�q�l�b�� �k�h�\�_�j�r�_�g�g�u�f����

�_�k�e�b��f  �a�Z�f�d�g�m�l�h���b���\�k�_���i�j�h�h�[�j�Z�a�u��1f y��  �l�h�q�_�d��y Y�• - �[�b�d�h�f�i�Z�d�l�g�u�_���i�h�^�f�g�h�`�_�k�l�\�Z���i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z��
�O.  
�K�e�_�^�h�\�Z�l�_�e�v�g�h���� �k�h�\�_�j�r�_�g�g�u�_���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�y���± �w�l�h�� �\�� �l�h�q�g�h�k�l�b�� �i�h�q�l�b�� �k�h�\�_�j�r�_�g�g�u�_�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�y����
�h�i�j�_�^�_�e�_�g�g�u�_���g�Z���o�Z�m�k�^�h�j�n�h�\�u�o���i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z�o�� 
 �H�i�j�_�^�_�e�_�g�b�_������ �Z�����h�l�d�j�u�l�h�_���i�h�d�j�u�l�b�_���i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z���O �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y���d�h�g�_�q�g�h�d�h�f�i�h�g�_�g�l�g�u�f����
�_�k�e�b���\�k�_���_�]�h���d�h�f�i�h�g�_�g�l�u���k�p�_�i�e�_�g�g�h�k�l�b���d�h�g�_�q�g�u���� 
�[���� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h���O �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y�� �k�m�i�_�j�i�Z�j�Z�d�h�f�i�Z�d�l�g�u�f�� �>���@���� �_�k�e�b�� �\�� �e�x�[�h�_�� �_�]�h�� �h�l�d�j�u�l�h�_�� �i�h�d�j�u�l�b�_��
�f�h�`�g�h���\�i�b�k�Z�l�v���d�h�g�_�q�g�h�d�h�f�i�h�g�_�g�l�g�h�_���i�h�d�j�u�l�b�_���� 

�H�i�j�_�^�_�e�_�g�b�_�� ���� �Z���� �G�_�i�j�_�j�u�\�g�h�_�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_��:f X Y�o  �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y�� �k�e�Z�[�h�� �k�h�\�_�j�r�_�g�g�u�f����

�_�k�e�b���O �± �o�Z�m�k�^�h�j�n�h�\�h�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h����f  - �a�Z�f�d�g�m�l�h�_�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_�� �b�� �\�k�_�� �i�j�h�h�[�j�Z�a�u��1f y��  �l�h�q�_�d��

y Y�•  �y�\�e�y�x�l�k�y�� ���H-�K��-�d�h�g�_�q�g�u�f�b�� �\���O���� �� �[���� �G�_�i�j�_�j�u�\�g�h�_�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_��:f X Y�o  �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y��

�k�e�Z�[�h���i�h�q�l�b���k�h�\�_�j�r�_�g�g�u�f���� �_�k�e�b��f -  �a�Z�f�d�g�m�l�h�_���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_���b���\�k�_���i�j�h�h�[�j�Z�a�u��1f y��  �l�h�q�_�d��y Y�•  
�y�\�e�y�x�l�k�y�����H-�K��-�d�h�g�_�q�g�u�f�b���\���O.[5] 

�L�_�h�j�_�f�Z�� ���� �Z���� �?�k�e�b��:f X Y�o  -  �k�e�Z�[�h �i�h�q�l�b�� �k�h�\�_�j�r�_�g�g�h�_�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_��

�k�m�i�_�j�i�Z�j�Z�d�h�f�i�Z�d�l�g�h�]�h�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z���O �\�� 1T -�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z�� ��Y ���� �l�h�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_��f  - �i�h�q�l�b��

�k�h�\�_�j�r�_�g�g�h���� �� �� �[���� �?�k�e�b��:f X Y�o  -  �k�e�Z�[�h�� �k�h�\�_�j�r�_�g�g�h�_�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_�� �k�m�i�_�j�i�Z�j�Z�d�h�f�i�Z�d�l�g�h�]�h��

�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z���O �\�� 1T -�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z����Y �����l�h���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_��f  - �k�h�\�_�j�r�_�g�g�h�� 

�L�_�h�j�_�f�Z������ �?�k�e�b��:f X Y�o  �_�k�l�v���k�e�Z�[�h���i�h�q�l�b �k�h�\�_�j�r�_�g�g�h�_���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_���i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z���O �g�Z��

�k�m�i�_�j�i�Z�j�Z�d�h�f�i�Z�d�l�g�h�_�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h��Y  �b�� :g Y Z�o  �_�k�l�v�� �k�e�Z�[�h�� �i�h�q�l�b�� �k�h�\�_�j�r�_�g�g�h�_�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_��

�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z��Y �g�Z�� 1T -�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h��Z ���� �l�h�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_�� :g f X Z�M� �˜ �o  �k�e�Z�[�h�� �i�h�q�l�b��

�k�h�\�_�j�r�_�g�g�h�� 
�K�e�_�^�k�l�\�b�_�� ���� �?�k�e�b��f  �_�k�l�v�� �k�e�Z�[�h�� �k�h�\�_�j�r�_�g�g�h�_�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_�� �k�m�i�_�j�i�Z�j�Z�d�h�f�i�Z�d�l�g�h�]�h��

�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z���O �g�Z��1T -�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h��Y �����l�h���^�e�y���d�Z�`�^�h�]�h���[�b�d�h�f�i�Z�d�l�g�h�]�h���i�h�^�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z��B Y�•  �_�]�h��
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�K�<�H�C�K�L�<�:���L�B�I�:���I�J�H�>�M�D�L�B�<�G�H�K�L�B 
�O�h�^�`�Z�f�m�j�Z�l�h�\�Z���B���:�� 

�G�Z�p�b�h�g�Z�e�v�g�u�c���m�g�b�\�_�j�k�b�l�_�l���M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g�Z���b�f�_�g�b���F�b�j�a�h���M�e�m�]�[�_�d�Z�����L�Z�r�d�_�g�l�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 
�D�Z�d�� �h�[�u�q�g�h���� �\�k�x�^�m�� �h�i�j�_�^�_�e�_�g�g�Z�y�� �n�m�g�d�p�b�y���� �^�_�c�k�l�\�m�x�s�Z�y�� �b�a�� �f�g�h�`�_�k�l�\�Z�� �g�Z�l�m�j�Z�e�v�g�u�o�� �q�b�k�_�e��

�ñ �\���ñ �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y�� �\�u�q�b�k�e�b�f�h�c���� �_�k�e�b�� �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l�� �\�u�q�b�k�e�y�x�s�b�c�� �_�_�� �Z�e�]�h�j�b�l�f�� ���>���@������ �I�h�^�f�g�h�`�_�k�l�\�h��
�Ù�C�ñ�����g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y�� �\�u�q�b�k�e�b�f�u�f�� ���\�u�q�b�k�e�b�f�h�� �i�_�j�_�q�b�k�e�b�f�u�f���� �d�h�i�_�j�_�q�b�k�e�b�f�u�f������ �_�k�e�b�� �_�]�h��
�o�Z�j�Z�d�l�_�j�b�k�l�b�q�_�k�d�Z�y�� �n�m�g�d�p�b�y�� �\�u�q�b�k�e�b�f�Z�� ���Ù �_�k�l�v�� �h�[�e�Z�k�l�v�� �a�g�Z�q�_�g�b�c�� �i�h�^�o�h�^�y�s�_�c�� �\�u�q�b�k�e�b�f�h�c��
�n�m�g�d�p�b�b�����Ù �y�\�e�y�_�l�k�y���^�h�i�h�e�g�_�g�b�_�f���\�u�q�b�k�e�b�f�h���i�_�j�_�q�b�k�e�b�f�h�]�h���f�g�h�`�_�k�l�\�Z���� 

�H�i�j�_�^�_�e�_�g�b�_�� ���� �F�g�h�`�_�k�l�\�h���Ù�C�ñ���� �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y�� �i�h�e�m�i�j�h�^�m�d�l�b�\�g�u�f���� �_�k�e�b�� �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l�� �l�Z�d�Z�y��
�\�u�q�b�k�e�b�f�Z�y�� �q�Z�k�l�b�q�g�Z�y�� �� �n�m�g�d�p�b�y���ð���� �q�l�h�� �^�e�y�� �\�k�y�d�h�]�h���9�ë �C�Ù �a�g�Z�q�_�g�b�_���ð�:�T�; �h�i�j�_�^�_�e�_�g�h�� �b���9�ë �C
�9�� �:�ë�; �C�Ù�è�9�� �:�ë�;�3�9�ë 
M�Î ���� �O�h�j�h�r�h�� �b�a�\�_�k�l�g�h���� �q�l�h�� �d�e�Z�k�k���i�h�e�m�i�j�h�^�m�d�l�b�\�g�u�o�� �f�g�h�`�_�k�l�\�� �y�\�e�y�_�l�k�y��
�k�h�[�k�l�\�_�g�g�u�f���j�Z�k�r�b�j�_�g�b�_�f���d�e�Z�k�k�Z���i�j�h�^�m�d�l�b�\�g�u�o���f�g�h�`�_�k�l�\�����>���@���� 
�D�Z�d�� �h�[�u�q�g�h���� �q�_�j�_�a���9�ë (�4�ë�á���ë���� �h�[�h�a�g�Z�q�Z�_�l�k�y�� �i�_�j�_�q�b�k�e�b�f�h�_�� �f�g�h�`�_�k�l�\�h�� ���j�Z�a�j�_�r�b�f�h�_�� �f�g�h�`�_�k�l�\�h����
�d�h�g�_�q�g�h�_���f�g�h�`�_�k�l�\�h�����k���g�h�f�_�j�h�f���T �\���i�h�k�l�h�\�k�d�h�c���g�m�f�_�j�Z�p�b�b���i�_�j�_�q�b�k�e�b�f�u�o���f�g�h�`�_�k�l�\�����d�e�b�g�b�_�\�k�d�h�c��
�g�m�f�_�j�Z�p�b�b�� �q�Z�k�l�b�q�g�u�o�� �\�u�q�b�k�e�b�f�u�o�� �n�m�g�d�p�b�c���� �k�l�Z�g�^�Z�j�l�g�h�c�� �g�m�f�_�j�Z�p�b�b�� �d�h�g�_�q�g�u�o�� �f�g�h�`�_�k�l�\������
�H�l�f�_�l�b�f���� �q�l�h�� �^�Z�e�_�d�h�� �g�_�� �^�e�y�� �\�k�y�d�h�]�h���T �n�m�g�d�p�b�y���4�ë �y�\�e�y�_�l�k�y�� �o�Z�j�Z�d�l�_�j�b�k�l�b�q�_�k�d�h�c�� �^�e�y�� �g�_�d�h�l�h�j�h�]�h��
�f�g�h�`�_�k�l�\�Z�� 

�H�i�j�_�^�_�e�_�g�b�_������ �F�g�h�`�_�k�l�\�h���Ù �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y���\�u�q�b�k�e�b�f�h-�i�j�h�^�m�d�l�b�\�g�u�f�����_�k�e�b���k�m�s�_�k�l�\�m�_�l���l�Z�d�Z�y��
�\�u�q�b�k�e�b�f�Z�y�� �q�Z�k�l�b�q�g�Z�y�� �� �n�m�g�d�p�b�y���ð���� �q�l�h�� �^�e�y�� �\�k�y�d�h�]�h�� �j�Z�a�j�_�r�b�f�h�]�h�� �f�g�h�`�_�k�l�\�Z���4�ë �C�Ù���� �a�Z�^�Z�g�g�h�]�h��
�k�\�h�b�f���o�Z�j�Z�d�l�_�j�b�k�l�b�q�_�k�d�b�f���b�g�^�_�d�k�h�f���T�����a�g�Z�q�_�g�b�_���ð�:�T�; �h�i�j�_�^�_�e�_�g�h���b���ð�:�T�; �Ð�Ù�3�4�ë. 
�N�m�g�d�p�b�x���ð �b�a���h�i�j�_�^�_�e�_�g�b�y�������g�Z�a�h�\�_�f���\�u�q�b�k�e�b�f�h-�i�j�h�^�m�d�l�b�\�g�h�c���^�e�y���Ù. 

�I�j�_�^�e�h�`�_�g�b�_������ �<�k�y�d�h�_���i�h�e�m�i�j�h�^�m�d�l�b�\�g�h�_���f�g�h�`�_�k�l�\�h���y�\�e�y�_�l�k�y���\�u�q�b�k�e�b�f�h-�i�j�h�^�m�d�l�b�\�g�u�f�� 
�I�j�_�^�e�h�`�_�g�b�_�� ���� �<�k�y�d�h�_�� �i�_�j�_�q�b�k�e�b�f�h�_�� �g�_�j�Z�a�j�_�r�b�f�h�_�� �f�g�h�`�_�k�l�\�h�� �y�\�e�y�_�l�k�y�� �\�u�q�b�k�e�b�f�h-

�i�j�h�^�m�d�l�b�\�g�u�f�� 
�K�e�_�^�k�l�\�b�_�� ���� �D�e�Z�k�k�� �\�u�q�b�k�e�b�f�h-�i�j�h�^�m�d�l�b�\�g�u�o�� �f�g�h�`�_�k�l�\�� �y�\�e�y�_�l�k�y�� �k�h�[�k�l�\�_�g�g�u�f��

�j�Z�k�r�b�j�_�g�b�_�f���d�e�Z�k�k�Z���i�h�e�m�i�j�h�^�m�d�l�b�\�g�u�o���f�g�h�`�_�k�l�\�� 
�G�Z�i�h�f�g�b�f���� �q�l�h�� �f�g�h�`�_�k�l�\�h�� �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y�� �w�n�n�_�d�l�b�\�g�h�� �[�_�k�d�h�g�_�q�g�u�f���� �_�k�e�b�� �h�g�h�� �[�_�k�d�h�g�_�q�g�h�� �b�� �g�_��
�b�f�f�m�g�g�h�� 
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�k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�_�g�g�h�� 
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F �2�N�K�@�? �'�B�B
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�k�h�[�k�l�\�_�g�g�u�_�� 
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�:�j�k�e�Z�g�h�\�Z�����D�Z�a�Z�g�k�d�h�_���f�Z�l�_�f�Z�l�b�q�_�k�d�h�_���h�[�s�_�k�l�\�h�����D�Z�a�Z�g�v�������������������������k�� 
2. �J�h�^�`�_�j�k�� �O�� �L�_�h�j�b�y�� �j�_�d�m�j�k�b�\�g�u�o�� �n�m�g�d�p�b�c�� �b�� �w�n�n�_�d�l�b�\�g�Z�y�� �\�u�q�b�k�e�b�f�h�k�l�v���� �I�_�j�_�\�h�^�� �k��
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�D�H�F�I�:�D�L�U���>�M�=�M�G�>�@�B���B���I�J�H�K�L�J�:�G�K�L�<�H���B�>�?�F�I�H�L�?�G�L�G�U�O��

�<�?�J�H�Y�L�G�H�K�L�G�U�O���F�?�J 
1 �O�h�e�l�m�j�Z�_�\��X���N������2�B�r�f�_�l�h�\���:���Y�� 

1�G�Z�p�b�h�g�Z�e�v�g�u�c���b�k�k�e�_�^�h�\�Z�l�_�e�v�k�d�b�c���m�g�b�\�_�j�k�b�l�_�l���©�L�Z�r�d�_�g�l�k�d�b�c���b�g�k�l�b�l�m�l���b�g�`�_�g�_�j�h�\���b�j�j�b�]�Z�p�b�b��
�b���f�_�o�Z�g�b�a�Z�p�b�b���k�_�e�v�k�d�h�]�h���o�h�a�y�c�k�l�\�Z�ª�����L�Z�r�d�_�g�l�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 

2�L�Z�r�d�_�g�l�k�d�b�c���Z�j�o�b�l�_�d�l�m�j�g�h-�k�l�j�h�b�l�_�e�v�g�u�c���b�g�k�l�b�l�m�l�����L�Z�r�d�_�g�l�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 
�<�� �j�Z�[�h�l�_�� �>���@�� �[�u�e�h�� �m�k�l�Z�g�h�\�e�_�g�h���� �q�l�h�� �]�j�m�i�i�Z�� �l�h�i�h�e�h�]�b�q�_�k�d�b�o�� �i�j�_�h�[�j�Z�a�h�\�Z�g�b�c�� �d�h�f�i�Z�d�la X  

�b�g�^�m�p�b�j�m�_�l�� �]�j�m�i�i�m�� �l�h�i�h�e�h�]�b�q�_�k�d�b�o�� �i�j�_�h�[�j�Z�a�h�\�Z�g�b�c�� �\�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�_��( )I X  �b�^�_�f�i�h�l�_�g�l�g�u�o��
�\�_�j�h�y�l�g�h�k�l�g�u�o���f�_�j�����I�m�k�l�v��:f X Y�o  �± �g�_�i�j�_�j�u�\�g�h�_���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_���d�h�f�i�Z�d�l�h�\����( )I X�P�• �����I�h�e�h�]�Z�y��

( )( )( ) ( )I f f�P �M �P �M� ���� �h�i�j�_�^�_�e�y�_�l�k�y�� �g�_�i�j�_�j�u�\�g�h�_�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_��( ) : ( ) ( )I f I X I Y�o ���� �?�k�e�b��
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:f X Y�o  �± �w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�h�_�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_�� �h�^�g�h�]�h��G -�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z�� �\�� �^�j�m�]�h�_���� �l�h��

( ) : ( ) ( )I f I X I Y�o  �l�Z�d�`�_���± �w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�h�_�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_��( )I G -�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�� �>���@���� �Q�_�j�_�a��( )GN e  

�h�[�h�a�g�Z�q�b�f�� �k�b�k�l�_�f�m�� �h�l�d�j�u�l�u�o�� �h�d�j�_�k�l�g�h�k�l�_�c�� �g�_�c�l�j�Z�e�v�g�h�]�h�� �w�e�_�f�_�g�l�Z��e �]�j�m�i�i�u��G  �\�� �l�h�i�h�e�h�]�b�b��
�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z��G �����I�j�b���w�l�h�f�����_�k�e�b��( )GO N e�• �����l�h�� { ( ) : }xO g x g O�  � •. 

�I�j�_�^�e�h�`�_�g�b�_�� ���� �?�k�e�b�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_��:f X Y�o  �h�l�d�j�u�l�h�� ��d -�h�l�d�j�u�l�h������ �l�h��( )I f  �l�Z�d�`�_��

�h�l�d�j�u�l�h����d -�h�l�d�j�u�l�h���� 
�E�_�f�f�Z������ �?�k�e�b�� { ; ; }L f f A�D �E�D�  �± �k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�g�Z�y���k�b�k�l�_�f�Z���g�_�i�j�_�j�u�\�g�u�o���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c���g�Z��X , 

�l�h���k�_�f�_�c�k�l�\�h��( ) { ( ); ( ); }I L I f I f A�D �E�D�  �± �l�Z�d�`�_���k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�g�Z�y���k�b�k�l�_�f�Z���g�_�i�j�_�j�u�\�g�u�o���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c��

�g�Z��( )I X . 

�E�_�f�f�Z������ �?�k�e�b��L  �h�l�d�j�u�l�Z����d -�h�l�d�j�u�l�Z�������l�h��( )I L  �h�l�d�j�u�l�Z����d -�h�l�d�j�u�l�Z���� 
�E�_�f�f�Z����. �?�k�e�b��L  �w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�Z�����l�h��( )I L  �l�Z�d�`�_���w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�Z�� 
�E�_�f�f�Z������ �?�k�e�b��L  �k�e�Z�[�h���f�m�e�v�l�b�i�e�b�d�Z�l�b�\�g�Z�����l�h��( )I L  �l�Z�d�`�_���l�Z�d�Z�y�� 
�E�_�f�f�Z������ �?�k�e�b��L  �± �P-�k�b�k�l�_�f�Z�����l�h��( )I L  �± �P-�k�b�k�l�_�f�Z�� 

�E�_�f�f�Z������ �>�e�y��od ( d )-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z��X  ( )I X  �± od ( d )-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�� 

�I�j�_�^�e�h�`�_�g�b�_�� ���� �>�e�y��d ( od )-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\��sX , s S�• ���� �k�m�f�f�Z�� ( )ss S
I X

�•
�†  �y�\�e�y�_�l�k�y��d

���k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�_�g�g�h��od )-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f�� 
�I�m�k�l�v���^�_�c�k�l�\�b�_���g�Z��X  �k�e�Z�[�h��d -�h�l�d�j�u�l�h�����k�_�f�_�c�k�l�\�h��( )GN e�•O  �l�Z�d�h�\�h�����q�l�h�� 

( )A  �^�e�y���e�x�[�u�o��O , U �•O  �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l��V �•O  �l�Z�d�h�_�����q�l�h��V O U�• ; 

( )B  �^�e�y���e�x�[�h�]�h��O�•O  �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l��U �•O  �l�Z�d�h�_�����q�l�h��2U O�•  �b�� 1U O�� �• ; 

( )C  �^�e�y���e�x�[�u�o��O�•O  �b��g G�•  �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l��V �•O  �l�Z�d�h�_�����q�l�h��1gVg O�� �• . 

�I�j�_�^�e�h�`�_�g�b�_�� ����  �I�m�k�l�v��X  �± G -�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�� �k�h�� �k�e�Z�[�h��d -�h�l�d�j�u�l�u�f�� �^�_�c�k�l�\�b�_�f����
�m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�b�f���k�e�_�^�m�x�s�_�f�m���k�\�h�c�k�l�\�m�� 

( )s  �^�e�y�� �e�x�[�u�o�� �l�h�q�d�b��x  �b�� �_�_�� �h�d�j�_�k�l�g�h�k�l�b��W  �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l�� �l�Z�d�h�_�� ���k�q�_�l�g�h�_���� �k�_�f�_�c�k�l�\�h��( )xW GN e�•O , 

�m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�_�_�� �m�k�e�h�\�b�y�f��( )A , ( )B , ( )C ���� �^�e�y�� �d�h�l�h�j�h�]�h�� �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l��xWO�•O  �b��

( , ) ( \ )OSt x X W�J �  � ‡. 

�L�h�]�^�Z�� �^�e�y�� �k�_�f�_�c�k�l�\�Z��( )I F  �w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�u�o�� �n�Z�d�l�h�j�h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c��( )I X  �k�_�f�_�c�k�l�\�h��

( ) { ( ) ( ); ( ); ( ), ( ) ( ); ( ) ( ); ( )}fhI L I f I F I p I f I h I F I f I h I F� �• �• �t  �y�\�e�y�_�l�k�y�� �k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�g�h�c�� �k�e�Z�[�h��

�f�m�e�v�l�b�i�e�b�d�Z�l�b�\�g�h�c�� �w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�h�c�� �k�b�k�l�_�f�h�c�� ���k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�_�g�g�h���P-�k�b�k�l�_�f�h�c���� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c�� �g�Z��
( )I X . 

�K�\�h�c�k�l�\�h�����V�����j�Z�k�k�f�Z�l�j�b�\�Z�_�l�k�y���k���m�k�e�h�\�b�_�f���k�q�_�l�g�h�k�l�b�� 
�L�_�h�j�_�f�Z�� ���� �I�m�k�l�v��X  �± G -�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f�� �k�� �h�l�d�j�u�l�u�f�� �^�_�c�k�l�\�b�_�f���� �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�b�f�� ���V������

�L�h�]�^�Z��( )I X  �± od -�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�� �k�� �k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�g�h�c�� �k�e�Z�[�h�� �f�m�e�v�l�b�i�e�b�d�Z�l�b�\�g�h�c�� �w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�h�c��
�h�l�d�j�u�l�h�c���P-�k�b�k�l�_�f�h�c���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c�����?�k�e�b���i�j�b���w�l�h�f��X  �± �d�h�f�i�Z�d�l�����l�h��( )I X  �± �d�h�f�i�Z�d�l���>�m�]�m�g�^�`�b�� 
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1. Kh.Kholturaev and Kh.Kurbanov, Equivalence of spaces of idempotent probability measures, 
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�>�m�]�m�g�^�`�b�����F�Z�l�_�f�����k�[�������������������l�h�f�������������‹  1, 103-128. 
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( )B H   �± H  �=�b�e�v�[�_�j�l�� �n�Z�a�h�k�b�^�Z�� �Z�g�b���e�Z�g�]�Z�g�� �q�b�a�b���e�b�� �q�_�]�Z�j�Z�e�Z�g�]�Z�g�� �h�i�_�j�Z�l�h�j�e�Z�j�� �Z�e�]�_�[�j�Z�k�b��
�[�†�e�k�b�g���\�Z��1  �± ( )B H  �g�b�g�]���[�b�j�e�b�d���w�e�_�f�_�g�l�b���\�Z��M  �± ( )B H  �g�b�g�]���
-���b�k�f���Z�e�]�_�[�j�Z�k�b���[�†�e�k�b�g���� 
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={ ( ) : = , }M a B H ba ab b M�c �• �� �•  
�l�†�i�e�Z�f��M  �g�b�g�]���d�h�f�f�m�l�Z�g�l�b �^�_�c�b�e�Z�^�b���� �:�]�Z�j��= ( = ( ) )M M M M�c�c �c�c �c �c �[�†�e�k�Z���� �m�� ���h�e�^�Z��M  �± �n�h�g��
�G�_�c�f�Z�g�� �Z�e�]�_�[�j�Z�k�b���^�_�c�b�e�Z�^�b���� �F�Z�t�e�m�f�d�b���� �[�b�d�h�f�f�m�l�Z�g�l�� �l�_�h�j�_�f�Z�k�b�]�Z�� �d�†�j�Z���� ��M  �± �n�h�g�� �G�_�c�f�Z�g��
�Z�e�]�_�[�j�Z�k�b�� �[�†�e�b�r�b�� �m�q�m�g��M  �± W*-�Z�e�]�_�[�j�Z���� �y�t�g�b��M  �± �d�m�q�k�b�a�� �z�i�b���� �\�Z��M�•1  �[�†�e�b�r�b�� �a�Z�j�m�j�� �\�Z��
�_�l�Z�j�e�b����M  �g�b�g�]�� ���Z�f�f�Z�� �w�e�_�f�_�g�l�e�Z�j�b�� �[�b�e�Z�g�� �� �†�j�b�g�� �Z�e�f�Z�r�m�\�q�b��( )Z M  �l�†�i�e�Z�f�]�Z��M  �Z�e�]�_�[�j�Z�g�b�g�]��
�f�Z�j�d�Z�a�b �^�_�c�b�e�Z�^�b�����L�Z�t�j�b�n�]�Z���d�†�j�Z�� 

( ) { | , }Z M x M xy yx y M� �• � �� �• . 

M  �Z�e�]�_�[�j�Z�g�b�g�]�� ���Z�f�f�Z�� �f�Z�j�d�Z�a�b�c�� �w�e�_�f�_�g�l�e�Z�j�b���O�1̃ , �O�•  �d�†�j�b�g�b�r�^�Z�� �[�†�e�k�Z���� �m�� ���h�e�^�Z��M  

�n�Z�d�l�h�j �^�_�c�b�e�Z�^�b���� �:�]�Z�j�� : M M�D �o  �q�b�a�b���e�b�� �Z�d�k�e�Z�g�l�b�j�b�r�� �\�Z��,x y M� � � • �m�q�m�g�� * *( ) ( )x x� D � D�  

�\�Z�� ( ) ( ) ( )xy x y�D �D �D�  ���f�h�k�� �j�Z�\�b�r�^�Z��( ) ( ) ( )xy y x�D �D �D� ) �l�_�g�]�e�b�d�e�Z�j�� �[�Z�`�Z�j�b�e�k�Z���� �m�� ���h�e�^�Z�� �[�m��

�Z�d�k�e�Z�g�l�b�j�b�r�� 
* -�Z�\�l�h�f�h�j�n�b�a�f�� ���f�h�k�� �j�Z�\�b�r�^�Z�� �
-�Z�g�l�b�� �Z�\�l�h�f�h�j�n�b�a�f���� �^�_�c�b�e�Z�^�b���� �r�m�g�b�g�]�^�_�d���� �Z�]�Z�j��x M� � � • �m�q�m�g��

( ) ( ( ))x x x�D �D �D�  �  2  �l�_�g�]�e�b�d�� �†�j�b�g�e�b�� �[�†�e�k�Z���� �m�� ���h�e�^�Z�� �[�m�g�^�Z�c���D  �b�g�\�h�e�x�l�b�\���^�_�c�b�e�Z�^�b���� ���:�]�Z�j��
( )R B H�•  �± ���Z���b���b�c * -���b�k�f���Z�e�]�_�[�j�Z���[�†�e�k�Z�����m�����h�e�^�Z��R �^�Z���d�h�f�f�m�l�Z�g�l���d�h�f�i�e�_�d�k�����h�e�^�Z�]�b�]�Z���†�o�r�Z�r��

�Z�g�b���e�Z�g�Z�^�b�� �\�Z�� �[�m�g�b�g�]�� �m�q�m�g��( ) ' = ' 'R iR R iR� � � � �l�_�g�]�e�b�d�� �†�j�b�g�e�b�� �[�†�e�Z�^�b���� �:�]�Z�j��= ''R R  �[�†�e�k�Z���� �m��
���h�e�^�Z R �£�Z�™�b�™�b�c �n�h�g���G�_�c�f�Z�g���Z�e�]�_�[�j�Z�k�b���^�_�c�b�e�Z�^�b�� 

R �± ���Z���b���b�c W*-�Z�e�]�_�[�j�Z�� �[�†�e�k�b�g����R �g�b�� �†�a�b�^�Z�� �k�Z���e�h�\�q�b�� �w�g�]�� �d�b�q�b�d��W*-�Z�e�]�_�[�j�Z��( )U R , R 
�g�b�g�]���™�Z�f�j�h�\�q�b W*-�Z�e�]�_�[�j�Z�k�b���^�_�c�b�e�Z�^�b�� �M�� ���h�e�^�Z����( ) .U R R iR�  � � �;�m�g�^�Z�g�� �l�Z�r���Z�j�b���� �b�o�l�b�z�j�b�c��R 

���Z���b���b�c W*-�Z�e�]�_�[�j�Z�����Z�f�j�h�\�q�b W*-�Z�e�]�_�[�j�Z�g�b�g�]��R�D  �b�g�\�h�e�x�l�b�\�� �
-�Z�g�l�b�Z�\�l�h�f�h�j�n�b�a�f�b�g�b�����h�k�b�e 

���b�e�Z�^�b���� �y�t�g�b�� * *( )R x iy x iy�D �� � �� ���� �[�m�� �_�j�^�Z�� ( )x iy U R� � � • , ,x y R�•  �\�Z�� �Z�d�k�b�g�q�Z���� �Z�]�Z�j���� 

W*-�Z�e�]�_�[�j�Z��U  �^�Z���D-�b�g�\�h�e�x�l�b�\�� �
-�Z�g�l�b�Z�\�l�h�f�h�j�n�b�a�f�� �[�_�j�b�e�]�Z�g�� �[�†�e�k�Z���� �m�� ���h�e�^�Z��*{ : ( ) }x U x x�D� • �   
�l�†�i�e�Z�f�� ���Z���b���b�c��W*-�Z�e�]�_�[�j�Z�� �[�†�e�Z�^�b���� �:�]�Z�j��R - ���Z���b���b�c�� 
W*-�Z�e�]�_�[�j�Z�g�b�g�]�����f�Z�j�d�Z�a�b 1 { 1, }� O � O�˜ � �•  �[�b�e�Z�g���m�k�l�f�Z-�m�k�l���l�m�r�k�Z�����m�����h�e�^�Z��R �£�Z�™�b�™�b�c �n�Z�d�l�h�j��

�^�_�c�b�e�Z�^�b����R �Z�e�]�_�[�j�Z�g�b�g�]�����Z�f�j�h�\�q�b���:�
-�Z�e�]�_�[�j�Z��nI , I �f , 1II , II �f  �z�d�b��III  �l�b�i�e�b���[�†�e�k�Z�����m�����h�e�^�Z���f�h�k��

�j�Z�\�b�r�^�Z�����[�m���l�b�i�e�Z�j��R �g�b�g�]�����Z�f���l�b�i�b���[�†�e�Z�^�b�� 
�N�Z�j�Z�a�����b�e�Z�c�e�b�d����M  �± �q�_�d�e�b���n�Z�d�l�h�j�����D �± M  �Z�e�]�_�[�j�Z�g�b�g�]���b�g�\�h�e�x�l�b�\���
-�Z�g�l�b�Z�\�l�h�f�h�j�n�b�a�f�b��

�\�Z���W �± M  �Z�e�]�_�[�j�Z�^�Z�� �y�]�h�g�Z���D-�b�g�\�Z�j�b�Z�g�l�e�b�� �Z�g�b���� �g�h�j�f�Z�e�� �q�_�d�e�b�� �b�a�� �[�†�e�k�b�g����2( )L M  �h�j���Z�e�b��M  

�Z�e�]�_�[�j�Z�g�b�g�]�� * 1/
2

2( )x x x�W� � Å � Å  �g�h�j�f�Z�]�Z���g�b�k�[�Z�l�Z�g���l�†�e�^�b�j�m�\�q�b�k�b�g�b���[�_�e�]�b�e�Z�c�f�b�a���� 

�O�m�^�^�b�� �r�m�g�^�Z�c����2( , )L M �D  �h�j���Z�e�b��( , )M �D  ���Z���b���b�c�� �n�Z�d�l�h�j�g�b�g�]�� �l�†�e�^�b�j�m�\�q�b�k�b�g�b��

�[�_�e�]�b�e�Z�c�f�b�a���� �M�� ���h�e�^�Z����2( )L M  �=�b�e�v�[�_�j�l�� �n�Z�a�h�k�b�� �[�†�e�Z�^�b�� �\�Z�� �[�m�g�b�g�]�� �m�q�m�g��
2 2 2( ) ( , ) ( , )L M L M iL M� D � D�  � � �l�_�g�]�e�b�d�� �†�j�b�g�e�b���� �O�m�^�^�b�� �r�m�� �d�Z�[�b����2( ( ))B L M  �Z�e�]�_�[�j�Z��

2 2 2( ( )) ( ( , )) ( ( , ))r rB L M B L M iB L M� D � D�  � � �l�_�g�]�e�b�d�d�Z�� �w�]�Z���� ���Z�j�� �[�b�j��x M�•  �m�q�m�g�� ���m�c�b�^�Z�]�b��

�Z�d�k�e�Z�g�l�b�j�b�r�g�b�� ���Z�j�Z�c�f�b�a����( )x y xy�O � , y M� � � • . 2 2( )x y x y�O � d � ˜�Å �Å �Å �Å �Å �Å �l�_�g�]�k�b�a�b�d�d�Z�� �d�†�j�Z�����O 

�Z�d�k�e�Z�g�l�b�j�b�r��2( )L M  �^�Z�� �q�b�a�b���e�b�� �q�_�]�Z�j�Z�e�Z�g�]�Z�g�� �h�i�_�j�Z�l�h�j�� �[�†�e�Z�^�b�]�Z�g�� �y�]�h�g�Z�� �^�Z�\�h�f�]�Z�� �w�]�Z�� �\�Z�� �m�g�b�� �y�g�Z��

( )x�O  �h�j���Z�e�b���[�_�e�]�b�e�Z�c�f�b�a�����M�����h�e�^�Z����M  �Z�e�]�_�[�j�Z�g�b�g�]��2( , ( ))L M�O  �Z�g�b�����:�
-�l�Z�k�\�b�j�b�]�Z���w�]�Z���[�†�e�Z�f�b�a����

�O�m�^�^�b �r�m�g�^�Z�c����r�O �Z�d�k�e�Z�g�l�b�j�b�r�g�b��( )r x y xy�O �  ( , ( , )x y M �D� � � • ) �l�_�g�]�e�b�d���[�b�e�Z�g���Z�g�b���e�Z�[����( , )M �D  

�Z�e�]�_�[�j�Z�g�b�g�]��2( , ( , ))r L M� O � D �Z�g�b�����:�
-�l�Z�k�\�b�j�b�g�b�����h�k�b�e�����b�e�Z�f�b�a [1, 6-�[]. 

�E�b���;�b�g�]-�J�_�g�g�b�g�]�����/�L���%�L�Q�J-Ren) �b�r�b�^�Z�g�����m�c�b�^�Z�]�b���l�_�h�j�_�f�Z�g�b���b�k�[�h�l�k�b�a���d�_�e�l�b�j�Z�f�b�a��[2].  
�L�_�h�j�_�f�Z���� ([2, 250-�[�@������R ���Z���b���b�c���k�_�i�Z�j�Z�[�_�e�v���]�b�e�v�[�_�j�l���n�Z�a�h�k�b�^�Z���[�_�j�b�e�]�Z�g�����Z���b���b�c���Z�[�_�e���:�
-

�Z�e�]�_�[�j�Z���[�†�e�k�b�g����R ���m�c�b�^�Z���[�_�j�b�e�]�Z�g���Z�e�]�_�[�j�Z�e�Z�j�g�b�g�]���l�†���j�b�^�Z�g���l�†���j�b���c�b�]�b�g�^�b�k�b�]�Z���b�a�h�f�h�j�n���[�†�e�Z�^�b�� 
(i) ( , )L �Q�f �: ; 

(ii) ( , )L �Q�f �: , 

�\�Z���[�m���Z�e�]�_�[�j�Z�e�Z�j���[�b�j���[�b�j�b�]�Z���
-�b�a�h�f�h�j�n���w�f�Z�k�����[�m���_�j�^�Z���Ÿ��- �� �J�Z�^�h�g���†�e�q�h�\�e�b���]�b�i�_�j�k�l�h�m�g���d�h�f�i�Z�d�l�^�b�j���� 
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�;�m�� �_�j�^�Z��( , )L �Q�f �:  �\�Z�� ( , )L �Q�f �: [ �Z�e�]�_�[�j�Z�e�Z�j��- �Ÿ�� �^�Z�� �f�h�k�� �j�Z�\�b�r�^�Z�� �q�_�]�Z�j�Z�e�Z�g�]�Z�g�� ���Z���b���b�c��

�\�Z���d�h�f�i�e�_�d�k���� �†�e�q�h�\�e�b���n�m�g�d�p�b�y�e�Z�j���Z�e�]�_�[�j�Z�k�b�^�b�j�� 

�F�Z�t�e�m�f�d�b���� �5�� �^�Z�]�b�� �d�h�k�h�w�j�f�b�l�� �w�e�_�f�_�g�l�e�Z�j�� ���m�c�b�^�Z�]�b���^ �`*:kR x R x x� �• � ��   �l�†�i�e�Z�f�� �h�j���Z�e�b��

�[�_�e�]�b�e�Z�g�Z�^�b�� �\�Z�� �m��,x y xy yx� ª � º� ¬ � ¼�  � � �d�Z�f�f�m�l�Z�l�h�j�]�Z�� �g�b�k�[�Z�l�Z�g�� �E�b�� �Z�e�]�_�[�j�Z�k�b�� ���b�k�h�[�e�Z�g�Z�^�b���� �;�b�a��

���m�c�b�^�Z�]�b �l�_�h�j�_�f�Z�^�Z�� �Z�[�_�e�� �d�h�k�h�w�j�f�b�l�� ���b�k�f�e�b��kR  �l�†�i�e�Z�f�e�b��R �± ���Z���b���b�c�� �:�
-�Z�e�]�_�[�j�Z�g�b��

�l�Z�k�\�b�j�e�Z�c�f�b�a�����y�t�g�b�����Z�j�����Z�g�^�Z�c��, kx y R�•    �m�q�m�g��, 0x y� ª � º� ¬ � ¼�   �[�†�e�Z�^�b���� 

�L�_�h�j�_�f�Z�� ����  R �± kR  �Z�[�_�e�� �d�h�k�h�w�j�f�b�l�� �l�†�i�e�Z�f�e�b�� ���Z���b���b�c�� �:�
-�Z�e�]�_�[�j�Z�� �[�†�e�k�b�g���� �M�� ���h�e�^�Z��R 

���m�c�b�^�Z �[�_�j�b�e�]�Z�g���Z�e�]�_�[�j�Z�e�Z�j�g�b�g�]���l�†���j�b�^�Z�g���l�†���j�b���c�b�]�b�g�^�b�k�b�]�Z���b�a�h�f�h�j�n���[�†�e�Z�^�b�� 
(i) ( , )L �Q�f �: ; 

(ii) ( , )L �Q�f �: ; 

(iii) 
2 ( ) 2( )( , ) ( , )M ML L� Q � Q� f � f�: � �: �… , 

�[�m���_�j�^�Z 2( )M  �± �����î���������Z���b���b�c �f�Z�l�j�b�p�Z�e�Z�j���Z�e�]�_�[�j�Z�k�b�^�b�j���� 

 
�:�>�:�;�B�,�L�E�:�J  

1. Albeverio S., Ayupov Sh. A., Rakhimov A. A., Dadakhodjaev R. A. On Jones' Index for Real W*-
algebras. Eurasian Math. J., 1:4 (2010), 5-19 
2. Li Bing-Ren. Introduction to Operator Algebras. World Sci. Singapore., 1992. pp. 237-256. 

 
�>�B�H�N�H�G�L�H�<�:���I�J�B�;�E�B�@�?�G�B�?���K���I�J�H�K�L�U�F���Q�B�K�E�H�F�����D�<�:�>�J�:�L�:���B���.-�H�C��

�K�L�?�I�?�G�B �I�J�H�K�L�U�O���Q�B�K�?�E 
�W�j�^�h�g�h�\ �;���O�� 

�L�_�j�f�_�a�k�d�b�c �]�h�k�m�^�Z�j�k�l�\�_�g�g�u�c �m�g�b�\�_�j�k�b�l�_�l�����L�_�j�f�b�a�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 
�<�� �k�l�Z�l�v�_�� �� �b�k�k�e�_�^�m�_�f�� �^�b�h�n�h�g�l�h�\�Z�� �a�Z�^�Z�q�m�� �k�� �i�j�h�k�l�u�f�� �q�b�k�e�h�f���� �d�\�Z�^�j�Z�l�Z�� �b�� �N-�h�c�� �k�l�_�i�_�g�b�� �i�j�h�k�l�u�o��

�q�b�k�_�e�����P�_�e�v���k�h�k�l�h�b�l���\���l�h�f�����q�l�h�[�u���^�_�c�k�l�\�b�l�_�e�v�g�h�_���q�b�k�e�h���T�i�j�b�[�e�b�a�b�l�v���\�u�j�Z�`�_�g�b�_�f���\�b�^�Z 
2

1 1 2 2 3 3
kp p p�O �O �O� � � � 

�]�^�_�� 1 2 3, ,p p p - �i�j�h�k�l�u�_�� �q�b�k�e�Z���� �Z�� �d�h�w�n�n�b�p�b�_�g�l�u��1 2 3, ,�O �O �O-�g�_�g�m�e�_�\�u�_�� �^�_�c�k�l�\�b�l�_�e�v�g�h�_�� �q�b�k�e�Z����

�m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�b�_���g�_�d�h�l�h�j�u�f���a�Z�^�Z�g�g�u�f���m�k�e�h�\�b�y�f�����F�u���^�h�d�Z�`�_�f���k�e�_�^�m�x�s�m�x���l�_�h�j�_�f�u�� 
�L�_�h�j�_�f�Z�� �I�j�_�^�i�h�e�h�`�b�f���� �q�l�h��1 2 3, ,�O �O �O-�g�_�g�m�e�_�\�u�_�� �^�_�c�k�l�\�b�l�_�e�v�g�u�_�� �q�b�k�e�Z���d�h�l�h�j�h�_�� �g�_�� �\�k�_��

�h�^�g�h�]�h���a�g�Z�d�Z�����I�m�k�l�v���T �e�x�[�h�_���^�_�c�k�l�\�b�l�_�e�v�g�h�_���q�b�k�e�h�����L�h�]�^�Z���^�e�y��
1
3

�J�  �b���e�x�[�h�]�h��0�H�!  �g�_�j�Z�\�_�g�k�l�\�h 

  2
1 1 2 2 3 3 (max{ })k

jp p p p � J � H�O �O �O �T � � � ��� �� �� �d  1,2,3.j �      (1) 

�b�f�_�_�l�� �[�_�k�d�h�g�_�q�g�h�� �f�g�h�]�h�� �j�_�r�_�g�b�c�� �\�� �i�j�h�k�l�u�o�� �i�_�j�_�f�_�g�g�u�o��1 2 3, ,p p p . �G�Z�� �i�j�h�l�y�`�_�g�b�b�� �\�k�_�c�� �k�l�Z�l�v�b����

�b�k�i�h�e�v�a�m�_�f�� �k�l�Z�g�^�Z�j�l�g�u�_�� �h�[�h�a�g�Z�q�_�g�b�y�� �\�� �l�_�h�j�b�b�� �q�b�k�_�e���� �<�� �q�Z�k�l�g�h�k�l�b�����H �i�m�k�l�v�� �^�h�k�l�Z�l�h�q�g�h�� �f�Z�e�h�_��
�i�h�e�h�`�b�l�_�e�v�g�h�_���q�b�k�e�h���b��c �Z�[�k�h�e�x�l�g�Z�y���d�h�g�k�l�Z�g�l�Z�����g�_���h�[�y�a�Z�l�_�e�v�g�h���h�^�b�g�Z�d�h�\�m�x���\�h���\�k�_�o���k�e�m�q�Z�y�o�����>�e�y��
�m�^�h�[�k�l�\�Z�����b�k�i�h�e�v�a�m�_�f���h�[�h�a�g�Z�q�_�g�b�_��logL X�  �]�^�_��X  -�^�h�k�l�Z�l�h�q�g�h���[�h�e�v�r�h�c���q�b�k�e�h�� 

�I�j�b�� 0�K�!  �b�� �� 0�D�z  �h�i�j�_�^�_�e�b�f�� �n�m�g�d�p�b�y�� ���� ��
2

sin
,K

�S�K�D
� D � K

�S�D
� § � ·� � ¨ � ¸
� © � ¹

 �b�� �b�a�� �g�_�i�j�_�j�u�\�g�h�k�l�b��

�g�Z�o�h�^�b�f���� �� 20,K � K � K� ���� �L�h�]�^�Z�� �b�f�_�_�f���� �� �� ��22, min ,K �D �K �K �D��
���� �I�m�k�l�v���� ���Ö ,K t �K  - �i�j�_�h�[�j�Z�a�h�\�Z�g�b�_��

�N�m�j�v�_���� ��,K � D � K���� �l���_������ �� �� �� �� ���Ö , ,
R

K t K e t d�K �D �K �D �D� �³  �]�^�_���� �� 2 ie e � S � D�D � ���� �B�a�\�_�k�l�g�h���� �q�l�h���� �^�e�y�� �l�Z�d�b�o��

�i�j�_�h�[�j�Z�a�h�\�Z�g�b�c���b�f�_�_�f���������� �� �� ���Ö , max 0,K t�D �K �K�  � � ���k�f���>���@�������H�i�j�_�^�_�e�b�f���b�g�l�_�j�\�Z�e�u��1 2 3, ,I I I  �l�Z�d�b�o��

�q�l�h�����\�k�_���e�_�`�b�l���\��[ ,1 ]� W � W��  �l���_�����i�h�e�h�`�b�f 
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1 1
112

2
1 2 3, , , , ,

3 3 3

k
kX X X

I X I X I X
�ª �º �ª �º

�ª �º �§ �· �§ �·�« �» �« �»� � � �¨ �¸ �¨ �¸� « � »�« �» �« �»�¬ �¼ �© �¹ �© �¹
�¬ �¼ �¬ �¼

. 

�D�j�h�f�_ �l�h�]�h�����h�[�h�a�g�Z�q�b�f 

�� �� �� ��
1

1 1 1log ,
p I

S p e p� D � D
�•

� �¦   �� �� �� ��
2 2

2
2 2 2log ,

p I

S p e p� D � D
�•

� �¦   �� �� �� ��
3 3

3 3log ,k
k

p I

S p e p� D � D
�•

� �¦  

�F�u�� �i�j�b�[�e�b�a�b�f�� �� ��kS �D (�k�f���>���@������ �>�e�y�� �e�x�[�h�]�h�� �b�a�f�_�j�b�f�h�]�h�� �f�g�h�`�_�k�l�\�Z��R �i�m�k�l�v��

�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��1 1 2 2, , ,k k
R

I R S S S K e d�K �T �O�D �O �D �O �D �D �K �T�D �D�  � ��³  �l�h�]�^�Z 

�� �� �� �� �� ���� ��
1 1
2 2
3 3

2
1 2 3 1 1 2 2 3 3, , log log log , k

p I R
p I
p I

I R p p p K e p p p d�K �T �D �K �O �O �O �T �D �D
�•
�•
�•

� �� �� �� � �¦ �³  

�� ��
1 1
2 2
3 3

2
1 2 3 1 1 2 2 3 3log log log max 0, k

p I
p I
p I

p p p p p p�K �O �O �O �T
�•
�•
�•

� �� �� �� ���¦ . 

�H�l�f�_�l�b�f�����q�l�h��
1
2X

�H
�K

� � � �
�  �b��max jj

p X�d ,  1,2,3.j �  

�K�e�_�^�h�\�Z�l�_�e�v�g�h�� �f�u�� �b�f�_�_�f���� �� �� ��3, , ,I R L N X�K �T �K�  �]�^�_�� �� ��N X  - �h�[�h�a�g�Z�q�Z�_�l�� �� �d�h�e�b�q�_�k�l�\�Z�� �j�_�r�_�g�b�c��

�g�_�j�Z�\�_�g�k�l�\�Z�� �������� �i�j�b��
1
3

�J� �b�� 1 1 2 2 3 3, , .p I p I p I�• �• �•  �L�Z�d�b�f�� �h�[�j�Z�a�h�f���� �^�h�k�l�Z�l�h�q�g�h�� �m�k�l�Z�g�h�\�b�l�v��

�i�h�e�h�`�b�l�_�e�v�g�m�x�� �g�b�`�g�x�x�� �h�p�_�g�d�m�� �^�e�y���� ��, ,I R� K � T ���� �Q�l�h�[�u�� �h�p�_�g�b�l�v�� �b�g�l�_�]�j�Z�e���� �j�Z�a�^�_�e�b�f��

�\�_�s�_�k�l�\�_�g�g�m�x���i�j�y�f�m�x���g�Z���[�h�e�v�r�m�x���^�m�]�m��M �����f�Z�e�m�x���^�m�]�m��m  �b���l�j�b�\�b�Z�e�v�g�m�x���^�m�]�m��t �����H�i�j�_�^�_�e�y�_�f 

, , , , , \ ( ),
P P P P

M m t R M m
X X X X

�ª �º �§ �· �§ �·� �� � ���ƒ �� �‰ �ƒ �• �‰�¨ �¸ �¨ �¸� « � »�¬ �¼ �© �¹ �© �¹
 

�]�^�_ 
2
3P X

�H��
�   2 2R X �H�K��� �����L�Z�d�b�f���h�[�j�Z�a�h�f�����k�f���>3]) 

�� �� �� �� �� �� �� ��, , , , , , , ,I R I M I m I t�K �T �K �T �K �T �K �T� �� �� .       (2) 

�>�Z�e�_�_���� �h�p�_�g�b�\�Z�x�� �i�j�Z�\�m�x�� �q�Z�k�l�u�� ���������� �b�k�i�h�e�v�a�m�y�� �k�o�_�f�u�� �j�Z�[�h�l�u�� �>�������@���� �� �d�Z�`�^�h�_�� �i�h�e�m�q�b�f��
�m�l�\�_�j�`�^�_�g�b�_���l�_�h�j�_�f�u�� 

�E�B�L�?�J�:�L�M�J�: 
1. The values of ternary quadratic forms at prime arguments, Mathematika 48 (2003) 137�±149. 
2. �:�e�e�Z�d�h�\�� �B���� �H�p�_�g�d�Z�� �l�j�b�]�Z�g�h�f�_�l�j�b�q�_�k�d�b�o�� �k�m�f�f�� �b�� �b�o�� �i�j�b�e�h�`�_�g�b�y�� �d�� �j�_�r�_�g�b�x�� �g�_�d�h�l�h�j�u�o��
�Z�^�^�b�l�b�\�g�u�o���a�Z�^�Z�q���l�_�h�j�b�b���q�b�k�_�e�����³�K�m�j�o�Z�g �g�Z�r�j�´�������������]. 160 �k�l�j 

 
�H���G�H�<�H�C���K�B�K�L�?�F�?���I�K�?�<�>�H�F�?�L�J�B�D�����I�H�J�H�@�>�:�X�S�?�C���J�:�<�G�H�F�?�J�G�H�K�L�V��

�G�:���=�B�I�?�J�I�J�H�K�L�J�:�G�K�L�<�? 
�W�r�d�h�[�b�e�h�\�Z���>���L�� 

�L�_�j�f�_�a�k�d�b�c���]�h�k�m�^�Z�j�k�l�\�_�g�g�u�c���m�g�b�\�_�j�k�b�l�_�l�����L�_�j�f�_�a�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 
�I�m�k�l�v���ê �± �k�_�f�_�c�k�l�\�h�� �i�k�_�\�^�h�f�_�l�j�b�d �g�Z�� �f�g�h�`�_�k�l�\�_���: ���� �>�e�y���@�Ð�ê �b���N
P�r �h�i�j�_�^�_�e�b�f��

�f�g�h�`�_�k�l�\�h���7�×�:�N�; 
L �<�:�T�á�U�; �Ð�: 
H�: �ã���@�:�T�á�U�; 
O�N�=. �K�_�f�_�c�k�l�\�h���<�7�×�:�N�;�ã���@�Ð�ê�á�N
P�r�= �h�[�j�Z�a�m�_�l��
�i�j�_�^�[�Z�a�m�� �g�_�d�h�l�h�j�h�c�� �j�Z�\�g�h�f�_�j�g�h�k�l�b�� �g�Z���: ���� �I�h�e�m�q�_�g�g�Z�y�� �j�Z�\�g�h�f�_�j�g�h�k�l�v�� �h�[�h�a�g�Z�q�Z�x�l�� �q�_�j�_�a���ï �ê [1]. 
�>�e�y�� �a�Z�^�Z�g�g�h�c�� �i�h�k�e�_�^�h�\�Z�l�_�e�v�g�h�k�l�b���<�8�á�ã���J �Ð�3�= �h�d�j�m�`�g�h�k�l�b�� �^�b�Z�]�h�g�Z�e�_�c���� �l�Z�d�h�c���� �q�l�h���8�4 
L �: �6 �b��
�8�á�>�5

�7 �C�8�á �^�e�y���\�k�_�o���J�����f�h�`�g�h���g�Z�c�l�b���i�k�_�\�^�h�f�_�l�j�b�d�m���@ �g�Z���:  �l�Z�d�m�x�� �q�l�h�� 
�7�×�:�t�?�á�; �C�8�á �C�<�:�T�á�U�;�ã���@�:�U�á�T�; 
Q�t�?�á�= 

�^�e�y���d�Z�`�^�h�]�h���J�����L�Z�d�b�f���h�[�j�Z�a�h�f�����d�Z�`�^�Z�y���j�Z�\�g�h�f�_�j�g�Z�y���k�l�j�m�d�l�m�j�Z���f�h�`�_�l���[�u�l�v���h�i�j�_�^�_�e�_�g�Z���k�_�f�_�c�k�l�\�h�f��
�i�k�_�\�^�h�f�_�l�j�b�d�����K�_�f�_�c�k�l�\�h���\�k�_�o���i�k�_�\�^�h�f�_�l�j�b�d���@�����l�Z�d�b�o�����q�l�h���^�e�y���d�Z�`�^�h�]�h���N
P�r �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l���@ �l�Z�d�Z�y����
�q�l�h���7�×�:�N�; �Ð�ï  �h�[�h�a�g�Z�q�Z�_�l�k�y �q�_�j�_�a���ê�ï �����K�_�f�_�c�k�l�\�h���ê�ï  �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�_�l���k�e�_�^�m�x�s�b�f���m�k�e�h�\�b�y�f�� 

(P�������_�k�e�b���@, �A�Ð�ê�ï  then �@�é�A�Ð�ê�ï ; 
(P������ �_�k�e�b���A �± �i�k�_�\�^�h�f�_�l�j�b�d�Z�� �b�� �^�e�y�� �d�Z�`�^�h�]�h���Ý
P�r �k�m�s�_�k�l�\�m�x�l���@�Ð�ê�ï  �b���Ü
P�r �l�Z�d�b�_���� �q�l�h��

�\�k�y�d�b�c���j�Z�a���b�a���@�:�L�á�M�; 
O�Ü �\�u�l�_�d�Z�_�l���A�:�L�á�M�; 
O�Ý�����l�h���A�Ð�ê�ï . 



134 

�K�_�f�_�c�k�l�\�h���ê�ï  �i�k�_�\�^�h�f�_�l�j�b�d�� �k�� �w�l�b�f�b�� �k�\�h�c�k�l�\�Z�f�b�� �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y�� �i�k�_�\�^�h�f�_�l�j�b�q�_�k�d�h�c��
�j�Z�\�g�h�f�_�j�g�h�k�l�v�x�����h�g�Z���m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�_�l���j�Z�\�_�g�k�l�\�h���ê�ï �ê


L �ê. 
�J�Z�k�k�f�h�l�j�b�f�� �f�_�l�j�b�q�_�k�d�h�_�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h���:�: �á�é�;. �G�Z �i�j�h�b�a�\�_�^�_�g�b�b�� �]�b�i�_�j�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z���‡�š�’�:  
�d�h�f�i�Z�d�l�g�u�o���i�h�^�f�g�h�`�_�k�l�\���:  �h�i�j�_�^�_�e�b�f���>���@���n�m�g�d�p�b�x 
�é�Ó�:�(�á�Ô�; 
L �‹�•�ˆ�<�•�—�’�<�é�:�T�á�U�;�ã�:�T�á�U�; �Ð�/ �=�ã�/ �? �: �6�á�è�5�:�/ �; 
L �(�á�è�6�:�/ �; 
L �Ô�=, 
�]�^�_���(, �Ô�Ð�‡�š�’�: , �è�Ü�ã�: �6 �\ �: �Ü �± �i�j�h�_�d�l�b�j�h�\�Z�g�b�y���g�Z���E�u�c���k�h�f�g�h�`�b�l�_�e�v�����E
L �s, 2. 
�H�l�f�_�l�b�f���� �q�l�h�� �n�m�g�d�p�b�y���é�Ó�ã�‡�š�’�: 
H�‡�š�’�: �\ �9 �y�\�e�y�_�l�k�y��[2] �f�_�l�j�b�d�h�c�� �g�Z���‡�š�’�: ���� �I�j�b�� �w�l�h�f�� �k�m�`�_�g�b�_��
�é�Ó���Ñ
H�Ñ �k�h�\�i�Z�^�Z�_�l���k���f�_�l�j�b�d�h�c���é �g�Z���: . �D�j�h�f�_���l�h�]�h�����^�e�y���f�_�l�j�b�q�_�k�d�h�]�h���i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z���:�: �á�é�; �f�_�l�j�b�d�Z���é�í 
�g�Z���‡�š�’�:  �i�h�j�h�`�^�Z�_�l���>���@���l�h�i�h�e�h�]�b�x �<�v�_�l�h�j�b�k�Z���g�Z���‡�š�’�: .  
�K�l�h�b�l�v�� �h�l�f�_�l�b�l�v���� �q�l�h�� �f�_�l�j�b�d�Z���é�í �g�Z���‡�š�’�:  �h�l�e�b�q�Z�_�l�k�y�� �h�l�� �d�e�Z�k�k�b�q�_�k�d�h�c�� �f�_�l�j�b�d�b���é�Á���� �g�Z�a�u�\�Z�_�f�h�c��
�f�_�l�j�b�d�h�c���O�Z�m�k�^�h�j�n�Z�� 
�<���^�Z�g�g�h�c���a�Z�f�_�l�d�_���h�[�t�y�\�e�y�_�f���i�h�e�m�q�_�g�g�u�_���g�Z�f�b���k�e�_�^�m�x�s�b�_���^�h�k�l�b�`�_�g�b�y�� 

�L�_�h�j�_�f�Z��1. �>�e�y�� �i�k�_�\�^�h�f�_�l�j�b�q�_�k�d�h�]�h�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z���:�: �á�é�; �n�m�g�d�p�b�y���é�Ó�ã�‡�š�’�: 
H�‡�š�’�: �\ �9 
�y�\�e�y�_�l�k�y���i�k�_�\�^�h�f�_�l�j�b�d�h�c���g�Z���‡�š�’�: . 

�L�_�h�j�_�f�Z�� ��. �?�k�e�b�� �k�_�f�_�c�k�l�\�h��
[�é�Ü
_ �i�k�_�\�^�h�f�_�l�j�b�d�� �g�Z���:  �j�Z�a�^�_�e�y�_�l�� �l�h�q�d�b���: ���� �l�h�� �k�_�f�_�c�k�l�\�h��
[�é�Ó
�Ü
_ 

�i�k�_�\�^�h�f�_�l�j�b�d���g�Z���‡�š�’�:  �j�Z�a�^�_�e�y�_�l���l�h�q�d�b���‡�š�’�: . 
�L�_�h�j�_�f�Z�� ��. �?�k�e�b�� �k�_�f�_�c�k�l�\�h��
[�é�Ü
_ �± �i�k�_�\�^�h�f�_�l�j�b�d�� �g�Z���:  �i�h�j�h�`�^�Z�_�l�� �j�Z�\�g�h�f�_�j�g�h�k�l�v�� �g�Z���: ���� �l�h��

�k�_�f�_�c�k�l�\�h��
[�é�Ó
�Ü
_ �i�h�j�h�`�^�Z�_�l���j�Z�\�g�h�f�_�j�g�h�k�l�v���g�Z���‡�š�’ �: . 

�E�B�L�?�J�:�L�M�J�: 
1. K. P. Hart, J. Nagata and J. E. Vaughan, editors, Uniform Spaces, I, in: Encyclopedia of 
General Topology, Elsevier Science Ltd., 259-263(2004). 
2. A. A. Zaitov, On a metric on the space of idempotent probability measures, Applied General 
Topology, 2020, Vol 21, No 1, p. 35-51. 
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�H�[�j�Z�l�b�l�_�� �\�g�b�f�Z�g�b�_���� �q�l�h�� �q�b�k�e�Z���� ��, 3 ,i jd i j n� d � d �i�h�e�g�h�k�l�v�x�� �h�i�j�_�^�_�e�y�x�l�k�y��,1 ,2,k kd d  

�� ��3, ,k n�  � }  �Z���i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h���\�k�_�o���i�j�h�b�a�\�h�^�g�u�o���� ��Der �b�f�_�_�l���j�Z�a�f�_�j�g�h�k�l�v��2 4n�� . 
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�W�H�Q�J�� �E�R�µ�O�V�D���� �E�X�Q�G�D�\�� �]�D�U�U�D�F�K�D�O�D�U�� �K�R�O�D�W�L�� �D�Q�W�L�V�L�P�P�H�W�U�L�N�� �I�X�Q�N�V�L�\�D�O�D�U�� �R�U�T�D�O�L�� �L�I�R�G�D�O�D�Q�D�G�L���� �$�Q�W�L�V�L�P�P�H�W�U�L�N��
funksiyalar bilan tavsiflangan zarrachalar Ferma-Dirak taqsimotiga buysunadi va fermionlar deb 
yuritiladi.  

�%�X�� �L�V�K�G�D�� �E�L�U�� �R�µ�O�F�K�D�P�O�L�� �S�D�Q�M�D�U�D�G�D�� �K�D�U�D�N�D�W�O�D�Q�D�\�R�W�J�D�Q�� �X�F�K�� �]�D�U�U�D�F�K�D�O�L�� ���L�N�N�L�� �I�H�U�P�L�R�Q�� �X�O�D�U�Q�L�Q�J��
massalarini 1 deb, boshqa tabiatli zarracha uning massasini esa �I 
L �s���Û deb faraz qilamiz) sistemaga 
mos energiya operatori �*
á��  Hilbert fazosi �º�6

�Ô�æ�:�: �7�; �G�D�� �R�µ�]-o�µ�]�L�J�D�� �T�R�µ�V�K�P�D�� �R�S�H�U�D�W�R�U�� �V�L�I�D�W�L�G�D�� �D�Q�L�T�O�D�Q�D�G�L����
�%�X�Q�G�D���I�H�U�P�L�R�Q�O�D�U���E�R�V�K�T�D���W�D�E�L�D�W�O�L���]�D�U�U�D�F�K�D���E�L�O�D�Q���N�R�Q�W�D�N�W���W�D�¶�V�L�U�O�D�V�K�D�G�L���G�H�E���I�D�U�D�]���T�L�O�L�Q�D�G�L�����0�D�¶�O�X�P�N�L�����>��-3] 
�E�X�Q�G�D���I�H�U�P�L�R�Q�O�D�U���N�R�Q�W�D�N�W���W�D�¶�V�L�U�O�D�V�K�X�Y�J�D���H�J�D���H�P�D�V�� 

�*
á��  operatorning koordinat tasviridan impuls tasviriga �R�µ�W�L�V�K�� �V�W�D�Q�G�D�U�W�� �)�X�U�¶�\�H�� �D�O�P�D�V�K�W�L�U�L�V�K�L�� �R�U�T�D�O�L��
amalga oshiriladi. Uch zarrachali sistema energiyasiga mos operator �*��  impuls tasvirda �*�� �:�- �;�á�- �Ð	{ 
L
�>
F�è�á�è�? �R�S�H�U�D�W�R�U�O�D�U�Q�L�Q�J���W�R�µ�J�µ�U�L���L�Q�W�H�J�U�D�O�L�J�D���\�R�\�L�O�D�G�L���>��-4]. 

Demak, �*
á��  �R�S�H�U�D�W�R�U�Q�L�Q�J�� �E�R�J�µ�O�D�Q�J�D�Q�� �K�R�O�D�W�O�D�U�L�Q�L�� �R�µ�U�J�D�Q�L�V�K���*�� �:�- �; operatorning xos qiymat va xos 
�I�X�Q�N�V�L�\�D�O�D�U�L�Q�L�� �R�µ�U�J�D�Q�L�V�K�J�D�� �N�H�O�W�L�U�L�O�D�G�L�� �>���@�����*�� �:�- �; operator �.�6

�Ô�æ�:	{ �6�; Hilbert fazosida quyidagicha 
aniqlanadi:  

 �*�� �:�- �; 
L �*�4�:�- �; 
F �ä�:�8�5 
E�8�6�; 
bu yerda 
�:�*�4�:�- �;�B�;�:�L�á�M�; 
L �' �Ä�:�L�á�M�;�B�:�L�á�M�;�á    �' �Ä�:�L�á�M�; 
L �Ý�:�L�; 
E�Ý�:�M�; 
E�Û�Ý�:�- 
F �L
F�M�;�á 
�Ý�:�L�; 
L �s
F �…�‘�•�L,   �:�8�5�B�;�:�L�á�M�; 
L �ì	{ �B�:�L�á�O�;�@�O�á���������:�8�6�B�;�:�L�á�M�; 
L �ì	{ �B�:�O�á�M�;�@�O�ä 

Uch zarrachali sistemaning ikki zarrachali qism (fermion va boshqa tabiatli zarracha) sistemasiga 
mos energiya operatori �D�� �:�G�; esa �.�6�:	{ �; fazoda quyidagi formula orqali beriladi:  


k�D�� �:�G�;�B
o�:�L�; 
L �:�Ý�:�L�; 
E�Û�Ý�:�G
F�L�;�;�B�:�L�; 
F�ä
±
	{

�B�:�O�;�@�O�ä 

1-lemma. Barcha �ä
P�r�á�Û
P�r�á�G�Ð	{  lar uchun �D�� �:�G�; operator yagona oddiy �V�� �:�G�; 
L �s
E�Û
F


¥�s
E�t�Û�…�‘�•�G
E�Û�6 
E�ä�6 xos qiymatga ega. 
Bu yerda �V�� �:�G�; xos qiymat �D�� �:�G�; operatorga mos Fredholm determinanti �� �:�G�á�V�; 
L �s
F

�ä�ì	{
�×�ä

�ß�Ö�:�ä�;�?�í
 

ning noli sifatida aniqlanadi. 
�*�� �:�- �; operatorning muhim spektri �' �Ä�:�L�á�M�; va �ã�Ä�:�L�; 
L �V�� �:�- 
F �L�; 
E�Ý�:�L�; funksiyalarning 

�T�L�\�P�D�W�O�D�U�� �V�R�K�D�V�L�G�D�Q�� �L�E�R�U�D�W�� �E�R�µ�O�D�G�L���� �\�D�¶�Q�L���ê�Ø�æ�æ�:�*�� �:�- �;�; 
L �+�I�' �Ä �ë�+�I�ã�Ä�ä Muhim spektrning birinchi 
qismi �+�I�' �Ä�á�������*�� �:�- �; operator muhim spektrining uch zarrachali shoxchasi deyiladi va u �ä parametrdan 
�E�R�J�µ�O�L�T�� �H�P�D�V���� �L�N�N�L�Q�F�K�L�� �T�L�V�P�L���+�I�ã�Ä�á esa �*�� �:�- �; operator muhim spektrining ikki zarrachali shoxchasi 
deyiladi va u �ä parametrning ortishi bilan 
F�» ga qarab siljiydi. 

Teorema. Agar �Û
P�Û�4 �E�R�µ�O�V�D���� �X�� �K�R�O�G�D�� �V�K�X�Q�G�D�\���ä�4 
P �r �P�D�Y�M�X�G�� �E�R�µ�O�L�E���� �E�D�U�F�K�D���ä
P�ä�4 va �- �Ð	{ 
larda �*�� �:�- �; �R�S�H�U�D�W�R�U���P�X�K�L�P���V�S�H�N�W�U�G�D�Q���F�K�D�S�G�D���\�D�J�R�Q�D���R�G�G�L�\���[�R�V���T�L�\�P�D�W�J�D���H�J�D���E�R�µ�O�D�G�L�� 
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�8�V�K�E�X�� �� �L�V�K�L�G�D�� �E�L�U�� �R�¶�O�F�K�D�P�O�L�� �W�R�U�G�D�� �L�N�N�L�� �T�D�G�D�P�G�D�� �W�D�V�L�U�O�D�V�K�X�Y�F�K�L�� �L�N�N�L�� �I�H�U�P�L�R�Q�O�L�� �V�L�V�W�H�P�D��

gamiltonianiga mos �D�� �:�G�;�á  �G�Ð	{ 
F ikki zarrachali diskret Schr	:dinger operatori uchun k�R�¶�S�D�\�W�L�U�L�V�K��
�I�X�Q�N�V�L�\�D�V�L���D�\�Q�L�P�D�J�D�Q���P�L�Q�L�P�X�P�J�D���H�J�D���E�R�¶�O�J�D�Q���K�R�O�G�D���]�D�U�U�D�F�K�D�O�D�U���W�D�¶�V�L�U���H�Q�H�Ugiyasi �ä
P�r �Y�D���N�Y�D�]�L�L�P�S�X�O�¶�V��
�G�Ð	{  �G�D�Q���E�R�J�¶�O�L�T���K�R�O�G�D���D�� �:�G�; operatorning muhim spektrdan chapda yagona xos qiymatga ega yoki ega 
�H�P�D�V�O�L�J�L���N�R�¶�U�V�D�W�L�O�J�D�Q��  

�.�6�:	{ �; 
F  	{ 
L �:
F�è�á�è�? �E�L�U�� �R�µ�O�F�K�D�P�O�L�� �W�R�U�G�D�� �D�Q�L�T�O�D�Q�J�D�Q�� �N�Y�D�G�U�D�W�L�� �E�L�O�D�Q�� �L�Q�W�H�J�U�D�O�O�D�Q�X�Y�F�K�L�� �I�X�Q�N�V�L�\�D�O�D�U��
Hilbert fazosi. 

�.�6
�ç�:	{ �; 
L �<�B�Ð�.�6�:	{ �; �ã�B�:
F�P�; 
L 
F�B�:�P�;�=  

orqali, �.�6�:	{ �; ning toq funksiyalardan iborat fazosini  belgilaymiz. �.�6
�ç�:	{ �; Hilbert fazosida quyidagicha 

aniqlangan �D�� �:�G�; , �G�Ð	{ operatorni qaraymiz. 
�D�� �:�G�; 
L �D�4�:�G�; 
F �ä�R �ä 

 �4�R�¶�]�J�¶�D�O�P�D�V���D�4�:�G�; operator �Ý�Þ �I�X�Q�N�V�L�\�D�J�D���N�R�¶�S�D�\�W�L�U�L�V�K���R�S�H�U�D�W�R�U�L�G�L�U�������\�D�¶�Q�L��  
�:�D�4�:�G�;�B�;�:�M�; 
L �Ý�Þ�:�M�;�B�:�M�; �á �B�Ð�.�6

�ç�:	{ �; �á 
 bunda   
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L �t 
F�t �…�‘�•
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�…�‘�•�t�M �ä 

�7�D�¶�V�L�U���R�S�H�U�D�W�R�U�L���T�R�¶�]�J�¶�D�O�L�V�K���R�S�H�U�D�W�R�U�L�����R
F�.�6
�ç�:	{ �; Hilbert fazosida quyidagicha aniqlanadi: 

�:�R�B�;�:�M�; 
L 
± �•�‹�•�t�M
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�•�‹�•�t�P�B�:�P�;�@�P �ä 

  �ä
F�P�X�V�E�D�W���V�R�Q���E�R�¶�O�L�E���]�D�U�U�D�F�K�D�O�D�U���W�D�¶�V�L�U���H�Q�H�U�J�L�\�D�V�L�Q�L���L�I�R�G�D�O�D�\�G�L�� 
Ravshanki , �R
F�L�Q�W�H�J�U�D�O���R�S�H�U�D�W�R�U���E�R�µ�O�L�E�����U�D�Q�J�L���E�L�U�G�D�Q���R�V�K�P�D�\�G�L�����0�X�K�L�P���V�S�H�N�W�U���W�X�U�J�µ�X�Q�O�L�J�L���K�D�T�L�G�D�J�L���9�H�\�O��
�W�H�R�U�H�P�D�V�L�J�D�� �N�R�µ�U�D�� ���D�� �:�G�; operatorning muhim spektri �ê�Ø�æ�æ
k�D�� �:�G�;
o berilgan �ä
P�r �S�D�U�D�P�H�W�U�G�D�Q�� �E�R�J�µ�O�L�T��
emas va �D�4�:�G�; operatorning spektri bilan ustma-ust tushadi. Shunday qilib 

�ê�Ø�æ�æ
k�D�� �:�G�;
o
L �ê�Ø�æ�æ�:�D�4�:�G�;�; 
L �ê�:�D�4�:�G�;�; 
L �>�Ý�à�Ü�á�:�G�;�á�Ý�à�Ô�ë�:�G�;�?  
�D�� �:�G�;  �R�S�H�U�D�W�R�U�Q�L�Q�J�� �V�S�H�N�W�U�L�Q�L�� �N�Y�D�]�L�L�P�S�X�O�¶�V�� �T�L�\�P�D�W�O�D�U�L�J�D�� �E�R�J�µ�O�L�T�� �U�D�Y�L�V�K�G�D�� �R�µ�U�J�D�Q�L�V�K�� �X�F�K�X�Q�� �T�X�\�L�G�D�J�L��
�W�R�µ�S�O�D�P�O�D�U�Q�L���N�L�U�L�W�D�P�L�] 
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 Teorema 1. �=�;Agar  �G�Ð�5�@�:�ä�; , yoki  �G�Ð�5�µ�:�ä�; �E�R�¶�O�V�D�����D�� �:�G�;  operatorning muhim spektrdan 
chapda xos qiymati mavjud emas. 

          �>�; �G�Ð�5�´ �:�ä�; �E�R�¶�O�J�D�Q�G�D�� �D�� �:�G�;  operatorning muhim spektrdan chapda yagona �V�� �:�G�; xos 
qiymatga ega.  

Teorema 2.  

�Ž�‹�•
�� �\ �>�¶

�V�� �:�G�;

�ä

L 
F�è 

�\�D�¶�Q�L���ä�\ 
E�» da �V�� �:�G�; ning 
F�» �J�D���L�Q�W�L�O�L�V�K���W�H�]�O�L�N�O�D�U�L���E�L�U���[�L�O���E�R�¶�O�D�G�L�� 
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REDUCTIONAL METHOD IN PERTURBATION THEORY OF SPECTRAL 
PROBLEM  
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Let 1 2,E E  be Banach spaces 1 2E E H� • � •with dense embeddings, H  be a Hilbert space and  
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�¦  

�� ��1 2,B L E E�•   be closed linear operator. Let 0 R�O�• -be n�� multiple Fredholmian point of the 

following E. Schmidt unperturbed spectral problem, analytically dependent on E. Schmidt spectral 

parameter R�O�• , with relevant E. Schmidt eigenelements �� ��0, 0

T

i i� M � \  

                                   �� ��0 0 0i iB A�M �O �\�                                                         (1) 

                                  �� ��0 0 0i iB A�\ �O �M� 
 � 
�                                                       (2) 

Here it is considered the following pe�U�W�X�U�E�H�G���(�����6�F�K�P�L�G�W�¶�V���V�S�H�F�W�U�D�O���S�U�R�E�O�H�P�� 
                               �� ��, ,B A�M �O �H �\�                                                           (3) 

                              �� ��, ,B A�\ �O �H �M� 
 � 
�                                                         (4) 

where 0, 0,R�P �O �O �H �H �U� �� �• �� �� small parameter, and �� ��
0

, .i j
ij

i j

A A�O �H �\ �P �H �\
� � � t

� �¦  it is required to 

determine the perturbed eigenvalues with relevant eigenvectors �� �� �� ���� ��,
T

�M �H �\ �H in the form of series on 

small parameter �Hdegrees. In the direct sum H H�+ � �† with scalar product  
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the stated problem can be rewritten in the following matrix form  
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�¦                                                                     (5) 

E. Schmidts eigenelements of the adjoint perturbation problem corresponding to the same 
eigenvalues are determined analogously  
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In this article at the usage of the reduction method suggested in the articles [1,2] the investigation 
of perturbation of multiple eigenvalues is reduced to the investigation of perturbation of simple ones. 

As application of the obtained results the problem about boundary perturbation for the system of 
two Sturm-Liouville problem with E. Schmidts spectral parameter is considered.  
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DYNAMICS OF PT -SYMMETRIC SOLITONS IN DISCRETE NETWORKS  
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PT-symmetric nonlocal nonlinear Schrodinger (NNLS) equation was introduced first by Ablowitz 
and Muslimani in [1]. In [2] discrete version of NNLS equation has been considered and its integrability 
was shown. 

Consider the following discrete nonlocal nonlinear Schrodinger (DNNLS) equation which is 
written on the each bond of the star graph with six bonds: 
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We denote individual lattice sites as �:
G�F�á�J�;, where 
G�F
L 
G�s�á
G�t�á
G�u are the bond's number and �J 
corresponds to a lattice site on each bond. For the left handed 
F�F
L 
F�s�á
F�t�á
F�u bonds �J �Ð�>�?�Ý
L
�<�r�á
F�s�á
F�t�á�ä�ä�ä�=, where �:
F�F�á�r�; means the branching point. For the right handed �F
L �s�á�t�á�u bonds �J �Ð�>�Ý
L
�<�s�á�t�á�u�á�ä�ä�ä�=, where �:�F�á�s�; stand for the points nearest to the vertex. 
Using the above �3
G�Ý�á�á at the virtual sites we can write the Eq.(1) at the vertex and nearest points of the 
vertex. The solution of DNNLS equation on a line is solved in the Ref.[2], and the solution in the case of 
the star graph can be construct as follows 
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where, �V�5 
P �r�á�r 
O�V�§�5 
O�s�á�ñ�5 
L
�í�-�?�í�-

�7�-

�6
�á�ñ
%�5 
L

�í�§�-�?�í�§�-
�7�-

�6
 and �î �5�á�î
$�5 are arbitrary constants. Numerical 

results are obtained by using the finite difference method. Initial conditions are chosen from the analytic 
solution. In Fig.1 contour plot of breathing soliton solution is shown.We studied dynamics of solitons 
described by PT-symmetric discrete nonlocal nonlinear Schrodinger equation on networks by  

 
Fig.1. Numerical solution of Eq.(1). The nonlinearity coefficients are chosen the following: �Ú�?�5 
L �s�á

�Ú�5 
L �s�ä�s�w�á�Ú�?�6 
L �t�ä�s�{�á�Ú�6 
L �s�ä�{�t�á�Ú�?�7 
L �t�ä�v�t�á�Ú�7 
L �t�ä�r�{  
modeling these latter in terms of the discrete metric graphs. The model proposed in the paper can be used 
for describing soliton dynamics in discrete waveguide networks such as, e.g., branched Hirota lattices, 
discrete optical fiber arrays networks, where each branch has self-induced gain-loss. 
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ASYMPTOTICS OF EIGENVALUES OF THE THREE -PARTICLE HAMILTONIAN 
ON A ONE-DIMENSIONAL LATTICE  

Aliev N.M.  
National University of Uzbekistan, Uzbek-Israel Joint Faculty, 100174, University street 4, 

Tashkent, Uzbekistan 
Introduction.  In [1], [2] the authors considered a system of three arbitrary particles on a one-

dimensional lattice and they showed the �Q�X�P�E�H�U���R�I���H�L�J�H�Q�Y�D�O�X�H�V���R�I���W�K�H���6�F�K�U�|�G�L�Q�J�H�U���R�S�H�U�D�W�R�U���L�V���L�Q�I�L�Q�L�W�H�����L�I��
the masses of two particles in a three-particle system are infinite. In the present article, we establish 
asymptotics for these eigenvalues. 

To our best knowledge, such a result is not published yet in the continuous case. 
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1. Three-�S�D�U�W�L�F�O�H���G�L�V�F�U�H�W�H���6�F�K�U�|�G�L�Q�J�H�U���R�S�H�U�D�W�R�U���R�Q���W�K�H���O�D�W�W�L�F�H��1 
The operator ( ),H K  K �•  has form  

0 1 2 3( ) = ( ) .H K H K V V V�� �� ��  

Here, the operators 0( )H K  and V�D are defined on the Hilbert space 2
2(( ) )L  by  

2
0 2( ( ) )( , ) = ( ; , ) ( , ), (( ) ),H K f p q E K p q f p q f L�•  (1) 

with  
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The real-valued continuous function  
1

( ) = ( ), ( ) =1 cos , ,p p p p p
m�D

�D

�H �H �H � � � • 

is called the dispersion relation of the �D-th normal mode associated with the free particle ( =1,2,3)� D � D
. 

Under these conditions the operator ( )H K  is a bounded self-adjoint operator in its domain. 

2. The discrete spectrum of ( )H K  for 1 2= =m m �f  If we assume 1 = ,m �f  2 =m �f , 3 <m �f , 

then  
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The following assertion is proven by elementary methods, as in [3].  
Theorem 4.2 (a) Let 1 2 1( , ) G� P � P�• . 

(a1) If 1 2� P � P�z . Then  
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(a1) If 1 2=� P � P. Then  
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(b) Let 1 2 2( , ) G� P � P�• . 

(b1) If 1 2<� P � P. Then  
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(b1) If 1 2=� P � P. Then  
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KASR DIFFUZIYA TENGLAMASI UCHUN TESKARI MASALA  
Amrilloyeva K.S., Subhonova Z.A., Elmurodova H.B.  

�%�X�[�R�U�R���G�D�Y�O�D�W���X�Q�L�Y�H�U�V�L�W�H�W�����%�X�[�R�U�R�����2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q�� 
Klassik issiqlik almashinish tenglamasiga qaraganda kasr diffuziya tenglamasi anomal jarayonni 

�D�Q�L�T�U�R�T�� �L�I�R�G�D�O�D�\�G�L�� �>���@���� �6�K�X�Q�L�Q�J�� �X�F�K�X�Q���� �E�X�� �\�R�¶�Q�D�O�L�V�K�G�D�� �R�O�L�E��borilayotga ilmiy izlanishlar matematik 
�R�O�L�P�O�D�U���Y�D���P�X�K�D�Q�G�L�V�O�D�U�Q�L�Q�J���T�L�]�L�T�L�V�K�L�J�D���V�D�E�D�E���E�R�¶�O�P�R�T�G�D�� 

�8�V�K�E�X�� �L�V�K�� �\�X�T�R�U�L�G�D�J�L�� �\�R�¶�Q�D�O�L�V�K�Q�L�Q�J�� �E�L�U�� �T�L�V�P�L�� �E�R�¶�O�L�E���� �X�Q�G�D�� �P�X�K�L�W�Q�L�� �[�D�U�D�N�W�H�U�L�Q�L�� �L�I�R�G�D�O�D�\�G�L�J�D�Q��
�I�X�Q�N�V�L�\�D�O�D�U�Q�L���D�Q�L�T�O�D�V�K�����\�D�¶�Q�L���W�H�V�N�D�U�L���P�D�V�D�O�D���R�¶�U�J�D�Q�L�O�J�D�Q�� 
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  (1) 

kasr-tartibli differensial tenglamani va 
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�E�R�V�K�O�D�Q�J�¶�L�F�K-chegaraviy shartlarni, hamda 
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integral shartni qanoatlantiruvchi �<�Q�:�T�á�P�;�á�M�:�P�;�= funksiyalarni va �G �R�¶�]�J�D�U�P�D�V�Q�L�� �D�Q�L�T�O�D�V�K�� �L�V�K�Q�L�Q�J�� �D�V�R�V�L�\��
maqsadi hisoblanadi. Bu yerda �ò�ç
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Undan tashqari, �B�:�T�á�P�;�á�=�:�T�;�á�C�:�P�; 
Fberilgan funksiyalar. 
(1)-(4) teskari masalaning yechimga ega bo'lishligi bi-ortogonal sistema qurishga asoslanadi. 
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ON THE CAUCHY PROBLEM FOR A  BOUSSINESQ TYPE TIME-FRACTIONAL 
EQUATIONS WITH HILFER DERIVATIVE  
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Let H  be a separable Hilbert space and :A H H�o  be an arbitrary unbounded positive 
selfadjoint operator in H .  
Let (0,1)�D�• , [0,1]�E�•  and a function ( )h t  be defined on [0, )�f .The the Riemann-Liouville fractional 
integrals [1] of order �J function ( )h t  has the form 

11
( ) ( ) ( )

( )

t

a
a

J h t t h d� J � J�W �W �W
�E

��
�� �  � �

�* �³ . 

The Hilfer derivative [2] defined as  

, (1 ) (1 )(1 )( ) ( )
d

D f t J J f t
dt

�D �E �E �D �E �D�� �� ��� . 

Consider the following problem 
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D u t D Au t Au t f t T
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�°�¯

          (1) 

where , f H�M �• . These problems are also called the forward problems. 
In this paper, we prove the existence and uniqueness of a solution to the direct problem (1). Moreover, 
inverse problem of finding the function f  is studied, and the solution of the inverse problem is also the 
existence and uniqueness is shown.  
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INITIAL -BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR A TIME -FRACTIONAL 
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   Let 
| |

( , ) = ( )
m

A x D a x D�D
�D

�D�d
�¦  be an arbitrary positive formally selfadjoint (symmetric) elliptic 

differential operator of order = 2m l  with sufficiently smooth coefficients ( )a x�D  in �: , where 

1 2= ( , ,..., )N�D �D �D �D - multi-index and 1 2= ( , ,..., )ND D D D , =j
j

D
x
�w

�w
. The fractional integration 

of order < 0�U  of a function f  defined on [0, )�f  in the Riemann - Liouville sense is defined by the 
formula  
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provided the right-hand side exists. Here ( )�U�*  �L�V���(�X�O�H�U�¶�V���J�D�P�P�D���I�X�Q�F�W�L�R�Q�����8�V�L�Q�J���W�K�L�V���G�H�I�L�Q�L�W�L�R�Q���R�Q�H���F�D�Q��
define the Riemann - Liouville fractional derivative of order �U, 0 < 1�U�d , as  

 1( ) = ( ).t t
d

f t f t
dt

� U � U��� w � w 

 Problem. Let (0,1]�U�•  be a constant number. Consider the differential equation  

 ( , ) ( , ) ( , ) = ( , ), , > 0;t u x t A x D u x t f x t x t�U�w �� �•�:  (1.1) 

 with initial  

 1

0
( , ) = ( ), ;lim t

t
u x t x x�U �M��

�o
�w �• �:  (1.2) 

 and boundary  

,
| |

( , ) = ( ) ( , ) = 0, 0 1, =1,2,..., ; ;j j j
mj

B u x t b x D u x t m m j l x�D
�D

�D�d
�d �d �� �•�w�:�¦ (1.3) 

 conditions, where ( , ), ( )f x t x�M  and coefficients , ( )jb x�D  are given functions 

Uniqueness and existence of the classical solution of the (1.1)-(1.3) problem are proved by the classical 
Fourier method. Sufficient conditions for the initial function ( )x�M   and  right-hand side ( , )f x t  of the 
equation are indicated, under which the corresponding Fourier series converge absolutely and uniformly. 
These results are published in papers [1]-[2]. A similar problem, in the case when the fractional derivative 
is taken in the sence of Caputo, is considered in the paper of the author [3]. But it should be noted, that 
the conditions on functionns( , )f x t and ( )x�M  found in this talk is less restrictive than the analogous 

condition found in [3]. This is due to the fact that the estimate for the Mittag-Leffler function , ( ),E t� U � U��  

> 0t  is much better than the estimate for the Mittag-Leffler function  ,1( ),E t�U �� > 0t .  
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Let ( )t h t�U�w  be the Riemann-Liouville fractional derivative of order 0�U�! , and 1

tJ h�U��  the 

fractional integral of function  ( )h t  defined on [0, )�f .  
Problem. Let (0,1)�U�•  be a fixed number and = (0, ) (0, ]T�S� : � u. Consider the following initial-
�E�R�X�Q�G�D�U�\���Y�D�O�X�H���S�U�R�E�O�H�P���I�R�U���W�K�H���6�K�U�|�G�L�Q�J�H�U���H�T�X�D�W�L�R�Q�� 

 
1

0

( , ) ( , ) = ( ) ( ) ( , ), ( , ) ;

(0, ) = ( , ) = 0, 0 ;

( , ) = ( ), 0 ,lim

t xx

t
t

i u x t u x t p t q x f x t x t

u t u t t T

J u x t x x

�U

�U

�S
� M � S��

�o

�­ �w �� �� �•�:�°�° � d � d�®
�° � d � d�°�¯

 (1) 
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 where 1 ( )t p t�U�� , 1 ( , )t f x t�U��  and ( ), ( )x q x�M  are continuous functions in the closed domain .�:  The 
purpose of this paper is not only to find a solution ( , )u x t , but also to determine the time-dependent part 

( )p t  of the source function. To solve this time-dependent source identification problem one needs an 
extra condition. Following the papers of A. Ashyralyev et al. [1] we consider the additional condition in a 
rather general form:  
 [ ( , )] = ( ), 0 ,B u t t t T�\�˜ �d �d  (2) 
 where : [0, ]B C R�S �o  is a given bounded linear functional. 
We call the initial-boundary value problem (1) together with additional condition (2) the inverse problem. 

 �,�Q���W�K�L�V���W�D�O�N���Z�H���S�U�R�Y�H���W�K�H���X�Q�L�T�X�H�Q�H�V�V���D�Q�G���H�[�L�V�W�D�Q�F�H���R�I���W�K�H���L�Q�Y�H�U�V�H���S�U�R�E�O�H�P�¶�V���V�R�O�X�W�L�R�Q�� 
We also note that the similar inverse problem for the equation in (1) with the Caputo fractional derivative 
was considered in [2]. 
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�8�V�K�E�X���W�H�]�L�V�G�D���L�V�V�L�T�O�L�N���W�D�U�T�D�O�L�V�K�L���W�H�Q�J�O�D�P�D�V�L���X�F�K�X�Q�����Q�R�O�R�F�D�O���F�K�H�J�D�U�D�Y�L�\���P�D�V�D�O�D���R�¶�U�J�D�Q�L�O�J�D�Q���� 
Aytaylik, H  �V�H�S�D�U�D�E�O���+�L�O�E�H�U�W���I�D�]�R�V�L���E�R�¶�O�L�E����( , )� ˜ � ˜ va �˜  lar mos ravishda shu fazoda aniqlangan 

�V�N�D�O�\�D�U�� �N�R�¶�S�D�\�W�P�D�� �Y�D�� �Q�R�U�P�D�� �E�R�¶�O�V�L�Q�� :A H H�o  operator H �G�D�� �D�Q�L�T�O�D�Q�J�D�Q���� �P�X�V�E�D�W���� �R�¶�]-�R�¶�]�L�J�D��
�T�R�¶�V�K�P�D�� �F�K�H�J�D�U�D�O�D�Q�P�D�J�D�Q�� �L�[�W�L�\�R�U�L�\�� �R�S�H�U�D�W�R�U�� �E�R�¶�O�L�E���� �X�Q�L�Q�J�� �W�H�V�N�D�U�L�V�L�� �N�R�P�S�D�N�W�� �R�S�H�U�D�W�R�U�G�D�Q�� �L�E�R�U�D�W�� �E�R�¶�O�V�L�Q����
Aytaylik, H  fazodagi �^ �`kv  �W�R�µ�O�D���R�U�W�D�Q�R�U�P�D�O���V�L�V�W�H�P�D��A operatorning { }k�O  sanoqli musbat xos sonlariga 

�P�R�V���[�R�V���I�X�Q�N�V�L�\�D�O�D�U�L���E�R�µ�O�V�L�Q�����4�X�O�D�\�O�L�N���X�F�K�X�Q���^ �`k�O  xos sonlar ketma �± ketligi limit nuqtaga ega emas va 

qayta nomerlash orqali 1 20 ...� O � O�� �d �o ���f  �N�R�µ�U�L�Q�L�V�K�G�D�� �\�R�]�L�E�� �R�O�D�P�L�]����A  operator quyidagicha 

aniqlanadi: 
1

k k k
k

Ah h v�O
�f

� 

� �¦  bu yerda, ( , )k kh h v�  lar h H�•  elementning Furye koeffisiyentlari.  

Quyidagi masalani qaraylik: 
( ) ( ) ( ), 0 ;

( ) (0) , 0 ,

u t Au t f t t T

u u T�[ �D �M �[
�c �� � �� �d�­

�® � �� �� �d�¯
                                           (1) 

bu yerda, �k�h�Q�V�W�D� , ,f H�M�• ,     �[ �± fiksirlangan nuqta.   
 �8�V�K�E�X���L�V�K�G�D�������������P�D�V�D�O�D�Q�L�Q�J���\�H�F�K�L�P�L���P�D�Y�M�X�G�O�L�J�L���Y�D���\�D�J�R�Q�D�O�L�J�L���N�R�¶�U�V�D�W�L�O�D�G�L�����6�K�X���E�L�O�D�Q���E�L�Uga f  va 
�M �O�D�U�Q�L�� �W�R�S�L�V�K�� �E�R�¶�\�L�F�K�D�� �W�H�V�N�D�U�L�� �P�D�V�D�O�D�O�D�U�� �K�D�P�� �R�¶�U�J�D�Q�L�E���� �W�H�V�N�D�U�L�� �P�D�V�D�O�D�Q�L�Q�J�� �\�H�F�K�L�P�L�� �K�D�P�� �P�D�Y�M�X�G�� �Y�D��
�\�D�J�R�Q�D�O�L�J�L���N�R�¶�U�V�D�W�L�O�J�D�Q�����%�X�Q�G�D�Q���W�D�V�K�T�D�U�L���F�R�H�U�F�L�Y�H�W�L�Y���W�L�S�G�D�J�L�����E�D�K�R�O�D�V�K�O�D�U���R�O�L�Q�J�D�Q�� 

�(�V�O�D�W�L�E���R�¶�W�D�P�L�]�����Xshbu masala 0�D�  va T�[ �  �E�R�¶�O�V�D�����T�D�\�W�L�V�K�����E�D�F�N�Z�D�U�G�����P�D�V�D�O�D�V�L���G�H�E���D�W�D�O�D�G�L����
�9�D�T�W�� �E�R�¶�\�L�F�K�D�� �K�R�V�L�O�D�� �*�H�U�D�V�L�P�R�Y-�&�D�S�X�W�R�� �P�D�¶�Q�R�V�L�G�D�J�L�� �N�D�V�U�� �W�D�U�W�L�E�O�L�� �K�R�V�L�O�D�� �E�R�¶�O�J�D�Q�� �K�R�O�� �X�F�K�X�Q�� �>���@�� �L�V�K�G�D����
Riemann-�/�L�R�X�Y�L�O�O�H���P�D�¶�Q�R�V�L�G�D�J�L���N�D�V�U���W�D�U�W�L�E�O�L���K�R�V�L�O�D���E�R�¶�O�J�D�Q���K�R�O���X�F�K�X�Q���>���@���L�V�K�G�D���R�¶�U�J�D�Q�L�O�J�D�Q����1�D�  �E�R�¶�O�D�Q��
�K�R�O���X�F�K�X�Q���>���@���L�V�K�G�D���R�¶�U�J�D�Q�L�O�J�D�Q���� 
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ON THE NON-LOCAL PROBLEMS FOR A BOUSSINESQ TYPE TIME -FRACTIONAL 

SUBDIFFUSION EQUATIONS 
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Let H  be a separable Hilbert space with the scalar product ( , )� ˜ � ˜ and the norm || ||�˜  and 

:A H H�o  be an arbitrary unbounded positive selfadjoint operator in H . Suppose that A  has a 
complete in H  system of orthonormal eigenfunctions { }kv  and a countable set of positive eigenvalues 

k�O. It is convenient to assume that the eigenvalues do not decrease as their number increases, i.e. 

1 20 <� O � O�d �˜�˜�˜ �o ���f. Let (( , ); )C a b H stand for a set of continuous functions ( )u t   of  ( , )t a b�•  with 

values in H . 
Consider the following problem 

( ) ( ( )) ( ) = , 0 < ;

( ) = (0) , 0 <
t td u t d Au t Au t f t T

u u T

� U � U

�[ �D �M �[
�­ �� �� �d
�®

� � � d�¯
                                           (1) 

where , f H�M �•  and �D is a constant, �[  �± fixed point, td �U�± the Gerasimov-Caputo derivative or  

the Riemann-Liouville derivative of order �U, 0 1�U� � � � [1]. These problems are also called the forward 
problems. 

  Note, in the case of the Riemann - Liouville derivatives, the non-local boundary condition 

has the following form: 1 1

0
( ) = lim ( )t tt t

J u t J u t� U � U

�[
� D � M� � � �

� �o��
�� . 

Definition 1.1  A function ( ) ((0, ]; )u t C T H�•  with the properties 

( ), ( ( )), ( ) ((0, ); )t tD u t D Au t Au t C T H� U � U�•  and satisfying conditions (1) is called the solution of the 

non-local problem (1).  
In this paper, we prove the existence and uniqueness of a solution to the direct problem (1). 

Moreover, inverse problems of finding the functions f  and �M are studied, and the solution of the inverse 
problem is also the existence and uniqueness is shown. In addition, an estimate of the coercive type is 
obtained. 
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Ushbu maqolada �× �V�R�K�D�V�L�G�D���L�N�N�L�W�D���S�H�U�S�H�Q�G�L�N�X�O�\�D�U���E�X�]�L�O�L�V�K���F�K�L�]�L�J�µ�L�J�D���H�J�D 
���T�U���à �:�7�ë�ë
E�O�C�J�U�7�ì�ì �; 
E�t�M�U�7�ë 
E�t�L�T�7�ì 
L �r�á�� 

�t���M�� 
O�s�á�t���L�� 
O�s�á�I 
L �?�K�J�O�P
P�r 
�W�H�Q�J�O�D�P�D�� �X�F�K�X�Q�� �T�X�\�L�G�D�J�L�� �F�K�H�J�D�U�D�Y�L�\�� �P�D�V�D�O�D�� �R�µ�U�J�D�Q�L�O�J�D�Q�����× 
L �×�5 �ë�×�6 �ë�×�7, bunda �×�5��sohasi �U
P�r 
�M�R�\�O�D�V�K�J�D�Q�� �E�R�µ�O�L�E���� �X�F�K�Oari�1�:�r�á�r�; va �#�:�s�á�r�; �Q�X�T�W�D�O�D�U�G�D�� �E�R�µ�O�J�D�Q�� �V�L�O�O�L�T���Á chiziq va �1�T �R�¶�T�L�Q�L�Q�J���1�# 
kesmasi, �×�6 sohasi �U
O�r �G�D���M�R�\�O�D�V�K�J�D�Q���E�R�µ�O�L�E�����1�# kesmasi, �T
E�U
L �r (�1�& ning tenglamasi), �r 
Q�T
Q
�r�á�w va �T
F�U
L �s (�&�# ning tenglamasi) �r�á�w
Q�T
Q�s, �3�7 sohasi �U
O�r da joylashgan b�R�µ�O�L�E�����1�&, �T
F �U
L
�s (�%�& ning tenglamasi) �r 
Q�T
Q�r�á�w �F�K�L�]�L�J�¶�L�� �Y�D���1�U �R�¶�T�L�G�D�J�L���1�% kesmasi 
F�s
Q�U
Q�r bilan 
chegaralangan. 

Chegaraviy masala: (1) tenglamani quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi regulyar yechimini 
toping: 
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�7���’ 
L �î �:�O�;�á�r 
Q�O
Q�.�á 
�. �÷���� ���’ �H�J�U�L���F�K�L�]�L�J�µ�L�Q�L�Q�J���$���Q�X�T�W�D�G�D�Q���E�R�V�K�O�D�E���R�µ�O�F�K�D�Q�J�D�Q���X�]�X�Q�O�L�J�L�� 
birikish shartlari: 

�7�:�T�á
E�r�; 
L �7�:�T�á
F�r�;�á�r 
Q�T
Q�s�á�H�E�I
�ì �\ �>�4

�T�6�ã �7�ì 
L �=�:�T�; �H�E�I
�ì �\ �?�4

���:
F�T�;�6�ã�7�ì  
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O�T
O�s�á�H�E�I
�� �\ �?�4
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L �#�:�ß�; �H�E�I
���\ �>�4

���7�:�æ�á�ß�; 
E�$�:�ß�;�á 

�H�E�I
�� �\ �?�4

�ò
�ò�æ


± �:�æ
F�P�;�?��
��

�?��
���7�:�P�á�ß�;�@�P
L �%�:�ß�; �H�E�I

���\ �>�4

�ò
�ò�æ


± �:�æ
F�P�;�?��
��

�?��
���7�:�P�á�ß�;�@�P
E�&�:�ß�;�á 

bu yerda �æ
L �T
E�U, ���ß
L �T
F �U�á�r 
O�ß
O�s�á�r 
O�ã
O�s�á�=�:�T�;�á�>�:�T�;�á�#�:�ß�;�á�$�:�ß�;�á�� 
�%�:�ß�;�á�&�:�ß�; 
F yopiq oraliqda birinchi tartibli uzluksiz hosilaga ega funksiyalar. 

Chegaraviy masala birikish shartlaridan foydalanilib [1-2], singulyar integral tenglamalar 
sistemasiga keltiriladi. Karleman-Vekua usuli yordamida integral tenglamalar sistemasi regulyarizasiya 
qilinib, Fredgol'm integral tenglamalar sistemasiga olib kelinadi. Berilgan �î �:�O�;�á
�ì�:�Ö�;�á�=�:�T�;�á�>�:�T�;�á�#�:�ß�;�á�$�:�ß�;�á�%�:�ß�;�á�&�:�ß�; �I�X�Q�N�V�L�\�D�O�D�U�J�D�� �D�Q�L�T�� �V�K�D�U�W�O�D�U�� �T�R�µ�\�L�O�L�E���� �F�K�H�J�D�U�D�Y�L�\�� �P�D�V�D�O�D�� �\�D�J�R�Q�D��
�\�H�F�K�L�P�J�D���H�J�D���E�R�µ�O�L�V�K�L���L�V�E�R�W�O�Dnadi [3-7]. 
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UCHUN TESKARI MASALA   
1Bozorov Z.R., 2Davlatova D. S. 

�2�µ�]�)�$���9���,�����5�R�P�D�Q�R�Y�V�N�L�\���Q�R�P�L�G�D�J�L���0�D�W�H�P�D�W�L�N�D���L�Q�V�W�L�W�X�W�L�����7�R�V�K�N�H�Q�W�����2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q�� 
�%�X�[�'�8�����%�X�[�R�U�R�����2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q 

�*�R�U�L�]�R�Q�W�D�O�� �R�¶�T�� �E�R�¶�\�L�F�K�D�� �N�X�F�K�V�L�]�� �P�D�[�V�X�V�O�L�N�N�D�� �H�J�D�� �E�R�¶�O�J�D�Q�� �P�X�K�L�W�G�D�� �L�Q�W�H�J�U�R-�G�L�I�I�H�U�H�Q�V�L�D�O�� �W�R�¶�O�T�L�Q��
�W�H�Q�J�O�D�P�D�V�L�G�D�Q���L�Q�W�H�J�U�D�O���K�D�G�L�Q�L�Q�J���\�D�G�U�R�V�L�Q�L���D�Q�L�T�O�D�V�K���E�R�¶�\�L�F�K�D���T�X�\�L�G�D�J�L���W�H�V�N�D�U�L���P�D�V�D�O�D�Q�L���W�D�G�T�L�T���T�L�O�D�P�L�]�� 
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E
± �G�:�T�á�ì�;�.�Q�:�T�á�V�á�P
F�ì�;�@�ì
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�4

�������������������������������������������������������:�s�; 

�Q���ç�´ �4 � �r�á�������������Q�í���í�@�4 
L �Ü�:�T�; �®�Ü�ñ�:�P�;���������������������������������������������������������:�t�; 
�Q���í�@�4 
L �C�:�T�á�P�;��       (3) 

bu yerda �:�T�á�V�á�P�;�ó�4�>
�7 �� �<�:�T�á�V�á�P�;�ã�T�Ð�4�á�P
P�r�á�V
P�r�=�á�Ü�:�T�;�á�Ü�ñ�:�P�; 
F��mos ravishda Dirakning delta 

funksiyasi va uning hosilasi, 
�.�Q
L �ä�:�V�;�:�Q�ë�ë
E�Q�í�í 
E�Q�í���;�á 

�ä�:�V�; 
P �r 
FLame koeffitsiyenti. 
Dastlab (1) tenglamani  

�U
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±
�@�æ


¥�ä�:�æ�;

�í

�4
���������������������������������������������������������������������������������������������:�v�; 
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almashtirish yordamida qayta yozib, 
�Q�:�T�á�H�:�U�;�P�; 
L�ã�7�:�T�á�U�á�P�;���â  �ä
ä�:�U�; 
L �ä�:�H�:�U�;�; 

belgilashlar kiritamiz: bu yerda �H�:�U�; funksiya �U va �V �R�¶�U�W�D�V�L�G�D�J�L���E�R�J�¶�O�D�Q�L�V�K�� 
�$�O�P�D�V�K�W�L�U�L�V�K�O�D�U�Q�L�����������W�H�Q�J�O�D�P�D�J�D���N�H�O�W�L�U�L�E���T�R�¶�\�L�V�K���Q�D�W�L�M�D�G�D�������������W�H�Q�J�O�D�P�D���T�X�\�L�G�D�J�L���N�R�¶�U�L�Q�L�V�K�Q�L���R�O�D�G�L�� 

�! �. �Î

�! �ç�.

F

�! �. �Î

�! �ì �. 
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ä�:�U�;
�! �. �Î

�! �ë�. 
F �=�:�U�;
�! �Î

�!�ì

L
L �ì �G�:�T�á�ì�;�@

�! �. �Î

�! �ì �. 
E�ä
ä�:�U�;
�! �. �Î

�! �ë�. 
F �=�:�U�;
�! �Î

�!�ì
�A�@�ì

�ç
�4       (5) 

bu yerda �=�:�›�; 
L
�6��
å�:�ì �;�>�� �²
é�:�ì �;

�6��
å�. �:�ì �;
 ga teng.  

�)�D�U�D�]���T�L�O�D�\�O�L�N�����Q�R�P�D�¶�O�X�P���•�:�š�á�–�; yadro �š �R�¶�]�J�D�U�X�Y�F�K�L�J�D���N�X�F�K�V�L�]���E�R�J�¶�O�L�T���E�R�¶�O�V�L�Q�����\�D�¶�Q�L���� 
�G�:�T�á�P�; 
L �G�4�:�P�; 
E�Ý�T�G�5�:�P�;���«    (6) 

bu yerda �B
Fkichik parametr.  
Ushbu ishda biz �G�4�:�P�;���I�X�Q�N�V�L�\�D�Q�L�� �W�R�S�L�V�K�� �E�L�O�D�Q�� �V�K�X�J�¶�X�O�O�D�Q�D�P�L�]���� �%�X�Q�L�Q�J�� �X�F�K�X�Q�� ���������� �������� �P�D�V�D�O�D��

yechimini  
�� �:�š�á�›�á�–�; 
L �� �4�:�š�á�›�á�–�; 
E�B�� �5�:�š�á�›�á�–�; 
E�®    (7) 

va �C�:�T�á�U�á�P�; ni 
�C�:�T�á�U�á�P�; 
L �C�4�:�T�á�U�á�P�; 
E�Ý�C�5�:�T�á�U�á�P�; 
E�®   (8) 

�N�R�¶�U�L�Q�L�V�K�G�D���\�R�]�D�P�L�]�� 
Ishning asosiy maqsadi �������� �T�R�¶�V�K�L�P�F�K�D�� �V�K�D�U�W�� �D�V�R�V�L�G�D�� ������-(2) masaladan �� �4 va �•�4 funksiyalarni 

topish talab etiladi. 
�� �4 va �•�4 funksiyaning �B �E�R�¶�\�L�F�K�D���\�R�\�L�O�P�D�O�D�U�L�Q�L���������������������W�H�Q�J�O�D�P�D�O�D�U�J�D���T�R�¶�\�L�O�D�G�L���Y�D���Q�D�W�L�M�D�G�D���E�L�U���[�L�O��

darajali �B lar oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirish natijasida �7�4, �G�4 funksiyalarga nisbatan quyidagi 
masalaga kelamiz: 

�! �. �Î �,

�!�ç�.

L �@

�! �.

�!�ì �. 
F �ä
ä�:�U�;
�! �.

�!�ë�. 
E�=�:�U�;
�!

�!�ì
�A�B�7�4 
E�ì �G�4�:�ì�;�7�4�:�T�á�U�á�P
F�ì�;�@�ì

�ç
�4 �C (9) 

�7�4���r�´ �4 � �r,    (10) 
�7�4�ì �+�ì �@�4


L 
¥�ä
ä�:�r�;�Ü�:�T�; �®�Ü�ñ�:�P�;     (11) 

�7�4���ì �@�4 
L �C�4�:�T�á�P�;    (12) 
(9)-(12) masalani �&�Í 
L �<�:�T�á�U�á�P�;�ã�T�Ð�4�á�r 
Q�U
Q�P
Q�6
F�U�= sohada qaraymiz. 
�4�X�\�L�G�D�J�L���W�H�R�U�H�P�D���R�¶�U�L�Q�O�L�� 

Teorema. Faraz qilaylik, �C�4�:�P�; 
L 
F
¥�ä
ä�:�r�;�Ü�:�P�; 
E�à�:�P�;�C�4�4�:�P�;  �E�R�¶�O�L�E���ä
ì�:�U�;�ó�%�7�B�r�á
�Í

�6
�C sinfdan 

�E�R�¶�O�V�L�Q�����E�X���\�H�U�G�D���C�4�4�:�P�;�ó�%�6�>�r�á�6�?
F�P�D�¶�O�X�P���I�X�Q�N�V�L�\�D���Y�D�����à�:�P�; 
F Xevisayde f�X�Q�N�V�L�\�D�V�L���E�R�¶�O�L�E������ �� d
t

dt
�T

�G � . 

U holda ixtiyoriy tayinlangan �6
P�r lar uchun (9)
F(12) teskari masalaning �G�:�P�;�ó�%�6�>�r�á�6�? sinfga tegishli 
yagona yechimi mavjud, bu yerda  

�C�à �:�P�; 
L 
± �T�à �C�à �:�T�á�P�;�@�T
�>�¶

�?�¶
�á �I 
L �r�á�s�á�t�á�å���ä�� 

 
�2�µ�=�*�$�5�8�9�&�+�$�1��KOFFITSIYENTLI ELASTIK YOPISHQOQLIK 
TENGLAMASIDAGI INTEGRAL HAD YADROSINI ANIQLASH.  

1Bozorov Z.R., 2Avezov B.A. 
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bu yerda �:�T�á�V�á�P�;�ó�4�7
�Í �� �<�:�T�á�V�á�P�;�ã�T�Ð�4�á�P
P�r�á�V
P�r�=�á���������Ü�:�T�;�á�Ü�ñ�:�P�; 
F�� Dirakning delta funksiyasi va 

�X�Q�L�Q�J���K�R�V�L�O�D�V�L�����)�D�U�D�]���T�L�O�D�\�O�L�N�����Q�R�P�D�¶�O�X�P���G�:�T�á�P�; yadro �T �R�µ�]�J�D�U�X�Y�F�K�L�J�D���N�X�F�K�V�L�]���E�R�J�µ�O�L�T���E�R�µ�O�V�L�Q�����\�D�¶�Q�L�� 
�G�:�T�á�P�; 
L �G�4�:�P�; 
E�Ý�T�G�5�:�P�; 
E�®�á�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������:�v�; 

bu yerda �Ý
Fkichik parametr. Ushbu ishda biz {�G�6�á�G�5�=���I�X�Q�N�V�L�\�D�O�D�U�Q�L���W�R�S�L�V�K���E�L�O�D�Q���V�K�X�J�µ�X�O�O�D�Q�D�P�L�]�����%�X�Q�L�Q�J��
uchun (1), (2) yechimni 
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ko�µrinishda yozamiz. �7 va �G funksiyalarning �Ý bo�µyicha yoyilmalarini (1), (5) tenglamalarga qo�µyiladi va 
bir xil  darajali �Ý lar oldidagi koeffisiyentlarni tenglashtirish  natijasida �7�á funksiyalarga nisbatan  
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masalalar olinadi, bu yerda �Ü�á�4 
F��Kroneker simvoli �Ü�Ü�Ý
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L �F,���Ü�Ü�Ý
L �æ, �E
M�F. (6)
F(9) 
tenglamalarning har ikkala tomonini �T�à  �J�D�� �N�R�µ�Saytirib, natijani �T �E�R�µ�\�L�F�K�D�� �P�L�Q�X�V�� �F�K�H�N�V�L�]�O�L�N�G�D�Q�� �S�O�\�X�V��
�F�K�H�N�V�L�]�O�L�N�J�D�F�K�D���R�U�D�O�L�T�G�D���L�Q�W�H�J�U�D�O�O�D�E�����T�X�\�L�G�D�J�L���W�H�Q�J�O�L�N�J�D���H�J�D���E�R�µ�O�D�P�L�] 
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(10) da �7�á�á�à  orqali �7�á funksiyaning �I -momentlari belgilanadi. 

�7�á�á�à �:�V�á�P�; 
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(10) tenglamani olishda ixtiyoriy chekli t lar uchun �7�á ���Q� �������������«�� funksiyalar chekli tartibli singulyar 
�X�P�X�P�O�D�V�K�J�D�Q���Y�D���U�H�J�X�O�\�D�U���I�X�Q�N�V�L�\�D�O�D�U�Q�L�Q�J���\�L�J�µ�L�Q�G�L�V�L���N�R�µ�U�L�Q�L�V�K�L�G�D���W�D�V�Y�L�U�O�D�Q�L�V�K�L�����K�D�P�G�D 
�7�á�� ning tashuvchisi chegaralanganligidan foydalanildi: �7�á�á�à  �T�X�\�L�G�D�J�L�� �E�R�V�K�O�D�Q�J�µ�L�F�K�� �Y�D�� �F�K�H�J�D�U�D�Y�L�\��
shartlarni qanoatlantiradi. 

�7�á�á�à ���ç�´ �4 � �r�á�����������������������������������������������7�á�á�à�í ���í�@�4 
L �Ü�á�4�Ü�à �4�Ü�ñ�:�P�;�ä���������������������������������������������������������������������������������������������������������:�s�t�; 
Faraz qilaylik 

�7�á�á�à�í ���í�@�4 
L 
± �T�á�B�á�:�T�á�P�;�@�T
L �B�á�:�P�;

�>�¶

�?�¶

�á���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������:�s�u�; 

�E�R�µ�O�V�L�Q�����E�X���\�H�U�G�D���B�á�:�P�; ���Q� �������������«�� berilgan yetarlicha silliq funksiyalar.  
Ishning asosiy maqsadi �•�4 funksiyani topishdan iborat. Buning uchun �J 
L �I 
L �r holni 

qaraymiz. U holda (10)-(12) lar yordamida �G�4�á���7�4��larni aniqlash uchun quyidagi tenglamalar  

�ò�6�7�4�4

�ò�P�6

L �ä�:�V�;

�ò�6�7�4�4

�ò�P�6

E
± �G�4�:�P
F �ì�;�ä

�ò�6�7�4�4

�ò�P�6
�:�V�á�ì�;�@�ì���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������:�s�v�;

�ç

�4

 

va 
�7�4�4���ç�´ �4 � �r�á�����������������������������������������������������������7�4�4�í���í�@�4 
L �Ü�ñ�:�P�;�á�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������:�s�w�; 

�7�4�4���í�@�4 
L �B�4�:�T�á�P�;���á���������������������������������������J 
L �r�á�s�á�t�á�å�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������:�s�x�; 
�E�R�V�K�O�D�Q�J�µ�L�F�K���F�K�H�J�D�U�D�Y�L�\���V�K�D�U�W�O�D�U�Q�L qanoatlantiruvchi masalani hosil qilamiz. 
�<�D�Q�J�L���R�µ�]�J�D�U�X�Y�F�K�L���U ni quyidagi formula bilan kiritamiz 

�U
L 
±
�@�æ


¥�ä�:�æ�;

�í

�4
���ä�����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������:�s�y�; 

�H�:�U�; orqali �U va���V �R�µ�]�J�D�U�X�Y�F�K�L�O�D�U���R�U�D�V�L�G�D�J�L���E�R�J�µ�O�D�Q�L�V�K���Y�D���ä
ì�:�U�; 
L �ä
k�H�:�U�;
o belgilashni kiritamiz (13)-(15) 
masalani �&�Í �� �<�:�U�á�P�;�ã�r 
Q�U
Q�P
Q�6
F �U�= �V�R�K�D�G�D���T�D�U�D�\�P�L�]���4�X�\�L�G�D�J�L���W�H�R�U�H�P�D���R�µ�U�L�Q�O�L�� 

Teorema 1.�B�4�:�P�; 
L 
F�Ü�:�P�; 
E�à�:�P�;�B�4�4�:�P�; �E�R�µ�O�L�E���ä
ì�:�U�;�ó�%�7�B�æ�â��
��

�6
�C �V�L�Q�I�G�D�Q���E�R�µ�O�V�L�Q�����E�X���\�H�U�G�D���B�4�4�:�P�;�ó�%�6�B�r�â��

��

�6
�C, 

�à�:�P�; 
F Hevisayde funksiyasi va �Ü�:�P�; 
L
�×��

�×�ç
. U holda ixtiyoriy tayinlangan �6
P�r lar uchun (13)
F(16) 

teskari masalaning �G�:�P�;�ó�%�6�>�r�á�ì�? sinfga tegishli yechimi mavjud.  
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�&�2�1�6�7�$�1�7���6�,�*�1���*�5�(�(�1�¶�6���)�8�&�7�,�2�1�6 
Cabada A 

CITMAga, 15782 Santiago de Compostela, Galicia, Spain. 
�'�H�S�D�U�W�D�P�H�Q�W�R���G�H���(�V�W�D�W�t�V�W�L�F�D�����$�Q�i�O�L�V�H���0�D�W�H�P�i�W�L�F�D���H���2�S�W�L�P�L�]�D�F�L�y�Q�� 

�)�D�F�X�O�W�D�G�H���G�H���0�D�W�H�P�i�W�L�F�D�V�����8�Q�L�Y�H�U�V�L�G�D�G�H���G�H���6�D�Q�W�L�D�J�R���G�H���&�R�P�S�R�V�W�H�O�D�� 
Galicia, Spain. 

In the study of nonlinear boundary value problems, a classical and fruitful method to ensure the 
existence of solutions consists on the construction of a related integral operator, whose fixed points 
coincide with the solutions of the considered problem. The kernel of the integral operator is known as the 
�*�U�H�H�Q�¶�V���I�X�Q�F�W�L�R�Q���U�H�O�D�W�H�G���W�R���W�K�H���O�L�Q�H�D�U���S�D�U�W���R�I���W�K�H���H�T�Xation. To ensure the existence of solutions that have 
�W�K�H�� �V�D�P�H�� ���R�U�� �R�S�S�R�V�L�W�H���� �V�L�J�Q�� �W�K�D�Q�� �W�K�H�� �H�[�W�H�U�Q�D�O�� �I�R�U�F�H���� �Z�H�� �Q�H�H�G�� �W�R�� �H�Q�V�X�U�H�� �W�K�D�W�� �W�K�H�� �*�U�H�H�Q�¶�V�� �I�X�Q�F�W�L�R�Q�� �K�D�V��
constant sign on its square of definition. Such property is equivalent to warrant comparison principles and 
to develop monotone iterative techniques, lower and upper solutions method or to ensure the existence of 
solutions in suitable cones. 

�,�Q���W�K�L�V���W�D�O�N���Z�H���Z�L�O�O���P�D�N�H���D���V�X�U�Y�H�\���F�R�Q�F�H�U�Q�L�Q�J���W�K�H���P�D�L�Q���S�U�R�S�H�U�W�L�H�V���R�I���W�K�H���*�U�H�H�Q�¶�V���I�X�Q�F�W�L�R�Q�V���D�Q�G���L�W�V��
parameter dependence. Moreover, we present some results in which it is proven a spectral 
�F�K�D�U�D�F�W�H�U�L�]�D�W�L�R�Q���R�I���W�K�H���R�S�W�L�P�D�O���Y�D�O�X�H�V���R�Q���W�K�H���S�D�U�D�P�H�W�H�U���I�R�U���Z�K�L�F�K���W�K�H���*�U�H�H�Q�¶�V���I�X�Q�F�W�L�R�Q���K�D�V���F�R�Q�V�W�D�Q�W���V�L�J�Q����
Thus, some results proven in [1,2,3] and references therein are showed. 
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boundary-value problem by means of spectral theory. Electron. J. Differential Equations 2017, 
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INVERSE PROBLEM FOR VISCOELASTIC SYSTEM IN A VERTICALLY LAYERED 

MEDIUM  
Durdiev D. K.    Boltaev A. A. 

V.I.Romanovskiy Institute of Mathematics, Tashkent, Uzbekistan 
E-mail: d.durdiev@mathinst.uz, asliddinboltayev@mail.ru 

A perfectly elastic material does not exist in nature; in fact, inelasticity is always present. This 
inelasticity results in energy dissipation or damping. Therefore, for a wide class of materials, it is 
not enough to use an elastic model to study their mechanical behavior. Therefore, viscoelastic 
foundational models have often been used to model the behavior of polymeric materials with 
respect to time variable. 

Let be � ��
L���:� 
Ú�â� 
Û�â� 
Ü�; �Ð�~
Ü�ä Let us denote by �ê�Ü�Ý the projection onto  the �T�Ü�á��axis of the 
stress acting on the area with the normal parallel to the �T�Ý axis, and �Q�Ü are the projection onto the �T�Ü 
axis of the vector particle �G�L�V�S�O�D�F�H�P�H�Q�W���� �$�F�F�R�U�G�L�Q�J�� �W�R�� �+�R�R�N�H�¶�V�� �O�D�Z�� �I�R�U�� �Y�L�V�F�R�H�O�D�V�W�L�F�� �P�H�G�L�D���� �V�W�U�H�V�V�H�V��
and deformations are related by the formulas ([1], ch.3): 

�ê�Ü�Ý�:� �á�P�; 
L �ä�F
�ò�Q�Ü

�ò�T�Ý

E

�ò�Q�Ý
�ò�T�Ü

�G
E�Ü�Ü�Ý�ã�†�‹�˜�� 
E 


E
± �-�Ü�Ý�:�P
F �ì�;�H�ä�F
�ò�Q�Ü
�ò�T�Ý


E
�ò�Q�Ý
�ò�T�Ü

�G
E�Ü�Ü�Ý�ã�†�‹�˜�� �I�:�T�á�ì�;�@�ì�á

�ç

�4

�����������������������������E�á�F
L �s�á�t�á�u�á�� 

here �ä
L �ä�:�T�7�;�á�ã
L �ã�:�T�7�; are Lame coefficients, �Ü�Ü�Ý is Kronecker symbol, �� �:� �á�P�; 
L

k�Q�5�:� �á�P�;�á�Q�6�:� �á�P�;�á�Q�7�:� �á�P�;
o is displacement vector,  �-�Ü�Ý�:�P�; are functions responsible for the viscosity 
of the medium and  �-�Ü�Ý
L �-�Ý�Ü�á�E�á�F
L �s�á�t�á�u�ä 

In this work, it is required to unique determine the relaxation kernels, if some components on the 
lateral boundaries of the region under consideration are given. 

REFERENCES 
1. Galin L. A. Contact problems of the theory of elasticity and viscoelasticity // Moscow: Nauka, 
1980, (In Russian). 
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INVERSE PROBLEM OF DETERMINING THE KERNEL IN AN INTEGRO -
DIFFERENTIAL EQUATION OF PARABOLIC TYPE WITH NONLOCAL 

CONDITION  
1Durdiev D.K., 1 Jumaev  J.J.,2 Atoev D.D.  

V.I.Romanovskiy Institute of Mathematics, Tashkent, Uzbekistan, 
2Bukhara State University, Bukhara, Uzbekistan 

Let �6��
P ���r be fixed number and �&�Í ��
L���<�:�T�á�P�; �÷���r��
O���T��
O���H�á�r��
O���P��
Q���6�=�ä 
Consider the inverse problem of determining of functions �Q�:�T�á�P�;�á�G�:�P�; such that it 
satisfies the equation 

�Q�ç��
F���Q�ë�ë��
L���ì �G�:�P
F �ì�;�Q�:�T�á�ì�;�@�ì
�ç
�4 �á�����������:�T�á�P�; �Ð���&�Í �á��������   �:�s�; 

with the nonlocal initial condition 
�Q�:�T�á�r�; 
E�Ü�Q�:�T�á�6�; 
L �î �:�T�;�á�������T�Ð�>�r�á�H�?�á�Ü
L �?�K�J�O�P�á    �:�t�; 

the boundary conditions 
�Q���ë�@�4��
L �Q���ë�@�ß
L �r�á�����������������î �:�r�; 
L �î �:�H�; 
L �r�á�P�Ð�>�r�á�6�?�á       �:�u�; 

and the additional condition 

�ì �ñ�:�T�;�Q�:�T�á�P�;�@�T
�5
�4 
L ���D�:�P�;�á       �:�v�; 

Here �Ü
R�r is given number, �î �:�T�;�á�ñ�:�T�;�á�D�:�P�; are given functions of �T�Ð�>�r�á�H�? and �P�Ð�>�r�á�6�?�ä 
Let �%�à �:�r�â�H�; be the class of m times continuously differentiable with all 

derivatives up to the �I 
F th order (inclusive) in �:�r�â�H�; functions. In the case �I 
L �r 
this space coincides with the class of continuous functions. 

Theorem. Let conditions �:�î �:�T�;�á�ñ�:�T�;�; �Ð�%�6���:�r�á�H�;���á�D�:�P�; �Ð�%�6�>�r�á�6�?�á 

�ì �ñ�:�T�;�:�T�;�@�T
�ß
�4 
L �D�:�r�; 
E���Ü�D�:�6�;�á���������î �:�r�; 
L �î �:�H�; 
L �r�á �D�4 
L �D�:�r�; 
M�r�á�������Ü��
R���r�á �ñ�:�r�; 
L �ñ�:�H�; 
L �r be 

satisfied. Then there exists sufficiently small number �6�Û�Ð�:�r�á�6�;��that the solution to the problem �:�s�; 
F
�:�v�; in the class of functions �Q�:�T�á�P�; �Ð 
�%�6�á�5���:�&�Í �Û�;�á�G�:�P�; �Ð�%�5�>�r�â�6�Û�?��exist and unique, where �&�Í �Û
L �<�:�T�á�P�;���T�Ð�:�r�á�H�;�á�P�Ð���>�r�á�6�Û�?�= �:�%�à �á�Þ�:�&�Í �;�; 
is the class of �I  times continuously differentiable with respect to x and k times continuously differentiable 
with respect to���P all derivatives in the domain �&�Í  functions) 
 In this work, the solvability of a nonlinear inverse problem for integro-differential heat equation 
with nonlocal conditions was studied. Firstly we investigated solvability direct problem, Therefor �:�s�; 
F
�:�u�;��problem replaced equivalent of integral equation by Fourier method. Then used to approximation 
series method, existence and uniqueness theorem of direct problem solution is proven. The inverse 
problem was considered for determining the kernel k(t) included in the equation �:�s�; with integral 
observation �:�v�; of the solution of this system with the initial and boundary conditions �:�t�;�á�:�u�;�ä 
Conditions for given functions are obtained, under which the inverse problem have unique solutions for a 
sufficiently small time interval. 
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A MULTI -DIMENSIONAL DIFFUSION COEFFICIENT DETERMINATION 

PROBLEM FOR THE TIME -FRACTIONAL EQUATION  
1Durdiev D.K., 2Rahmonov A.A., 3Mirzaev B.R.  

1Bukhara Branch of the Institute of Mathematics at the Academy of Sciences of the Republic of 
Uzbekistan, Bukhara, Uzbekistan, 

2V.I. Romanovskiy Institute of Mathematics, Tashkent, Uzbekistan 
3Jizzakh State Pedagogical Institute, Jizzakh, Uzbekistan. 

In this paper, we consider a multi-dimensional inverse problem for a fractional diffusion equation. 
The inverse problem is reduced to the equivalent integral equation. For solving this equation, the 
Schauder principle is applied. The local existence and uniqueness results are obtained. 
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Consider the �J��
R���t�ídimensional fractional diffusion equation defined by 
�: �&�ç

�� �Q�;�4
�¼ ���:�T�á�P�; 
F �¿�Q
E�M�:�T�;�Q
L �B�:�T�á�P�;�á     in   �4�Í

�á  (1) 
where �r 
O�Ù
O�s�á�: �&�ç

�� �Q�;�4
�¼ ���:�T�á�P�; is the Gerasimov-Caputo fractional derivative, defined by: 

�: �&�ç
�� �Q�;�4

�¼ �:�T�á�P�; 
L
�s

�’�:�s
F�Ù�;

±

�Q���:�T�á�ì�;
�:�P
F �ì�;��

�@�ì�á

�ç

�4

 

�� 
FLaplacian respect to the variable �T
L 
k�T�5�á�T�6�á�å �á�T�á
o�á�4�Í
�á 
L �<�:�T�á�P�;�ã�T�Ð�4�á�á�r 
O�P
Q�6�= and �B���:�T�á�P�; is 

given function. 
It is natural from the physical point of view to consider a usual Cauchy problem, with the initial 

condition 
�Q�:�T�á�r�; 
L ���Ô�:�T�;�á�������������‘�•���������4�á     (2) 

where �Ô�:�T�; is given. 
Our main problem is formulated as follows: 
Inverse problem. Find the function �M�:�T�;�á�T���Ð�4�á in (1), if the solution to  

Cauchy problem (1), (2) satisfies 

�ì �Q�:�T�á�P�;�ï�:�P�;�@�P
L �C�:�T�;�á���������������������T�Ð�4�á�á
�Í
�4    (3) 

where �ï�:�P�;�á�C�:�T�; are given. 
In the present paper, we establish sufficient condition under which the solution of the inverse 

problem (1) - (3) exists and is unique. For the case �Ù
L �s, closely related results were obtained in [1]. 
REFERENCES 
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AN EXISTENCE THEOREM FOR AN INITIAL -BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR 
THE EQUATION OF FORCED VIBRATIONS OF A BEAM WITH A BASE STIFFNESS 

COEFFICIENT  
Durdiev U.D. 

Bukhara State University, Bukhara, Uzbekistan 
We consider the following beam oscillation equation: 

 �Q�ç�ç
E�=�6�Q�ë�ë�ë�ë
E�.�:�T�;�Q
L �) �:�T�á�P�;�á (1) 
where �.�:�T�; 
F bad coefficient, �) �:�T�á�P�; 
F external force, �Q�:�T�á�P�; �Ð�%�ë�á�ç

�8�á�6�:�&
%�;. 
Equation (1) is considered in the rectangular domain  �&
L �<�:�T�á�P�;�ã�����r 
O�T
O�H�á�r 
O�P
O�6�=�á�� 

where �H is beam length, �6 is time interval, with initial  
 �Q���ç�@�4 
L �î �:�T�;�á���������Q�ç���ç�@�4 
L �ð�:�T�;�á���������T�Ð�>�r�á�H�? (2) 

and boundary conditions  

 
�Q�:�r�á�P�; 
L �Q�ë�:�r�á�P�; 
L �r�á���������������� �:�•�‡�ƒ�Ž�;�á
�Q�ë�ë�:�H�á�P�; 
L �Q�ë�ë�ë�:�H�á�P�; 
L �r�á������������ �:�ˆ�”�‡�‡���‡�•�†�;�������������r 
Q�P
Q�6�ä

 (3) 

The purpose of this paper is to prove the existence of a solution �Q�:�T�á�P�; �Ð�%�8�á�6�:�&�;�á satisfying 
equalities (1)-(4) for given numbers �=, �H, �6 and sufficiently smooth functions �.�:�T�;, �) �:�T�á�P�;, �î �:�T�;, �ð�:�T�;. 

Lemma 1. If the functions �î �:�T�;, �ð�:�T�;, �) �:�T�á�P�; satisfy conditions  
�î �:�T�; �Ð�%�: �>�r�á�H�?�á �î �:�r�; 
L �î �ñ�:�r�; 
L �î �ñ�ñ�:�H�; 
L �î �ñ�ñ�ñ�:�H�; 
L �î �Â�Ï�:�r�; 
L �î �Ï �:�r�; 
L �r�á 

�ð�:�T�; �Ð�%�8�>�r�á�H�?�á �ð�:�r�; 
L �ð�ñ�:�r�; 
L �ð�ñ�ñ�:�H�; 
L �ð�ñ�ñ�ñ�:�H�; 
L �r�á 
�) �:�T�á�P�; �Ð�%�:�&
%�; �ê�%�ë�8�:�&�;�á�) �:�r�á�P�; 
L �) �ñ�:�r�á�P�; 
L �) �ñ�ñ�:�H�á�P�; 
L �) �ñ�ñ�ñ�:�H�á�P�; 
L �r�á�r 
Q�P
Q�6 

then the following representations hold:  

 �î �á 
L
�� �Ù

�:�2�;

�×�Ù
�2 �á�������������ð�á 
L

�� �:�0�;

�×�Ù
�0 �á�������������C�á�:�P�; 
L

�Ú�Ù
�:�0�;�:�ç�;

�×�Ù
�0 �á (4) 

where  

 �î �á
�:�:�; 
L

�Õ
�Ö
�Ô

�Ö
�Ó

�5

�æ�Ñ�Ù�æ
�ì

�ß
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F
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p�@�T�á �����J 
L �t�G
F�s�á
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�æ�Ñ�Ù�æ
�ì

�ß
�4 �î �á

�:�:�;�:�T�;
l�?�á�O�D�@�á �@�T
F
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�A
F �B�á�…�‘�•�@�á �@�T
F

�ß

�6
�A
p�@�T�á �����J 
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 �ð�á
�:�8�; 
L �ì

�ß
�4 �ð�:�8�;�;�á�:�T�;�@�T�á�������������C�á

�:�8�;�:�P�; 
L �ì
�ß
�4 �) �:�8�;�:�T�á�P�;�;�á�:�T�;�@�T�ä 

Theorem 1. If the functions �î �:�T�;, �ð�:�T�;, �) �:�T�á�P�; satisfy the conditions of the lemma 1, then there 
exists a unique solution to the problem (1)�±(3) and it is determined by the sum of the series: 
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�Q�:�T�á�P�; 
L 
Í

�¶

�á�@�5

�F�î �á�…�‘�•�=�@�á
�6�P
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�ð�á

�=�@�á
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where  
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F
�ß
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�A
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�ß

�6
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where          �@�á 
L
��

�ß
�@�J
F

�5

�6

E�:
F�s�;�á�#�á�A�á�������������#�á 
L �1�@

�5

�á�. �A�á 

 �=�á 
L �O�D�?�5�@
�×�Ù�ß

�6
�A�á���������>�á 
L �…�‘�•�?�5�@

�×�Ù�ß

�6
�A�á���?�á 
L 
F�?�D�?�5�@

�×�Ù�ß

�6
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Normalizing the system of functions �: �:�T�;, we gets 

 �;�á�:�T�; 
L
�Ñ�:�ë�;

�æ�Ñ�:�ë�;�æ
�á�������������æ�: �:�T�; �æ
L

�Õ
�Ô

�Ó�¾�H�?�P�D�@
�×�Ù�ß

�6
�A�á �������������J 
L �t�G
F�s�á

�¾�H�P�D�@
�×�Ù�ß

�6
�A�á �������������J 
L �t�G�á  

Note that system �;�á�:�T�; is orthonormal and full in the space �.�6�>�r�á�H�? and forms an orthonormal basis 
therein.  
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MULTIDIMENSIONAL KERNEL DETERMINATION PROBLEMS FROM HEAT 

EQUATIONS WITH MEMORY  
1Durdiyev D.K., 2Nuriddinov J.Z., 3Qarshiboyeva Sh.Q. 

1V.I. Romanovskiy Institute of Mathematics, Tashkent, Uzbekistan 
2 Bukhara State University, Bukhara, Uzbeksitan 

3 Jizzakh State Pedagogical Institute, Jizzakh, Uzbekistan 
In the work we study  inverse problem to determine a time and spatially varying kernel 

( , ), , 0nk x t x R t� • � ! in a  parabolic integro-differential equations  governing the heat flow in 
materials with memory. Problems of identification of memory kernels in parabolic and hyperbolic 
equations have been intensively studied starting at the end of the last century [1]-[3]. 

Consider Cauchy problem   for the n�� dimensional parabolic integro-differential equation with a 
time-variable coefficient of thermal conductivity 

0

( ) ( , ) ( , , ) ,
t

x

u
c t u k x t u x y d

t
�W �W �W

�w
�� �' � ��

�w �³     n
1 2( , ,..., ) R , (0, ],nx x x x t T� �• �•    (1) 

0| ( , ),tu x y�I� �          (2) 

where ( )c t is an enough smooth positive function, x�' is Laplacian on the variables 1 2( , ,..., ),nx x x x�  
n

1 2( , ,..., ) Rny y y y�  � • is a parameter of problem, T  is a fixed positive number.   

We investigate the following problem: 
Inverse problem:  when ( ) 1c t �  find a kernel ( , )k x t  of the integral term in (1), if a solution to 

the Cauchy problem (1) and (2) is known on x y�  for all  nRy�•  and [0, ]t T�• : 

( , , ) ( , ), ( ,0) ( , )u y y t y t y y y�\ �\ �I�  �                                (3) 

We assume that the function ( , )k x t  with derivatives ,
i jx xk   , 1,2,..., ,i j n�  tk  belongs to  

( ),TB D   n( ) {( , ) : R ,0 }TD x t x t T� �• �d �d   for any fixed  T 0�!  and the function ( , )x y�I is in  
4 n n(R R )B �u .  Here ( )mB Q be the class of m  times continuously differentiable with respect to all 
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variables and bounded together with all derivatives up to the order of m  in the domain Q  functions. 

When 0( ) : ( )B Q B Q�  and this  is usual space of continuous and bounded functions. 

Besides, let the function ( , )k x t  have the  separable form, i.e. it can be expressed as the sum of a 
finite number N of terms, each of which is the product of a function of x only and a function of t only: 

2 2 1

0

( , ) ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ),
n

i i i i
i

k x t a x b t a x B R b t C R
� 

� �• �•�¦     (4) 

where 1( )C R  is the class of continuously differentiable in R functions.   The functions ( )ia x  can be 

assumed to be linearly  independent, otherwise the number of terms in relation (4) can be reduced. 
 Theorem. Suppose that the all assumptions about function ( , )x y�I  are fulfilled. Besides, the 

function ( , )y t�\   together with derivatives ,t tt� \ � \ and  , 1,2,...,
i ity y i n�\ �  belong to the  class 

( )TB D   for any fixed  0T �!   and   

�E�J�B
�ì �Ð�Ë�Ù

�����ð�:�U�á�P�;�� 
L �ä�:�P�; 
R�ä�4 
P �r    (5) 

where 0�P  is a  known numbers, then any function ( , )k x t  having the form (4) is uniquely determined by 

the information (3) in domain  TD . 

We proved the uniqueness theorems for the definition of the convolution kernel in a  parabolic 
integro-differential equation describing thermal processes with memory. 
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KASR TARTIBLI DIFFUZIYA TENGLAMASIDAN MANBANI ANIQLASH TESKARI 
MASALASI MASALASI  

1Durdiyev D.K., 2Isayev S.U.  
1V.I. Romanovskiy nomidagi Matematika instituti,Toshkent, O`zbekiston 

2Buxoro davlat universiteti, Buxoro, O`zbekiston  
�8�V�K�E�X���P�D�T�R�O�D�G�D���Y�D�T�W���R�¶�]�J�D�U�X�Y�F�K�L�V�L���E�R�¶�\�L�F�K�D���N�D�V�U���W�D�U�W�L�E�O�L 

�&�4�>�á�ç
�� �Q
F�=�6�Q�ë�ë
L �B�:�T�;�L�:�P�;�á�����������T�Ð�4�á�P
P�r   (1) 

�G�L�I�I�X�]�L�\�D���W�H�Q�J�O�D�P�D�V�L���X�F�K�X�Q���T�R�¶�\�L�O�J�D�Q 

�+�4�>�á�ç
�5�?�� �Q
2�ç�@�4 
L �î �:�T�;�á���������T�Ð�4     (2) 

(1) va (2) �P�D�V�D�O�D�Q�L�Q�J���\�H�F�K�L�P�L���P�D�¶�O�X�P���E�R�¶�O�J�D�Q�G�D�� 

�Q
2�ë�@�4 
L �C�:�P�;�����������������������������������������������������������������:�u�; 
�T�R�¶�V�K�L�P�F�K�D���V�K�D�U�W���\�R�U�G�D�P�L�G�D���L�:�P�; funksiyani topish teskari masalasini qaraymiz. Bu yerda �&�4�>�á�ç

��  va 
�+�4�>�á�ç
�5�?�� 
Fmos ravishda Rimann-Liuvill kasr differensial operatori va kasr integrali [1]. 

�4�X�\�L�G�D�J�L���W�H�R�U�H�P�D���R�¶�U�L�Q�O�L�� 
Teorema. Agar �:�T�; �Ð�%�Õ

�6�:�4�;�á �B�:�T�; �Ð�%�Õ
�6�:�4�;, �C�:�P�; �Ð�#�%�>�r�á�6�? �E�R�¶�O�L�E�����B�:�r�; 
M�r va �C�:�P�; 
R�C�4 
P �r 

�E�R�¶�O�V�D�����X���K�R�O�G�D��������-(3) teskari masalaning yagona uzluksiz yechimi mavjud.  
ADABIYOTLAR  

1.  Anatoliya Kilbas, Hari M.Srivastava, Theory and applications of fractional differential 
equations, Belarusian State University, Minsk, Belarus(2006) 347-360. 
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KERNEL DETERMINATION PROBLEM FOR A PARABOLIC INTEGRO --
DIFFERENTIAL EQUATION WITH A VARIABLE THERMAL CONDUCTIVITY  

1Durdiyev D.K., 2Nuriddinov J.Z., 2Ochilova Z.Sh.  
1 V.I. Romanovsky at the Academy of sciences of the Republic of Uzbekistan, Tashkent, Uzbekistan 

2 Bukhara State University, Bukhara, Uzbekistan 
The constitutive relations for a linear non-homogeneous heat propagation and diffusion processes 

in medium with memory contain a time- and space-dependent kernel in an integral term of time variable  
convolution type  [1]-[2]. Often, in practical applications these kernels are unknown functions and it is 
required to determine them. Kernel determination inverse  problems in parabolic integro differential 
equations  were the object of studying since the end of last century. In literature are most often found the 
linear inverse source and nonlinear inverse coefficient problems with different type of over determination 
conditions (see, for example [1]-[4] and references there). 

Consider the problem of determining functions  ),,(),,( txktxu ),,...,,(),'( 21 nn xxxxxx � �  

0�!t from the  equations 

�Q�ç 
L �=�:�P�;�� �Q
F�ì �G
�ç
�4 �:�T�ñ�á�P
F �ì�;�=�:�ì�;�� �Q�:�T�á�ì�;�@�ì�á �:�T�á�P�; �Ð�9�Í

�á�á   (1) 
�Q�:�T�á�r�; 
L �î �:�T�;�á���T�Ð�9�á�á        (2) 

�Q�:�T�ñ�á�r�á�P�; 
L �B�:�T�ñ�á�P�;�á�������������������������������������������:�T�ñ�á�P�; �Ð�9�Í
�á�?�5�ä     (3) 

Where  ��  is the Laplace operator with respect to spatial variables  ),,...,,( 21 nxxxx �  �9�Í
�á 
L

�<�:�T�á�P�;���T
L �:�T�ñ�á�T�á�; �Ð�9�á�á�r 
O�P
Q�6�= is  a strip with thickness �6�á�6
P�r  
is an arbitrary fixed  number, �=�:�P�; �Ð�%�6�>�r�á�6�?�á�r 
O�=�4 
Q�=�:�P�; 
Q�=�5 
O�»�=�ä  �=�4 and �=�5 are given numbers.  

In these works authors discussed the unique solvability for possed problem. Our main result of this 
work is following theorem: 
Theorem.  Suppose �=�:�P�; 
P �r����is a sufficiently smooth function,  �î �:�T�; �Ð�* �ß�>�<�:�9�á�;, �B�:�T�ñ�á�P�; �Ð
�* �ß�>�:�á�:�ß�>�:�;���6�:�9�� �Í

�á�?�5�; belongs to the class of functions,   �B�:�T�ñ�á�r�; 
L �î �:�T�ñ�á�r�; and �î �ë�Ù�ë�Ù�:�T
�ñ�á�r�; 
L

�5

�Ô�:�4�;
�B�ç�:�T�ñ�á�r�; 
F �Ã �B�ë�Ô�ë�Ô

�á�?�5
�Ü�@�5 �:�T�ñ�á�r�;�ä matching  conditions hold, and let ���B�ç�:�T�ñ�á�r�;�� 
P �B�4 
L �?�K�J�O�P
P�r .  

Then, there is a sufficiently small positive number �6�4 
P �r such that �6�Ð�:�r�á�6�4�?, the inverse problem (1)- 

(3) has only one solution  �Q�:�T�á�P�; �Ð�* �ß�>�6�á�:�ß�>�6�;���6�@�9�Í
�á
�A�á  for �H�Ð�:�r�á�s�;. 

To prove this theorem, the considering problem reduces    to an auxiliary problem which is more 
convenient for further consideration.   Then the auxiliary problem is replaced by an equivalent  system of 
Volterra-type integral equations with respect to unknown functions.  Finally,  applying the method of 
contraction  mappings to this system in the Holder class of functions, it is proved  the main result of the 
work representing  a local existence and uniqueness theorem. 
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INTEGRO -DIFFERENSIAL ISSIQLIK TARQALISH TENGLAMASIDAN YADRONI 

ANIQLASH TESKARI MASALASI  
Ergasheva N.Sh. 

Buxoro davlat universiteti, Buxoro, O`zbekiston 
�:�T�á�U�á�P�; 
L �9�Í

�6�<�:�T�á�U�á�P�;���T�á�U�Ð�9�6�á�r 
Q�P
O�6�= sohada quyidagi masaladan �Q�:�T�á�U�á�P�;�á funksiyani 
aniqlash masalasini qaraymiz [1]:  

�Q�ç
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E�D�:�T�;�Q�:�T�á�U�á�P�; 
L �ì �G
�ç
�4
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�Q���ç�@�4 
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bu yerda  �� �ã
L
�! �.

�! �ë�. 
E
�! �.

�! �ì �. - Laplas operatori.�� 
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Teskari maslada �Q�:�T�á�U�á�P�; funksiyadan farqli ravishda (1) integro-differensial tenglamadan �G�:�T�á�P�; 
�I�X�Q�N�V�L�\�D�Q�L���W�R�S�L�V�K���P�D�V�D�O�D�V�L���T�D�U�D�P�L�]�����%�X�Q�L�Q�J���X�F�K�X�Q���T�X�\�L�G�D�J�L���T�R�µ�V�K�L�P�F�K�D���V�K�D�U�W���N�L�U�L�W�D�P�L�]���>���@�����>���@���� 

�Q���ì �@�4 
L �B�:�T�á�P�;�á                                          (3) 
bu yerda �B�:�T�á�P�; �Ð�* �ß�>�8�á�:�ß�>�8�;���6�:�9
%�Í �; berilgan funksiya, �9
%�Í 
L �<�:�T�á�P�;���T�Ð�9�á�������r 
Q�P
Q�6�=. (1)-(3) 

masaladan �Q�:�T�á�U�á�P�; va �G�:�T�á�P�; funksiyalarni topish masalasiga teskari masala deb ataladi.  
Quyidagi shart bajarilsin. 
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%�Í ���������� 
�ô�:�T�á�U�á�P�; 
L �Q�ì�ì �:�T�á�U�á�P�; formula yordamida yangi funksiya kiritamiz, u holda (1), (2) masala 

�T�X�\�L�G�D�J�L�F�K�D���N�R�µ�U�L�Q�L�V�K�Q�L���R�O�D�G�L���� 
�ô�ç
F �� �ô
E�D�:�T�;�ô�:�T�á�U�á�P�; 
L �ì �G

�ç
�4

�:�T�á�ì�;�ô�:�T�á�P
F�ì�;�@�ì�á                 (4) 
�ô���ç�@�4 
L �î �ì�ì �:�T�á�U�;�ä                                        (5) 

�ô�:�T�á�U�á�P�; �I�X�Q�N�V�L�\�D�� �X�F�K�X�Q�� �T�R�µ�V�K�L�P�F�K�D�� �V�K�D�U�W�Q�L���U
L �r �E�R�µ�O�J�D�Q�G�D�� �������� �W�H�J�O�D�P�D�G�D�J�L���� �Q hadini �Q�ì�ì  ga 
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(5) va (6) tengliklardan quyidagi kelishuvchanlik sharti kelib chiqadi:  
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L �ñ�:�T�á�U�á�P�; belgilashni kiritsak, quyidagi masalani olamiz: 
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F �ì �G
�ç
�4

�:�T�á�ì�;�B�ç�:�T�á�P
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Teorema. Faraz qilaylik �î �:�T�á�U�; �Ð�* �ß�>�: �:�9�6�;, �B�:�T�á�P�; �Ð�* �ß�>�8�á�:�ß�>�8�;���6�:�9
%�Í �;  shartlar bajarilsin. 
Bundan tashqari �B�:�T�á�r�; 
L �î �:�T�á�r�;�á �î �ì�ì �:�T�á�r�; 
L �B�ç�:�T�á�P�;���ç�@�4 
E�D�:�T�;�B�:�T�á�r�; 
F �B�ë�ë�:�T�á�r�; kelishuvchanlik 
shartlari bajarilsin. U holda yetarlicha kichik musbat �6
P�r lar uchun (7) - (9) teskari masalaning 
�G�:�T�á�P�; �Ð�* �ß�á�ß���6�:�9
%�Í �; sinfga tegishli yagona yechimi mavjud.  
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bu yerda ,f H�M�• . 
Ushbu ishda  ���������P�D�V�D�O�D�Q�L�Q�J���\�H�F�K�L�P�L���P�D�Y�M�X�G�O�L�J�L���Y�D���\�D�J�R�Q�D�O�L�J�L���N�R�¶�U�V�D�W�L�O�D�G�L�����6�K�X���E�L�O�D�Q���E�L�U�J�D��f  va 

�M �O�D�U�Q�L�� �W�R�S�L�V�K�� �E�R�¶�\�L�F�K�D�� �W�H�V�N�D�U�L�� �P�D�V�D�O�D�O�D�U�� �K�D�P�� �R�¶�U�J�D�Q�L�E���� �W�H�V�N�D�U�L�� �P�D�V�D�O�D�Q�L�Q�J�� �\�H�F�K�L�P�L�� �K�D�P�� �P�D�Y�M�X�G�� �Y�D��
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�0�D�¶�O�X�P�N�L���� �E�L�U�� �M�L�Q�V�O�L�� �E�R�¶�O�P�D�J�D�Q�� �N�O�D�V�V�L�N���P�D�W�H�P�D�W�L�N�� �I�L�]�L�N�D�� �W�H�Q�J�O�D�P�D�O�D�U�L�� �X�F�K�X�Q�� �T�R�¶�\�L�O�J�D�Q�� �.�R�V�K�L��
�P�D�V�D�O�D�V�L�Q�L�� �\�H�F�K�L�Q�L�Q�J�� �V�D�P�D�U�D�O�L�� �X�V�X�O�O�D�U�L�G�D�Q�� �E�L�U�L�� �E�X�� �'�\�X�D�P�H�O�� �P�H�W�R�G�L�U���� �%�L�U�� �M�L�Q�V�O�L�� �E�R�¶�O�P�D�J�D�Q�� �W�H�Q�J�O�D�P�D�Q�L��
�\�H�F�K�L�V�K�G�D�� �E�X�� �S�U�L�Q�V�L�S�� �E�L�O�D�Q�� �L�V�K�O�D�V�K�� �E�L�]�J�D�� �N�O�D�V�V�L�N�� �D�G�D�E�L�\�R�W�O�D�U�G�D�Q�� �P�D�¶�O�X�P���� �$�P�P�R���� �K�R�]�L�U�J�L�� �W�H�[�Q�D�O�R�J�L�\�D��
asrida, �W�D�E�L�L�\���I�D�Q�O�D�U�����M�X�P�O�D�G�D�Q���P�D�W�H�P�D�W�L�N�D�Q�L�Q�J���E�L�U���T�D�Q�F�K�D���\�D�Q�J�L���V�R�K�D�O�D�U�L���S�D�\�G�R���E�R�¶�O�L�E���E�R�U�P�R�T�G�D�����%�X�Q�J�D��
yaqqol misol sifatida kasr tartibli differensial tenglamalarni keltirish mumkin. 

�%�L�U���M�L�Q�V�O�L���E�R�¶�O�P�D�J�D�Q���N�D�V�U���W�D�U�W�L�E�O�L���G�L�I�I�H�U�H�Q�V�L�D�O���R�S�H�U�D�W�R�U���X�F�K�X�Q���T�R�¶�\�L�O�J�D�Q���.�R�V�K�L���Pasalasini yechishda 
�X�P�X�P�O�D�V�K�J�D�Q���'�\�X�D�P�H�O���S�U�L�Q�V�L�S�L���E�L�U�L�Q�F�K�L�O�D�U�G�D�Q���E�R�¶�O�L�E���6���5�����8�P�D�U�R�Y�����(���0�����6�D�\�G�D�P�D�W�R�Y���>���@���O�D�U���W�R�P�R�Q�L�G�D�Q��
�T�R�¶�O�O�D�Q�L�O�J�D�Q���� �.�D�S�X�W�R�� �G�L�I�I�H�U�H�Q�V�L�D�O�� �R�S�H�U�D�W�R�U�L�� �T�D�W�Q�D�V�K�J�D�Q�� �P�D�V�D�O�D�O�D�U�� �X�F�K�X�Q�� �R�¶�[�V�K�D�V�K�� �Q�D�W�L�M�D��Y. Wen, X.-F. 
Zhou, J. Wang [2] tomonidan olingan.  

�8�V�K�E�X���P�D�T�R�O�D���Y�D�T�W���R�¶�]�J�D�U�X�Y�F�K�L�V�L���E�R�¶�\�L�F�K�D���N�D�V�U���W�D�U�W�L�E�O�L 
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�+�4�>�á�ç
�5�?�� �Q
2�ç�@�4 
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�.�R�V�K�L�� �P�D�V�D�O�D�V�L�Q�L�� �'�X�\�D�P�H�O�� �S�U�L�Q�V�L�S�L�� �\�R�U�G�D�P�L�G�D�� �\�H�F�K�L�V�K�J�D�� �E�D�J�¶�L�V�K�O�D�Q�D�G�L, bu yerda 
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F�E�H�U�L�O�J�D�Q���I�X�Q�N�V�L�\�D�O�D�U���E�R�¶�O�L�E�����r 
O�Ù
O�s, �&�ç

�� 
F Rimann-Liuvial differensial operatori va u 

�&�4�>�á�ç
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L

�ò
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�+�4�>�á�ç
�5�?�� �R
L

�s
���:�s
F �Ù�;

�ò
�ò�P


± �:�P
F �O�;�?�� �R�:�O�;
�ç

�4
�@�O 

va 

�+�4�>�á�ç
�5�?�� �R�:�P�; 
L

�s
���:�=�;


± �:�P
F �O�;�5�?�� �R�:�O�;
�ç

�4
�@�O 

ko'rinishda aniqlangan. 
Dastlab (1)��
F(2) Koshi masalasini tadbiq etamiz, buning uchun (1)��
F(2) masalaga mos bir jinsli 

tenglamasi  


]
�&�4�>�á�ç

�� �Q
F�=�6�Q�ë�ë
L �r�á�T�Ð�4�á�P
P�r����

�+�4�>�á�ç
�5�?�� �Q
2�ç�@�4 
L �î �:�T�;���á�����������������������������T�Ð�4

    (3) 

Koshi sharti bilan birgalikda qaraymiz. 
 Quyi�G�D�J�L���W�H�R�U�H�P�D�O�D�U���R�¶�U�L�Q�O�L�� 
Teorema 1. Faraz qilaylik �î �Ð�%�Õ�:�4�; �E�R�¶�V�L�Q�����X���K�R�O�G�D�����������P�D�V�D�O�D���\�D�J�R�Q�D���N�O�D�V�V�L�N���\�H�F�K�L�P�J�D���H�J�D��

�E�R�¶�O�L�E�����E�X���\�H�F�K�L�P�� 
�Q�:�T�á�P�; 
L �ì �) �:�T
F �U�á�P�;�î �:�U�;�@�U�á���������P
P�r�á�T�ó�4

��

�Ë    (4) 
�N�R�¶�U�L�Q�L�V�K�G�D�����E�R�¶�O�D�G�L�����E�X���\�H�U�G�D 

�) �:�T�á�P�; 
L
�P�� �?�5

�t�è

± �A�?�Ü���ë�Ã�� �á�� �:
F�=�6�æ�6�P�� �;�@�æ
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�Ë

���������P
P�r�á�T�Ð�4 

�Ã�� �á�� 
F ikki parametrli Mittag-Leffler funksiyasi va u 



157 
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�á���������V�á�Ù�á�Ú�Ð�' �á �4�A�:�Ù�; 
P �r�ä�� 

Teorema 2. Faraz qilaylik �B�:�T�á�P�;�ó�%�Õ�:�4
H�:�r�â�»�;�; �E�R�¶�O�V�L�Q�����8���K�R�O�G�D�� 
�&���>�á�ç

�� �S�:�T�á�P�á�ì�; 
F�=�6�S�ë�ë�:�T�á�P�á�ì�; 
L �r�á�������r 
O�Ù
O�s�á�P
P�ì�á�������T�ó�4�á  (5) 
tenglama 

�+�4�>�á�ç
�5�?�� �S�:�T�á�P�á�ì�;
2�ç�@�� 
L �B�:�T�á�ì�;    (6) 

shartni qanoatlantiruvchi yagona yechimi 
�S�:�T�á�P�á�ì�; 
L �ì �) �:�T
F�U�á�P
F�ì�;�î �:�U�á�ì�;�@�U

��
�Ë    (7) 

bu yerda  

�&���>�á�ç
�� �S�:�T�á�P�; 
L

�5

�ð�:�5�?�� �;

�!

�!�ç
�ì �:�P
F �O�;�?�� �S�:�T�á�O�;

�ç
�4 �@�O. 

Quyidagi 
�&�4�>�á�ç

�� �Q�:�T�á�P�; 
F�=�6�Q�ë�ë�:�T�á�P�; 
L �(�:�T�á�P�;�á���������P
P�r�á�������T�Ð�4�á  (8)  

�+�4�>�á�ç
�5�?�� �Q
2�ç�@�4 
L �î �:�T�;�á�T�Ð�4    (9) 

�0�D�V�D�O�D�Q�L�Q�J���\�H�F�K�L�P�L���X�F�K�X�Q���T�X�\�L�G�D�J�L���W�H�R�U�H�P�D���R�¶�U�L�Q�O�L�� 
Teorema 3. Faraz qilaylik �(�:�T�á�P�;�ó�%�Õ�:�4
H�:�r�â
E�»�;�; U holda (24),(25) masalaning klassik yechimi 

�Q�:�T�á�P�; 
L �ì �S�:�T�á�P�á�ì�;�@�ì
�ç
�4 �� formula orqali topiladi. 

Bu yerda �S�:�T�á�P�á�ì�; (22) (23) masalaning klassik yechimi 
Teorema 4. Agar �î �Ð�%�Õ�:�4�;�á �B�:�T�á�P�; �Ð�%�Õ�:�4
H�>�r�á�»���;�; �E�R�¶�O�V�D�����X���K�R�O�G�D��������-(2) masalaning klassik 

yechimi 
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(2) tenglamalar sistemasi, Burgers tipidagi Rieman sistemasi deb ataladi.  
Bu yerda, �Q va �R zichliklari �é�5 va �é�6 bo'lgan sistemaning tezliklari va �é
L �é�5 
E�é�6, tenglik o'rinli. �>
è
L
�� �-

�� �.
�>, �> yopishqoqlik koeffisienti, �ß�5 va �ß�6 konstantalar, ikki fazodagi suyuqliklarni ifodalaydi. 

(2) tenglamalar sistemasining yechimini �T �R�¶�]�J�D�U�X�Y�F�K�L���E�R�¶�\�L�F�K�D���J�D�U�P�R�Q�L�N���W�H�E�U�D�Q�X�Y�F�K�L���I�X�Q�N�V�L�\�D�O�D�U���R�U�T�D�O�L��
izlaymiz. 
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������   (3) 

Ushbu ishning maqsadi, (2) sistema uchun, ikki suyuk muhid modelining tenglamalar sistemasini 
�V�R�G�G�D�G�D�V�K�W�L�U�L�V�K�G�L�U���Y�D���E�X���W�H�Q�J�O�D�P�D�����E�R�V�K�T�D���W�H�Q�J�O�D�P�D�O�D�U���V�L�V�W�H�P�D�V�L�G�D�Q���R�J�¶�L�U�O�L�N���N�X�F�K�L�Q�L�Q�J���\�R�
�T�O�L�J�L���E�L�O�D�Q���I�D�U�T��
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qiladi .Shuning uchun bu tipdagi tenglamalar sistemasi bazan bosimsiz ikki tezlikli gidrodinamika deb 
�K�D�P�� �D�W�D�O�D�G�L���� �8�V�K�E�X�� �L�V�K�G�D���� �%�X�U�J�H�U�V�� �W�L�S�L�G�D�J�L�� �5�L�H�P�D�Q�� �V�L�V�W�H�P�D�V�L�� �X�F�K�X�Q�� �J�H�S�L�U�E�R�O�L�N�� �W�H�Q�J�O�D�P�D�� �N�R�¶�U�L�E�� �F�K�L�T�L�O�G�L��
va natijaga erishildi. 
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INTEGRO -DIFFERENSIAL  MAKSVELL TENGLAMASIDAN LAME 

KOEFFITSENTINI ANIQLASH MASALASI  
Jumaboyeva O. B. 

�%�X�[�R�U�R���G�D�Y�O�D�W���X�Q�L�Y�H�U�V�L�W�H�W�L�����%�X�[�R�U�R�����2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q 
Maksvell tenglamalar sistemasini qaraymiz [1], [2]: 
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    (1) 

Qulaylik uchun keying ishlarda �î �6�:�P�; funksiyani �î �:�P�; deb olamiz. �<�D�Q�J�L�� �R�¶�]�J�D�U�X�Y�F�K�L�� �N�L�U�L�W�L�E��

�' �6�:�U�á�P�; 
L �A�T�L�D
F
�� �>�� �:�4�;
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�P�E�Q�:�U�á�P�;�á�U� �T�7�á�� �V
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�D�O�P�D�V�K�W�L�U�L�V�K�O�D�U�G�D�Q���V�R�¶�Q�J�����������W�H�Q�J�O�D�P�D�O�D�U���V�L�V�W�H�P�D�V�L�G�D�Q���L�Q�W�H�J�U�R-differensial Maksvell tenglamasini olimiz: 
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Shunday qilib, biz integro - differensial Maksvell tenglamalar sistemasidan (3.1.�������� �N�R�¶�U�L�Q�L�V�K�G�D�J�L��
�E�L�U���R�¶�F�K�D�P�O�L���L�N�N�L�Q�F�K�L���W�D�U�W�L�E�Oi integro - differensial tenglamani hosil qildik. Endi  (2) integro - differensial 
�0�D�N�V�Y�H�O�O���W�H�Q�J�O�D�P�D�V�L���X�F�K�X�Q���W�R�¶�J�¶�U�L���Y�D���W�H�V�N�D�U�L��masalalarni qaraymiz.  

�&�� �<�:�V�á�P�;�����V�Ð�4�á�P
P�r�= sohada (2) integro �± differensial tenglama uchun quyidagi Koshi 
masalasini qaraylik [3]: 

�R�:�V�á�P�;���ç�@�4 
L �ä�:�V�;�á�����������R�ç�:�V�á�P�;���ç�@�4 
L �å�:�V�;�ä                      (3) 
Teskari masala.  (2)- (3) masala yechimi va   

�R�:�V�á�P�;���í�@�4 
L �B�:�P�;�á�R�í�:�V�á�P�;���í�@�4 
L �C�:�P�;                     (4) 
shartlar yordamida �M�:�V�; �Ð�%�:�4�; funksiyani topish maslasiga teskari masala deyiladi. 
�4�R�¶�V�K�L�P�F�K�D���E�H�U�L�O�J�D�Q���V�K�D�U�W�O�D�U���X�F�K�X�Q���B�5�:�P�; �Ð�%�6�:�>�V�4�á�P�4�?�;�á�C�:�P�; �Ð�%�5�:�>�V�4�á�P�4�?�; shartlar va quyidagi 

kelushuvchanlik sharti bajarilsin [4], [5]: 
�ä�:�V�4�; 
L �B�:�r�;�á�����������ä�ñ�:�V�4�; 
L �C�:�r�;, �å�:�V�4�; 
L �B�ñ�:�r�;�á�����������å�ñ�:�V�4�; 
L �C�ñ�:�r�;�ä      (5) 

Teorema 3.2.1.  Berilgan funksiyalar �ä�:�V�; �Ð�%�6�>�V�4 
F �P�4�á�V�4 
E�P�4�?�á �G�:�P�; �Ð�%�>�r�á�P�4�?�á �(�5�:�V�á�P�;�á�Ð
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F �P�4�á�V�4 
E�P�4�?�á �C�:�P�; �Ð�%�5�:�>�V�4�á�P�4�?�; �B�:�P�; �Ð�%�6�:�>�V�4�á�P�4�?�;�á���� sinflardan, 
���ä�:�V�;�� 
R�Ù
P�r, �V�Ð�>�V�4 
F �P�4�á�V�4 
E�P�4�?  shart va kelushuvchanlik sharti (5) bajarilsin. U holda yetarlicha 
kichik �D
P�r soni uchun  (2) �± (4) teskari masalaning �>�V�4 
F �D�á�V�4 
E�D�? kesmadagi���%�>�V�4 
F �D�á�V�4 
E�D�? 
sinfga tegishli �M�:�V�; �\�H�F�K�L�P�L���P�D�Y�M�X�G���Y�D���\�D�J�R�Q�D�����E�R�¶�O�D�G�L�� 
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1. �>�m�j�^�b�_�\���>���D�� �H�[�j�Z�l�g�u�_���aa� â�q�b���^�e�y���k�j�_�^���k���i�h�k�e�_�^�_�c�k�l�\�b�_�f����- �La�r�d�_�g�l������Turon-Iqbol", 2014. 
�k���������� 
2. �J�h�f�Z�g�h�\���<�����=�� �H�[�j�Z�l�g�u�_���a�Z�^�Z�q�b���f�Z�l�_�f�Z�l�b�q�_�k�d�h�c���n�b�a�b�d�b�����F�������G�Z�m�d�Z�����������������k������������ 
3. �D�Z�[�Z�g�b�o�b�g���K�����B�� �H�[�j�Z�l�g�u�_���b���g�_�d�h�j�j�_�d�l�g�u�_���a�Z�^�Z�q�b�����G�h�\�h�k�b�[�b�j�k�d, 2009.  �k. 457. 
4. Durdiev D. K. Some multidimensional inverse problems of memory determination in hyperbolic 
equations// Zh. Mat. Fiz. Anal. Geom., 2007, Volume 3, �‹  4, pp. 411-423. 
5. Durdiev D.K. Global solvability of an inverse problem for an integro-differential equation of 
electrodynamics// Diff. Equ., Volume 44, No. 7, 2008, pp. 893-899 
 



159 

TWO-DIMENSIONAL INVERSE PROBLEM OF DETERMINING THE KERNEL OF 
THE INTEGRO -DIFFERENTIAL HEAT EQUATION  

Jumaev J. J., Ibragimova Sh.E. 
Bukhara branch of the institute of Mathematics named after V.I.Romanovskiy, Tashkent, Uzbekistan  

BSU, Bukhara, Uzbekistan 
Consider the problem of determining the unknown functions �Q�:�T�á�U�á�P�; and �G�:�P�; in the space 

�&�Í 
L �<�:�T�á�U�á�P�;�����T�Ð�:�r�á�L�;�á�U�Ð�:�r�á�M�;�á�P�Ð�:�r�á�6�;�á�r 
O�6
O
E�»�= such that the pair �Q�á  �G satisfies the 
following integro-differential equation for parabolic type of second order  
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 with the initial condition  
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 the boundary conditions  
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 and additional condition  
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 in which �= is a positive constant, �L�á�M and �6 are arbitrary positive numbers and �î �:�T�á�U�;�á�B�:�P�; are given 
functions. 

Lemma.  Problem (1)-(4) are equivalent to the auxiliary problem of determining the functions 
�ñ�:�T�á�U�á�P�;�á �G�:�P�; from the following equations:  
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where �Q�ç�:�T�á�U�á�P�; 
L �ñ�:�T�á�U�á�P�; 
Theorem 1.  Assume the conditions �B�:�P�; �Ð�%�6�>�r�á�6�?�á �î �:�T�á�U�; �Ð�%�6�:�>�r�á�L�?
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L �r are hold. Then there 

exists sufficiently small number �6�Û�Ð�:�r�á�6�; that the solution to the problem (5)- (8) in the class of 
functions �ñ�:�T�á�U�á�P�; �Ð�%�6�á�5�:�&�Í �Û�;, �G�:�P�; �Ð�%�>�r�â�6�Û�? exist and unique. 

In the work, the solvability of  inverse problem for integro-differential second-order parabolic 
equation with initial-boundary conditions was studied. The considered problem was reduced to an 
auxiliary problem in a certain sense and its equivalence to the original problem was shown. Then the 
auxiliary problem was reduced to an equivalent closed system of Volterra-type integral equations with 
respect to unknown functions. Applying the method of contraction mappings to this system in the 
continuous class of functions with weighted norms, we proved the main result of the article, which is a 
global existence and uniqueness theorem of inverse problem solutions.  
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 In this paper, we are talking about an integral formula for matrix factorizations of the Helmholtz 
equations in a multidimensional bounded domain.  
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Let m be a m�� dimensional real Euclidean space, 1= ( , , ) m
mx x x R�• , 1= ( , , ) m

my y y R�• , 
1

1 1= ( , , ) m
mx x x R ��

���c �•  and 1
1 1= ( , , ) m

my y y R ��
���c �• .  

 mG R�U �•  be a bounded simply-connected domain, the boundary of which consists of the surface 

of the cone G�U�w  and a smooth piece of the surface S , lying in the cone G�U, i.e., 

= , = \G S T T G S� U � U� w � w. Let (0,0, , ) , > 0m mx G x�U�• .  

Let ( )TD �[  be a ( )n n� u � �dimensional matrix with elements consisting of a set of linear functions with 
constant coefficients of the complex plane for which the following condition is satisfied:  

2* 2 0( ) ( ) = (( ) ),T TD D E u�[ �[ �[ �O��   

where * ( )TD �[  is the Hermitian conjugate matrix ( )TD �[ , �O�� is a real number.  

 We consider a system of differential equations in the region G�U  

( ) ( ) = 0,xD U x�w                                                 (1) 

where ( )xD �w  is the matrix of first-order differential operators.  

We denote by ( )A G�U  the class of vector functions in the domain G�U continuous on =G G G�U � U � U�w  

and satisfying system (1). 
 If ( ) ( )U y A G�U�• , then the following integral formula of Cauchy type is valid  
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1= ( , , )mt t t �� is the unit exterior normal, drawn at a point y , the surface G�U�w , m�Z ��  area of a unit 

sphere in space mR , 0 0( ) ( )I u J i u� O � O�  � �is the Bessel function of the first kind of zero order, 

1 /( )E w�U
�U �V �� is the entire Mittag-Leffler function (see [1]-[4]).  
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Modeling the phenomena in physics or engineering often requires to study fractional order partial 

differential equations. Proposing the methods to solve these problems sometimes depends on the type of 
the equation and the fractional differential operators used in it. Finding an effective and convenient 
methods for solving the fractional partial differential equations (PDEs) is also an interesting part of the 
research among its applications. For example, the method of separation variables is often used to solve 
PDEs with any arbitrary order of derivatives and in this problem, it can be divided into two problems of 
solving ordinary differential equations.  

In physics, fractional order of Langevin equation plays an important role as a more detailed 
description of Brownian motion [1]. When we consider the concept of the diffusion process which is 
associated with the random motion of particles in the space despite several other applications, it can be 
said that the Langevin equation itself is attractive and many various differential equations related to it 
have been considered so far.  This paper is further development and generalization of [2] which was key 
motivation to investigate the present work 

In �� ���^ �`, : 1 1, 0x t x t T�: � �� �� �� �� �d  domain, we are concerned with investigating the 

following space-degenerate partial fractional differential equation 

�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��1 1 1 2 2 2, , 2
0 0 , 1 , ,xD D u x t x u x t f x t

x
�D �E �P �D �E �P
� � � �

�w� § � ·� ª � º�� �� � � ¨ � ¸� ¬ � ¼�w� © � ¹
  (1) 

where �� ��,
0

j j jD
�D �E �P
��  stands for bi-ordinal Hilfer fractional derivative [2], 0 , 1j j� D � E� � � �, 0 1j�P� d � d. The 

equation (1) is generated by considering the fractional Langevin equation in the case of PDE.  
Problem.  It is required to find a solution of Eq.(1)  satisfying the following regularity conditions 

�� �� �� ��2 2 22 2 ,1 1
0,t u t D u C�D �E �P� J � J� � � �
�� � • � :,  �� �� �� ��2 2 21 ,1 1

0 0I D u C�D �E �P�J��
� � � �� • � :,  �� ��xxu C� • � :  

and initial conditions 

�� �� �� ��21
00

lim , , 1 1
t

I u x t x x�J �\��
��� o � �

� �� �d �d   

and also subject to non-local condition in time 

�� �� �� ��2 1
0 0

1

, , , 1 1i

m
q

i i
i

u x T p I D u x x� G � J �W��
� � � �

� 

� �� �� ���¦ , 

moreover,  �� ��,u x t , �� ��,xu x t  are bounded at 1x �  � r , where �� �� �� ��, ,x f x t�\  are given functions, 0iq �!

, ip �• , �� ��1j j j j�J �E �P �E� �� �� , �� ��j j j j j�G �E �P �D �E� �� �� , 1, 2j � , 1 20 ... m T�W �W �W�� �� �� �� �d  and also 

we assume 1 2 2�J �J �G� t � �. 

In this paper, we investigate the unique solvability of the non-local problem for the space-
degenerate partial differential equation with bi-ordinal Hilfer fractional derivative. By using certain 
aspects of the equation and the properties of the Legendre polynomials the unique solution is constructed 
with help of the method of separation variables. The distinctive side of this work is that the uniqueness of 
the solution depends on the way of choosing the points in the non-local condition.  Also, the conditions 
for given data are more specific than the considering general operator. Moreover, this work quite 
generalizes the Langevin-type equations with space variable and it might have some physical 
implementations.  
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VAQT BO`YICHA O`ZGARUVCHI KASR TARTIBLI DIFFERENS IAL TENGLAMA 

UCHUN TESKARI MASALA  
Karimov T.E., Jumayev  J.A. 

Far�J�µ�R�Q�D���G�D�Y�O�D�W���X�Q�L�Y�H�U�V�L�W�H�W�L�����)�D�U�J�¶�R�Q�D�����2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q 

�^ �`( , ),0 1,0x t x t T�: � �� �� �� ��
 
 quyidagi differensial tenglamani qaraylik: 

( )
0 ( , ) ( , ) ( , )t
t xxD u t x u t x g t x�D � � �   ,     (1)  

bu yerda 0 ( ) 1t�D� � � d, ( , )g t x  �± berilgan funksiya,  ( )
0 ( )t
tD f t�D  Kaputo Fabritsio integro-differensial 

operatorining �>�@1  �R�C�]�J�D�U�X�Y�F�K�L���W�D�U�W�L�E�O�L���Y�D�U�L�D�Q�W���E�R�¶�O�L�E���� 
( )

( )
( ) 1 ( )

0
0

( ( ))
( ) ( )

1 ( )

tt t s
t t

t

B t
D f t e f s ds

t

�D
�D �D�D

�D

��
�� �c� 

�� �³      (2) 

(1) tenglama uchun teskari masalani tadqiq etishda  ( , ) ( ) ( , )g t x a t f t x�  ko`rinishda yozib 
olib, ( , )f t x  noma`lum funksiya deb ( )a t  noma`lum funksiyani topishga harakat qilamiz. 

Masala. Shunday �^ �`( , ), ( )u t x a t  funksiyalar jufti topilsinki, ular �:  sohada 

 ( )
0 ( , ) ( , ) ( ) ( , )t
t xxD u t x u t x a t f t x�D � � �                   (3)  

tenglamani ushbu 
( ,0) ( ,1) 0u t u t�  �  ,0 t T� � � �       (4)   

chegaraviy  va  
(0, ) ( )u x x�M� ,0 1x� d � d        (5)  

boshlang`ich shartni qanoatlantirisin. Shuningdek quyidagi 

�> �@ �> �@ �> �@1( , ) ( ), ( , ) 0, , ( , ) 0,1 , ( ) 0,t xxu t x C u t x L T u t x C a t C T�• �: �• �• �•  regulyar shartlarini ham 

qanoatlantirsin. Bu yerda ( , )f t x  va ( )x�M  funksiyalar berilgan yetarlicha silliq funksiyalar bo`lib, 
(0) (1) 0� M � M�  �   

1

0

( , ) ( )u t x dx E t� �³ , �> �@0,t T�•       (6)  

Izlanayotgan funksiyalarni  

0 0

( , ) ( )sin , ( , ) ( )sink k
k k

u t x V t kx f t x f t kx� S � S
� f � f

�  �  

�  �  � ¦ � ¦    (7) 

ko`rinishida qidiramiz. (3) tenglama va (5) boshlang`ich shartdan quyidagi tenglamani olamiz:   
( ) 2

0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(0)

t
t k k k

k k

D V t k V t f t a t

V

�D �S
�M

�­ � � �  �°
�®

� �°�¯
 ,       (8) 

bu yerda 
1

0
2 ( )sin( )k x k x dx�M �M �S� �³ , 

1

0
2 ( )sin( )kf f x k x dx�S� �³ . (8) masala 2(0) ( )k kf k� S � M�  

shart bo`yicha integral tenglamaga keltiriladi: 

0

( ) ( ) ( , ) ( )
t

k k kV t V t K t s ds b t� � �  �³        (9) 

Bu yerda 
( )

( )
1 ( )

2

1 ( ) ( ( ))
( ) ( ) ( )

( ( )) ( ) (1 ( )) 1 ( )

t
t s

t
k k k

t B t
b t f t t e

B t k t t

�D
�D� D � D

� D � M
�D �S �D �D

��
��

� ª � º��
�  � �� « � »

�� �� ��� « � »� ¬ � ¼
 va  

�^ �`
( )

( ) 1
21 ( )( , ) ( ) ( ( )) (1 ( )) ( ( )) ( ) (1 ( ))

t
t s

tK t s t B t e t B t k t
�D
�D�D �D �D �D �S �D

�� ��
�� � ª � º� �� �� ��� ¬ � ¼

 

. 
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Berilganlarga ma`lum shartlar qo`yish asnosida (9) tenglama yechimini topamiz va uni (7) ga 

qo`yib, (6) shartdan foydalanamiz va quyidagi 
0

( ) ( ) ( , ) ( )
t

a t a s K t s ds E t� � �  �³  ko`rinishdagi 2-tur Volterra 

integral tenglamasiga kelamiz. Bu yerda 

2 1 2 1
2 2

0

(1 ( ) ( ) (1 ( )) ( )
( , ) ( , ) ( , )

( ( )) ( ) (1 ( )) ( ( )) ( ) (1 ( ))

t
k kt f t t f s

K t s f t x dx R t s
B t k t B s k t

� D � D
�D �S �D �D �S �D

� � � �
� § � ·� � � �

� �� �u� ¨ � ¸
�� �� �� ��� © � ¹

�³  

11
( ) 2 1 2 1

0 2 2
0 0

( ( )) (1 ( )) ( )
( ) ( ) ( , ) ( , )

( ( )) ( ) (1 ( )) ( ( )) ( ) (1 ( ))

t
t k k

t

B s t f t
E t D E t R t s f t x dx

B s k t B t k t
�D �D �M �D

�D �S �D �D �S �D

��

� � � �
�§ �· �§ �·��

� �� �u ���¨ �¸ �¨ �¸
�� �� �� ���© �¹ �© �¹

� ³ � ³
 

Bu tenglamaning  yadrosi va o`ng tomoni uzluksiz  ekanligidan tenglama yechimini rezolventa 
orqali ifodalash mumkin. 
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       Let [ ; )d dT � S � S�  � �  be the d -dimensional torus 2(1,2,...), ( )dd L T�  be the Hilbert space of 2L
- functions on dT .  

        In this paper, for a given strictly increasing continuous function (0; ),C�<�• �f  we define a 

momentum representation of the non-local discrete Laplacian ( )�< ���'  as a multiplication operator 

by ( ( ))e p�< : 
2

0 ( ) ( ( )) ( ), ( )dh f p e p f p f L T� �< �•  

 where 

1

( ) (1 cos ), ,
n

d
i

i

e p p p T
� 

� �� �•�¦  

V is a rank one integral operator: 
 

                               21
( )( ) ( ) , ( )

(2 )
d

d

T

Vf p f q dq f L T
d�S

�  � •�³        (1) 

         The momentum representation of the non-�O�R�F�D�O�� �G�L�V�F�U�H�W�H�� �6�F�K�U�|�G�L�Q�J�H�U�� �R�S�H�U�D�W�R�U�� �D�F�W�V�� �L�Q�� �W�K�H��
space 2( )dL T  as                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    

                                                     0 ,h h V R�P � P � P� �� �•  (2) 

          In order to take the main results we make the following hypothesis. 
Hypothesis 1. Suppose                                                    
                           �� �� �� �� �� ��1 2| | | ( ) ( ) | |0  0|0C x e x e C x e� D � D�� �d �< �� �< �d ��   

for some 0 1,�D� � � dwhere  
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�� �� �� ��
1 20 0

(0) (0)
 lim , i

(

|

)
p

(
 l m su

| |

)

|x x

x e x e
C inf C

x x� D � D�o �� �o ��

�< �� �< �< �� �<
�  �   

and 1 20   C C� � � �. 

We define the number: 

                                  1
0 ( ) ( )

( ( )) ( (0))
 2

d

d

T

µ
q

dq
e e

�S ��� 
�< �� �<�³ .      (3) 

Definition 1. Let the a measurable (non-trivial)  function f  in   dT  be solution of the equation 

�� �� .( 0 )µh f e f�  � <  

a) If 2( )df L T�• we say that the number ( )(0)e�< is a lower threshold eigenvalue of the operator µh . 

b) If 1 2( ) ( )\d df L L TT�• we say that the number ( )(0)e�< is a lower threshold resonance of the 

operator µh . 

c) If 1( ) ( )\d df L T L T�H�•  for any ( )0 1� H � H� � � � we say that number �� ��( )0e�< is a lower super threshold 

resonance of operator µh . 

d) If (0)( )µh f e f�  � < equation has only trivial solution, the number �� ��( )0e�< is a regular point of 

operator µh  

Theorem 1. a) If  / 4d�D��  the number ( )(0)e�<  is the threshold eigenvalue of µh . 

b) If / 4  / 2d d�D� d � � the number ( )(0)e�<  is the threshold resonance of µh . 

c) If / 2d�D�t the number ( )(0)e�< is the regular point of the operator µh . 

          Theorem 2. Let 0µ  be given by (3) and ( )z µ be an eigenvalue. The function 

0( ) (:  ; )µ µ z µ� f � o is real-analytic strictly decreasing convex in 0( );µ �f and satisfies 

                                                    
0 0

)l (im  (0( ))z µ e
� P � P� o � �

�  � <  

and 
                                                     ( )lim (2 ) .z d�P

�P�P
�S

�o���f
�  � �   

 
�����2�µ�/�&�+�2�9�/�,���)�$�=�2�'�$���(�/�/�,�3�7�,�.���7�,�3�/�,���7�(�1�*�/�$�0�$�/�$�5���6�,�6�7�(�0�$�6�,���8�&�+�8�1��

KOSHI MASALASINING REGULYARIZATSIAYASI  
1Malikov Z.,  2Otajonova S.Sh. 

Samarqand davlat universiteti, Samarqand, O`zbekiston. 
Buxoro davlat universiteti, Buxoro, O`zbekiston. 

        �%�X�� �L�V�K�G�D�� ���� �R�µ�O�F�K�R�Y�O�L�� �F�K�H�J�D�U�D�O�D�Q�J�D�Q�� �V�R�K�D�G�D�� �H�O�O�L�S�W�L�N�� �W�L�S�O�L�� �W�H�Q�J�O�D�P�D�O�D�U�� �V�L�V�W�H�P�D�V�L�� �X�F�K�X�Q�� �.�R�V�K�L��
masalasining regulyarizatsiyasi oshko�U���N�R�µ�U�L�Q�L�V�K�G�D���N�H�O�W�L�U�L�O�J�D�Q�� 
        Quyidagi belgilashlarni kiritamiz. Faraz qilaylik, 1 2 3( , , ),x x x x� 1 2 3( , , )y y y y�  3R  dan olingan 

�Q�X�T�W�D�O�D�U�G�D�Q���L�E�R�U�D�W���E�R�µ�O�V�L�Q�� 

�� �� �� �� �� ��2 2 2
1 1 2 2 3 3y y yr y x x x x� �� � �� �� �� �� ��  

�� �� �� ��2 22
1 1 2 2y yx x�D � �� �� �� ;  2 S�D � ; 2 2

3w i u y�D� �� �� ;  0u �t  

1 2 3

, ,
T

x x x x
� § � ·�w �w �w �w
� ¨ � ¸�w �w �w �w� © � ¹

;  �� �� �� �� �� �� �� ���� ��1 2, , ,
T

nu x u x u x u x�  

�� ��0 1,1, ,1 nu T�  � •;  3n �t  �� ��E x �� dioganal matritsa. 

�� ���� ��, 3n lA x n l�D � t � �orqali shunday �� ��TD x  �P�D�W�U�L�W�V�D�O�D�U���W�R�µ�S�O�D�P�L�Q�L���E�H�O�J�L�O�D�\�P�L�]�����E�X�Q�L�Q�J���H�O�H�P�H�Q�W�O�D�U�L��

�N�R�H�I�I�L�W�V�L�\�H�Q�W�O�D�U�L�� �N�R�P�S�O�H�N�V�� �V�R�Q�O�D�U�� �P�D�\�G�R�Q�L�G�D�Q�� �R�O�L�Q�J�D�Q�� �F�K�L�]�L�T�O�L�� �L�I�R�G�D�O�D�U�� �E�R�µ�O�L�E���� �T�X�\�L�G�D�J�L�� �V�K�D�U�W�O�D�U�Q�L��
qanoatlantirsin: 
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�� �� �� �� �� ��2 0 ,T TD x D x E x u�
 �˜ � �˜  

bu yerda, �� ��TD x�
 matritsa �� ��TD x  �J�D���H�U�P�L�W�O�L���T�R�µ�V�K�P�D���E�R�µ�O�J�D�Q���P�D�W�U�L�W�V�D�G�D�Q���L�E�R�U�D�W�G�L�U�� 

G  sohada 3R  �G�D�Q�� �R�O�L�Q�J�D�Q�� �F�K�H�J�D�U�D�O�D�Q�J�D�Q�� �V�R�K�D�� �E�R�µ�O�L�E���� �X�Q�L�Q�J�� �F�K�H�J�D�U�D�V�L��3 0y �!  yarim fazoda 

joylashgan S  sirtdan va 3 0y �  �W�H�N�L�V�O�L�N�Q�L�Q�J���E�L�U���T�L�V�P�L�G�D�Q���L�E�R�U�D�W���E�R�µ�O�J�D�Q���V�R�K�D���E�R�µ�O�V�L�Q�� 

G  sohada quyidagi tenglamalar sistemasini qaraymiz: 

�� �� 0, ,D u x x G
x
�w� § � ·�  � •� ¨ � ¸�w� © � ¹

     (1) 

bu yerda, �� ��TD x  xarakteristik matritsa ( )nxlA x  dan matritsalardan iborat �E�R�µ�O�V�L�Q�� 

Agar �� �� �� �� �� ��u x C G C D�c� • � ˆ �V�L�Q�I�G�D�Q���R�O�L�Q�J�D�Q���Y�H�N�W�R�U���I�X�Q�N�V�L�\�D���E�R�µ�O�L�E�����������V�L�V�W�H�P�D�Q�L���T�D�Q�R�D�W�O�D�Q�W�L�U�V�D����

u holda quyidagi integral formul�D���R�µ�U�L�Q�O�L�G�L�U�����>���@ 

�� �� �� �� �� ��, , ,y
G

u x N y x u y dS x G�V
�w

�  � •�³     (2) 

bu yerda, �� ��,N y x�V  quyidagicha aniqlanadi. 

�� �� �� ���� �� �� ��0, , ,tN y x E y x u D D t
y� V � V�I �
� § � ·� § � ·�w

�  � ˜� ¨ � ¸� ¨ � ¸�w� © � ¹� © � ¹
 

bunda �� ��1 2, , , nt t t t�  tashqi birlik normal vektordir. 

�.�R�V�K�L�� �P�D�V�D�O�D�V�L�� �������� �V�L�V�W�H�P�D�� �X�F�K�X�Q�� �T�X�\�L�G�D�J�L�F�K�D�� �T�R�µ�\�L�O�D�G�L����G  sohada shunday �� ��u x �� vektor 

funksiyasini topish lozimki, u �� �� �� �� �� ��u x C G C G�c� • � ˆ �V�L�Q�I�G�D�Q�� �R�O�L�Q�J�D�Q�� �E�R�µ�O�L�E���� �������� �V�L�V�W�H�P�D�Q�L��

qanoatlantirib, 

�� �� �� ��.
S

u y f y�       (3) 

(3) shartdan foydalanib �� ��u y  165arame funksiyani G  sohada aniqlashga (1) sistema uchun Koshi 

masalasi deyiladi. [2] 

�� ��,y x�V�I  quyidagicha aniqlanadi: 

�� �� �� ��
�� ���� ��

�� ��
2 2

3

2 2 2 2 2
03 3 3

exp1
, ,

4 exp m

u i y
y x J du

x i u y x u
�V

� V � D
�I

� S � V � D � D

�f �� �� ��
� 

�� �� �� �˜ ��
�³  

bunda �V�� 165arameter. 
Quyidagi belgilashni kiritamiz: 

�� �� �� �� �� ��, ,y
S

u x N y x u y dS x G� V � V�  � •�³    (4) 

        Teorema. Agar �� �� �� �� �� ��u x C G C G�c� • � ˆ �E�R�µ�O�L�E�������������V�L�V�W�H�P�D�Q�L���T�D�Q�R�D�W�O�D�Q�W�L�U�V�D���Y�D��

�� �� 1, \u y y G S�d �•�w  shart bajarilsa, u holda 

�� �� �� �� �� �� �� ��2exp ,u x u x C x x x G�V � V � V�� �d �� �•  
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ON PERIODIC SOLUTION OF DIFFERENTIAL EQUATION WITH CONSTANT 
ARGUMENT  

Muminov M.I., Radjabov T.A.  
Samarkand state university 

mmuminov@mail.ru, radjabovtirkash@yandex.com  
 Functional differential equations with deviated argument provide a mathematical model for 

systems where the changes of state depend upon its past history or its future [1]. For a survey of work on 
ordinary and partial differential equations with piecewise constant arguments (DEPCA) we refer the 
reader to [2], [3]. DEPCA also arises in the process of replacing some terms of a differential equation by 
their piecewise constant approximations. This point of view has applications in impulsive or loaded 
differential equations of control theory, and stabilization of systems with discrete (sample) control [3],[4]. 

In this paper, we consider a linear differential equations with piecewise constant argument of the 
form  

 0,>0,=])([)()()() ttTtbtTtatT �����c  (1) 
with  

 ,=(0) vT  (2) 

where nonzero functions )(),( tbta  are 1- periodic and continuous on )[0,= �f��R . 

Definition. A function )(tT  is called a solution of (1, 2) if the following conditions are satisfied: 

(i) )(tT  is continuous on ��R ; 

(ii) )(tT�c  exists and is continuous in ��R , with possible exception at points ���• Rt][ , where one-
sided derivatives exist; 

(iii) )(tT  satisfies Eq. (1, 2) in ��R , with the possible exception at the points ���• Rt][ .  
The solution of (1) is well defined for all �P
R�r and given by  

 1,2,....=1),,[),(1)),(((0)=)(
1
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Theorem. Let )(ta  and )(tb  be 1-periodic continuous functions. Then the solution for (1, 2) is n
-periodic iff  

 1.=1),(
1
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Example. Let 1=)(ta  va ttb �S�E 2sin=)( , where �E is the root of  
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For this case the solution for (1, 2) is unique 3-periodic solution defined as  

 )),2cos2sin((1
41

(1))(1
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 0,1,2.=1),,[ nnnt ���•  
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THE PROBLEM OF INTEGRAL GEOMETRY IN THREE -DIMENSIONAL SPACE 
WITH A WEIGHT FUNCTION OF A SPECIAL FORM  

Muminov M.I., Ochilov Z.Kh.  
Samarkand State University, Samarkand, Uzbekistan. 

Integral geometry problems naturally arise in the study of many mathematical models in such 
widely applied areas as seismic exploration, interpretation of geophysical and aerospace observations, 
various processes described by kinetic equations, etc. 

  Some questions of integral geometry as the problems of restoring a function on some linear space 
from the set of values of this function on a given family of manifolds embedded in this space are studied 
[1, 2]. 

In [3], new classes of the integral geometry problem were studied, new approaches were introduced 
to the study of problems of recovering a function from weight functions with a singularity. 

In this paper we consider problems of integral geometry in three-dimensional space with a weight 
function of a special form. Under some natural conditions we prove the existence, uniqueness theorem for 
the considering problem. For a certain class of weight functions and a family of given functions, an exact 
solution of the problem is found.  

  We introduce the following notations 
3( , , ) ,x y z R�• 3( , , ) ,R�[ �K �] �•  1 1{( , , ) : , , (0, ), }.x y z x R y R z h h�: � �• �• �• �� �f

 A family of cones ( , , )S x y z  is considered on �: , which are uniquely parameterized using the 

coordinates of their vertices ( , , ) :x y z �•�:  

�^ �`2 2 2( , , ) ( , , ) : ( ) ( ) ( ) , , , 0 , 0 .S x y z x y z R R z r r z�[ �K �] �[ �K �] �[ �K �]� �� �� �� � �� �• �• �d �d �� �� ��

 Problem A. Determine a function of three variables ( , , )u x y z , if the integrals of the function 

( , , )u x y z  over a family of cones ( , , )S x y z  are known for all ( , , ) :x y z �•�:  

�� �� �� ��
�� ��

�� ��
, ,

, , , , ,
S x y z

g x y u ds f x y z�[ �K �[ �K �]�� �� � �³�³                                         (1) 

where g  is the weight function on 2R  and f  is  the function defined on �: . 

Theorem 1. (Existence)  Let the function ( , )g � ˜ � ˜  be differentiable function in 2R  with 

(0,0) 0g �z  and 2( )f L� • � :  be a continuous function in ( , , )x y z �•�:  and have continuous partial 

derivatives with respect to the variable z  with 2( )f L
z
�w

� • � :
�w

,  ( , ,0) 0f x y �   and ( , ,0) 0f x y
z
�w

�z
�w

. 

Then the solution to Problem A is unique. 
The following theorem provides a more precise solution to the problem of some given weight 

functions ( , )g x y� [ � K� � � �. 

Theorem 2. Let 2( )f L� • � : be a continuous function in ( , , )x y z �•�:  and have continuous partial 

derivatives up to the second order with respect to the variable z with 
2

22, ( ),f f L
z z

� w � w
� • � :

� w � w
 

( , ,0) 0f x y � ,   and ( , ,0) 0f x y
z
�w

� 
�w

.  

Let 

�� �� �� ��2 2
( , )g x y x y�[ �K �[ �K�� �� � �� �� �� ,                                (2) 

where  then the function 

�� ��
�� ��

3
0

, , ,
1

, ,
2 2

z f x y z
u x y z d

z

�U
�U �U

�U�S

�w
�w �w� 
�w �³                                         (3) 

is unique solution of the Problem A. 
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ON THE DISCRETE SPECTRUM OF THE THREE -�3�$�5�7�,�&�/�(���6�&�+�5�g�'�,�1�*�(�5��

OPERATOR ON A TWO-DIMENSIONAL LATTICE  
1,2Muminov Z.I., 3Radjabov T.A.  
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In the present article, we consider two-dimensional counterpart of the operator In [4], and we show 
that there are similar properties of these operators. 

The operator ( ),H K  �- �Ð	{ �6 has form  

 0 1 2 3( ) = ( ) .H K H K V V V  

Here, the operators 0( )H K  and �8��  are defined on the Hilbert space �.�6�:�:	{ �6�;�6�; by  

 �:�*�4�:�- �;�B�;�:�L�á�M�; 
L �' �:�- �â�L�á�M�;�B�:�L�á�M�;�á �B�Ð�.�6�:�:	{ �6�;�6�;�á (1) 
 with  
 �' �:�- �â�L�á�M�; 
L �Ý�5�:�L�; 
E�Ý�6�:�M�; 
E�Ý�7�:�- 
F �L
F �M�;�ä 
and  

 
�:�8�5�B�;�:�L�; 
L

�5

�:�6�� �;�.
�ì �B�:�L�á�O�;�@�O	{ �. �á �:�8�6�B�;�:�M�; 
L

�5

�:�6�� �;�.
�ì �B�:�O�á�M�;�@�O	{ �. �á

�:�8�7�B�;�:�L�á�M�; 
L
�5

�:�6�� �;�.
�ì �B�:�O�á�T
E�U
F�O�;�@�O	{ �. �á  �B�Ð�.�6�:�:	{ �6�;�6�;�ä

 (2) 

The real-valued continuous function  

�Ý�� �:�L�; 
L
�s

�I ��
�Ý�:�L�;�á �Ý�:�L�; 
L �t 
F �?�K�O�L�:�5�; 
F �?�K�O�L�:�6�; �á �L
L �:�L�:�5�;�á�L�:�6�;�; �Ð	{ �6�á 

 is called the  dispersion relation of the �Ù -th normal mode associated with the free particle �Ù�:�Ù
L
�s�á�t�á�u�;. 

The following assertion is proven by elementary methods, as in [3].  
Lemma 2.1  For all �ä�� 
P �r, �Ù
L �s�á�t there exists a unique simple zero �V
L �V�� �:�ä�� �; of �Â�� �:�V�; in the 

interval �:
F�»�á�' �à�Ü�á(K)), i.e. �Â�� �:�V�� �:�ä�� �;�; 
L �r.  
Lemma 3.1  A number �V�Ð�%�3�ê�Ø�æ�æ�:�* �5�; is an eigenvalue of the operator �* �5 if and only if for some 

�J �Ð�<�6 the relation  
 �&�á�:�V�; 
L �s
F �:�ä�5 
E�ä�6�;�@�4�:�V�; 
E�ä�5�ä�6�:�@�4

�6�:�V�; 
F �@�Þ
�6�:�V�;�; 
L �r 

holds. 
Using the method of integral equations, we show that there exist an infinite set of distinct 

eigenvalues and find the corresponding eigenfunctions. 
Theorem 3.1  Let �V�à�Ü�á
L �‹�•��̂<�V�5�á�V�6�=  and let �V�à�Ô�ë
L �O�Q�L�<�V�5�á�V�6�=�ä  Fix arbitrary �ä�5�á�ä�6 and �ä�7�ä 

Then, there exist infinite sets of eigenvalues �V�á �Ð�:
F�»�á�V�à�Ü�á)  and �æ�á �Ð�:�V�à�Ô�ë,���' �à�Ü�á(K)), �J �Ð�<�6, of 
( )H K  such that  

 �Ž�‹�•
�á�\ �¶

�V�á 
L �V�à�Ü�á    and    �Ž�‹�•
�á�\ �¶

�æ�á 
L �V�à�Ô�ë .  
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IKKINCHI TARTIBLI BIR JINSLI CHIZIQLI DIFFERENSIAL 
TENGLAMALARNING YECHIMINI TEKSHIRISH  

1Muxtarov Ya., 2Xudoyberdiyev S. 
1�6�D�P�'�8�����6�D�P�D�U�T�D�Q�G�����2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q 

2�%�X�[�'�X�����%�X�[�R�U�R�����2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q 
�T�6�:�Ù�4 
E�Ù�5�T
E�Ù�6�T�6�;���U�ñ�ñ
E�T�:�Ú�4 
E�T�Ú�5 
E�Ú�6�T�6�;�U�"
E�:�Û�4 
E�Û�5�T
E�Û�6�T�6�;�U
L �r          (1) 

ko`rinishdagi bir jinsli chiziqli  differensial tenglama berilgan bo`lsin, bunda �Ù�Ü�á�Ú�Ü�á�Û�Ü���:�E
L �r�á�s�á�t�; 
o`zgarmas sonlar. Tenglamaning xususiy hollari Eyler, Bessel va Laguerr tenglamalari bo`ladi.  

(1) tenglama yechimini Frobenius [1] usuliga ko`ra cheksiz qator 

�U
L �T�å 
Í �=�á�T�á

�¶

�á�@�4

 

ko`rinishga olamiz, bunda �=�á 
Fo`zgarmas sonlar.  
Quyidagi tasdiq o`rinli. 
Teorema.  

�.�>�U�?
L �T�6�:�Ù�4 
E�Ù�5�T
E�Ù�6�T�6�;�U�"�"��
E�T�:�Ú�4 
E�T�Ú�5 
E�Ú�6�T�6�;�U�"
E�:�Û�4 
E�Û�5�T
E�Û�6�T�6�;�U 
differensial ifoda berilgan bo`lib 

�L�4�:�N�; 
L �=�4�N�®�:�N
F�s�; 
E�Ú�4�N
E�Û�4�á  �L�5�:�N�; 
L �=�5�N�®�:�N
F�s�; 
E�Ú�5�N
E�Û�5�á 
�L�6�:�N�; 
L �=�6�N�®�:�N
F�s�; 
E�Ú�6�N
E�Û�6 

bo`lsin. Agar 

�U
L 
Í �=�á�T�á�>�å

�¶

�á�@�4

 

qator �:�r�á�é�; oraliqda yaqinlashuvchi bo`lsa, u holda  

�.�>�U�?
L 
Í �>�á�T�á�>�å

�¶

�á�@�4

 

qator ham shu oraliqda yaqinlashuvchi bo`ladi, bunda  
�>�4 
L �L�4�:�N�;�=�4�á �>�5 
L �L�4�:�N
E�s�;�=�5 
E�L�5�:�N�;�=�4�á 

���>�á 
L �L�4�:�N
E�J�;�=�á 
E�L�5�:�N
E�J
F �s�;�=�á�?�5 
E�L�6�:�N
E�J
F �t�;�=�á�?�6�á �J 
R�t�ä 
ADABIYOT.  

 1. Ordinary Differential Equations and Dynamical sistems-Providence: American Math. Sos.,2012. 
 

 
CHIZIQLI DIFFERENSIAL TENGLAMALARNI YECHISHDA OPERATOR USULINI 

�4�2�¶�/�/�$�6�+�� 
�0�X�[�W�R�U�R�Y���<�D�������2�¶�U�R�T�R�Y���1���� 

       �2�¶�]�J�D�U�P�D�V���N�R�H�I�I�L�V�L�H�Q�W�O�L���E�L�U���M�L�Q�V�O�L���E�R�¶�O�P�D�J�D�Q���F�K�L�]�L�T�O�L���G�L�I�I�H�U�H�Q�V�L�D�O���W�H�Q�J�O�D�P�D�Q�L�Q�J yechimini topishda 
�R�S�H�U�D�W�R�U���X�V�X�O�L�Q�L���T�R�¶�O�O�D�\�P�L�] 

�/ �>�&�?�U� �Ã �=�Þ
�á
�Þ�@�4 �&�á�?�Þ�U
L �B�:�T�;����                        (1) 

n-chi tartibli chiziqli tenglama berilgan bunda, Dky=y(k) �± operator va �=�Þ���N� �������«���Q�� �R�¶�]�J�D�U�P�D�V���V�R�Q�O�D�U�� 
(1) tenglamani yechimini topish uchun �/ �>�&�? chiziqli operatorga teskari 
 

�5

���Æ�>�½�?
 �R�S�H�U�D�W�R�U�L�Q�L���W�R�S�L�V�K���N�H�U�D�N���E�R�¶�O�D�G�L�������������W�H�Q�J�O�D�P�D�Q�L�Q�J���[�D�U�D�N�W�H�U�L�V�W�L�N���N�R�¶�S�K�D�Gi 

�/ �:�ã�; 
L �:���ã
F �ã�5�;�à �- �:���ã
F �ã�6�;�à �. �å �:���ã
F �ã�Þ�;�à �Ö 
�E�R�¶�O�V�D�������E�X���K�R�O�G�D 

  
�5

���Æ�>�� �?

L �Ñ�æ�@�5

�Þ �Ñ�å�@�5
�à �Þ  

�º�Þ�Ý

�:�� �?�� �Þ�;
r    

�E�R�¶�O�D�G�L�����E�X�Q�G�D��m1+m2�����«�«�����Pk=n, Asr - �R�¶�]�J�D�U�P�D�V���V�R�Q�O�D�U. 
Bundan 

�5

���Æ�>�½�?
 teskari operator 

�5

���:�H�?�� �;r
 �R�S�H�U�D�W�R�U�O�D�U�Q�L�Q�J���F�K�L�]�L�T�O�L���N�R�P�E�L�Q�D�W�V�L�\�D�V�L�G�D�Q���L�E�R�U�D�W���E�R�¶�O�L�V�K�L���N�H�O�L�E��

chiqadi:                              
�5

���Æ�>�½�?

L �Ñ�æ�@�5

�Þ �Ñ�å�@�5
�à �Þ �º�Þ�Ý

�:�½�?�� �Þ�;
k . 

Natijada (1) tenglamaning yechimi 
 y
L �Ñ�æ�@�5

�Þ �Ñ�å�@�5
�à �Þ �º�Þ�Ý

�:�½�?�� �Þ�;
k f(x)  

�N�R�¶�U�L�Q�L�V�K�L�G�D���E�R�¶�O�D�G�L�� 
ADABIYOTLAR  
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SOHA CHEGARASIDA BUZILUVCHI GIPERBOLIK TIPDAGI TENGLAMALAR 

UCHUN NOLOKAL CHEGARAVIY MASA LALAR  
Nomanjonova D.,  Alimjonova G. 

Farg`ona politexnika instituti, Farg`ona, O`zbekistan 

 �� �� 0, , 0.
m n

xx yyy U x U m n const�� �� � � �!     (1) 

tenglamani �:  �V�R�K�D�G�D���N�R�¶�U�D�P�L�]���� 
Bu yerda �: - (1.1) tenglamaning 1(0,0) , ( ,0)A B h  nuqtadan chiquvchi xarakteristikalari  

1 1 1 1
: ( ) 0, : ( ) 1q p q pAC x y BC x y
q p q p

�� �� � �� �� �  

va 0y �  �W�R�¶�J�¶�U�L���F�K�L�]�L�T�Q�L�Q�J��AB �N�H�V�P�D�V�L���E�L�O�D�Q���F�K�H�J�D�U�D�O�D�Q�J�D�Q���E�L�U���E�R�J�¶�O�D�P�O�L���V�R�K�D�� 

bu yerda 
1

12 2, 2 2, qp m q n h q� �� � �� �  

Quyidagi belgilashni kiritamiz: 

                             

�� ���^ �`1

1 1

, : 0 , 0 ,

( ) ,
2 2

2 ( 2), 2 ( 2)

q qq p

J x y x h y

x p x
x i

q

n n m m

�T

� D � E

� �� �� � 

�ª �º �ª �º
� �� �˜�« �» �« �»

�¬ �¼ �¬ �¼
� �� � ��

       (2) 

bu yerda ( )x�T -(1.1) 

 1. Masala. �4�X�\�L�G�D�J�L���K�R�V�V�D�O�D�U�J�D���H�J�D���E�R�¶�O�J�D�Q���� ��,U x y funksiya topilsin. 

1) 1( , ) ( ) ( ),U x y C C J�• �: �ˆ �: �‰  

      �> �@
1 1

0

( ,0) (1 ) ;q
yU x x x dx

�E��
�� �� �f�³  

2) ( , )U x y   (1.1) tenglamaning �:  sohadagi regulyar yechimi; 

3) ( , )U x y  quyidagi shartlarni qanoatlantiradi: 

   ( ,0) ( ), ,U x x x J�W�  � •        (3) 
1 2

2
2

1 10
( ) [ ( )] ( ) ( ,0) ( ), ,x

l lq
yx

D x u x a x u x b x x J�T � �� �•       (4) 

bu yerda 1l va  2l -xaqiqiy sonlar; 1( ), ( )x a x�W va 1( )b x -berilgan funksiyalar. 

1. Teorema. �4�X�\�L�G�D�J�L���V�K�D�U�W�O�D�U���E�D�M�D�U�L�O�J�D�Q�G�D�����P�D�V�D�O�D���\�D�J�R�Q�D���\�H�F�K�L�P�J�D���H�J�D���E�R�¶�O�D�G�L�� 

1. 1 2 1

2 2 1
1 , max , ;

2 2
l l l

�D �E �E
�E

�� �� ��� ­ � ½�� �� �! ��� ® � ¾
� ¯ � ¿

 

2.  1
1 1 1( ) 0, , ( ), ( ) ( );a x x J a x b x C J�z �� �• �•  

3. �^ �`8 8 2
8 7( ) ( ) ( ), max 0, 1K Kx C J C J K K�W ���• �ˆ � ��  ,( 7K - 1l �E�� ning butun qismi). 
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NONLOCAL  PROBLEM FOR THE DEGENERATING MIXED  TYPE EQUATION  
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We consider equation: 

, at 0,
0

( ) , at 0,

xx �K �R�\

m n
xx yy

u D u y

y u x u y

�D�­ � � � !�°� �®
�� �� ���°�¯                                                 

(1) 

where          
0

0
1

( ) , 0 1, 0.
(1 )

( , )
y

yc tu y t u m nD x t dt�D�D
�D

�D
��� �� �� �� �! �!

� * � ��³     

 �/�H�W�¶�V���:  domain, bounded with segments: 1 2 2{( , ) : 0, 0 }A A x y x y h� � �� �� , 

1 2 1 2{( , ) : , 0 }B B x y x h y h� � �� �� , 2 2 2 1{( , ) : , 0 }A B x y y h x h� � �� ��   at the 0,y �!    

and by the characteristics:  1
1 1

: ( ) 0,q pAC x y
q p

�� �� � 
   

1

1 1 1
: ( )q pB C x y

q p q
�� �� � ;   of equation (1) at 

0y �� , where  �� ��1 0;0A , �� ��2 20;A h , �� ��1 1;0B h , �� ��2 1 2;B h h and
1 1

,
2 2

q p
q p

C
� § � ·�§ �· �§ �·��� ¨ � ¸�¨ �¸ �¨ �¸� ¨ � ¸�© �¹ �© �¹� © � ¹

. Here 

 2 2,q n�  � � 2 2,p m�  � � 1
1 2, 0qh q h�  � ! 

Introduce designations:  1 12 / ( 2), 2 / ( 2),n n m m� D � E� �� � ��    1 1
10 ,
2

� D � E�� �� ��  

( 0)y���: � �: �ˆ �! ,  ( 0)y���: � �: �ˆ �� ,   �^ �`21 :0 ,I y y h� �� �� �^ �`2 1: 0 .I x x h� �� ��  

 For the equation (1), we consider the following problem: 
Find a solution ( , )u x y  of equation (1) from the following class of functions:  

�� �� �� ���^ �`2( , ) : ( , ) ( ) ( ) , ,xx C oyu x y u x y C C u C D u C�D�� �� ���' � �• �: �ˆ �: �• �: �• �: satisfies 

boundary conditions: 

1 2
1( , ) ( )

A A
u x y y�M� ,         1 2

2( , ) ( )
B B

u x y y�M� , 1y I�• ,       

�> �@
1 1 2 1

2 2 22 2 2
0 02

2

1
,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
,

q q q
xq

q

d
a x x x F x u x

dx x

�D �E �D �E �D�D �E �D �E
�T

�E

�� �� �� �� ���� �� ��� ª � º
� « � »��
� « � »
� « � »� ¬ � ¼

 
�> �@2

2 1
11 1

( ) (1 ) ( 1) ( )q q
q q

x x
b x x D x D u x�E �D �D �E �D �E�T�� �� �� ���� �� �� ��

 
( ) ( ,0) ( ),yx u x g x�G� � �  

    2,x I�•             

and gluing condition: 1

0
lim ( , ) ( , 0)y yy

y u x y u x�D��

�o��
�  � �, 2( ,0) ,x I�•   where ( )a x , ( )b x , ( )x�G , ( )g x   and 

( ), ( 1,2)i y i�M �   are  given functions, and that, 2 2 2( ) ( ) ( ) 0a x b x x�G�� �� �z , 
1 1

0 ( ) ; ,
2 2

q pq qx px
x

q
�T

� § � ·�§ �· �§ �·
� ¨ � ¸�  � ��¨ �¸ �¨ �¸� ¨ � ¸�© �¹ �© �¹� © � ¹

1 1

1

1 1
( ) ; .

2 2

q pq qx p x
x

q
�T

� § � ·�§ �· �§ �·� � � �
� ¨ � ¸�  � ��¨ �¸ �¨ �¸� ¨ � ¸�© �¹ �© �¹� © � ¹

 

Unique solvability of the formulated problem is proved for the following classes  the given 
functions: 2

2 2( ), ( ) ( ) ( )a x b x C I C I� • � ˆ, 2
2 2( ) ( ) ( )x C I C I�G � • � ˆ, 2

2( ) ( )g x C I�• ,  

�� �� �� �� 1
1 2 1 1, ( ) ( )y y C I C I� M � M�• .         
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A QUASILINEAR DIFFUSIVE LOGISTIC EQUATION WITH FREE BOUNDARY  
Rasulov M.S, Norov A.Q. 
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 rasulovms@bk.ru, norov@mathinst.uz  

Systems in the form of reaction-diffusion equations are mostly used in modeling a variety of 
biological, ecological and epidemic problems. One of the well-known examples is the following diffusive 
logistic equation 

( )t xxu du u a bu�� � ��       (1) 
where ( , )u t x  represents the population density, the coefficient a  represents the intrinsic growth rate, b  

measures its intraspecific competition, and d  is the diffusion rate.  
In this article, we study the free boundary problem for a quasilinear diffusive logistic equation: 

�� �� �� �� ,t xx

m

x x
dk u u du m u u m x e u

� § � ·
�� �� � ��� ¨ � ¸

� © � ¹
 0 ,t T� � � d 0 ( ),x s t� � � �  (2) 

�� �� �� ��00, ,u x u x�  �� ��00 0 ,x s s�d �d �       (3) 

( ,0) 0,xu t �  �� ���� ��, 0,u t s t �   0 ,t T� d � d     (4) 

�� �� �� ���� ��, ,xs ut s tt�P�c �  � �  0 ,t T� d � d      (5) 

where �� ��x s t�  is the free boundary to be determined. �� �� �> ���� ��1 0,m x C� • � f, �� �� 0 0k u k� t � ! for any 

0u �! ; 0s , �P, d , 0k  are given positive constants. The initial function 0( )u x  satisfies �> �@�� ��2
0 00, ,u C s�•  

0 0 0( ) 0,u u s�c�  �   and 0 0u �!  in �> ��00, .s  

 

In 2010 year, Du and Lin [1] first introduced free boundary problem for the equation (1), which 
describes the expansion of biological populations. 

In this article proved some aprior bounds of the solution of problem (2)-(5) by using the theory of 
nonlinear parabolic equation, then the global existence and uniqueness are obtained. And we prove the 
spreading-vanishing dichotomy and give its criterion by the method of eigenvalue problems and 
constructing the upper and lower solution. 

Theorem. Let �� �� �� ���� ��, ,u t x s t  be the solution of (2)-(5). Then following holds. 

(i) Vanishing: �� ��lim
t

s t s L�f�o�f
�  � d and 

([0, ( )])
lim ( , ) 0.

C s tt
u t

�o�f
� ˜ �   

(ii)  Spreading: s�f �  � f and lim ( , ) ( )
t

u t x U x
�o�f

�  uniformly for x  in any bounded set of [0, ),�f  

where ( )U x  is the unique positive solution of the following problem 

�� ��

�� ��0 0.

, 0 ,d
xx x x

x

m

du m u u m x e u x

u

�­ � § � ·
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�U�à �7�ë�ë
E�T�à �7�ì�ì 
L �B�:�T�á�U�á�7�á�7�ë�á�7�ì �;�á   (1) 
tenglamani qaraymiz, bu yerda �I 
P �r�ä 

�3
F soha �T
P�r va �U
P�r da �#�:�s�á�r�; va �$�:�r�á�s�; nuqtalarni tutashtiruvchi �ê�4�ã�T�6�ã 
E�U�6�ã 
L �s 
normal egri chiziq hamda �U
L �r �R�¶�T�L�G�D�J�L���1�# va �T
L �r �R�¶�T�L�G�D�J�L���1�$ kesma bilan chegaralangan. Quyidagi 
belgilashlarni kiritamiz: 
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�2 
L 
[
k�T�á�U�á�7�á�7�ë�á�7�ì 
o�ã�:�T�á�U�; �Ð�3
%�4�á
F�» 
O�7�á�7�ë�á�7�ì 
O
E�»
_���á 
�+�5 
L �<�:�T�á�U�;�=�ã�r 
O�T
O�s�á�U
L �r�á �+�6�<�:�T�á�U�;�ã�T
L �r�á�r 
O�U
O�s�=�á 

�7�D�¶�U�L�I�� �3 sohada (1) tenglamaning regulyar yechimi deb (1) tenglamani qanoatlantiruvchi 
�7�:�T�á�U�; �Ð�%�:�3
%�; �ê�%�6�:�3�;, �1�:�r�á�r�; va �#�:�s�á�r�;�á�$�:�r�á�s�; nuqtalardan tashqari �ò�3 da birinchi tartibli uzluksiz 
hosilaga ega funksiyaga aytiladi, �1�:�r�á�r�; va �#�:�s�á�r�;�á�$�:�r�á�s�;��nuqtalarda esa birdan kichik tartibli 
cheksizlikka intilishi mumkin [1]. 

Dirixle -Neyman masalasi. �3 sohada (1) tenglamani quyidagi chegaraviy shartlarni 
qanoatlantiruvchi regulyar yechimini toping: 

�7�:�T�á�U�; 
L �î �:�T�á�U�;�á�������������������:�T�á�U�; �Ð�ê�4�á 

�7���È�º 
L �ì�:�T�;���á���������������:�T�á�r�; �Ð�+�§�5���á�Ž�‹�•
�ë�\ �>�4

�ò�7
�ò�T


L �å�:�U�;�á���������������:�r�á�U�; �Ð�+�6�á 

bu yerda �î �:�T�á�U�;�á�ì�:�T�;�á�å�:�U�; �± berilgan uzluksiz funksiyalar, �å�:�U�; funksiya �1�:�r�á�r�; va �$�:�r�á�s�; 
nuqtalarda birdan kichik tartibli cheksizlikka intilishi mumkin. 

Faraz qilamiz �B
k�T�á�U�á�7�á�7�ë�á�7�ì 
o
L �:�T�U�;�6�ã�>�5�B�5
k�T�á�U�á�7�á�7�ë�á�7�ì 
o�á �B�Î 
k�T�á�U�á�7�á�7�ë�á�7�ì 
o
R�r �E�R�¶�O�L�E����
�B�5
k�T�á�U�á�7�á�7�ë�á�7�ì 
o �± funksiya �2 �G�D���X�]�O�X�N�V�L�]���Y�D���E�D�U�F�K�D���D�U�J�X�P�H�Q�W�O�D�U�L���E�R�¶�\�L�F�K�D���X�]�O�X�N�V�L�]���K�R�V�L�O�D�J�D�����ê�4 �G�Z���s
E

�@�����:�@ �± yetarlicha musbat kichik son) tartibli nolga aylansin va �0 
L �I�=�T�,���B�5���á���B�5�Î ���á�+�B�5�Î �ã�+�á�Z�B�5�Î �ä�Z�, �2 da 

�F�K�H�J�D�U�D�O�D�Q�J�D�Q���E�R�¶�O�V�L�Q�����4�R�¶�\�L�G�D�J�L���W�H�R�U�H�P�D���R�¶�U�L�Q�O�L�� 
Teorema. Agar �B
k�T�á�U�á�7�á�7�ë�á�7�ì 
o funksiya yuqoridagi shartlarni qanoatlantirsa va �0 
O�%�?�5 �E�R�¶�O�V�D����

Dirixle-Neyman �P�D�V�D�O�D�V�L���\�D�J�R�Q�D���\�H�F�K�L�P�J�D���H�J�D���E�R�¶�O�D�G�L�����E�X���\�H�U�G�D���%
F �E�H�U�L�O�J�D�Q�O�D�U�J�D���E�R�J�¶�O�L�T���D�Q�L�T���V�R�Q�� 
 �$�\�W�L�V�K�� �O�R�]�L�P�N�L���� �L�N�N�L�Q�F�K�L�� �W�D�U�W�L�E�O�L�� �L�N�N�L�W�D�� �E�X�]�L�O�L�V�K�� �F�K�L�]�L�J�¶�L�J�D�� �H�J�D�� �E�R�¶�O�J�D�Q�� �H�O�O�L�S�W�L�N�� �Y�D�� �J�L�S�H�U�E�R�O�L�N��

tenglamalar uchun turli chegaraviy masalalar [2-���@���G�D���R�¶�U�J�D�Q�L�O�J�D�Q�� 
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�%�X�]�L�O�L�V�K�� �F�K�L�]�L�J�Œ�L�J�D�� �H�J�D�� �J�L�S�H�U�E�R�O�L�N�� �W�L�S�G�D�J�L�� �W�H�Q�J�O�D�P�D�O�D�U�� �G�H�E�� �P�D�V�D�O�D�� �T�D�U�D�O�D�\�R�W�J�D�Q�� �V�R�K�D�Q�L�Q�J�� �L�F�K�L�G�D��
tenglama giperbolik tipga, soha chegarasining bir qismi yoki �F�K�H�J�D�U�D�Q�L�Q�J�� �R�Œ�]�L�G�D�� �E�R�V�K�T�D�� �W�L�S�J�D�� �W�H�J�L�V�K�O�L��
�W�H�Q�J�O�D�P�D�J�D���D�\�W�L�O�D�G�L�����7�L�S���R�Œ�]�J�D�U�D�G�L�J�D�Q���F�K�L�]�L�T�T�D���E�X�]�L�O�L�V�K���F�K�L�]�L�J�Œ�L���G�H�\�L�O�D�G�L�����%�X���F�K�L�]�L�T�G�D���W�H�Q�J�O�D�P�D���S�D�U�D�E�R�O�L�N��
�W�L�S�J�D�� �W�H�J�L�V�K�O�L�� �\�R�N�L�� �D�Q�L�T�O�D�Q�P�D�J�D�Q�� �E�R�Œ�O�L�V�K�L�� �P�X�P�N�L�Q���� �'�L�I�I�H�U�H�Q�V�L�D�O�� �W�H�Q�J�O�D�P�D�O�D�U�� �Q�D�]�D�U�L�\�D�V�L�G�D�� �E�X�]�L�O�L�V�K��
�F�K�L�]�L�J�µ�L�J�D���H�J�D���Y�D���V�L�Q�J�X�O�\�D�U���N�R�H�I�I�L�V�L�H�Q�W�O�L���N�Y�D�]�L�F�K�L�]�L�T�O�L���J�L�S�H�U�E�R�O�L�N���W�L�S�G�D�J�L���W�H�Q�J�O�D�P�D�O�D�U���P�X�K�L�P���U�R�O���R�µ�\�Q�D�\�G�L�� 

Ushbu maqolada���U
L �r �R�µ�T�L�Q�L�Q�J���1�# kesmasi va �1�&�ã�T
E�U
L �r�á 
 �&�#�ã���T�ã 
E�:
F�U�;�ã 
L �s xarakteristikalar bilan chegaralangan �× sohada  


F�:
F�U�;�à �7�ë�ë
E�T�à �7�ì�ì 
E��
�Ù
�U

�7�ì 
L �B�:�T�á�U�á�7�; 

tenglamani qaraymiz, bu yerda �Ù�á�I 
L �?�K�J�O�P
P�r�á�t�L
L �I 
E�t�ä 
Ta�¶rif:  Berilgan tenglamani qanoatlantiruvchi �7�:�T�á�U�; �Ð�%�>�×
$�?�ê�%�6�>�×�? funksiyaga tenglamaning 

regulyar yechimi deb ataladi.  
Koshi masalasi: tenglamani quyidagi �E�R�V�K�O�D�Q�J�µ�L�F�K���V�K�D�U�W�O�D�U�Q�L 
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�7�:�T�á�r�; 
L �ì�:�T�;�á�r 
Q�T
Q�s�á 
�H�E�I

�ì �\ �?�4
�:
F�U�;�� �7�ì �:�T�á�U�; 
L �å�:�T�;�á�r 
O�T
O�s 

qanoatlantiruvchi regulyar yechimini toping, �ì�:�T�; va �å�:�T�; 
F��berilgan funksiyalar, bunda �ì�:�T�; �Ð�%�>�r�á�s�?�ê
�%�6�:�r�á�s�;�á�å�:�T�; �Ð�%�:�r�á�s�?�ê�%�6�:�r�á�s�; va �å�:�T�; 
F�1�:�r�á�r�; nuqtada �t���:�I 
E�t�; tartibli ikkinchi tur uzilishga 
�H�J�D���E�R�µ�O�L�V�K�L���P�X�P�N�L�Q���� 

�.�Y�D�]�L�F�K�L�]�L�T�O�L�� �J�L�S�H�U�E�R�O�L�N�� �W�L�S�G�D�J�L�� �W�H�Q�J�O�D�P�D�O�D�U�� �X�F�K�X�Q�� �R�µ�U�J�D�Q�L�O�J�D�Q�� �F�K�H�J�D�U�D�Y�L�\�� �P�D�V�D�O�D�O�D�U�G�D��
�W�H�Q�J�O�D�P�D�Q�L�Q�J���R�µ�Q�J���W�R�P�R�Q�L���B
k�T�á�U�á�7�á�7�ë�á�7�ì 
o�I�X�Q�N�V�L�\�D�J�D���V�K�D�U�W�O�D�U���T�R�µ�\�L�O�L�E�����P�D�V�D�O�D���\�H�F�K�L�P�L�Q�L�Q�J�� �\�D�J�R�Q�D�O�L�J�L��
va mavjudligi isbotlangan [1-4]. Yechimning mavjudligini isbotlashda asosan ketma-ket yaqinlashish 
�X�V�X�O�L���T�R�µ�O�O�D�Q�L�O�J�D�Q�����4�D�U�D�O�J�D�Q���W�H�Q�J�O�D�P�D�O�D�U�G�D���V�L�Q�J�X�O�\�D�U�����\�D�¶�Q�L�Ù �U�¤ koeffisientli hadlar qatnashmagan. 

Mazkur ishda tenglamaning yechimi mavjudligini isbotlashda yuqorida�J�L�� �L�V�K�O�D�U�G�D�Q�� �I�D�U�T�O�L�� �R�µ�O�D�U�R�T����
�6�K�D�X�G�H�U�� �S�U�L�Q�V�L�S�L�G�D�Q�� �I�R�\�G�D�O�D�Q�L�O�D�G�L���� �1�D�W�L�M�D�G�D���� �R�µ�Q�J�� �W�R�P�R�Q�G�D�J�L���B�:�T�á�U�á�7�; funksiyaning sinfi kengaytirilib, 
�R�µ�]�L�� �Y�D���7 �D�U�J�X�P�H�Q�W�� �E�R�µ�\�L�F�K�D�� �K�R�V�L�O�D�V�L�Q�L�Q�J�� �D�E�V�R�O�\�X�W�� �T�L�\�P�D�W�O�D�U�L�� �F�K�H�J�D�U�D�O�D�Q�J�D�Q�� �E�R�µ�O�L�V�K�L�� �\�H�W�D�U�O�L�� �H�N�D�Q�O�L�J�L��
�N�R�µ�U�V�D�W�L�O�J�D�Q�� 

�Ú�á�I  �R�µ�]�J�D�U�P�D�V�O�D�U�� �Y�D���B�:�T�á�U�á�7�; �I�X�Q�N�V�L�\�D�J�D�� �P�D�¶�O�X�P�� �V�K�D�U�W�O�D�U�� �T�R�µ�\�L�O�L�E���� �.�R�V�K�L�� �P�D�V�D�O�D�V�L�� �\�D�J�R�Q�D��
�\�H�F�K�L�P�J�D���H�J�D���E�R�µ�O�L�V�K�L���L�V�E�R�W�O�D�Q�J�D�Q�� 
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We consider the integro-differential equation 

2 2

0

= ( ) ( , , ) ( , ),
t

ttu u k u x y t d f x y t�D �D �D�� �' �� �� ���³     (1) 

in the area 2 2 2={( , , ) : < , 0 < },RTD x y t x y R t T� � � d 

with initial and boundary conditions 
2 2 2 2

=0 =0| = ( ), | = 0, 0t t tu x y u x y R�M �� �d �� �d  (2) 

 = =0 2 2 2=
( , ) | = 0, | = 0.x y x y R
x y u u

��
�’  (3) 

Finding a function  ( , , )u x y t with a known ( ),k t one is called a direct problem. 

The inverse problem is to determine the unknown coefficient ( ), > 0,k t t  if there is additional 

information 
2 2

0 0 0 0( , , ) = ( ), ( , ) { , : < ,}u x y t h t x y x y x y R� • � �  (4) 

  where ( )h t is the given function. 

Inverse problems on determining the right side or initial function in initial-boundary value 
problems for equations of mixed parabolic-hyperbolic type in a rectangular domain were considered in 
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[1]-[2]. In them, on the basis of the spectral method, uniqueness and existence theorems for solutions of 
inverse problems are proved. In this paper, we study the inverse problem of determining the kernel of the 
integral term of an inhomogeneous integro-differential equation in a cylindrical region.  

First, we study the direct problem. In this case, the transition to the polar coordinate system is 
carried out. Based on the method of separation of variables, the direct problem is reduced to solving 
ordinary differential equations with respect to the expansion coefficients in Fourier-Bessel series of 
unknown functions. Further, using additional information, we obtain the Volterra integral equation of the 
second kind with respect to ( ).k t  

 0 0

1
( ) = ( ) ( ) [ ]( ) ( ) ,

t
k t h t F t P k t k d�W �W �W

�E
� ª � º�c�c�c�c�c�c �c�c�c�� �� ��� « � »� ¬ � ¼�³   (5) 

where 0 0
=1

:= ( ) ,n n
n

J�E �O �U �M
�f

�¦  

0 0
=1

1
[ ]( ) := ( ) ( )sin ( ) ,

t

n n n
n n

P k t J u t d
�W

�W �O �U �D �W �O �D �D
�O

�f

�� �� ���¦�³  

0

1
( ) := cos sin ( ) ( ) ,

t

n n n n n
n

F t t t f d�M �O �O �D �D �D
�O

� � � ��³  

where 0 0( )nJ � O � U��  zero-order Bessel function of the first kind, ( ), ( ),n n nu t f t �M�� coefficients 

of expansions in the Fourier-Bessel series of functions ( , ),u t�U ( , ), ( )f t�U �M �U , respectively.  The 

main result of this paper is the following theorem on the global, unique solvability of the inverse problem. 

Theorem. Let 4 4( , ) ( ), ( ) (0, )RTf C D C R�U �M �M �U� • � • and the conditions  
( )(0) = 0, = 0,3;m m�M  ( )( ) = 0, = 0,2;m R m�M  

are satisfied. Moreover,  0(0) = (0),h F  (0) = 0,h�c  �� ��2

=1

(0) = (0) .n n n
n

h f� M � O
�f

�c�c ���¦  

Then there is a unique solution of the inverse problem (1) �± (4), satisfying equation (5), where 
( )m�M �� the mth-derivatives of the functions �M. 
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ON THE DIFFERENTIAL GAME OF l -CATCH FOR GRONWALL TYPE 
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At the moment, we introduce the concepts of the first type of Gronwall constraint [4]  for the 
control ( )u �˜, (for the control ( )v �˜ ) as following form 

2 22

0

( ) 2 ( )
t

u t k u s ds�U� d � ��³ ,      
2 22

0

( ) 2 ( ) (2)
t

v t k v s ds�V
� § � ·

� d � �� ¨ � ¸
� © � ¹

�³ , (1) 

where ,� U � V and k  are positive numbers.  

Suppose that in the space nR , the controlled player P (the Pursuer), comes after another player E 
(the Evader). Let x  and y  are the locations of the Pusuer and the Evader respectevily. 0 0,x y  are their 

initial locations of the players for which it is assumed that 0 0 ,    0x y l l�� �! �! . The motions of the 

players are described by the equations 
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P: 0,      (0)x u x x�  �  ,       (3) 

E: 0,      (0)y v y y�  �  ,      (4) 

respectively, where , , , nx y u v�•R , 2n �t .  
u  and v  are control parameters, which function as the velocity vectors, of the Pursuer and the 

Evader. Therefore, their temporal variations must be measurable functions ( ) :[0, ) nu �˜ ���f �o R  and 

( ) :[0, ) nv �˜ ���f �o R  correspondingly. We denote by GrU  (, GrV ) the sets of all the measurable functions 

( )u �˜ (, ( )v �˜ ) satisfying the Gronwall constraint (1) (,the constraint (2)) (briefly Gr-constraints).                 

By virtue of the equations (3), (4), each pair �� ��0, ( )x u �˜  and �� ��0, ( )y v �˜  generates the trajectories, 

i.e., 0
0

( ) ( )
t

x t x u s ds�  � ��³  and 0
0

( ) ( )
t

y t y v s ds�  � ��³ , of the players respectively for each 0t �t .  

 The main goal of the pursuer is to converge the Evader at the distance 0l �!      ( l -capture 

problem), i.e., to attain the relation ( ) y( )x l� K � K� � � d at some finite time 0.�K�!  

Lemma. (of Gronwall [3]) If 
2 22

0

( ) 2 ( )
t

w t l w s ds�D� d � ��³ , then ( ) ltw t e�D�d , where ( )w t  is a 

measurable function and , l�D  are non-negative numbers. 
Definition. For the case� U � V�! , we term the function 

        �� �� �� ��0 0 0 0, ( , ) ( ) / ( ( , ) )kt ktz v v z v e z vl e z v l�O �U �U �O� �� �� ��u           (5) 

a convergence strategy of the Pursuer or Gr�3 -strategy in the Gr-game (1)-(4), where

�� �� �� �� �� ��2 2 22 2 2
0 0 0 02 2

0

1
( , ) , , ,kt kt ktz v v z e l v z e l z l e l v

z l
�O �U �U �U� ª � º� �� �� �� �� �� ��� « � »� ¬ � ¼��

 

0 0 0z x y�  � �. 

Theorem. If � U � V�!  is valid, then the Gr�3 -strategy guarantees l -capture on the time interval 

�> �@0, GrT  in the Gr-game (1)-(4), where 0( )1
ln 1Gr

z l k
T

k � U � V
�§ �� �·

�  � �� ¨ � ¸��� © � ¹
.  

Note that we call the number GrT  a guaranteed l -capture time. 
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ON THE CONTINUATION OF THE SOLUTIONS OF A GENERALIZED  CAUCHY -
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In this paper, we propose an explicit formula for the reconstruction of a generalized potential vector 
in the domain by its known values on a part of the boundary, i.e., we present an explicit formula for the 
continuation of the solution of the Cauchy problem for a generalized Cauchy�±Riemann system [1]. 

Let �T
L �:�T�5�á�T�6�á�T�7�;  and �U
L �:�U�5�á�U�6�á�U�7�;��be points of the real three dimensional Euclidean  space 
�4�7, �3 is a part of a ball  �$ 
L �$�:�r�á�4�; with center at the origin and radius �4 
P�r�ä  Let �5  be a smooth 
closed surface in �$ which does not meet  �T
L �r and divides �$ into two domains. Denote by �3 the closed 
domain that does not contain the origin. Its boundary �ò�3  consists of simply connected domain in �4�7�á  
with piecewise-smooth bondary consisting of �5 and a part of the sphere  �ò�$ in �4�7.   
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Suppose that vector function �7 
L �:�Q�5�á�Q�6�á�Q�7�; satisfied  in �&�� the system equations [1] 

�Ã �@
�! �è�Ö

�! �ë�Ö

E�=�Þ�Q�Þ�A
L �r�7

�Þ�@�5 , ������
�! �è�Õ

�! �ë�Ö

F

�! �è�Ö

�! �ë�Õ

F �>�Þ�Q�Ý
E�>�Ý���Q�Þ 
L �r   �:�G�á�F
L �s�á�t�á�u�;�ä     (1) 

Statement of the problem. Find a regular solution �7 of system (1) in the domain �&  using its 
Cauchy data on the surface  �5:  

�7�:�U�; 
L �B�:�U�;�á�������U�Ð�5,                                            (2) 
where �B�:�U�;  is a given continuous vector function on �5. 

Using results from [2], [3],[4] on solving the Cauchy problem, we construct the Carleman matrix 
for the Laplace and Helmholts equations in explicit form and, on its basis, the regularized solution of the 
Cauchy problem for system (1). By using the continuation formula we found necessary and sufficient for 
the extendibility of functions given an a part of a boundary to the domain as a solution of the system (1). 
We prove the Fock-Kyni theorem fore this one.  This result were proofed in [5]-[7] of the another domain 
�3  three-dimensional Euclidean  space.  
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�3
F soha �T
P�r va �U
P�r da �#�:�s�á�r�; va �$�:�r�á�s�; nuqtalarni tutashtiruvchi �ê�4�ã���T�6�ã 
E�U�6�ã 
L �s 
normal egri chiziq, �U
L �r �R�¶�T�L�G�D�J�L���1�# va �T
L �r �R�¶�T�L�G�D�J�L���1�$ �N�H�V�P�D�O�D�U�� �E�L�O�D�Q�� �F�K�H�J�D�U�D�O�D�Q�J�D�Q�� �E�R�¶�O�V�L�Q���� �>���@��
ilmiy izlanishda 

�U�à �7�ë�ë
E�T�à �7�ì�ì 
L �B�:�T�á�U�;�á�I 
L �?�K�J�O�P
P�r����   (1) 
tenglama uchun �z�p
Ú chegaraviy masalasining regulyar yechimi topilgan: 

�7�:�T�á�U�; 
L 
F
µ �B�:�æ�á�ß�;�)�7�:�æ�á�ß�â�T�á�U�;�@�æ�@�ß�á

��

�•

 

�)�7�:�æ�á�ß�â�T�á�U�; 
F �z�p
Ú�� chegaraviy masalasi uchun Grin funktsiyasi [2]. 
�z�p
Ú�� chegaraviy masalasi�Q�L�Q�J�� �*�U�L�Q�� �I�X�Q�N�V�L�\�D�V�L�� �P�X�U�D�N�N�D�E�� �E�R�¶�O�L�E���� �R�¶�]�L�� �Y�D�� �K�R�V�L�O�D�O�D�U�L�Q�L�� �E�D�K�R�V�L�� ��������

�W�H�Q�J�O�D�P�D�Q�L�Q�J�� �N�Y�D�]�L�F�K�L�]�L�T�O�L�� �K�R�O�L�� �X�F�K�X�Q�� �T�R�¶�\�L�O�J�D�Q�� �F�K�H�J�D�U�D�Y�L�\�� �P�D�V�D�O�D�O�D�U�Q�L�� �R�¶�U�J�D�Q�L�V�K�G�D�� �P�X�K�L�P�� �D�K�D�P�L�\�D�W��
kasb etadi. 

Lemma 2. �*�U�L�Q���I�X�Q�N�V�L�\�D�V�L���Y�D���X�Q�L�Q�J���K�R�V�L�O�D�O�D�U�L���X�F�K�X�Q���T�X�\�L�G�D�J�L���E�D�K�R�O�D�U���R�¶�U�L�Q�O�L�� 

���)�7�:�æ�á�ß�â�T�á�U�;�� 
Q�%���H�J�O�� �@�N�5
�6�	 �N�6

�6�	 �A�á
W �����)�7�ë�:�æ�á�ß�â�T�á�U�;�� 
Q�%�@�N�5
�6�	 �N�8�A�á
W �� 

�+�)�7�ì �:�æ�á�ß�â�T�á�U�;�+
Q�%�@�N�6
�6�	 �N�8�A�á
W �� 

bunda �%
L �Ô�K�J�O�P  �Y�D���E�H�U�L�O�J�D�Q���I�X�Q�N�V�L�\�D�J�D���E�R�J�¶�O�L�T���D�Q�L�T���V�R�Q�� 
Izoh 1. Lemmani isboti davomida �%
F �Q�L�Q�J���T�L�\�P�D�W�L���D�Q�L�T���\�R�]�L�E���N�R�¶�U�V�D�W�L�O�J�D�Q�� 
Izoh 2. Grin funksiyasining ushbu baholari yordamida (1) tenglamaning kvazichiziqli holi uchun 

�T�R�¶�\�L�O�J�D�Q���F�K�H�J�D�U�D�Y�L�\���P�D�V�D�O�D�O�D�U�Q�L���N�H�W�P�D-ket yaqinlashish usuli bilan yechish mumkin. 
Lemmani isbotlashda [3-7] ilmiy maqolalardan foydalanildi. 

�.�H�O�J�X�V�L�G�D�� �R�O�L�Q�J�D�Q�� �Q�D�]�D�U�L�\�� �Q�D�W�L�M�D�O�D�U�Q�L�Q�J�� �D�P�D�O�L�\�R�W�G�D�� �W�D�G�E�L�T�O�D�U�L�Q�L�� �U�L�Y�R�M�O�D�Q�W�L�U�L�V�K�J�D�� �H�¶�W�L�E�R�U�� �T�D�U�D�W�L�O�V�D����
�P�D�T�V�D�G�J�D���P�X�Y�R�I�L�T���E�R�¶�O�D�U���H�G�L�� 
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�0���8�O�X�J�¶�E�H�N���Q�R�P�L�G�D�J�L���2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q���0�L�O�O�L�\���8�Q�L�Y�H�U�V�L�W�H�W�L�����7�R�V�K�N�H�Q�W�����2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q 

avazbeksobirjonov1998@gmail.com 
Quyidagi tenglamani qaraylik 

                           

0 (1 ) , 0
0

, 0
xx C t

xx tt

u D u u u t

u u t

�D� J � E�­ �� �� �� �!�°� �®
� � � ��°�¯

                             (1) 

bu yerda  0C tD u�D  - �.�D�S�X�W�R���R�S�H�U�D�W�R�U�L���E�R�¶�O�L�E���T�X�\�L�G�D�J�L�F�K�D���D�Q�L�T�O�D�Q�D�G�L���>���@�� 

0
0

1
( ) ( , )

(1 )

t

C t sD u t s u x s ds� D � D

�D
���  � �

� * � ��³ , 

, ,� D � J 0const�E�  � ! , 0 1�D� � � � . 

Faraz qilaylik �: -�E�L�U���E�R�J�¶�O�D�P�O�L���F�K�H�N�O�L���V�R�K�D���E�R�¶�O�L�E������0t �!  da  

1 2 {( , ) : 1, 0 }A A x t x t h� � �� �� , 1 2 {( , ) : 0, 0 }B B x t x t h� � �� �� , 

2 2 {( , ) : , 0 1}B A x t t h x� � �� ��  

chiziqlar bilan chegaralangan , 0t ��  da esa  (1) tenglamaning 1 : 1AC x t� � �  , 

1 : 0BC x t� � �   xarakteristikalari bilan chegaralangan. Bu yerda 1 (1;0)A � , 2 (1; )A h� , 

1 (0;0)B � , 2 (0; )B h�  va �� ��1/ 2; 1/ 2C �  � �.  

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz: ( 0)t���: � �: �! , ( 0)t���: � �: �� , 

{ :0 1}I x x� �� �� , 1 { :0 1/ 2}I x x� �� �� ,  2 { :1/ 2 1}I x x� �� �� . 

Masala.  ���������W�H�Q�J�O�D�P�D�Q�L�Q�J���T�X�\�L�G�D�J�L���[�R�V�V�D�O�D�U�J�D���H�J�D���E�R�¶�O�D�G�L�J�D�Q��( , )u x t yechimi  
topilsin: 

1. ( , )u x t  funksiya quyidagi  2{ ( , ) : ( , ) ( ) ( ), ( ),tV u x t u x t C C u C I� � � �� �• �: �: �• �:  

1 2 0( ), ( ), ( )}x xx C tu C A A u C D C I�D�� �� ���• �: �• �: �• �:   �V�L�Q�I�J�D���W�H�J�L�V�K�O�L���E�R�¶�O�V�L�Q�� 

2. ( , )u x t   funksiya ushbu :          

1(0, ) ( )xu t t�\� , 0 t h� d � d;                      2(1, ) ( )u t t�\� , 0 t h� d � �, 

                                   ( , ) ( )u x x x�M� � �  ,  0 1/ 2x� d � d                                       (2) 

 chegaraviy va  1

0
lim ( , ) ( ) ( , 0)t tt

t u x t x u x�D �O��

�o��
�  � �

 
ulash shartini qanoatlantirsin, bu yerda 
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( )x�M , 1( )x�\ , 2( )x�\  va ( )x�O -�E�H�U�L�O�J�D�Q���I�X�Q�N�V�L�\�D�O�D�U���E�R�¶�L�E������( ) 0x�O �z . 

(1)  tenglamaning ���: sohada  

                                   ( ,0) ( )u x x�W� ,     ( , 0) ( )tu x x�Q��� � �                               (3)  

�E�R�V�K�O�D�Q�J�¶�L�F�K�����V�K�D�U�W�O�D�U�Q�L���T�D�Q�R�D�W�O�D�Q�W�L�U�X�Y�F�K�L�����.�R�V�K�L���P�D�V�D�O�D�V�L�Q�L�Q�J���\�H�F�K�L�P�L�G�D�Q���Y�D�� 
(2) shartdan  foydalanib, quyidagi funksional munosabatni olamiz  
                                   ( ) '( ) '( / 2)x x x�Q �W �M�� �  � �. 

(1) tenglamada  0t � o � �  �G�D���O�L�P�L�W�J�D�� �R�¶�W�V�D�N�� �K�D�P�G�D�� �������� �Y�D����00
lim ( , ) ( )C tt

D u x t x�D �Q��

�o��
�  hisobga 

olsak quyidagi  tenglamaga kelamiz 

                  
2"( ) ( ) ( ) '( ) ( ) ( ) ( ) ( ) '( / 2)x x x x x x x�J�W �D �O �W �E�W �E�W �D �O �M���* �� � �� �* . 

Bu tenglama 1 2(0) (0) (0) 0�\ �\ �M� � �  va   (0) (0) 0� W � W�c�  �  shartlarni  hisobga olib, Volterra 

tipidagi chiziqsiz integral tenglamaga �N�H�O�W�L�U�L�O�D�G�L���� �+�R�V�L�O�� �E�R�¶�O�J�D�Q�� �W�H�Q�J�O�D�P�D�Q�L�� �N�H�W�P�D-ket yaqinlashish usuli 
yordamida yechiladi. 
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INITIAL BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR A TIME FRACTIONAL HEAT 
EQUATION ON A ME TRIC GRAPH  
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We consider simple star graph �= with  n  finite bonds 

connected at the point �� ��0 0 0,0v v� . The point 0v  is the vertex 

of the graph �=.   

Therefore, each bond kB , 1,k n�  is parameterised by an 

interval �� ��0,k kx L�•    (Figure 1).   Further we will use x  instead 

of kx . 

We consider  the following Initial boundary value problem 
(IBVP) for the time-�I�U�D�F�W�L�R�Q�D�O�� �G�L
u�X�V�L�R�Q�� �H�T�X�D�W�L�R�Q�� �R�Q�� �W�K�H�� �H�D�F�K��
bond of metric graph �=. 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )k k k k k
t t xxD u x t b t D u x t u x t f x t� D � D� �� �� , 

�� �� �> �@�� ��, 0,k kx t B T� • � u, (1) 

where   

0
0

1 ( , )
( , )

(1 ) ( )

t

t

d u x
D u x t d

dt t
�D

�D

�W
�W

� D � W
� 

�* �� ���³  

is the Riemann�±Liouville fractional derivative of order �D, 0 1�D� � � � (see[1]). ( )( , )kf x t  and ( )( )kb t  are 

given functions, 1,k n� .  

 Problem. To find functions �� �� �� ��, tku x  in the domain �� ��0,kB T�u , satisfy an equation (1) with the 

following conditions: 
initial conditions  

�� �� �� �� �� �� �� ��-1
0 ,0k k
tD u x x�D �M� ,   kx B�• ,     (2) 

�Y�H�U�W�H�[���F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V�����.�L�U�F�K�R
u��conditions) 
�� �� �� �� �� �� �� ��1 0, t 0,ku u t� , �> �@0,t T�• , 1,k n� ,   (3) 
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( )

1

(0, ) 0
n

k
x

k

u t
� 

� �¦ , �> �@0,t T�• , 1,k n�    (4) 

and boundary conditions  
�� �� �� ��, 0k

ku L t � , �> �@0,t T�• , 1,k n� ,    (5) 

where �� �� �� ��k x�M  are sufficiently smooth given functions.   

We use by the method of separation of variables for the homogeneous of  equation (1). By using 
properties of the Mittag-�/�H�À�H�U���I�X�Q�F�W�L�R�Q�����Z�H���S�U�R�Y�H���W�K�H���X�Q�L�I�R�U�P���F�R�Q�Y�H�U�J�H�Q�F�H���R�I���W�K�H���R�E�W�D�L�Q�H�G���)�R�X�U�L�H�U���V�H�U�L�H�V��
[2]. The uniqueness of the solution of the problem is proved using by A-prior estimation (see, [3]). 
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STRUCTURE OF ESSENTIAL SPECTRA AND DISCRETE SPECTRUM OF ENERGY 
OPERATOR OF FOUR-ELECTRON SYSTEMS IN THE IMPURITY HUBBARD 
MODEL. FIRST TRIPLET STATE. TWO - AND THREE-DIMENSIONAL CASE  
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 INP AS RUz., Tashkent, Uzbekistan. 
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We consider of the energy operator of four electron systems in the impurity Hubbard model and 

investigated the structure of essential spectra and discrete spectrum of the system for the first triplet state 
in the three-dimensional lattice. Hamiltonian of considering system has the form   
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Here  �#���:�#�4�; is the electron energy at a regular (impurity) lattice site,  �$���:�$�4�; is the transfer integral 
between (between electron and impurities) neighboring sites (we assume that �$ 
P�r���:�$�4 
P �r�; for 
convenience), �ì 
L 
G�A�Ý�á �F
L �s�á�t�á�å �á�å�á where �A�Ý are unit mutually orthogonal vectors, which means that 
summation is taken over the  nearest neighbors, �7���:�7�4�; is the parameter of the on-site Coulomb 
interaction of two electrons in the regular (impurity) sites, �Û  is the spin index, �Û
L�[ or �Û
L�]�á and �=�à �á�


�>  
and �=�à �á�
  are the respective electron creation and annihilation operators. In the four electron systems have 
a quintet state, and two type singlet states, and three type triplet states. The energy of the system depends 
on its total spin �5�ä  Hamiltonian (1) commutes with all components of the total spin operator �5
L
�:�5�>�á�5�?�á�5�í�;�á  and the structure of eigenfunctions and eigenvalues of the system therefore depends on �5�ä 
The Hamiltonian �*  �D�F�W�V���L�Q���W�K�H���D�Q�W�L�V�\�P�P�H�W�U�L�F���)�R�¶�F�N���V�S�D�F�H���â�Ô�æ�ä Let �î �4 vacuum vector in the space �â�Ô�æ�ä 
The first triplet state corresponds to the free motion of four electrons over the lattice and their 
interactions, with the basic function �P��
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ding to the first triplet state is the set of all vectors of the form �ð��
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�Ô�æ is the subspace of antisym-metric functions in the space �H�6�:�:�<�� �;�8�;�ä We denote by �*��
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the restriction of operator �*  to the subspace �â��
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Theorem. Let �å
L �u�ä  Then  
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O
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P �x�$�;, then the essential spectrum of the 
operator �*
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and discrete spectrum of the operator �*
é��
�5

�5
�ç  is consists of a three eigenvalues:  �ê�×�Ü�æ�Ö
k �*
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b). If �Ý�6 
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NOLOKAL SHARTLI KASR TARTIBLI DIFFUZIYA TENGLAMASINING YECHIMI 
HAQIDA  

1Toshmatov D.Sh., 2Rahmonov A.A.  
1Jizzax davlat pedagogika instituti magistranti 

2�2�¶�]�E�H�N�L�V�W�R�Q��Respublikasi Fanlar akademiyasining Matematika instituti, Toshkent, O'zbekiston. 
Ushbu maqola �3�Í 
L �<�:�š�á�–�; �÷�r 
O�š
O�s�á�r 
O�–
Q���� ���=��sohada �r 
O�=
O�s tartibli 

�ò�4�ç
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F�=�6�Q�ë�ë
L �(�:�T�á�P)                                            (1) 

diffuziya tenglamasini va 
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L �î �:�T�;�á���������T�Ð�>�r�á�s�?�á               (2) 
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L �Q�:�s�á�P�;�á���������Q�ë�:�s�á�P�; 
L �r�á�������P�Ð�>�r�á�6�?�á           (3) 
boshlang`ich-chegaraviy (nolokal) shartlarni qanoatlantiruvchi �Q
L �Q�:�T�á�P�; yechimni topish bilan 
shug`ullanamiz, bu yerda �ò�4�ç

��  �± Kaputo differensial operatori bo`lib �R�:�P�; �Ð�#�%�>�r�á�6�? lar uchun 
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ko`rinishda aniqlangan. Shuningdek, ishda �(�á�U �± berilgan, yetarlicha silliq funksiyalar. 
Qaralayotgan (1)-(3) masalaga mos Shturm-Linvill masalasi o`z-o`ziga qo`shma emas va bu 

spektral masalaning xos funksiyalar sistemasi ���6�:�r�á�s�; da to`la sistemani tashkil etmaydi. Shuning uchun 
bu sistemani ���6�:�r�á�s�; �G�D���W�R�¶�O�G�L�U�L�V�K���X�F�K�X�Q���E�L-ortogonal sistemani qurish metodidan foydalanamiz. 
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va bu sistema ���6�:�r�á�s�; da Riss bazisini tashkil etadi ([1] ga qarang). (1) �± (3) masalaning yechimi uchun 
quyidagi teorema o`rinli. 

Teorema. Faraz qilaylik �î �:�T�; �Ð�%���>�r�á�s�? va �(�:�T�á�P�; �Ð�%�>�r�á�6�?���ê���%�
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 Teoremada ishtirok etayotgan funksional fazolar [2] adabiyotda batafsil keltirilgan. 
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Ushbu ishda biz �� ��3
2

NL R  da ushbu 
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N j j j j k
j j k
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�N�R�¶�U�L�Q�L�V�K�G�D�� �E�H�U�L�O�J�D�Q�� �R�S�H�U�D�W�R�U�O�D�U�� �V�S�H�N�W�U�L�Q�L�Q�J�� �T�X�\�L�� �F�K�H�J�D�U�D�V�L�Q�L�� �W�D�Y�V�L�I�O�D�\�P�L�]���� �E�X�� �\�H�U�G�D��NH relyativistik 

�E�R�¶�O�P�D�J�D�Q�� �N�Y�D�Q�W�� �V�L�V�W�H�P�D�V�L�� ���P�D�V�D�O�D�Q���� �D�J�D�U���� �� 1t�D �{  �Y�D�� �S�R�W�H�Q�V�L�D�O�� �.�X�O�R�Q�� �S�R�W�H�Q�V�L�D�O�L�� �E�R�¶�O�V�D���� �X�� �K�R�O�G�D��N -

elektronli atom) ning Gamiltonianidir. 

Faraz qilaylik, �� �� �> ���� ��0,t C�D �f�• �� �f  funksiya 
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agar t
t
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� ­ � ½��� ° � °� � ® � ¾
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�N�R�¶�U�L�Q�L�V�K�G�D���D�Q�L�T�O�D�Q�J�D�Q������ �� �> ��0 1, 0,t t�D�d �d �• ���f  va 

�� �� �� �� 3 0
b x

V x x R x
x

� �• �z  �� ��1  

bu yerda b  �P�X�V�E�D�W�����N�D�P�D�\�P�D�\�G�L�J�D�Q���E�R�¶�O�L�E����x  �R�¶�V�J�D�Q�G�D������ ��V x  monoton kamayvchi funktsiya bo'lsin. 

Deylik NH  operatorining eng kichik xos qiymati ( )N NE E Z� �E�R�¶�O�V�L�Q���� �.�X�O�R�Q�� �S�R�W�H�Q�V�L�D�O�L��

�� ��b const� holida �>�@�� ��2  �G�D�Q���\�D�[�V�K�L���P�D�¶�O�X�P�N�L����1N NE E ���! va shunday bir kritik nomer maxN  mavjudki, 

maxN N�t  �E�R�¶�O�J�D�Q�L�G�D��
maxN NE E�  �E�R�¶�O�D�G�L���� �)�L�]�L�N�� �Q�X�T�W�D�L�� �Q�D�]�D�U�G�D�Q�� �E�X�� �=�� �]�D�U�\�D�G�O�L�� �\�D�G�U�R��maxN

�H�O�H�N�W�U�R�Q�O�D�U�G�D�Q�� �N�R�¶�S�U�R�J�¶�L�Q�L�� �X�V�K�O�D�E�� �W�X�U�R�O�P�D�V�O�L�J�L�Q�L�� �D�Q�J�O�D�W�D�G�L���> �@�� ��3 5�� . Ushbu natijani biz qarayotgan 
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�R�S�H�U�D�W�R�U�O�D�U���X�F�K�X�Q���K�D�P���R�¶�U�L�Q�O�L���E�R�¶�O�L�V�K�L�Q�L���N�R�¶�U�V�D�W�D�P�L�]���� 
Teorema 1. Faraz qilaylik ( ) 0b r�c�c �d  �E�R�¶�O�V�L�Q�����8���K�R�O�G�D��max 2 1N Z� � � � �W�H�Q�J�V�L�]�O�L�N���R�¶�U�L�Q�O�L���E�R�¶�O�D�G�L�� 

�7�H�R�U�H�P�D������ �Q�L�Q�J���L�V�E�R�W�L���6�K���$�����$�O�L�P�R�Y�Q�L�Q�J�����>���@���G�D���T�R�¶�O�O�D�Q�L�O�J�D�Q���Y�D��a ( t )  =  1 holiga mos keluvchi 
metodga asoslangan. 

Lemma 1.  �� �� �� ��2 3 , 0q x C R q� • � ! �E�R�¶�O�V�L�Q���� �8�� �K�R�O�G�D�� �K�D�U�� �T�D�Q�G�D�\���� ��3
0f C R�f�•  uchun tenglik 
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Lemma 1 ning isboti bevosita Grin formulasidan kelib chiqadi. 
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berilgan uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar �E�R�µ�O�L�E������ ��1 2( , , ), ( , , )
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vektor-funksiyadir. Bu yerda ( , ) ( , )A t A t� K � K�  � � uzluksiz funksiya �E�R�µ�O�L�E�� quyidagi shartni 
qanoatlantiradi: 
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( , )A t d� K � K
�f

���f

� � � f�³ , 0t �t . (3) 
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    0( ,0) ( )u x u x� .       (4) 

�%�X���\�H�U�G�D���E�R�V�K�O�D�Q�J�µ�L�F�K���V�K�D�U�W�G�D�J�L��0( ) ( )u x x���f �� �� �f  funksiya quyidagi xossalarga ega: 
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 operator spektral maxsusliklarga ega emas va yuqori kompleks yarim 

tekislikda  N  ta 1 2(0), (0),..., (0)N�[ �[ �[  oddiy xos qiymatlarga ega. 
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Bu ishning asosiy maqsadi (1)-(6) masalaning ( , )u x t , 1( , , )x t� M � K, 2( , , )x t� M � Kyechimini ( )L t  

operator uchun sochilish nazariyasining teskari masalalar usuli yordamida topishdan iborat.  
Mazkur ishning asosiy natijasi quyidagi teoremadan iborat. 
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� �¦       (1) 

�\�R�]�L�V�K���P�X�P�N�L�Q���E�R�¶�O�V�L�Q�����,�[�W�L�\�R�U�L�\��( )x D A�•  va ( )y D A�•  elementlar uchun energetik skalyar 
�N�R�¶�S�D�\�W�P�D�Q�L���T�X�\�L�G�D�J�L�F�K�D���D�Q�L�T�O�D�\�P�L�]�� 

( , ) ( , ).Ax y Ax y�                 

Quyidagi tenglamani qaraymiz 
                                                          Au f�       (2) 

���������Q�L�����������J�D���T�R�¶�\�V�D�N���W�H�Q�J�O�D�P�D�Q�L���\�H�F�K�L�V�K���X�F�K�X�Q��k�D  - koefsentlarni topish talab etiladi. 

Quyidagi differensial tenglamani qaraymiz  
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[ ( ) ] ( ) ( ) ( )
d du x

p x q x u x f x
dx dx

�� �� �   (3) 

bu yerda 0 1,x� � � �  chegaraviy shart:  (0) (1) 0u u�  �  ,           bundan tashqari   

0( ) 0p x c� t � !. 

Tegishli operatorni A  bilan belgilaymiz. Agar  

2
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Biz bu ifodani har bir k uchun yozib chiqsak k�D  �O�D�U���Q�R�P�D�¶�O�X�P���E�R�¶�O�J�D�Q���W�H�Q�J�O�D�P�D�O�D�U���V�L�V�W�H�P�D�V�L�J�D��

keladi. Sistemani yechib (3) tenglamaning yechimini topamiz. 
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MATHEMATICAL BEHAVIOR OF SOLUTIONS FOR A HYPERBOLIC -TYPE 

EQUATION WITH DELAY  
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Abstract. Controlling the behavior of solutions for partial differential equations with time delay 
effects has become an active research area. Generally, delay effects occur in many applications and 
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practical problems such as physical, chemical, biological, thermal and economics. In many cases, delay is 
a source of instability, even an arbitrarily small delay may destabilize a system which is uniformly 
asymptotically stable in the absence of delay unless additional conditions or control terms have been 
used. In this paper, we deal with a hyperbolic-type equation with delay. Under suitable conditions, we 
establish the mathematical behavior of solutions like existence, blow up, decay.. etc.  

Keywords: Delay, Hyperbolic-type equation, Mathematical behavior of solutions. 
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2. 1 2
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3. �i�Z�j�Z���n�m�g�d�p�b�c���^ �`( ), ( , )f x u x t   �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�l���m�j�Z�\�g�_�g�b�_�����������\���h�[�e�Z�k�l�y�o����1�:  �b�� 2,�:  
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�I�m�k�l�v���:  �Å �d�h�g�_�q�g�Z�y�� �h�^�g�h�k�\�y�a�g�Z�y�� �h�[�e�Z�k�l�v�� �d�h�f�i�e�_�d�k�g�h�c�� �i�e�h�k�d�h�k�l�b��z x iy�  � � �h�]�j�Z�g�b�q�_�g�g�Z�y��

�i�j�b�� 0y �!  �g�h�j�f�Z�e�v�g�h�c���d�j�b�\�h�c��2 2 2
0 : 4( 2) 1mx m y�V � � � ��� �� �  �k���d�h�g�p�Z�f�b���\���l�h�q�d�Z�o��( 1,0)A �� , (1,0)B  �Z��

�i�j�b�� 0y ��   �o�Z�j�Z�d�l�_�j�b�k�l�b�d�Z�f�b��AC  �b��B�K �m�j�Z�\�g�_�g�b�y������������ 

�H�[�h�a�g�Z�q�b�f�� �q�_�j�_�a�����:  �b�� ���:  �q�Z�k�l�b�� �h�[�e�Z�k�l�b���:  �e�_�`�Z�s�b�_���� �k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�_�g�g�h���� �\�� �i�h�e�m�i�e�h�k�d�h�k�l�y�o��
0y �!  �b�� 0y �� �����Z���q�_�j�_�a����0C  �b�� 1C �����k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�_�g�g�h���l�h�q�d�b�����i�_�j�_�k�_�q�_�g�b�y���o�Z�j�Z�d�l�_�j�b�k�l�b�d��AC  �b��BC  �k��

�o�Z�j�Z�d�l�_�j�b�k�l�b�d�Z�f�b���b�k�o�h�^�y�s�b�o���b�a���l�h�q�d�b��( ,0)E c �����]�^�_�� ( 1,1)c I�• � ��  - �b�g�l�_�j�\�Z�e���h�k�b��0.y �  
�I�m�k�l�v��( )p x kx�G� �� ��  �e�b�g�_�c�g�Z�y�� �n�m�g�d�p�b�y�� �h�l�h�[�j�Z�`�Z�_�l�� �f�g�h�`�_�k�l�\�Z�� �l�h�q�_�d�� �h�l�j�_�a�d�Z��[ 1, ]c��  �g�Z��

�f�g�h�`�_�k�l�\�h�� �l�h�q�_�d�� �h�l�j�_�a�d�Z��[ ,1]c ���� �i�j�b�q�_�f�� ( 1) 1, ( ) ,p p c c�� � �  �]�^�_�� �� �� �� ��1 / 1 ,k c c� �� ��

�� ��2 / 1� k � F�G�  � �.  

�<�� �j�Z�[�h�l�Z�o�� �<���B���@�_�]�Z�e�h�\�Z�� �b�� �:���F���G�Z�o�m�r�_�\�Z�� �>���@�� �� �m�k�e�h�\�b�_�� �k�f�_�s�_�g�b�y�� �a�Z�^�Z�\�Z�e�b�k�v�� �g�Z�� �]�j�Z�g�b�q�g�u�o��
�o�Z�j�Z�d�l�_�j�b�k�l�b�d�Z�o��AC  �b��BC .  

�<�� �g�Z�k�l�h�y�s�_�c�� �j�Z�[�h�l�_�� �b�k�k�e�_�^�m�_�l�k�y�� �d�h�j�j�_�d�l�g�h�k�l�v���a�Z�^�Z�q�b���� �]�^�_�� �m�k�e�h�\�b�_�� �k�f�_�s�_�g�b�y�� �a�Z�^�Z�_�l�k�y�� �g�Z��
�\�g�m�l�j�_�g�g�b�o�� �o�Z�j�Z�d�l�_�j�b�k�l�b�d�Z�o��0EC  �b�� 1EC ���� �b�� �^�h�i�h�e�g�b�l�_�e�v�g�h�� �d�� �w�l�h�f�m�� �g�Z�� �h�l�j�_�a�d�_�� �\�u�j�h�`�^�_�g�b�y��AB 

�a�Z�^�Z�_�l�k�y�� �e�h�d�Z�e�v�g�h�_�� �� �m�k�e�h�\�b�_�� �k�f�_�s�_�g�b�y���� �g�Z�� �d�j�b�\�h�c��0�V  �m�k�e�h�\�b�_�� �>�b�j�b�o�e�_�� �a�Z�f�_�g�_�g�h�� �m�k�e�h�\�b�_�f��

�;�b�p�Z�^�a�_-�K�Z�f�Z�j�k�d�h�]�h���k�\�y�a�u�\�Z�x�s�_�_���a�g�Z�q�_�g�b�y���b�k�d�h�f�h�c���n�m�g�d�p�b�b���g�Z��0�V  �b��AB. 

�A�Z�^�Z�q�Z��A. �L�j�_�[�m�_�l�k�y�� �g�Z�c�l�b�� �\�� �h�[�e�Z�k�l�b���:  �n�m�g�d�p�b�x��( , )u x y  �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�m�x�� �k�e�_�^�m�x�s�b�f��
�m�k�e�h�\�b�y�f�� 

1) ( , )u x y  �g�_�i�j�_�j�u�\�g�Z���\���d�Z�`�^�h�c���b�a���a�Z�f�d�g�m�l�u�o���h�[�e�Z�k�l�_�c�����:  �b�� ���: ; 

2) 2( , ) ( )u x y C ��� • � : �b���m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�_�l���m�j�Z�\�g�_�g�b�x�����������\���h�[�e�Z�k�l�b�����: ; 
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3) ( , )u x y  �y�\�e�y�_�l�k�y���h�[�h�[�s�_�g�g�u�f���j�_�r�_�g�b�_�f���d�e�Z�k�k�Z��1R  �m�j�Z�\�g�_�g�b�y�����������\���h�[�e�Z�k�l�b�����: ; 

������ �g�Z�� �h�l�j�_�a�d�_��AB  �e�b�g�b�b�� �i�Z�j�Z�[�h�e�b�q�_�k�d�h�]�h�� �\�u�j�h�`�^�_�g�b�y�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� �������� �\�u�i�h�e�g�y�x�l�k�y�� �h�[�s�b�_��
�m�k�e�h�\�b�y���k�d�e�_�b�\�Z�g�b�y�� 
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�L�_�h�j�_�f�Z�� �J�_�r�_�g�b�_�� ( , )u x y  �a�Z�^�Z�q�b�� �$���� �i�j�b�� �\�u�i�h�e�g�_�g�b�b�� �m�k�e�h�\�b�c��

0 0 0 0 0( ) 0, ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0a x b x x x f x� I � \�{ �{ �{ �{ �{  �b 

 00, 0 ( ) 1, ( ) 0c x b x�P�� �d �� �!  (10) 

�\���a�Z�f�d�g�m�l�h�c���h�[�e�Z�k�l�b���:  �l�h�`�^�_�k�l�\�_�g�g�h���j�Z�\�g�h���g�m�e�x�� 
�E�B�L�?�J�:�L�M�J�: 

1. �G�Z�o�m�r�_�\���:���F�� �H���g�_�d�h�l�h�j�u�o���d�j�Z�_�\�u�o���a�Z�^�Z�q�Z�o���^�e�y���]�b�i�_�j�[�h�e�b�q�_�k�d�b�o���m�j�Z�\�g�_�g�b�c���b���m�j�Z�\�g�_�g�b�c��
�k�f�_�r�Z�g�g�h�]�h���l�b�i�Z�����>�b�n�n�_�j�_�g�p���m�j�Z�\�g�_�g�b�y�����l�������‹�����k������-59.(1969). 
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�M�K�L�H�C�Q�B�<�H�K�L�V���<�Y�A�D�H�M�I�J�M�=�H�=�H���K�L�?�J�@�G�Y���I�J�B���K�H�<�F�?�K�L�G�H�F��
�<�H�A�>�?�C�K�L�<�B�B���G�:�=�J�?�<�:���B���<�G�?�R�G�B�O���G�:�=�J�M�A�H�D 

�:�d�[�Z�j�h�\���M���C�������K�m�e�Z�c�f�h�g�h�\���F���F�� 
�D�h�d�Z�g�^���>�I�B�����N�_�j�]�Z�g�Z�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 

 �J�Z�k�k�f�h�l�j�b�f�� �a�Z�^�Z�q�m�� �h�� �i�h�i�_�j�_�q�g�u�o�� �d�h�e�_�[�Z�g�b�y�o�� �r�Z�j�g�b�j�g�h�� �h�i�_�j�l�h�]�h�� �\�y�a�d�h�m�i�j�m�]�h�]�h�� �k�l�_�j�`�g�y��
�i�h�^�� �^�_�c�k�l�\�b�_�f�� �\�g�_�a�Z�i�g�h�� �i�h�^�\�_�^�_�g�g�u�o�� �d�� �i�h�\�_�j�o�g�h�k�l�b�� �k�l�_�j�`�g�y�� �l�_�i�e�h�\�h�]�h�� �i�h�l�h�d�Z�� �b�� �i�j�h�^�h�e�v�g�h�c��
�k�b�e�u�� ( )P t ���� �I�j�_�^�i�h�e�h�`�b�f���� �q�l�h�� �k�l�_�j�`�_�g�v�� �b�f�_�_�l�� �g�Z�q�Z�e�v�g�u�c�� �i�j�h�]�b�[��0( )u x ���� �K�\�y�a�v�� �f�_�`�^�m��

�g�Z�i�j�y�`�_�g�b�_�f���V �b���^�_�n�h�j�f�Z�p�b�_�c���H �i�j�b�f�_�f���\���\�b�^�_ 
3(1 *)( ),TE R T�V �H �J�H �D� �� �� ��      (1) 

�Z���]�_�h�f�_�l�j�b�q�_�k�d�m�x���a�Z�\�b�k�b�f�h�k�l�v���a�Z�^�Z�^�b�f �m�j�Z�\�g�_�g�b�_�f�� 
2

0
2

( )u u
x

�H
� w � �

�  � �
�w

      (2) 

�a�^�_�k�v�� ( , )u u x t�  - �i�h�i�_�j�_�q�g�u�c�� �i�j�h�]�b�[�� �k�l�_�j�`�g�y�>���@���� �L�h�]�^�Z�� �f�Z�l�_�f�Z�l�b�q�_�k�d�Z�y�� �f�h�^�_�e�v�� �w�l�h�c�� �a�Z�^�Z�q�b��
�h�i�b�r�_�l�k�y���m�j�Z�\�g�_�g�b�_�f�� 

4 2 2
0

0 14 2 2

( )
(1 *) ( ) 3 (1 *)

u u u u
EJ R P t m q EJ R

x x t
�J

� w � � � w � w
�� �� �� � �� �� �u

�w �w �w
 

2 22 2 2 4
0 0 0 0

2 3 2 4

( ) ( ) ( ) ( )
2

u u u u u u u u
x x x x

� ª � º�§ �· �§ �·�w �� �w �� �w �� �w ��
� « � »�u �� ���¨ �¸ �¨ �¸�w �w �w �w� « � »�© �¹ �© �¹� ¬ � ¼

 

/22

3 2
/2

12
(1 *) ;

h
T

h

EJ
R zTdz

h x
�D

��

�w
� � � �

�w �³     (3) 

�]�^�_��EJ  - �`�_�k�l�d�h�k�l�v�� �k�l�_�j�`�g�y�� �i�j�b�� �b�a�]�b�[�_����0m  - �f�Z�k�k�Z�� �k�l�_�j�`�g�y���� �h�l�g�_�k�_�g�g�Z�y�� �d�� �_�^�b�g�b�p�_�� �^�e�b�g�u����h  - 

�\�u�k�h�l�Z���i�h�i�_�j�_�q�g�h�]�h���k�_�q�_�g�b�y���k�l�_�j�`�g�y����q  - �^�h�i�h�e�g�b�l�_�e�v�g�Z�y���k�l�Z�l�b�q�_�k�d�Z�y���g�Z�]�j�m�a�d�Z�� 
 �M�j�Z�\�g�_�g�b�_�����������j�Z�k�k�f�h�l�j�b�f���k�h�\�f�_�k�l�g�h���k���\�u�j�Z�`�_�g�b�_�f���l�_�i�e�h�i�j�h�\�h�^�g�h�k�l�b�� 

2 2

2 2T

T T T
t x z

�D
� § � ·�w �w �w

�  � �� ¨ � ¸�w �w �w� © � ¹
,     (4) 

�]�^�_����T�D  - �d�h�w�n�n�b�p�b�_�g�l���l�_�f�i�_�j�Z�l�m�j�h�i�j�h�\�h�^�g�h�k�l�b�� 

 �I�j�_�^�i�h�e�h�`�b�f���� �q�l�h�� �l�_�i�e�h�\�h�c�� �i�h�l�h�d��Tq  �i�h�^�\�h�^�b�l�k�y�� �d�� �i�h�\�_�j�o�g�h�k�l�b�� �k�l�_�j�`�g�y��/ 2z h� . 

�I�h�\�_�j�o�g�h�k�l�v�� �k�l�_�j�`�g�y��/ 2z h�  � �   �l�_�i�e�h�b�a�h�e�b�j�h�\�Z�g�Z���� �Z�� �_�_�� �d�h�g�p�u��0,x x t�  �    �i�h�^�\�_�j�]�Z�x�l�k�y��
�\�h�a�^�_�c�k�l�\�b�x���i�h�k�l�h�y�g�g�h�c���l�_�f�i�_�j�Z�l�m�j�u��0T � . 

 �>�e�y���j�_�r�_�g�b�y���m�j�Z�\�g�_�g�b�y�����������i�j�b�f�_�g�y�_�l�k�y���k�b�g�m�k���± �i�j�_�h�[�j�Z�a�h�\�Z�g�b�_���N�m�j�v�_���i�h���d�h�h�j�^�b�g�Z�l�Z�f��x  
�b���d�h�k�b�g�m�k-�i�j�_�h�[�j�Z�a�h�\�Z�g�b�_���N�m�j�v�_���i�h���d�h�h�j�^�b�g�Z�l�_��z [1,2]. 

 �I�h�^�k�l�Z�\�b�\�� �j�_�r�_�g�b�_�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� �������� �\�� �������� �b�� �\�u�i�h�e�g�b�\�� �i�j�h�p�_�^�m�j�m�� �;�m�[�g�h�\�Z���± �=�Z�e�_�j�d�b�g�Z�>���@����
�i�h�k�e�_�� �\�\�_�^�_�g�b�y�� �[�_�a�j�Z�a�f�_�j�g�u�o�� �\�_�e�b�q�b�g�� �^�e�y�� �h�i�j�_�^�_�e�_�g�b�y��( *)ju t  �i�h�e�m�q�b�f�� �k�b�k�l�_�f�m�� �g�_�e�b�g�_�c�g�u�o��

�b�g�l�_�]�j�h-�^�b�n�n�_�j�_�g�p�b�Z�e�v�g�u�o���m�j�Z�\�g�_�g�b�c�� 

�>�@2 2 4 41
[ * (1 *)] (1 *)

*
j

j j oju j t j R u j R u q
s j

�D
�S

�� �� �� � �� �� ��  

0, ,

(1 *)( )( )( )
N

jirs i oi r or s os
i r s n

R u u u u u u� J � D
� 

�� �� �� �� �� ���¦  

2 2
5 2

1

192
(1 *)(1 exp( [( ) ( ) ] * *),kT

j T
k

j R j k s t
k
�D�D

�D �D �O �S �S
�S

�f

� 

�� �� �� �� ���¦   (5) 

0(0) , (0) , ,j oj j oju u u u j n N� � �  

�]�^�_�� / ;h l�O�  �h�k�l�Z�e�v�g�u�_���h�[�h�a�g�Z�q�_�g�b�y���i�j�b�g�y�l�u���b�a���>3]. 

 �I�j�b�� �y�^�j�_�� �D�h�e�l�m�g�h�\�Z���± �J�`�Z�g�b�p�u�g�Z�� 1( ) exp( )R t At t�D �E���  � � �j�_�r�_�g�b�_�� �k�b�k�l�_�f�u�� �������� �g�Z�c�^�_�f�� �k��
�i�h�f�h�s�v�x�� �q�b�k�e�_�g�g�h�]�h�� �f�_�l�h�^�Z���� �h�k�g�h�\�Z�g�g�h�]�h�� �g�Z�� �b�k�i�h�e�v�a�h�\�Z�g�b�b�� �d�\�Z�^�j�Z�l�m�j�g�u�o�� �n�h�j�f�m�e�� �>���@���� �<��
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�d�Z�q�_�k�l�\�_�� �d�j�b�l�_�j�b�y���� �h�i�j�_�^�_�e�y�x�s�_�]�h�� �d�j�b�l�b�q�_�k�d�h�_�� �\�j�_�f�y���� �\�f�_�k�l�_�� �k�� �l�_�f�� �b�� �d�j�b�l�b�q�_�k�d�m�x�� �g�Z�]�j�m�a�d�m����
�i�j�b�g�y�l�h���m�k�e�h�\�b�_�����q�l�h���k�l�j�_�e�Z���i�j�h�]�b�[�Z���g�_���^�h�e�`�g�Z���i�j�_�\�u�r�Z�l�v���j�Z�^�b�m�k���b�g�_�j�p�b�b���k�_�q�_�g�b�y���k�l�_�j�`�g�y���>���@. 

�E�B�L�?�J�:�L�M�J�: 
1. �E�u�d�h�\���:���<�����L�_�h�j�b�y���l�_�i�e�h�i�j�h�\�h�^�g�h�k�l�b�����F�������<�u�k�r�Z�y���r�d�h�e�Z�������������������������k���� 
2. �D�h�\�Z�e�_�g�d�h���:���>�����L�_�j�f�h�m�i�j�m�]�h�k�l�v�����D�b�_�\�����<�b�s�Z���r�d�h�e�Z�������������������������k���� 
3. �:�d�[�Z�j�h�\�� �M���C���� �;�Z�^�Z�e�h�\�� �N���;������ �W�r�f�Z�l�h�\�� �O�� �I�j�b�d�e�Z�^�g�Z�y�� �f�_�o�Z�g�b�d�Z�� �b�� �l�_�o�g�b�q�_�k�d�Z�y�� �n�b�a�b�d�Z����
�������������‹�������K����������-157.  
4. �;�Z�^�Z�e�h�\�� �N���;�� �F�_�l�h�^�u�� �j�_�r�_�g�b�_�� �b�g�l�_�]�j�Z�e�v�g�u�o�� �b�� �b�g�l�_�]�j�h�^�b�n�n�_�j�_�g�p�b�Z�e�v�g�u�o�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�c��
�g�Z�k�e�_�^�k�l�\�_�g�g�h�c���l�_�h�j�b�b���\�y�a�d�h�m�i�j�m�]�h�k�l�b�����L�Z�r�d�_�g�l�����F�_�o�g�Z�l�������������������������k���� 
5. �<�h�e�v�f�b�j���:���K�����M�k�l�h�c�q�b�\�h�k�l�v���^�_�n�h�j�f�b�j�m�_�f�u�o���k�b�k�l�_�f�����F������������������984 �k. 

 
�J�?�R�?�G�B�?���G�?�K�B�F�F�?�L�J�B�Q�G�H�C���D�J�:�?�<�H�C���A�:�>�:�Q�B���>�E�Y���M�J�:�<�G�?�G�B�Y��

�L�J�?�L�V�?�=�H���I�H�J�Y�>�D�:�����F�?�L�H�>�H�F���I�H�K�L�J�H�?�G�B�Y���N�M�G�D�P�B�B���=�J�B�G�: 
1�:�i�Z�d�h�\���X���I������2�M�f�Z�j�h�\ �J���:��

  1�B�g�k�l�b�l�m�l���f�Z�l�_�f�Z�l�b�d�b���b�f�����<���B�����J�h�f�Z�g�h�\�k�d�h�]�h���:�G���J�M�a�� 
1,2�G�Z�f�Z�g�]�Z�g�k�d�b�c���b�g�`�_�g�_�j�g�h-�k�l�j�h�b�l�_�e�v�g�u�c���b�g�k�l�b�l�m�l�� 

 �<�� �h�[�e�Z�k�l�b�� �� ���^ �`, : 0 , 0D x y x p y q� �� �� �� ��  �j�Z�k�k�f�h�l�j�b�f�� �k�e�_�^�m�x�s�_�_���m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� �l�j�_�l�v�_�]�h��

�i�h�j�y�^�d�Z���\�b�^�Z 

1 2 3 4 1( ) ( , )xxx yy xx x yL u U U AU AU AU AU g x y� �� �� �� �� �� � ,    (1) 

�]�^�_�� , , , 1,2,3,4.iA p q R i� • �  , 1( , )g x y �a�Z�^�Z�g�g�Z�y�����^�h�k�l�Z�l�h�q�g�h���]�e�Z�^�d�Z�y���n�m�g�d�p�b�y���� 

�A�Z�f�_�g�h�c �� �� �� ��31, exp ,
3 2

AA
U x y x y u x y� ª � º� �� ��� « � »� ¬ � ¼

, �m�j�Z�\�g�_�g�b�_�����������f�h�`�g�h���i�j�b�\�_�k�l�b���d���\�b�^�m 

1 2 ( , )xxx yy xu u a u a u g x y�� �� �� � ,     (2) 

�]�^�_ 
2

1
1 2,3

A
a A� �� ��  

23
31 1 2

2 4

2
,

27 2 3
AA A A

a A� �� �� ��  31
1( , ) exp ( , )

3 2
AA

g x y x y g x y� ª � º�  � �� « � »� ¬ � ¼
. 

�A�Z�^�Z�q�Z��A . �G�Z�c�l�b���n�m�g�d�p�b�x���� ��,u x y  �b�a���d�e�Z�k�k�Z���� �� �� ��3,2 2,1
, ,x y x yC D C D�ˆ ���� �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�m�x�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�x��

���������b���k�e�_�^�m�x�s�b�f���d�j�Z�_�\�u�f���m�k�e�h�\�b�y�f: 

�� �� �� ��,0 0, , 0, 0 ,yu x u x q x p� � �d �d  

�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��2 3 1, , p, , 0, , 0 ,x xxu p y y u y y u y y y q�\ �\ �\� � � �d �d  

�]�^�_�� �� ��, 1,3i y i�\ � , �� ��,g x y  �a�Z�^�Z�g�g�u�_�� �^�h�k�l�Z�l�h�q�g�h�� �]�e�Z�^�d�b�_�� �n�m�g�d�p�b�b���� �i�j�b�q�z�f�� �\�u�i�h�e�g�y�x�l�k�y��

�k�e�_�^�m�x�s�b�_���m�k�e�h�\�b�y���k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�b�y�� 

�� �� �� �� �� �� �� ��0 0 0, ,0 0, 1,2,3.i i iq g x i�\ �\ �\�c �c�c� � � � �  

�H�l�f�_�l�b�f�����q�l�h���\���j�Z�[�h�l�_��[1-���@���j�Z�k�k�f�h�l�j�_�g�Z���k�e�m�q�Z�_��1 2 0a a�  �  . 

�L�_�h�j�_�f�Z�� ���� �?�k�e�b�� �a�Z�^�Z�q�Z��A  �b�f�_�_�l�� �j�_�r�_�g�b�_���� �l�h�� �i�j�b�� �\�u�i�h�e�g�_�g�b�b�� �m�k�e�h�\�b�c��1 20, 0a a� d � t �h�g�h��

�_�^�b�g�k�l�\�_�g�g�h. 
�L�_�h�j�_�f�Z���k�m�s�_�k�l�\�h�\�Z�g�b�y�����?�k�e�b���\�u�i�h�e�g�y�_�l�k�y���k�e�_�^�m�x�s�_�_���m�k�e�h�\�b�_:  

1. �� �� �> �@3 0, , 1,3i y C q i�\ � • �  ; 

2. 
�� �� �> �@

2 ,
0,

g x y
C q

x y

�w
�•

� w � w
; 

3. 
�� ��

2
1

1

0 ,
1

�K
Mp

�O
�O

� d � �
��
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�l�h�� �j�_�r�_�g�b�x�� �a�Z�^�Z�q�b���: �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l���� �A�^�_�k�v �^ �`1 2max ,C a a� , 

2

3
1

3
2q
�S

�O
� § � ·

� � ¨ � ¸
� © � ¹

,

1

16 2 3
1 exp

3 3
M

�S
��

� § � ·� § � ·
� �� ��� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� © � ¹� © � ¹

. 

�I �h�e�m�q�_�g�h���j�_�r�_�g�b�_���a�Z�^�Z�q�b��A  �\���\�b�^�_���� 

�� �� �� �� �� ��

�� �� �� �� �� ��

�� ��

3

1 0

3

1 0 0

2 21 1
2 3 3 1

1

(1 2 )
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,(x, t) (x)D (x, t) 0, 0 1, 1,2,..., ; . (3)
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�g�_�i�j�_�j�u�\�g�h�]�h�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�y���T�ã�4 �\ �4�á �n�m�g�d�p�b�y���T�ç �Ð�%�á �h�i�j�_�^�_�e�y�_�l�k�y�� �j�Z�\�_�g�k�l�\�h�f���T�ç�:�O�; 
L
�T�:�P
E�O�;�á
F�D
Q�O
Q�r. 

�I�j�_�^�i�h�e�Z�]�Z�_�l�k�y�����q�l�h���i�j�Z�\�Z�y���q�Z�k�l�v���m�j�Z�\�g�_�g�b�y�����������B
L �B�:�P�á�T�; �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�_�l���m�k�e�h�\�b�y�f 
���B�:�P�á�T�;�� 
Q�I �:�* �;�á�����+�B
k�P�á�T�:�6�;
o
F �B
k�P�á�T�:�5�;
o�+
Q�.�:�* �;�.�T�:�6�; 
F �T�:�5�;�.         (2) 

�^�e�y���\�k�_�o���:�P�á�T�;�á
k�P�á�T�:�5�;
o�á
k�P�á�T�:�6�;
o�Ð�4
H�<�!�T�! 
Q�* �= �i�j�b���d�Z�`�^�h�f�����������������������������������������* 
L �?�K�J�O�P
P�r. 
�I�j�b�� �m�k�e�h�\�b�b�� �������� �^�e�y�� �d�Z�`�^�h�c�� �l�h�q�d�b���:�=�á�T�; �Ð�4
H�%�á �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l�� �_�^�b�g�k�l�\�_�g�g�h�_�� �j�_�r�_�g�b�_���T
L

�T�:�P�á�=�á�T�; �m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� ���������� �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�_�_�� �m�k�e�h�\�b�x���T�‘ �:�=�á�T�; 
L �î  �b�� �h�i�j�_�^�_�e�_�g�g�h�_�� �i�j�b���P�Ð
�>�=
F �D�á�>�;�á�����>
P�Ù ���a�^�_�k�v���T�‘ �:�=�á�T�; 
L �T�:�=
E�O�á�=�á�T�;�á����
F�D
Q�O
Q�r) [1]. 

�K�e�_�^�m�y�� �>���@���� �f�h�`�g�h�� �i�h�k�l�j�h�b�l�v�� �n�m�g�d�p�b�h�g�Z�e�v�g�h�_�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h���)  �n�m�g�d�p�b�c���C�ã�4
H�%�á �\ �4�á �k��
�f�_�l�j�b�a�m�_�f�h�c�� �k�o�h�^�b�f�h�k�l�v�x���� �\�� �d�h�l�h�j�h�f�� �k�_�f�_�c�k�l�\�h�� �k�^�\�b�]�h�\���( 
L �<�B�¤�ã�B�¤�:�P�á�T�; 
L �B�:�R
E�P�á�T�;�= �[�m�^�_�l��
�i�j�_�^�d�h�f�i�Z�d�l�g�h�����H�l�k�x�^�Z���^�e�y���m�j�Z�\�g�_�g�b�y�����������f�h�`�g�h���h�i�j�_�^�_�e�b�l�v���k�_�f�_�c�k�l�\�h���i�j�_�^�_�e�v�g�u�o���m�j�Z�\�g�_�g�b�c��[3-
5] 

�T�6�:�P�; 
L �B�Û�:�P�á�T�ç�;�á�����B�Û�Ð�( �? �) �á�����B�Û�:�P�á�T�; 
L
�@
�@�P


± �B�:�P�Þ
E�R�á�T�;�@�ì

�ç

�4

�ä 

�I�j�_�^�i�h�e�h�`�b�f���l�Z�d�`�_�����q�l�h���n�m�g�d�p�b�y���B �y�\�e�y�_�l�k�y���i�_�j�b�h�^�b�q�_�k�d�h�c���l�Z�d�b�f���h�[�j�Z�a�h�f�����q�l�h�� 
�T
L �:�U�á�V�;�ñ�á�����T 
L �:�W�á�E�;�ñ�á�����U�Ð�4�à �á�����V�Ð�4�ß�á�����W�Ð�%�à �á�����E�Ð�%�ß�á���� 

���T�� 
L ���U��
E���V���á�����!�T�! 
L �!�W�! 
E�!�E�!�á 
�����B
k�P�á�W�á�E�5�á�E�6�á�å �á�E�Ý�?�5�á�E�Ý
E�t�N�á�E�Ý�>�5�á�å �á�E�ß
o
L �B�:�P�á�W�á�E�;�����:�F
L �s�á�t�á�å �á�H�;. 

lim
kt �o�f
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�J�_�r�_�g�b�_���T
L �T�:�P�á�=�á�W�á�E�; �m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� �������� �f�h�`�g�h�� �j�Z�k�k�f�Z�l�j�b�\�Z�l�v�� �\�� �p�b�e�b�g�^�j�b�q�_�k�d�h�f�� �n�Z�a�h�\�h�f��
�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�_���4�à 
H�2�ß, �2�ß
L �<�V�Ð�4�ß�ã
F�N
Q�V�Ý
Q�N�á �F
L �s�á�t�á�å �á�H�= �>���@���� �:�g�Z�e�h�]�b�q�g�h�� �>���@�� �\�\�h�^�b�l�k�y��
�h�i�j�_�^�_�e�_�g�b�_�� �i�h�e�h�`�b�l�_�e�v�g�h�]�h�� �i�j�_�^�_�e�v�g�h�]�h�� �f�g�h�`�_�k�l�\�Z���3�>
k�T�:�P�á�=�á�T�;
o�? �4�à 
H�2�ß �j�_�r�_�g�b�y �T
L
�T�:�P�á�=�á�W�á�E�; �m�j�Z�\�g�_�g�b�y���������� 

�>�h�d�Z�a�Z�g�Z�� �k�e�_�^�m�x�s�Z�y�� �l�_�h�j�_�f�Z�� �h�� �e�h�d�Z�e�b�a�Z�p�b�b���3�>
k�T�:�P�á�=�á�T�;
o �g�Z�� �h�k�g�h�\�_�� �n�m�g�d�p�b�h�g�Z�e�Z��
�E�y�i�m�g�h�\�Z���8 �Ð�%�:�4�> 
H�%�á �\ �4�;�����b�f�_�x�s�_�]�h���\�_�j�o�g�x�x���i�j�Z�\�h�k�l�h�j�h�g�g�x�x���i�j�h�b�a�\�h�^�g�m�x���8�6�:�P�á�T�; �\���k�b�e�m��
�m�j�Z�\�g�_�g�b�y�����������>���@�� 

�L�_�h�j�_�f�Z�����I�m�k�l�v���^�e�y���m�j�Z�\�g�_�g�b�y�����������g�Z�c�^�_�l�k�y���n�m�g�d�p�b�h�g�Z�e���8 
L �8�:�P�á�T�;�����l�Z�d�h�c�����q�l�h�� 
�8�:�P�á�T�; 
R�I �5�:�* �;�á�����Ê�:�P�á�T�; �Ð�4�> 
H�<�!�W�! 
Q�* �=�â 

�����8�:�P�á�T�; �\ �»���i�j�b���!�W�! �\ �»�â�����8�6�:�P�á�T�; 
Q
F�9 
k�T�:�r�;
o
Q�r�á�9 �Ð�%
k�4�à 
H�2�ß�\ �4�>
o�ä 
�L�h�]�^�Z�� �d�Z�`�^�h�_�� �j�_�r�_�g�b�_���T�:�P�á�=�á�T�; �Ð�4�à 
H�2�ß �m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� �������� �h�i�j�_�^�_�e�_�g�h���Ê�P
R�=���� �Z�� �_�]�h��

�i�h�e�h�`�b�l�_�e�v�g�h�_�� �i�j�_�^�_�e�v�g�h�_�� �f�g�h�`�_�k�l�\�h���3�>
k�T�:�P�á�=�á�T�;
o�? �.�> �? �? �4�à 
H�2�ß���� �]�^�_���.�> - �f�Z�d�k�b�f�Z�e�v�g�h�_��
�d�\�Z�a�b�b�g�\�Z�j�b�Z�g�l�g�h�_�� �h�l�g�h�k�b�l�_�e�v�g�h�� �k�_�f�_�c�k�l�\�Z�� �i�j�_�^�_�e�v�g�u�o�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�c�� �������� �i�h�^�f�g�h�`�_�k�l�\�h�� �f�g�h�`�_�k�l�\�Z��
�<�9 �:�T�; 
L �r�=. 

�<�� �j�Z�[�h�l�_�� �^�h�d�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y�� �l�Z�d�`�_�� �k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�m�x�s�Z�y�� �l�_�h�j�_�f�Z�� �h�� �e�h�d�Z�e�b�a�Z�p�b�b���3�>
k�T�:�P�á�=�á�T�;
o �g�Z��
�h�k�g�h�\�_���n�m�g�d�p�b�b���E�y�i�m�g�h�\�Z-�J�Z�a�m�f�b�o�b�g�Z�� 

�I�h�e�m�q�_�g�g�u�_�� �j�_�a�m�e�v�l�Z�l�u�� �i�j�_�^�k�l�Z�\�e�y�x�l�� �k�h�[�h�c�� �f�h�^�b�n�b�d�Z�p�b�x�� �k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�m�x�s�b�o�� �l�_�h�j�_�f�� �b�a�� �>������
���@���^�e�y���m�j�Z�\�g�_�g�b�y�����������k���p�b�e�b�g�^�j�b�q�_�k�d�b�f���n�Z�a�h�\�u�f���i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f�� 
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�q�l�h���\�k�_���d�h�w�n�n�b�p�b�_�g�l�u���m�j�Z�\�g�_�g�b�y�������������\�k�l�j�_�q�Z�x�s�b�_�k�y���\���l�_�a�b�k�_�����\�_�s�_�k�l�\�_�g�g�h�a�g�Z�q�g�u�_���b���^�h�k�l�Z�l�h�q�g�h��
�]�e�Z�^�d�b�_���n�m�g�d�p�b�b�� 
�E���L���H���A���� �G�Z�c�l�b�� �n�m�g�d�p�b�b�� �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�b�_�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�x�� �������� �\�� �h�[�e�Z�k�l�b�� �l�Z�d�b�_���� �q�l�h��

�n�m�g�d�p�b�y��  �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�_�l���d�j�Z�_�\�u�f���m�k�e�h�\�b�y�f�� 
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   (3) 

   (4) 

 �k���^�h�i�h�e�g�b�l�_�e�v�g�u�f�b���m�k�e�h�\�b�y�f�b�� 

  (5) 

 �]�^�_��  �b��  �b�� �i�j�b�g�Z�^�e�_�`�b�l�� �d�e�Z�k�k�m��

    

�<�\�_�^�_�f�� �h�[�h�a�g�Z�q�_�g�b�y���� �I�m�k�l�v��    �L�h�]�^�Z�� �q�_�j�_�a��
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�b�� �i�m�k�l�v��  �]�^�_��
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   (4) 

 �k���^�h�i�h�e�g�b�l�_�e�v�g�u�f�b���m�k�e�h�\�b�y�f�b�� 

  (5) 

 �]�^�_�� �b��  �b���i�j�b�g�Z�^�e�_�`�b�l���d�e�Z�k�k�m 

  

�<�\�_�^�_�f���h�[�h�a�g�Z�q�_�g�b�y�����I�m�k�l�v��    

�L�h�]�^�Z���q�_�j�_�a�� �h�i�j�_�^�_�e�b�f���d�\�Z�^�j�Z�l�g�m�x���f�Z�l�j�b�p�m���i�h�j�y�^�d�Z���l�j�b�� 
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                                        (3) 
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�d�j�h�f�_�� �l�h�]�h���� �i�m�k�l�v�� ,    �^�e�y�� �\�k�_�o��  �]�^�_����

 �b��   �^�e�y�� �\�k�_�o�� �^�e�y�� �\�k�_�o�� 
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�Q�_�j�_�a��  �h�[�h�a�g�Z�q�_�g�h���i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h���;�Z�g�Z�o�Z���k���g�h�j�f�h�c 

       ���:��

 

�]�^�_�� �e�x�[�u�_�� �d�h�g�_�q�g�u�_�� �i�h�e�h�`�b�l�_�e�v�g�u�_�� �p�_�e�u�_�� �q�b�k�e�Z���� �Z�� �g�h�j�f�Z�� �\�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�_�� �K�h�[�h�e�_�\�Z��

 �h�i�j�_�^�_�e�y�_�l�k�y�� �k�e�_�^�m�x�s�b�f�� �h�[�j�Z�a�h�f�� �w�l�h�� �f�m�e�v�l�b�b�g�^�_�d�k����

�_�k�l�v�� �h�[�h�[�s�z�g�g�Z�y�� �i�j�h�b�a�\�h�^�g�Z�y�� �i�h�� �i�_�j�_�f�_�g�g�u�f�� �b��  �Q�_�j�_�a��  �h�[�h�a�g�Z�q�_�g�h��

�i�j�_�h�[�j�Z�a�h�\�Z�g�b�_���N�m�j�v�_�����n�m�g�d�p�b�b�� �i�h���i�_�j�_�f�_�g�g�u�f�� 
�E�B�L�?�J�:�L�M�J�: 

1.�>�`�Z�f�Z�e�h�\�� �K���A�� �G�_�e�h�d�Z�e�v�g�u�_�� �d�j�Z�_�\�u�_�� �b�� �h�[�j�Z�l�g�u�_�� �a�Z�^�Z�q�b�� �^�e�y�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�c�� �k�f�_�r�Z�g�g�h�]�h��
�l�b�i�Z���������F�h�g�h�]�j�Z�n�b�y�����L�Z�r�d�_�g�l�����������]�����k���������� 
2. �<�j�Z�]�h�\�� �<���G�� �D�j�Z�_�\�u�_�� �a�Z�^�Z�q�b�� �^�e�y�� �g�_�d�e�Z�k�k�b�q�_�k�d�b�o�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�c�� �f�Z�l�_�f�Z�l�b�q�_�k�d�h�c�� �n�b�a�b�d�b������
�G�h�\�h�k�b�[�b�j�k�d�����G�=�M������������ 

 
�H�;���H�>�G�H�A�G�:�Q�G�H�C���J�:�A�J�?�R�B�F�H�K�L�B���I�H�E�M�G�?�E�H�D�:�E�V�G�H�C �D�J�:�?�<�H�C��

�A�:�>�:�Q�B���>�E�Y���M�J�:�<�G�?�G�B�Y�����K�F�?�R�:�G�G�H�=�H���L�B�I�:���I�?�J�<�H�=�H���J�H�>�:��
�Q�?�L�<�?�J�L�H�=�H���I�H�J�Y�>�D�:�� 

1�>�`�Z�f�Z�e�h�\���K���A������2�D�m�j�[�Z�g�h�\����O, 3�>�_�o�d�Z�g�h�\���O�� 
1,2�B�g�k�l�b�l�m�l���F�Z�l�_�f�Z�l�b�d�b���:�G���J�M�a�����L�Z�r�d�_�g�l�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g�� 

1.siroj63@mail.ru,        2���h�^�b�e�����#�L�Q�G�R�[���U�X 
3�G�Z�f�Z�g�]�Z�g�k�d�b�c���=�h�k�m�^�Z�j�k�l�\�_�g�g�u�c���M�g�b�\�_�j�k�b�l�_�l������3.dhusanboy89@mail.ru . 

�D�Z�d�� �b�a�\�_�k�l�g�h�� �g�_�e�h�d�Z�e�v�g�u�_�� �d�j�Z�_�\�u�_�� �a�Z�^�Z�q�b�� �� �^�e�y�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� �k�f�_�r�Z�g�g�h�]�h�� �l�b�i�Z�� �i�_�j�\�h�]�h�� �j�h�^�Z��
�\�l�h�j�h�]�h���i�h�j�y�^�d�Z���b�a�m�q�_�g�u���\���j�Z�[�h�l�Z�o���\�����L���R���D�Z�e�v�f�_�g�h�\�Z���>1�@�����;���G���P�u�[�b�d�h�\�Z���>2�@���b���K���A���>�`�Z�f�Z�e�h�\�Z���>3]. 

�<�� �^�Z�g�g�h�c�� �j�Z�[�h�l�_���� �� �b�k�i�h�e�v�a�m�y�� �j�_�a�m�e�v�l�Z�l�� �j�Z�[�h�l�� �>���@�� �� �b�a�m�q�Z�_�l�k�y�� �h�^�g�h�a�g�Z�q�g�Z�y�� �j�Z�a�j�_�r�b�f�h�k�l�v��
�h�[�h�[�r�_�g�g�h�]�h���j�_�r�_�g�b�y���h�^�g�h�c���i�h�e�m�g�_�e�h�d�Z�e�v�g�h�c���d�j�Z�_�\�h�c���a�Z�^�Z�q�b���^�e�y�� �k�f�_�r�Z�g�g�h�]�h���l�b�i�Z���i�_�j�\�h�]�h���j�h�^�Z 
�q�_�l�\�_�j�l�h�]�h���i�h�j�y�^�d�Z�� 

�<�� �h�[�e�Z�k�l�b��  �j�Z�k�k�f�h�l�j�b�f�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� �� �k�f�_�r�Z�g�g�h�]�h�� �l�b�i�Z�� �i�_�j�\�h�]�h�� �j�h�^�Z����
�q�_�l�\�_�j�l�h�]�h���i�h�j�y�^�d�Z�� 
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�I�h�e�m�g�_�e�h�d�Z�e�v�g�Z�y�� �d�j�Z�_�\�Z�y�� �a�Z�^�Z�q�Z���� ���G�Z�c�l�b�� �h�[�h�[�s�z�g�g�h�_�� �j�_�r�_�g�b�_�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� �������� �b�a��

�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z���K�h�[�h�e�_�\�Z�� �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�_�_���k�e�_�^�m�x�s�b�f���d�j�Z�_�\�u�f���m�k�e�h�\�b�y�f 

                                             (2) 

                                                                (3) 

                                                         (4) 

�]�^�_�� �h�l�e�b�q�g�h�_���h�l���g�m�e�y�����\�_�e�b�q�b�g�Z���d�h�l�h�j�h�]�h���[�m�^�_�l���m�l�h�q�g�_�g�Z���g�b�`�_���� 

�L�_�h�j�_�f�Z�����I�m�k�l�v�� �\�u�i�h�e�g�_�g�u�� �k�e�_�^�m�x�s�b�_�� �� �m�k�e�h�\�b�_��   

 �^�e�y�� �e�x�[�u�o�� ��  �]�^�_����

   �^�e�y�� �e�x�[�b�o�� ��  �]�^�_�� ��  

       �^�e�y���\�k�_�o��    �L�h�]�^�Z���^�e�y��

�e�x�[�h�]�h��  �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l�� �_�^�b�g�k�l�\�_�g�g�h�_�� �� �� �j�_�r�_�g�b�_���b�a�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z�� �� �K�h�[�h�e�_�\�Z��

  �b���^�e�y���g�_�_���k�i�j�Z�\�_�^�e�b�\�h���k�e�_�^�m�x�r�Z�y�������h�p�_�g�d�Z�������� 

 

�E�B�L�?�J�:�L�M�J�: 
1.�D�Z�e�v�f�_�g�h�\�� �L���R�� �H�� �i�h�e�m�i�_�j�b�h�^�b�q�_�k�d�h�c�� �a�Z�^�Z�q�_�� �^�e�y�� �f�g�h�]�h�f�_�j�g�h�]�h�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� �k�f�_�r�Z�g�g�h�]�h��
�l�b�i�Z�������>�b�n�n�_�j�_�g�p�b�Z�e�v�g�u�_���m�j�Z�\�g�_�g�b�y���������������l�����������‹�������k������-548. 
2.�P�u�[�b�d�h�\���;���G�� �H�� �d�h�j�j�_�d�l�g�h�k�l�b�� �i�_�j�b�h�^�b�q�_�k�d�h�c�� �a�Z�^�Z�q�b�� �^�e�y�� �f�g�h�]�h�f�_�j�g�h�]�h�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�y��
�k�f�_�r�Z�g�g�h�]�h�� �l�b�i�Z���� ������ �<���� �d�g���� �G�_�d�e�Z�k�k�b�q�_�k�d�b�_�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�y���f�Z�l�_�f�Z�l�b- �q�_�k�d�h�c�� �n�b�a�b�d�b����
�G�h�\�h�k�b�[�b�j�k�d���������������k��������-206 
3. �>�`�Z�f�Z�e�h�\���&���A�� �G�_�e�h�d�Z�e�v�g�u�_���d�j�Z�_�\�u�_���b���h�[�j�Z�l�g�u�_���a�Z�^�Z�q�b���^�e�y���m�j�Z�\�g�_�g�b�c���k�f�_�r�Z�g 

 
�H�;���H�>�G�H�A�G�:�Q�G�H�C���J�:�A�J�?�R�B�F�H�K�L�B���I�H�E�M�G�?�E�H�D�:�E�V�G�H�C���D�J�:�?�<�H�C��

�A�:�>�:�Q�B���>�E�Y���M�J�:�<�G�?�G�B�Y���K�F�?�R�:�G�G�H�=�H���L�B�I�:���<�L�H�J�H�=�H���J�H�>�:��
�Q�?�L�<�?�J�L�H�=�H���I�H�J�Y�>�D�:�� 

1�>�`�Z�f�Z�e�h�\���K���A������2�D�m�j�[�Z�g�h�\���H������3�:�j�a�b�d�m�e�h�\���A�� 
 1,2�B�g�k�l�b�l�m�l���F�Z�l�_�f�Z�l�b�d�b���:�G���J�M�a�����L�Z�r�d�_�g�l�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 

3�N�_�j�]�Z�g�k�d�b�c���i�h�e�b�l�_�o�g�b�q�_�k�d�b�c���b�g�k�l�b�l�m�l���� 
1siroj63@mail.ru,   ;  2�h�^�b�e�����#indox.ru      3zafarbekarziqulov1984@gmail.ru.  

�D�Z�d�� �b�a�\�_�k�l�g�h�� �g�_�e�h�d�Z�e�v�g�u�_�� �d�j�Z�_�\�u�_�� �a�Z�^�Z�q�b�� �� �^�e�y�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� �k�f�_�r�Z�g�g�h�]�h�� �l�b�i�Z�� �\�l�h�j�h�]�h�� �j�h�^�Z��
�\�l�h�j�h�]�h�� �i�h�j�y�^�d�Z�� �b�a�m�q�_�g�u�� �\�� �j�Z�[�h�l�Z�o�� �K���G���� �=�e�Z�a�Z�l�h�\�Z�� �>1�@���� �F���=�����D�Z�j�Z�l�h�i�Z�j�Z�d�e�b�_�\�h�c�� �>2�@�� �� �b����
�K���A���>�`�Z�f�Z�e�h�\�Z�>3]. 

�<�� �^�Z�g�g�h�c�� �j�Z�[�h�l�_���� �� �b�k�i�h�e�v�a�m�y�� �j�_�a�m�e�v�l�Z�l�u�� �j�Z�[�h�l�� �>���@���� �b�a�m�q�Z�_�l�k�y�� �h�^�g�h�a�g�Z�q�g�Z�y�� �j�Z�a�j�_�r�b�f�h�k�l�v��
�h�[�h�[�r�_�g�g�h�]�h�� �j�_�r�_�g�b�y�� �h�^�g�h�c���i�h�e�m�g�_�e�h�d�Z�e�v�g�h�c���d�j�Z�_�\�h�c�� �a�Z�^�Z�q�b�� �^�e�y�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� �k�f�_�r�Z�g�g�h�]�h�� �l�b�i�Z��
�\�l�h�j�h�]�h���j�h�^�Z���q�_�l�\�_�j�l�h�]�h���i�h�j�y�^�d�Z�� 

�<�� �h�[�e�Z�k�l�b��  �j�Z�k�k�f�h�l�j�b�f�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� �k�f�_�r�Z�g�g�h�]�h�� �l�b�i�Z�� �\�l�h�j�h�]�h�� �j�h�^�Z��
�q�_�l�\�_�j�l�h�]�h���i�h�j�y�^�d�Z�� 

                                     (1) 

�]�^�_��         �b���i�m�k�l�v���\�k�_���d�h�w�n�n�b�p�b�_�g�l�u��

�m�j�Z�\�g�_�g�b�y�����������^�h�k�l�Z�l�h�q�g�h���]�e�Z�^�d�b�_���n�m�g�d�p�b�b���\�� 
�I�h�e�m�g�_�e�h�d�Z�e�v�g�Z�y�� �d�j�Z�_�\�Z�y�� �a�Z�^�Z�q�Z���� ���G�Z�c�l�b�� �h�[�h�[�s�z�g�g�h�_�� �j�_�r�_�g�b�_�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� �������� �b�a��

�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z���K�h�[�h�e�_�\�Z�� �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�_�_���k�e�_�^�m�x�s�b�f���d�j�Z�_�\�u�f���m�k�e�h�\�b�y�f 

                                              (2) 
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                                                                (3) 

                                                         (4) 

�]�^�_�� �h�l�e�b�q�g�h�_���h�l���g�m�e�y�����\�_�e�b�q�b�g�Z���d�h�l�h�j�h�]�h���[�m�^�_�l���m�l�h�q�g�_�g�Z���g�b�`�_���� 

�L�_�h�j�_�f�Z��  �I�m�k�l�v�� �\�u�i�h�e�g�_�g�u�� �k�e�_�^�m�x�s�b�_�� �� �m�k�e�h�\�b�_��   

 � �̂e�y�� �e�x�[�b�o�� ��  �]�^�_����

        �^�e�y��

�\�k�_�o��    �L�h�]�^�Z�� �^�e�y�� �e�x�[�h�]�h��  �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l�� �_�^�b�g�k�l�\�_�g�g�h�_�� �� ���b�a��

�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z�����K�h�[�h�e�_�\�Z��  �b���^�e�y���g�_�_���k�i�j�Z�\�_�^�e�b�\�h�����k�e�_�^�m�x�s�Z�y�������h�p�_�g�d�Z���������� 

 

�E�B�L�?�J�:�L�M�J�: 
1���=�e�Z�a�Z�l�h�\�� �K���G���� �G�_�e�h�d�Z�e�v�g�u�_�� �d�j�Z�_�\�u�_�� �a�Z�^�Z�q�b�� �^�e�y�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�c�� �k�f�_�r�Z�g�g�h�]�h�� �l�b�i�Z�� �\��
�i�j�y�f�h�m�]�h�e�v�g�b�d�_�������K�b�[�����f�Z�l�����`�m�j�g�����������������L���������‹�����k�����������±164. 
2.�D�Z�j�Z�l�h�i�j�Z�d�e�b�_�\�Z�� �F���=�� �H�[�� �h�^�g�h�c�� �g�_�e�h�d�Z�e�v�g�h�c�� �d�j�Z�_�\�h�c�� �a�Z�^�Z�q�_�� �^�e�y�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� �k�f�_�r�Z�g�g�h�]�h��
�l�b�i�Z���������>�b�n�n�_�j�_�g�p�b�Z�e�v�g�u�_���m�j�Z�\�g�_�g�b�y�����������������L�����������‹�������k������-79. 
3. �>�`�Z�f�Z�e�h�\�� �K���A��  �G�_�e�h�d�Z�e�v�g�u�_�� �d�j�Z�_�\�u�_�� �b�� �h�[�j�Z�l�g�u�_�� �a�Z�^�Z�q�b�� �^�e�y�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�c�� �k�f�_�r�Z�g�g�h�]�h��
�l�b�i�Z���������F�h�g�h�]�j�Z�n�b�y�����L�Z�r�d�_�g�l�����������]�����k���������� 

 
�H�;���H�>�G�H�A�G�:�Q�G�H�C���J�:�A�J�?�R�B�F�H�K�L�B���A�:�>�:�Q�B���D�H�R�B���>�E�Y��

�<�U�J�H�@�>�:�X�S�?�=�H�K�Y���=�B�I�?�J�;�H�E�H-�I�:�J�:�;�H�E�B�Q�?�K�D�H�=�H���M�J�:�<�G�?�G�B�Y���<��
�I�E�H�K�D�H�K�L�B 

1�>�`�Z�f�Z�e�h�\���K���A������2�K�b�i�Z�l�^�b�g�h�\�Z���;���D������3�:�[�^�m�]�Z�g�b�_�\���G�����H�� 
1,2 �B�g�k�l�b�l�m�l���F�Z�l�_�f�Z�l�b�d�b���:�G���J�M�a�����L�Z�r�d�_�g�l�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 

1 siroj63@mail.ru , 2 sbiybinaz@mail.ru .  
3�N�_�j�]�Z�g�k�d�b�c���=�h�k�m�^�Z�j�k�l�\�_�g�g�u�c���M�g�b�\�_�j�k�b�l�_�l�����N�_�j�]�Z�g�Z�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 

3 annurmatjon@gmail.com   
�<�� �^�Z�g�g�h�c�� �j�Z�[�h�l�_���� �b�k�i�h�e�v�a�m�y�� �j�_�a�m�e�v�l�Z�l�u�� �j�Z�[�h�l������ �b�a�m�q�_�g�h�� �h�^�g�h�a�g�Z�q�g�Z�y�� �j�Z�a�j�_�r�b�f�h�k�l�v��

�h�[�h�[�r�_�g�g�h�]�h�� �j�_�r�_�g�b�y�� �a�Z�^�Z�q�b�� �D�h�r�b�� �^�e�y���\�u�j�h�`�^�Z�x�s�_�]�h�k�y�� �]�b�i�_�j�[�h�e�h-�i�Z�j�Z�[�h�e�b�q�_�k�d�h�]�h�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�y��
�\���i�e�h�k�d�h�k�l�b�� 

�<�� �h�[�e�Z�k�l�b��  �j�Z�k�k�f�h�l�j�b�f�� �f�h�^�_�e�v�g�h�_��
�\�u�j�h�`�^�Z�x�s�_�_�k�y���]�b�i�_�j�[�h�e�h-�i�Z�j�Z�[�h�e�b�q�_�k�d�h�_���m�j�Z�\�g�_�g�b�_ :  

  (1) 

�]�^�_��  �i�j�b�� ,  �b�� �i�m�k�l�v�� �\�k�_�� �d�h�w�n�n�b�p�b�_�g�l�u�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� �^�h�k�l�Z�l�h�q�g�h��

�]�e�Z�^�d�b�_���n�m�g�d�p�b�b���\�� 
�A�Z�^�Z�q�Z���D�h�r�b�� 

�G�Z�c�l�b�� �h�[�h�[�s�z�g�g�h�_�� �j�_�r�_�g�b�_�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� �b�a�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z��  

�m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�_�_���k�e�_�^�m�x�s�b�f���d�j�Z�_�\�u�f���m�k�e�h�\�b�y�f�� 

  (2) 

  (3) 

  (4) 

�H�i�j�_�^�_�e�_�g�b�_�� ���� �H�[�h�[�s�_�g�g�u�f�� �j�_�r�_�g�b�_�f�� �a�Z�^�Z�q�b�� �[�m�^�_�f�� �g�Z�a�u�\�Z�l�v�� �n�m�g�d�p�b�x��

���� �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�m�x�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�x�� �i�h�q�l�b�� �\�k�x�^�m�� �\�� �h�[�e�Z�k�l�b������ �k�� �m�k�e�h�\�b�y�f�b��

 

�L�_�h�j�_�f�Z-1.  �I�m�k�l�v���\�u�i�h�e�g�_�g�u���m�d�Z�a�Z�g�g�u�_���\�u�r�_���m�k�e�h�\�b�y���^�e�y���d�h�w�n�n�b�p�b�_�g�l�h�\���m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� 

�d�j�h�f�_�� �l�h�]�h���� �i�m�k�l�v��  �]�^�_��   �^�e�y�� �\�k�_�o��

0 1
0

x x
u u

�  �  
�  �  

0 1
0xx xxx x

u u
�  �  

�  �  
�J��

3 4 4 3(2 3 3 ) 0;tK K K� O � G�� �� �� �t �!

1 2 2 22 0,tK K K� O � G�� �� �t �! 0 0 0 0,tK K� O � G�� �t �! ( , ) ,x t Q�•

2
ln 0, 1 ;

T
�O �J �J� �! �! 4 4( , ) ( ,0) 0,t tK x T K x�  �  3 3( ,0) ( , );K x K x T� 0 0( ,0) ( , )K x K x T� 

�> �@0,1 .x�•
2( , ) ( ),f x t L Q�• ( , )u x t

2
2 ( )W Q

�� ��2
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2 2

0
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W Q
u c f�d

[1,2]

= (0,1) (0, ) ={( , ); (0,1), (0, ).}Q T x t x t T�u �• �•

= ( ) ( , ) ( , ) = ( , ),tt xx tLu k t u u a x t u c x t u f x t�� �� ��
( ) > 0k t [0, ]t T�• (0) = 0k (1)
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( , )u x t (1) 2
2 ( ),W Q

0=0
= ( ),

t
u u x

1=0
= ( ),t t

u u x

=0 =1
= = 0.

x x
u u

(1) (4)��
2

2( , ) ( )u x t W Q�• (1) Q
(2) (4).��

(1),

12 > > 0,tk k�D �O �G� � � � > 0,const�O�� 2( , ) ( , ) > 0,tc x t c x t� O � G� � � t
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 ,  �^�e�y�� �\�k�_�o��   �L�h�]�^�Z�� �^�e�y�� �e�x�[�h�c��

�n�m�g�d�p�b�b�� ���� �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l���� �i�j�b�q�_�f�� �_�^�b�g�k�l�\�_�g�g�h�_���� �j�_�r�_�g�b�_�� �a�Z�^�Z�q�b�� �b�a��

�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z���K�h�[�h�e�_�\�Z�� 

�L�_�h�j�_�f�Z-2.  �I�m�k�l�v���\�u�i�h�e�g�_�g�u���m�d�Z�a�Z�g�g�u�_���\�u�r�_���m�k�e�h�\�b�y���^�e�y���d�h�w�n�n�b�p�b�_�g�l�h�\���m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� 

�d�j�h�f�_�� �l�h�]�h���� �i�m�k�l�v��  �]�^�_��   �^�e�y�� �\�k�_�o��

 ,  �^�e�y�� �\�k�_�o��   ���� �L�h�]�^�Z��

�^�e�y�� �e�x�[�h�c�� �n�m�g�d�p�b�b�� ���� �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�r�b�_�� �m�k�e�h�\�b�_�� �k�h�]�e�h�k�h�\�Z�g�b�_��

 �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l���� �i�j�b�q�_�f�� �_�^�b�g�k�l�\�_�g�g�h�_���� �j�_�r�_�g�b�_�� �a�Z�^�Z�q�b�� 

�b�a���i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z���K�h�[�h�e�_�\�Z�� 

 �E�B�L�?�J�:�L�M�J�:  
1. �<�j�Z�]�h�\�� �<���G�� �D�j�Z�_�\�u�_�� �a�Z�^�Z�q�b�� �^�e�y�� �g�_�d�e�Z�k�k�b�q�_�k�d�b�o�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�c�� �f�Z�l�_�f�Z�l�b�q�_�k�d�h�c�� �n�b�a�b�d�b����
�G�h�\�h�k�b�[�b�j�k�d���G�=�M��������������  
2. �K���A���>�`�Z�f�Z�e�h�\��  �G�_�e�h�d�Z�e�v�g�u�_�� �d�j�Z�_�\�u�_�� �b�� �h�[�j�Z�l�g�u�_�� �a�Z�^�Z�q�b�� �^�e�y�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�c�� �k�f�_�r�Z�g�g�h�]�h��
�l�b�i�Z���������F�h�g�h�]�j�Z�n�b�y�����L�Z�r�d�_�g�l�����������]�����k���������� 
 

�H�;�J�:�L�G�:�Y���A�:�>�:�Q�B���>�E�Y���K�B�K�L�?�F���G�?�K�@�B�F�:�?�F�H�C���<�Y�A�D�H�M�I�J�M�=�H�C��
�I�H�E�B�F�?�J�G�H�C���@�B�>�D�H�K�L�B���<���K�H�K�L�H�Y�G�B�B���I�H�D�H�Y 

1�>�m�j�^�b�_�\���>���D������2 �K�m�y�j�h�\ �L.�J. 
1�;�m�o�Z�j�k�d�b�c���n�b�e�b�Z�e���B�g�k�l�b�l�m�l�Z���F�Z�l�_�f�Z�l�b�d�b���:�d�Z�^�_�f�b�b���g�Z�m�d���J�_�k�i�m�[�e�b�d�b 

�M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g�����;�m�o�Z�j�Z�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g���� 
2�;�m�o�Z�j�k�d�b�c���]�h�k�m�^�Z�j�k�l�\�_�g�g�u�c���m�g�b�\�_�j�k�b�l�_�l�����;�m�o�Z�j�Z�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 

       �J�Z�k�k�f�h�l�j�b�f���^�\�m�f�_�j�g�m�x �b�g�l�_�]�j�h-�^�b�n�n�_�j�_�g�p�b�Z�e�v�g�m�x�� �k�b�k�l�_�f�m�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�c���^�e�y��
�g�_�k�`�b�f�Z�_�f�h�c���\�y�a�d�h�m�i�j�m�]�h�c���i�h�e�b�f�_�j�g�h�c���`�b�^�d�h�k�l�b���\���k�h�k�l�h�y�g�b�b���i�h�d�h�y���>���@ 

                                                              (1) 

�A�^�_�k�v��-�\�j�_�f�y���Q�á�R
F �d�h�f�i�h�g�_�g�l�u�� �\�_�d�l�h�j�Z �k�d�h�j�h�k�l�b����  �^�_�d�Z�j�l�h�\�h�c�� �k�b�k�l�_�f�_�� �d�h�h�j�^�b�g�Z�l��
�T�á�U;�L
F�^�Z�\�e�_�g�b�_�� �=�Ü�Ý�á�E�á�F
L �s�á�t���� ���Í�Ñ�Ï�Ò�Ñ�Ð�È�Ð�Õ�Þ �k�b�f�f�_�l�j�b�q�_�k�d�h�]�h�� �l�_�g�a�h�j�Z�� �Z�g�b�a�h�l�j�h�i�b�b �+ �\�l�h�j�h�]�h��
�j�Z�g�]�Z�����ê�5�á�ê�6 - �k�l�h�e�[�p�u���k�b�f�f�_�l�j�b�q�_�k�d�h�c���f�Z�l�j�b�p�u�� 

,

. 

�M�j�Z�\�g�_�g�b�_�� �������� �[�m�^�_�f�� �j�Z�k�k�f�Z�l�j�b�\�Z�l�v�� �k�� �b�g�l�_�]�j�Z�e�v�g�u�f�b�� �q�e�_�g�Z�f�b�� �l�b�i�Z���k�\�_�j�l�d�b�� �g�Z�� �i�j�Z�\�Z�y��
�k�l�h�j�h�g�Z�����>�������k����������-149]: 

�#�4
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�!�ç
�7 
E�#�5
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�!�ì
�7
E�#�6

�!

�!�ë
�7
E�#�7�7
E�(�4 
L �ì �2

�ç
�4

�:�P
F �ì�;�7�:�T�á�U�á�ì�;�@�ì�á               (2) 

�]�^�_�� -�\�_�d�l�h�j���± �k�l�h�e�[�_�p   �^�b�Z�]�h�g�Z�e�v�g�Z�y���f�Z�l�j�b�p�Z�� 

       �L�_�i�_�j�v���� �i�j�b�f�_�g�y�y�� �i�j�_�h�[�j�Z�a�h�\�Z�g�b�_�� �N�m�j�v�_�� �i�h�� �i�_�j�_�f�_�g�g�h�c�� �[���� �i�_�j�_�i�b�r�_�f�� �w�l�m�� �k�b�k�l�_�f�m�� �\��
�\�b�^�_���� 

                                            (3) 

( , ) ,x t Q�• ( ,0) > 0c x ( , ) 0,c x T �t [0,1],x�• 0 1 2( ), ( ) (0,1).u x u x L�•

2( , ) ( )f x t L Q�• (1) (4)��
1
2 ( ).W Q

(1),

12 > > 0,tk k�D �O �G� � � � > 0,const�O�� 2( , ) ( , ) > 0,tc x t c x t� O � G� � � t

( , ) ,x t Q�• ( ,0) > 0c x ( , ) 0,c x T �t [0,1],x�• 2
0 2( ) (0,1),u x W�• 1 2( ) (0,1)u x L�•

2( , ), ( , ) ( )tf x t f x t L Q�•

0 0 1( ,0) = ( ,0) ( ,0) ,''f x u c x u x u�D� � � � (1) (4)��
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       �K�b�k�l�_�f�m���������� �i�j�b�\�_�^�_�f�� �d�� �d�Z�g�h�g�b�q�_�k�d�h�f�m�� �\�b�^�m���� �D�Z�d�� �b�a�\�_�k�l�g�h���� �b�a�� �e�b�g�_�c�g�h�c�� �Z�e�]�_�[�j�u�� �>���@�����\��
�j�Z�k�k�f�Z�l�j�b�\�Z�_�f�h�f�� �k�e�m�q�Z�_�� �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l�� �l�Z�d�Z�y�� �g�_�\�u�j�h�`�^�_�g�g�Z�y�� �f�Z�l�j�b�p�Z���6���� �q�l�h���6�?�5�#�5�6
L �&���� �]�^�_���& - 
�^�b�Z�]�h�g�Z�e�v�g�Z�y�� �f�Z�l�j�b�p�Z���� �g�Z�� �^�b�Z�]�h�g�Z�e�b�� �d�h�l�h�j�h�c�� �k�l�h�y�l�� �k�h�[�k�l�\�_�g�g�u�_�� �q�b�k�e�Z�� �f�Z�l�j�b�p�u���#�5���� �<�\�_�^�_�f�� �\��
�m�j�Z�\�g�_�g�b�b�����������g�h�\�m�x���n�m�g�d�p�b�x���k���i�h�f�h�s�v�x���j�Z�\�_�g�k�l�\�Z���7
é
L �6�8  �b�� �m�f�g�h�`�b�f���w�l�h�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�_���k�e�_�\�Z���g�Z��
�f�Z�l�j�b�p�m���6�?�5. 
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E�%�A�8 
L �ì �4

�ç
�4

�:�P
F �ì�;�� �:�›�á�ì�;�@�ì
E�(�á             (4) 

�]�^�_��  

�I�j�y�f�Z�y�� �a�Z�^�Z�q�Z�����H�i�j�_�^�_�e�b�l�v�� �\�� �h�[�e�Z�k�l�b  �\�_�d�l�h�j�� �n�m�g�d�p�b�b�� 

���m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�m�x���m�j�Z�\�g�_�g�b�x�����������i�j�b���k�e�_�^�m�x�s�b�o���g�Z�q�Z�e�v�g�u�o���b���]�j�Z�g�b�q�g�u�o���m�k�e�h�\�b�y�o���>���@ 

                                                                                 (5) 

                                               (6) 

�]�^�_��  ���a�Z�^�Z�g�g�u�_���n�m�g�d�p�b�b�� 

       �H�[�j�Z�l�g�Z�y�� �a�Z�^�Z�q�Z�����G�Z�c�l�b�� �n�m�g�d�p�b�b   �4�:�P�;�á�P��
P ���r���� �_�k�e�b�� �h�l�g�h�k�b�l�_�e�v�g�h�� �j�_�r�_�g�b�y�� �a�Z�^�Z�q�b��
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�d�h�f�i�h�g�_�g�l�Z���ð�Ü�:�P�; �Ð�%�>�r�á�s�?���h�i�j�_�^�_�e�y�_�l�k�y���a�Z�^�Z�g�b�_�f���ð�Ü�:�P�; �^�e�y���P�Ð�>�r�á�s�?�á�E
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1�>�m�j�^�b�_�\���>���D������2�L�m�j�^�b�_�\���O���O���� 
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à�:�U�á�ß�á�ä�á�P�; 
L �ì �8�9
�:�U�á�T�6�á�T�7�á�P�;�A�Ü���ë�. �>�Ü���ë�/ �@�T�6�@�T�7�ä 

�N�b�d�k�b�j�m�_�f���ß�á�ä �b���^�e�y���k�h�d�j�Z�s�_�g�b�y���a�Z�i�b�k�b�����\�\�_�^�_�f���h�[�h�a�g�Z�q�_�g�b�_���8
à�:�U�á�ß�á�ä�á�P�; 
L �8
à�:�U�á�P�;�ä  �<���l�_�j�f�b�g�Z�o��
�n�m�g�d�p�b�b���8
à �a�Z�^�Z�q�m��������-���������a�Z�i�b�r�_�f���\���\�b�^�_ [5] 

�����������������������@�' �8
�!

�!�ç

E�&

�!

�!�ì

E�%�A�8
à
L �ì �4

�ç
�4

�:�P
F�ì�;�8
à�:�U�á�ì�;�@�ì�á    (10) 

�������������������������������8
à�Ü�:�U�á�P�;���ç�@�4 
L �ð
à�Ü�:�U�;�á�����E
L �s�á�u�á     (11) 
�������8
à�5�:�U�á�P�;���ì �@�4 
L �C
Ü�5�:�P�;�á �8
à�6�:�U�á�P�;���ë�@�Å 
L �C
Ü�6�:�P�;�ä    (12) 
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�8�5�:�U�á�P�;���ì �@�Å
L �D�5�:�P�;�á�������8�Ý�:�U�á�P�;���ì �@�4 
L �D�Ý�:���P�;�á�F
L �t�á�u�á�v�ä   (13) 
�I�m�k�l�v���\�u�i�h�e�g�_�g�u���m�k�e�h�\�b�y 

�ð
à�5�:�r�; 
L �C
Ü�5�:�r�;�á �ð
à�6�:�.�; 
L �C
Ü�6�:�r�;�á      (14) 
������������������������

�×

�×�ì
�ð
à�5�:�U�;���ì �@�4 
F �Ã �?�5�Ý

�8
�Ý�@�5 �:�r�;�ð
à�Ý�:�r�; 
L

�×

�×�ç
�C
Ü�5�:�P�;���ç�@�4�á  

�×

�×�ì
�ð
à�5�:�U�;���ì �@�Å
F �Ã �?�5�Ý

�8
�Ý�@�5 �:�.�;�ð
à�Ý�:�.�; 
L

�×

�×�ç
�C
Ü�5�:�P�;���ç�@�4�á    (15) 

����������������������
�×

�×�ì
�ð
à�5�:�U�;���ì �@�Å
F �Ã �?�5�Ý

�8
�Ý�@�5 �:�.�;�ð
à�Ý�:�.�; 
L

�×

�×�ç
�D
à�5�:�P�;���ç�@�4  

��������������������
�×

�×�ì
�ð
à�Ü�:�U�;���ì �@�4 
F �Ã �?�Ü�Ý

�8
�Ý�@�5 �:�r�;�ð
à�Ý�:�r�; 
L

�×

�×�ç
�D
à�Ü�:�P�;���ç�@�4�á�E
L �t�á�u�á�v�ä            (16) 

�L�_�h�j�_�f�Z�����I�m�k�l�v�� �\�u�i�h�e�g�_�g�u�� �\�d�e�x�q�_�g�b�y���ð
à�:�U�; �Ð�%�6�>�r�á�.�?�á �C
Ü�:�P�; �Ð�%�6�>�r�á�6�?�á �D
à�:�P�; �Ð�%�6�>�r�á�6�? �b��
�\�u�i�h�e�g�_�g�u���m�k�e�h�\�b�_���ð
à�5�:�r�;�ð
à�5�:�.�; 
M�ð
à�6�:�r�;�ð
à�6�:�.�;�á �ð
à�Ý�:�r�; 
M�r�á�F
L �u�á�v, �m�k�e�h�\�b�y���k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�b�y��(14) - (16). 
�L�h�]�^�Z�� �^�e�y�� �e�x�[�h�]�h���.��
P ���r �g�Z�� �h�l�j�_�a�d�_���>�r�á�.�? �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l�� �_�^�b�g�k�l�\�_�g�g�h�_�� �j�_�r�_�g�b�_�� �h�[�j�Z�l�g�h�c�� �a�Z�^�Z�q�b��
(10)-�����������b�a���d�e�Z�k�k�Z���- �:�P�; �Ð�%�6�>�r�á�.�?�ä   

�E�B�L�?�J�:�L�M�J�U 
1. �K�����D�����=�h�^�m�g�h�\, �M�j�Z�\�g�_�g�b�y���f�Z�l�_�f�Z�l�b�q�_�k�d�h�c���n�b�a�b�d�b������-�_���b�a�^�����������G�Z�m�d�Z�����F�������������� 
2. �N�����J�����=�Z�g�l�f�Z�o�_�j, �L�_�h�j�b�y���f�Z�l�j�b�p�����G�Z�m�d�Z�����=�e�����j�_�^�����n�b�a��-�f�Z�l�����e�b�l�������F�������������� 
3. �:�����:�����D�b�e�[�Z�k�� �B�g�l�_�]�j�Z�e�v�g�u�_���m�j�Z�\�g�_�g�b�y�����d�m�j�k���e�_�d�p�b�c�����F�b�g�k�d�������������� 
4. V. G. Romanov���� �³�,�Q�Y�H�U�V�H�� �S�U�R�E�O�H�P�V�� �I�R�U�� �H�T�X�D�W�L�R�Q�� �Z�L�W�K�� �D�� �P�H�P�R�U�\�´����Eurasian Jour. of Math. and 
Computer Applications, 2:4 (2014), 51�±80. 
5. �>�����D�����>�m�j�^�b�_�\�����O�����O�����L�m�j�^�b�_�\�����³�H�[�j�Z�l�g�Z�y���a�Z�^�Z�q�Z���^�e�y���]�b�i�_�j�[�h�e�b�q�_�k�d�h�c���k�b�k�l�_�f�u���i�_�j�\�h�]�h���i�h�j�y�^�d�Z���k��
�i�Z�f�y�l�v�x�´�����>�b�n�n�_�j�_�g�p�b�Z�e�v�g�u�_���m�j�Z�\�g�_�g�b�y, 56:12 (2020), 1666�±1675. 
������ �'���� �.���� �'�X�U�G�L�H�Y���� �.�K���� �.�K���� �7�X�U�G�L�H�Y���� �³�7�K�H�� �S�U�R�E�O�H�P�� �R�I�� �I�L�Q�G�L�Q�J�� �W�K�H�� �N�H�U�Q�H�O�V�� �L�Q�� �W�K�H�� �V�\�V�W�H�P�� �R�I�� �L�Q�W�H�J�U�R-
�G�L�I�I�H�U�H�Q�W�L�D�O���0�D�[�Z�H�O�O�¶�V���H�T�X�D�W�L�R�Q�V�´����Sib. Zh. Ind. Math., 24:2 (2021), 38�±61 
 

�H���J�?�R�?�G�B�Y���K�I�?�D�L�J�:�E�V�G�H�C���A�:�>�:�Q�?���>�E�Y���M�J�:�<�G�?�G�B�Y���L�J�?�L�V�?�=�H��
�I�H�J�Y�>�D�:���K���D�J�:�L�G�U�F�B���O�:�J�:�D�L�?�J�B�K�L�B�D�:�F�B 

�@�m�j�Z�_�\���:�����O���� �:�[�^�m�n�Z�l�l�h�o�h�\���B���:�� 
�G�Z�f�Z�g�]�Z�g�k�d�b�c���b�g�`�_�g�_�j�g�h-�k�l�j�h�b�l�_�e�v�g�u�c���b�g�k�l�b�l�m�l 

�<���h�[�e�Z�k�l�b��  �j�Z�k�k�f�h�l�j�b�f�����m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� 

                                   ,                                                     (1) 

�k�e�_�^�m�x�s�b�f�b���d�j�Z�_�\�u�f�b���m�k�e�h�\�b�y�f�b������ 
                                                                                                 (2) 

                               ,                                             (3) 

�D�j�Z�_�\�u�_���a�Z�^�Z�q�b���^�e�y�����m�j�Z�\�g�_�g�b�y�����������\���k�e�m�q�Z�_��  �j�Z�k�k�f�h�l�j�_�g�u���\���j�Z�[�h�l�_���>���@�� 

         �A�Z�^�Z�q�Z.  �G�Z�c�l�b�� �a�g�Z�q�_�g�b�y��,  �i�j�b  �d�h�l�h�j�u�o�� �� �a�Z�^�Z�q�b (1)-�������� �b�f�_�_�l�� �g�_�l�j�b�\�b�Z�e�v�g�h�_��

�j�_�r�_�g�b�_�����������B�g�l�_�]�j�b�j�m�_�f���l�h�`�^�_�k�l�\�h 

 

�\���h�[�e�Z�k�l�b�� �b���m�q�b�l�u�\�Z�y���h�^�g�h�j�h�^�g�u�_���d�j�Z�_�\�u�_���m�k�e�h�\�b�y�����������b�������������i�j�b�o�h�^�b�f 

 

�I�j�b��  �w�l�h���j�Z�\�_�g�k�l�\�h���\�h�a�f�h�`�g�h���l�h�e�v�d�h���i�j�b�������H�l�k�x�^�Z���a�Z�d�e�x�q�Z�_�f���q�l�h�����k�i�_�d�l�j���a�Z�^�Z�q�b����

 �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l���l�h�e�v�d�h���i�j�b����. 

�J�_�r�_�g�b�_���a�Z�^�Z�q�Z �[�m�^�_�f���b�k�d�Z�l�v���\���\�b�^�_  

                                       .                                                    (4) 

�I�h�^�k�l�Z�\�e�y�y�� �������� �\�� �������� �i�j�b�o�h�^�b�f�� �d�� �k�e�_�^�m�x�s�b�f�� �a�Z�^�Z�q�Z�� �^�e�y�� �h�[�u�d�g�h�\�_�g�g�u�o�� �^�b�n�n�_�j�_�g�p�b�Z�e�v�g�u�o��
�m�j�Z�\�g�_�g�b�c�� 

,                     (5) 

,                     (6) 

�� ���^ �`, : 0 , 1,D x y x y� �� ��
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�i�j�b�����w�l�h�f����  
�G�_�l�j�b�\�b�Z�e�v�g�h�_���j�_�r�_�g�b�_���a�Z�^�Z�q�b�����������y�\�e�y�x�l�k�y���� 

,   

�H�[�s�_�_���j�_�r�_�g�b�_���m�j�Z�\�g�_�g�b�y�����������b�f�_�_�l���\�b�^�� 

 ,                  (7) 

�]�^�_��  �i�j�h�b�a�\�h�e�v�g�u�_���i�h�k�l�h�y�g�g�u�_�� 

�L�Z�d�b�f�� �h�[�j�Z�a�h�f���� �k�h�[�k�l�\�_�g�g�u�_�� �n�m�g�d�p�b�b�� �a�Z�^�Z�q�b������ �k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�m�x�s�b�_�� �_�_�� �k�h�[�k�l�\�_�g�g�u�f�b����

�a�g�Z�q�_�g�b�y�f�����k�h�]�e�Z�k�g�h�������������b�f�_�x�l���\�b�^�� 

. 

�E�B�L�?�J�:�L�M�J�: 
1. �B�j�]�Z�r�_�\���� �X���� �:�i�Z�d�h�\�� �X���I�� �I�_�j�\�h�c�� �d�j�Z�_�\�h�c�� �a�Z�^�Z�q�Z�� �^�e�y�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� �l�j�_�l�v�_�]�h�� �i�h�j�y�^�d�Z��
�i�k�_�\�^�h�w�e�e�b�i�l�b�q�_�k�d�h�]�h���l�b�i�Z�����M�a���F�@���������������‹�����k�l�j��������-51 

 
�A�:�>�:�Q�B���>�E�Y���K�F�?�R�:�G�G�H�=�H �<�U�J�H�@�>�:�X�S�?�=�H�K�Y �G�:�=�J�M�@�?�G�G�H�=�H��

�M�J�:�<�G�?�G�B�Y���<�L�H�J�H�=�H���I�H�J�Y�>�D�: �I�:�J�:�;�H�E�H-�=�B�I�?�J�;�H�E�B�Q�?�K�D�H�=�H���L�B�I�: 
�@�m�j�Z�_�\���N.�F�� �:�k�e�h�g�h�\�Z �F��A.  

�;�m�o�=�M�����;�m�o�Z�j�Z�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 
�J�Z�k�k�f�h�l�j�b�f���m�j�Z�\�g�_�g�b�_ 

                    

(1) 

�]�^�_�� - �e�x�[�u�_���^�_�c�k�l�\�b�l�_�e�v�g�u�_���q�b�k�e�Z�����i�j�b�q�_�f 

, , , .                              (2) 

�I�m�k�l�v��  - �h�[�e�Z�k�l�v���h�]�j�Z�g�b�q�_�g�g�Z�y���h�l�j�_�a�d�Z�f�b��, , ,  �i�j�y�f�u�o�� , , 

,  �k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�_�g�g�h�����i�j�b�� ;  - �o�Z�j�Z�d�l�_�j�b�k�l�b�q�_�k�d�b�c���l�j�_�m�]�h�e�v�g�b�d����

�h�]�j�Z�g�b�q�_�g�g�Z�y���h�l�j�_�a�d�h�f �h�k�b��  �b���^�\�m�f�y���o�Z�j�Z�d�l�_�j�b�k�l�b�d�Z�f�b�� 

,  

�m�j�Z�\�g�_�g�b�y���i�j�b�� . 
�<�\�_�^�_�f���k�e�_�^�m�x�s�b�_���h�[�h�a�g�Z�q�_�g�b�y�� 

, ,  

�i�j�b�q�_�f 

                                                         
(3) 

�<���h�[�e�Z�k�l�b�� �^�e�y���m�j�Z�\�g�_�g�b�y�����������b�k�k�e�_�^�m�x�l�k�y���Z�g�Z�e�h�]�b���a�Z�^�Z�q�b���L�j�b�d�h�f�b. 

�A�Z�^�Z�q�Z�������G�Z�c�l�b���n�m�g�d�p�b�x�������h�[�e�Z�^�Z�x�s�m�x���k�e�_�^�m�x�s�b�f�b���k�\�h�c�k�l�\�Z�f�b�� 

1) ; 

2) ���� �i�j�b�q�_�f��  �f�h�`�_�l�� �h�[�j�Z�s�Z�l�v�k�y�� �[�_�k�d�h�g�_�q�g�h�k�l�v�� �i�h�j�y�^�d�Z�� �f�_�g�v�s�_��

 �i�j�b�� �����Z���i�j�b�� �h�]�j�Z�g�b�q�_�g�Z�� 

3)  �y�\�e�y�_�l�k�y���j�_�]�m�e�y�j�g�u�f���j�_�r�_�g�b�_�f���m�j�Z�\�g�_�g�b�y�����������\���h�[�e�Z�k�l�y�o���b�� ; 
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4)  �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�_�l���d�j�Z�_�\�u�f���m�k�e�h�\�b�y�f 

, ,                                  (4) 

, 
                                           

(5) 

�]�^�_�� ,  - �a�Z�^�Z�g�g�u�_���n�m�g�d�p�b�b�����i�j�b�q�_�f��, 

,                           (6) 

 ,                                (7) 

�L�_�h�j�_�f�Z. �?�k�e�b�� �\�u�i�h�e�g�_�g�u�� �m�k�e�h�\�b�y, (2), (3), (6), ���������� �l�h�� �\�� �h�[�e�Z�k�l�b�� �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l��
�_�^�b�g�k�l�\�_�g�g�h�_���j�_�r�_�g�b�_���a�Z�^�Z�q�b��. 

�E�B�L�?�J�:�L�M�J�: 
1. �B�k�e�h�f�h�\�� �;������ �D�m�j�v�y�a�h�\�� �>���F�� �D�j�Z�_�\�u�_�� �a�Z�^�Z�q�b�� �^�e�y�� �k�f�_�r�Z�g�g�h�]�h�� �g�Z�]�j�m�`�_�g�g�h�]�h��
�m�j�Z�\�g�_�g�b�y���l�j�_�l�v�_�]�h���i�h�j�y�^�d�Z �i�Z�j�Z�[�h�e�h-�]�b�i�_�j�[�h�e�b�q�_�k�d�h�]�h���l�b�i�Z���������©�M�a�[�_�d�k�d�b�c���f�Z�l�_�f�Z�l�b�q�_�k�d�b�c��
�`�m�j�g�Z�e�ª�����������������‹�������K��������-35. 
2. �K�f�b�j�g�h�\���F���F. �M�j�Z�\�g�_�g�b�y���k�f�_�r�Z�g�g�h�]�h���l�b�i�Z�����F�h�k�d�\�Z�����©�<�u�k�r�Z�y���r�d�h�e�Z�ª���������������������k�� 
3. �L�_�j�k�_�g�h�\�� �K���:�����I�_�j�\�Z�y�� �d�j�Z�_�\�Z�y�� �a�Z�^�Z�q�Z�� �^�e�y�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�y�� �i�Z�j�Z�[�h�e�b�q�_�k�d�h�]�h�� �l�b�i�Z�� �k��
�f�_�g�y�x�s�b�f�k�y���g�Z�i�j�Z�\�e�_�g�b�_�f���\�j�_�f�_�g�b�����G�h�\�h�k�b�[�b�j�k�d���������������������k�� 

 
�L�H�I�H�E�H�=�B�Q�?�K�D�B�?���=�J�M�I�I�U���I�J�?�H�;�J�:�A�H�<�:�G�B�C���G�:���=�B�I�?�J�I�J�H�K�L�J�:�G�K�L�<�?��

�B���D�H�F�I�:�D�L�U���>�M�=�M�G�>�@�B 
1�A�Z�b�l�h�\���:�����:������2�;�_�r�b�f�h�\�Z���>�����J���� 

1�L�Z�r�d�_�g�l�k�d�b�c���Z�j�o�b�l�_�d�l�m�j�g�h-�k�l�j�h�b�l�_�e�v�g�u�c���b�g�k�l�b�l�m�l�����L�Z�r�d�_�g�l�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 
2�;�m�o�Z�j�k�d�b�c���]�h�k�m�^�Z�j�k�l�\�_�g�g�u�c���m�g�b�\�_�j�k�b�l�_�l�����;�m�o�Z�j�Z�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 

�<�� �j�Z�[�h�l�_�� �>���@�� �[�u�e�h�� �m�k�l�Z�g�h�\�e�_�g�h���� �q�l�h�� �]�j�m�i�i�Z�� �l�h�i�h�e�h�]�b�q�_�k�d�b�o�� �i�j�_�h�[�j�Z�a�h�\�Z�g�b�c�� �d�h�f�i�Z�d�l�Z���:  
�b�g�^�m�p�b�j�m�_�l�� �]�j�m�i�i�m�� �l�h�i�h�e�h�]�b�q�_�k�d�b�o�� �i�j�_�h�[�j�Z�a�h�\�Z�g�b�c�� �\�� �]�b�i�_�j�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�_���‡�š�’�: ���� �>�e�y��
�g�_�i�j�_�j�u�\�g�h�]�h�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�y���B�ã���: �\ �;  �d�h�f�i�Z�d�l�h�\���� �i�h�e�h�]�Z�y���:�‡�š�’�B�;�:�(�; 
L �B�:�(�;, �( �Ð�‡�š�’�: , 
�h�i�j�_�^�_�e�y�_�l�k�y���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_���‡�š�’�B�ã�‡�š�’�: �\ �‡�š�’�; �����?�k�e�b���B�ã���: �\ �;  �± �w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�h�_���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_���)-
�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\���� �l�h���‡�š�’�:�B�;�ã�‡�š�’�: �\ �‡�š�’�;  �l�Z�d�`�_���± �w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�h�_�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_���‡�š�’�)-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\��
���>���@�����L�_�h�j�_�f�Z�����������Q�_�j�_�a���0�À�:�A�; �h�[�h�a�g�Z�q�b�f���k�b�k�l�_�f�m���h�l�d�j�u�l�u�o���h�d�j�_�k�l�g�h�k�l�_�c���g�_�c�l�j�Z�e�v�g�h�]�h���w�e�_�f�_�g�l�Z���A 
�]�j�m�i�i�u���)  �\���l�h�i�h�e�h�]�b�b���i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z���) �����I�j�b���w�l�h�f�����_�k�e�b���1 �Ð�0�À�:�A�;�����l�h���1�T
L �<�C�:�T�;�ã���C�Ð�1�=. 

�H�i�j�_�^�_�e�_�g�b�_�����>���@�����>�_�c�k�l�\�b�_���Ù�ã���) 
H�: �\ �:  �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y�� 
- �h�l�d�j�u�l�u�f�����_�k�e�b���^�e�y���e�x�[�u�o���T�Ð�:  �b���1 �Ð�0�À�:�A�; �b�f�_�_�f���T�Ð�E�J�P�:�1�T�;; 
- �@-�h�l�d�j�u�l�u�f�����_�k�e�b���^�e�y���e�x�[�u�o���T�Ð�:  �b���1 �Ð�0�À�:�A�; �b�f�_�_�f���T�Ð�E�J�P
k�?�H�:�1�T�;
o; 
- �k�e�Z�[�h �@-�h�l�d�j�u�l�u�f�����_�k�e�b���^�e�y���e�x�[�u�o���T�Ð�:  �b���1 �Ð�0�À�:�A�; �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l���l�h�q�d�Z���U�Ð�:  �l�Z�d�Z�y�����q�l�h��

�T�Ð�E�J�P
k�?�H�:�1�U�;
o. 
�I�j�_�^�e�h�`�_�g�b�_������ �?�k�e�b���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�_���B�ã���: �\ �;  �h�l�d�j�u�l�h�����@-�h�l�d�j�u�l�h�������l�h���‡�š�’�:�B�; �l�Z�d�`�_���h�l�d�j�u�l�h��

(�@-�h�l�d�j�u�l�h���� 
�>�e�y�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z���:  �k�b�k�l�_�f�Z���. 
L 
[�B�� �á�B�	�� �â�#
_���� �k�h�k�l�h�y�s�Z�y�� �b�a�� �q�Z�k�l�b�q�g�h�� �m�i�h�j�y�^�h�q�_�g�g�h�]�h��

�f�g�h�`�_�k�l�\�Z���#�����g�_�i�j�_�j�u�\�g�u�o���k�x�j�t�_�d�l�b�\�g�u�o���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c���B��  �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�Z���: , �Ù�Ð�#�����b���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c��
�B�	�� �ã�B�	 �:�: �; �\ �B�� �:�: �;, �Ù�á�Ú�Ð�#, �Ù
O�Ú���� �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y�� �k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�g�h�c�� �k�b�k�l�_�f�h�c�� �g�_�i�j�_�j�u�\�g�u�o��
�h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c���g�Z���: �����_�k�e�b�� 

���L�����^�b�Z�]�h�g�Z�e�v�g�h�_���i�j�h�b�a�\�_�^�_�g�b�_����
�� �Ð�º

�B�� �ã���: �\ �+
�� �Ð�º

�B�� �:�: �; �y�\�e�y�_�l�k�y���\�e�h�`�_�g�b�_�f�� 

(ii) �B�� 
L �B�	�� �Ü�B�	 , �Ù�á�Ú�Ð�#, �Ù
O�Ú. 
�K�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�g�Z�y���k�b�k�l�_�f�Z���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c���. �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y�� 
- �h�l�d�j�u�l�h�c�����@-�h�l�d�j�u�l�h�c�������_�k�e�b���\�k�_���B�� , �Ù�Ð�#�����h�l�d�j�u�l�u�����@-�h�l�d�j�u�l�u���� 
- �w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�h�c�����_�k�e�b���:  �± �)-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h���b���B��  �w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�h���Ù�Ð�#; 
- �k�e�Z�[�h�� �f�m�e�v�l�b�i�e�b�d�Z�l�b�\�g�h�c���� �_�k�e�b�� �^�e�y�� �e�x�[�h�]�h���$ �? �# �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l���Ú
L �O�Q�L�$ �\���# �l�Z�d�h�_���� �q�l�h��

�^�b�Z�]�h�g�Z�e�v�g�h�_���i�j�h�b�a�\�_�^�_�g�b�_���� �<�B�	�� �ã�Ù�Ð�$�= �b�g�t�_�d�l�b�\�g�h�� 
- �ä-�k�b�k�l�_�f�h�c�����_�k�e�b���� �<�B�� �Ð�.�ã���B�� �:�: �;���Ô�Ö�Ä�Ï�È�Õ�Ó�Ë�Ê�Ö�È�Ï�Ñ�=�� �± �\�e�h�`�_�g�b�_�� 
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�H�i�j�_�^�_�e�_�g�b�_�� ���>���@���� �L�h�i�h�e�h�]�b�q�_�k�d�h�_�� �i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h���:  �g�Z�a�u�\�Z�_�l�k�y���K�@-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f�� ���@-
�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f������ �_�k�e�b�� �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l�� �k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�g�Z�y�� �h�l�d�j�u�l�Z�y�� ���k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�_�g�g�h�����@-�h�l�d�j�u�l�Z�y���� �k�e�Z�[�h��
�f�m�e�v�l�b�i�e�b�d�Z�l�b�\�g�Z�y���ä-�k�b�k�l�_�f�Z���g�_�i�j�_�j�u�\�g�u�o���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c���g�Z���i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�_���: . 

�E�_�f�f�Z������ �?�k�e�b���. 
L 
[�B�� �á�B�	�� �â���#
_ �± �k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�g�Z�y���k�b�k�l�_�f�Z���g�_�i�j�_�j�u�\�g�u�o���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c���g�Z���: �����l�h��
�k�_�f�_�c�k�l�\�h���‡�š�’�:�.�; 
L �<�‡�š�’�:�B�� �;�á�‡�š�’
k�B�	�� 
o�â���#�= �± �l�Z�d�`�_�� �k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�g�Z�y�� �k�b�k�l�_�f�Z�� �g�_�i�j�_�j�u�\�g�u�o��
�h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c���g�Z���‡�š�’�: . 

�E�_�f�f�Z�� ���� �?�k�e�b�� �k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�g�Z�y�� �g�Z���:  �k�b�k�l�_�f�Z���. �g�_�i�j�_�j�u�\�g�u�o�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c�� �h�l�d�j�u�l�Z�� ���@-
�h�l�d�j�u�l�Z�������l�h���‡�š�’���:�.�; �l�Z�d�`�_���h�l�d�j�u�l�Z�����@-�h�l�d�j�u�l�Z���� 

�E�_�f�f�Z������ �?�k�e�b���k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�g�Z�y���g�Z���:  �k�b�k�l�_�f�Z���. �g�_�i�j�_�j�u�\�g�u�o���h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c���w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�Z�����l�h��
�‡�š�’�:�.�; �l�Z�d�`�_���w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�Z�� 

�E�_�f�f�Z�� ���� �?�k�e�b�� �k�b�k�l�_�f�Z���. �g�_�i�j�_�j�u�\�g�u�o�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c�� �k�e�Z�[�h�� �f�m�e�v�l�b�i�e�b�d�Z�l�b�\�g�Z�� �g�Z���: ���� �l�h��
�‡�š�’�:�.�;�l�Z�d�`�_���k�e�Z�[�h���f�m�e�v�l�b�i�e�b�d�Z�l�b�\�g�Z���g�Z���‡�š�’�: . 

�E�_�f�f�Z������ �?�k�e�b���. �y�\�e�y�_�l�k�y���ä-�k�b�k�l�_�f�h�c���g�Z���: �����l�h���‡�š�’�:�.�; �y�\�e�y�_�l�k�y���ä-�k�b�k�l�_�f�h�c���g�Z���‡�š�’�: . 
�E�_�f�f�Z�� ���� �?�k�e�b���:  �y�\�e�y�_�l�k�y���K�@-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f�� ���@-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f���� �l�h���‡�š�’�:  �l�Z�d�`�_�� �y�\�e�y�_�l�k�y��

�K�@-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f�����@-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f���� 
�I�j�_�^�e�h�`�_�g�b�_���������>�e�y���@-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�����K�@-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�����: �æ, �O�Ð�5�����k�m�f�f�Z���R

�æ�Ð�Ì
�‡�š�’�: �æ �y�\�e�y�_�l�k�y���@-

�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f�����k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�_�g�g�h���K�@-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f���� 
�I�m�k�l�v���^�_�c�k�l�\�b�_���g�Z���:  �k�e�Z�[�h���@-�h�l�d�j�u�l�h�����Z���k�_�f�_�c�k�l�\�h���é �? �0�À�:�A�; �l�Z�d�h�\�h�����q�l�h�� 
�:�#�; �^�e�y���e�x�[�u�o���1�á�7 �Ð�é �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l���8 �Ð�é �l�Z�d�h�_�����q�l�h���8 �? �1 �ê�7; 
�:�$�; �^�e�y���e�x�[�h�]�h���1 �Ð�é �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l���7 �Ð�é �l�Z�d�h�_�����q�l�h���7�6 �? �1 �b���7�?�5 �? �1; 
�:�%�; �^�e�y���e�x�[�u�o���1 �Ð�é �b���C�Ð�) �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l���8 �Ð�é �l�Z�d�h�_�����q�l�h���C�8�C�?�5 �? �1. 
�I�j�_�^�e�h�`�_�g�b�_�� ������ �I�m�k�l�v���:  �± �)-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�� �k�h�� �k�e�Z�[�h���@-�h�l�d�j�u�l�u�f�� �^�_�c�k�l�\�b�_�f����

�m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�b�f���k�e�_�^�m�x�s�_�f�m���k�\�h�c�k�l�\�m�� 
���V���� �^�e�y�� �e�x�[�u�o�� �l�h�q�d�b���T �b�� �_�_�� �h�d�j�_�k�l�g�h�k�l�b���9  �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l�� �l�Z�d�h�_�� ���k�q�_�l�g�h�_���� �k�_�f�_�c�k�l�\�h���é�ë�Ð �?

�0�À�:�A�;���� �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�_�_�� �m�k�e�h�\�b�y�f���:�#�;, �$, �:�%�;���� �^�e�y�� �d�h�l�h�j�h�]�h�� �k�m�s�_�k�l�\�m�_�l���1 �Ð�é�ë�Ð �b���5�P�:�T�á�Û�È�; �ê
�:�: �3�9 �; 
L �Î . 

�L�h�]�^�Z���^�e�y���k�_�f�_�c�k�l�\�Z���‡�š�’�:�à�;�� �w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�u�o���n�Z�d�l�h�j�h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c���‡�š�’�:  �k�_�f�_�c�k�l�\�h���‡�š�’�:�.�; 
L

[�‡�š�’�:�B�; �Ð�‡�š�’�:�à�;�â�‡�š�’
k�L�Ù�Û
o�á�‡�š�’�:�B�;�á�‡�š�’�:�D�; �Ð�‡�š�’�:�à�;�á�‡�š�’�:�B�; 
R�‡�š�’�:�D�;�â�‡�š�’�:�à�;
_ �y�\�e�y�_�l�k�y��
�k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�g�h�c�� �k�e�Z�[�h�� �f�m�e�v�l�b�i�e�b�d�Z�l�b�\�g�h�c�� �w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�h�c�� �k�b�k�l�_�f�h�c�� ���k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�_�g�g�h���ä-�k�b�k�l�_�f�h�c����
�h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c���g�Z���‡�š�’�: . 

�K�\�h�c�k�l�\�h�����V�����j�Z�k�k�f�Z�l�j�b�\�Z�_�l�k�y���k���m�k�e�h�\�b�_�f���k�q�_�l�g�h�k�l�b�� 
�L�_�h�j�_�f�Z�� ������ �I�m�k�l�v���:  �y�\�e�y�_�l�k�y���)-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f�� �k�� �h�l�d�j�u�l�u�f�� �^�_�c�k�l�\�b�_�f���� �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�b�f��

�k�\�h�c�k�l�\�m�� ���V������ �L�h�]�^�Z���‡�š�’�:  �y�\�e�y�_�l�k�y���K�@-�i�j�h�k�l�j�Z�g�k�l�\�h�f�� �k�� �k�h�]�e�Z�k�h�\�Z�g�g�h�c�� �k�e�Z�[�h�� �f�m�e�v�l�b�i�e�b�d�Z�l�b�\�g�h�c��
�w�d�\�b�\�Z�j�b�Z�g�l�g�h�c�� �h�l�d�j�u�l�h�c���ä-�k�b�k�l�_�f�h�c�� �h�l�h�[�j�Z�`�_�g�b�c���� �?�k�e�b�� �i�j�b�� �w�l�h�f���:  �± �d�h�f�i�Z�d�l���� �l�h���‡�š�’�:  �± 
�d�h�f�i�Z�d�l���>�m�]�m�g�^�`�b�� 

�E�B�L�?�J�:�L�M�J�: 
1. D. I. Jumaev, D. R. Beshimova, Equivariant maps of hyperspaces, Bull. Inst. Math., 2022, Vol. 5, 
No 1, pp. 37-43 [In Russian]. 
2. �D�� �E�� �D�h�a�e�h�\�����<�� �:�� �Q�Z�l�u�j�d�h�����L�h�i�h�e�h�]�b�q�_�k�d�b�_���]�j�m�i�i�u���i�j�_�h�[�j�Z�a�h�\�Z�g�b�c���b���[�b�d�h�f�i�Z�d�l�u��
�>�m�]�m�g�^�`�b�����F�Z�l�_�f�����k�[�������������������l�h�f �����������‹ 1, �k�l�j�� 103-128. 

 
�H�>�G�H�F�?�J�G�:�Y���H�;�J�:�L�G�:�Y���A�:�>�:�Q�:���>�E�Y���K�B�K�L�?�F�U���M�J�:�<�G�?�G�B�C���L�B�I�:��

�O�H�I�N�: 
1�B�f�h�f�g�Z�a�Z�j�h�\���O���O������2�F�m�d�b�f�h�\���:���O������3�K�Z�e�Z�_�\���>�����D�� 

1�B�g�k�l�b�l�m�l���\�u�q�b�k�e�b�l�_�e�v�g�h�c���f�Z�l�_�f�Z�l�b�d�b���b���f�Z�l�_�f�Z�l�b�q�_�k�d�h�c���]�_�h�n�b�a�b�d�b���K�H�J�:�G 
2�D�Z�j�r�b�g�k�d�b�c���]�h�k�m�^�Z�j�k�l�\�_�g�g�u�c���m�g�b�\�_�j�k�b�l�_�l�����D�Z�j�r�b�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 
3�M�j�]�_�g�q�k�d�b�c���]�h�k�m�^�Z�j�k�l�\�_�g�g�u�c���m�g�b�\�_�j�k�b�l�_�l�����M�j�]�_�g�q�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g 

�K�h�\�j�_�f�_�g�g�u�_�� �l�_�h�j�b�b�� �f�_�o�Z�g�b�d�b�� �k�i�e�h�r�g�h�c�� �k�j�_�^�u�� �>��-���@�� �i�j�_�^�i�h�e�Z�]�Z�x�l�� �\�e�b�y�g�b�_�� �g�Z�� �^�\�b�`�_�g�b�_��
�k�j�_�^�u�� �_�_�� �i�j�h�r�e�h�]�h���� �i�j�b�q�_�f�� �\�� �h�[�s�_�f�� �k�e�m�q�Z�_�� �f�Z�l�_�j�b�Z�e�� �f�h�`�_�l�� �b�f�_�l�v�� �k�d�h�e�v�� �m�]�h�^�g�h�� �^�e�b�g�g�m�x��
���i�Z�f�y�l�v������ �H�^�g�Z�d�h�� �^�h�e�]�Z�y�� �i�Z�f�y�l�v�� �i�h�j�h�`�^�Z�_�l�� �a�g�Z�q�b�l�_�e�v�g�u�_�� �l�j�m�^�g�h�k�l�b���� �i�j�_�h�^�h�e�_�l�v�� �d�h�l�h�j�u�_�� �f�h�`�g�h��
�^�\�m�f�y�� �i�m�l�y�f�b���� �\�h-�i�_�j�\�u�o���� �j�Z�k�k�f�Z�l�j�b�\�Z�l�v�� �k�i�_�p�b�Z�e�v�g�u�_�� �d�e�Z�k�k�u�� �^�\�b�`�_�g�b�c���� �\�� �d�h�l�h�j�u�o�� �i�Z�f�y�l�v��- 
�d�Z�d�h�\�Z�� �[�u�� �h�g�Z�� �g�b�� �[�u�e�Z��- �g�_�� �b�f�_�_�l�� �\�h�a�f�h�`�g�h�k�l�b�� �k�m�s�_�k�l�\�_�g�g�h�� �i�j�h�y�\�b�l�v�k�y�� ���g�Z�i�j�b�f�_�j����
�\�b�k�d�h�a�b�f�_�l�j�b�q�_�k�d�b�_�� �l�_�q�_�g�b�y�� �\�y�a�d�b�o�� �`�b�^�d�h�k�l�_�c�� �>������ �]�e���� �9�@������ �\�h-�\�l�h�j�u�o���� �\�u�^�_�e�y�l�v�� �d�e�Z�k�k�u�� �k�j�_�^�� �b�e�b��
�f�Z�l�_�j�b�Z�e�h�\���� �\�� �d�h�l�h�j�u�o�� �g�Z�� �g�Z�i�j�y�`�_�g�b�y�� �\�� �e�x�[�h�c�� �l�h�q�d�_�� �\�e�b�y�_�l�� �e�b�r�v�� �i�j�_�^�u�k�l�h�j�b�y�� �^�\�b�`�_�g�b�y�� �g�Z��
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�i�j�h�b�a�\�h�e�v�g�h�� �f�Z�e�h�f�� �b�g�l�_�j�\�Z�e�_�� �\�j�_�f�_�g�b���� �F�Z�l�_�j�b�Z�e�u�� �l�Z�d�h�]�h�� �l�b�i�Z�� �g�Z�a�u�\�Z�x�l�k�y�� �f�Z�l�_�j�b�Z�e�Z�f�b�� �k��
�b�g�n�b�g�b�l�_�a�b�f�Z�e�v�g�h�c���i�Z�f�y�l�v�x���� 

�K�b�k�l�_�f�Z���m�j�Z�\�g�_�g�b�c���^�\�m�o�k�d�h�j�h�k�l�g�h�c���]�b�^�j�h�^�b�g�Z�f�b�d�b���\���k�e�m�q�Z�_���i�h�k�l�h�y�g�k�l�\�Z���g�Z�k�u�s�_�g�g�h�k�l�b���n�Z�a��
�y�\�e�y�_�l�k�y�� �h�[�h�[�s�_�g�b�_�f�� �k�b�k�l�_�f�u�� �G�Z�\�v�_-�K�l�h�d�k�Z�� �^�e�y�� �^�\�m�o�n�Z�a�g�h�c�� �k�j�_�^�u���� �k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�_�g�g�h���� �I�h�^�d�e�Z�k�k�h�f��
�k�b�k�l�_�f�u�� �^�\�m�o�k�d�h�j�h�k�l�g�h�c�� �]�b�^�j�h�^�b�g�Z�f�b�d�b���� �\�� �k�e�m�q�Z�_�� �i�h�k�l�h�y�g�k�l�\�Z�� �g�Z�k�u�s�_�g�g�h�k�l�b�� �n�Z�a���� �\��
�^�b�k�k�b�i�Z�l�b�\�g�h�f�� �k�e�m�q�Z�_�� �y�\�e�y�x�l�k�y�� �k�b�k�l�_�f�u�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�c�� �l�b�i�Z�� �O�h�i�n�Z���� �<�� �h�^�g�h�f�_�j�g�h�f�� �k�e�m�q�Z�_�� �\��
�h�l�k�m�l�k�l�\�b�b���f�Z�k�k�h�\�u�o���k�b�e���^�Z�g�g�Z�y���k�b�k�l�_�f�Z���b�f�_�_�l���\�b�^���>��-7]: 

                        ,     (1) 

                           ,      (2) 

�]�^�_�� �b��  -- �k�d�h�j�h�k�l�b�� �i�h�^�k�b�k�l�_�f�� �k�� �k�h�h�l�\�_�l�k�l�\�m�x�s�b�f�b�� �i�Z�j�p�b�Z�e�v�g�u�f�b�� �i�e�h�l�g�h�k�l�y�f�b�� �b�� , 

 -- �b�k�l�h�q�g�b�d�� �\�h�a�[�m�`�^�_�g�b�y�� �k�b�]�g�Z�e�Z��  -- �n�m�g�d�p�b�y�� �h�l�\�_�q�Z�x�s�Z�y�� �a�Z�� �l�j�_�g�b�_�� �\�� �k�b�k�l�_�f�_��

���Z�g�Z�e�h�]���n�m�g�d�p�b�y���>�Z�j�k�b������ -- �[�_�a�j�Z�a�f�_�j�g�Z�y���i�h�e�h�`�b�l�_�e�v�g�Z�y���i�h�k�l�h�y�g�g�Z�y�� 

 �<���j�Z�[�h�l�_�����^�h�d�Z�a�Z�g�Z���k�e�_�^�m�x�s�Z�y���l�_�h�j�_�f�Z 

�L�_�h�j�_�f�Z�����I�m�k�l�v�� ,   -- �d�e�Z�k�k�� �\�_�s�_�k�l�\�_�g�g�h�� �Z�g�Z�e�b�l�b�q�_�k�d�b�o��

�n�m�g�d�p�b�c����  �b�� ���� �L�h�]�^�Z�� �k�m�s�_�k�l�\�m�x�l�� �n�m�g�d�p�b�b��  

�j�_�r�_�g�b�_�� �h�[�j�Z�l�g�h�c�� �a�Z�^�Z�q�b�� ������-������������ �m�^�h�\�e�_�l�\�h�j�y�x�s�b�_�� �\�� �g�_�d�h�l�h�j�h�c�� �h�d�j�_�k�l�g�h�k�l�b�� �g�m�e�y���� �l�Z�d�b�_���� �q�l�h�� �\��

�g�_�c�� �� ���� �I�j�b�� �w�l�h�f�� �g�_�b�a�\�_�k�l�g�u�_�� �n�m�g�d�p�b�b�� �h�i�j�_�^�_�e�y�x�l�k�y�� �i�h��

�n�h�j�f�m�e�_ 

, 

�]�^�_�� . 

�J�Z�[�h�l�Z���\�u�i�h�e�g�_�g�Z���i�j�b���n�b�g�Z�g�k�h�\�h�c���i�h�^�^�_�j�`�d�_���J�N�N�B�����]�j�Z�g�l���‹������-51-15002). 
�E�B�L�?�J�:�L�M�J�: 

1. �L�j�m�k�^�_�e�e�� �D���� �I�_�j�\�h�g�Z�q�Z�e�v�g�u�c�� �d�m�j�k�� �j�Z�p�b�h�g�Z�e�v�g�h�c�� �f�_�o�Z�g�b�d�b�� �k�i�e�h�r�g�u�o�� �k�j�_�^���� �F������ �F�b�j����
1975. - ���������k�� 
2. �K�_�j�j�b�g�� �>�`���� �F�Z�l�_�f�Z�l�b�q�_�k�d�b�_�� �h�k�g�h�\�u���d�e�Z�k�k�b�q�_�k�d�h�c�� �f�_�o�Z�g�b�d�b�� �`�b�^�d�h�k�l�b���� �F������ �B�a�^-�\�h��
�b�g�h�k�l�j�Z�g�g�h�c���e�b�l�_�j�Z�l�m�j�u����������������- ���������k�� 
3. �K�_�^�h�\���E���B�������F�_�o�Z�g�b�d�Z���k�i�e�h�r�g�h�c���k�j�_�^�u�����l���������F�������G�Z�m�d�Z����������������- ���������k�� 
4. �M�j�_�\���F���<., �B�f�h�f�g�Z�a�Z�j�h�\���O���O���� �@�b�Z�g-�=�Z�g���L�Z�g �D�j�Z�_�\�Z�y���a�Z�^�Z�q�Z���^�e�y���h�^�g�h�c���i�_�j�_�h�i�j�_�^�_�e�_�g�g�h�c��
�k�l�Z�p�b�h�g�Z�j�g�h�c���k�b�k�l�_�f�u�����\�h�a�g�b�d�Z�x�s�_�c���\���^�\�m�o�k�d�h�j�h�k�l�g�h�c���]�b�^�j�h�^�b�g�Z�f�b�d�_���������K�b�[�@�<�F�����������������l����
���������1�R�����������K����������-437. 
5. �L�m�j�^�b�_�\�� �M���D., �B�f�h�f�g�Z�a�Z�j�h�\�� �O���O�����K�b�k�l�_�f�Z�� �m�j�Z�\�g�_�g�b�c�� �l�b�i�Z�� �J�b�f�Z�g�Z���� �\�h�a�g�b�d�Z�x�s�Z�y�� �\��
�^�\�m�o�`�b�^�d�h�k�l�g�h�c�� �k�j�_�^�_�� ������ �L�_�a�b�k�u�� �F�_�`�^���� �d�h�g�n�_�j���� �©�H�[�j�Z�l�g�u�_�� �b�� �g�_�d�h�j�j�_�d�l�g�u�_�� �a�Z�^�Z�q�b�ª�� ��-4 
�h�d�l�y�[�j�y���������� �]�����K�Z�f�Z�j�d�Z�g�^�����M�a�[�_�d�b�k�l�Z�g�����k����������-120. 
6. �W�j�d�b�g�h�\�Z���>���:�������B�f�h�f�g�Z�a�Z�j�h�\���;���O�������B�f�h�f�g�Z�a�Z�j�h�\���O���O�����H�^�g�h�f�_�j�g�Z�y���k�b�k�l�_�f�Z���m�j�Z�\�g�_�g�b�c���l�b�i�Z��
�O�h�i�n�Z�� ������ �J�_�]�b�h�g�Z�e�v�g�Z�y�� �g�Z�m�q�g�h-�i�j�Z�d�l���� �d�h�g�n���� �©�L�H�=�M-�K�l�Z�j�l���� �n�m�g�^�Z�f�_�g�l�Z�e�v�g�u�_�� �b�� �i�j�b�d�e�Z�^�g�u�_��
�b�k�k�e�_�^�h�\�Z�g�b�y���f�h�e�h�^�u�o�ª��������-�������Z�i�j�_�e�y�������������]�������O�Z�[�Z�j�h�\�k�d�����k��������-69. 
7. Salaev D.K. On solvability of the Cauchy problem for a one-dimensional system of the Hopf 
type equations // Bull. Nov. Comp. Center, 2021, v. 23, pp. 18-24. 
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