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УРАВНЕНИЯ

Аннотация. Многие задачи науки и техники естественным образом сводятся к сингулярным
интегральным уравнениям. Более того, плоские задачи сводятся к одномерным сингулярным
интегральным уравнениям. В настоящей работе разрабатывается оптимальный метод квадра-
тур приближенного решения одномерных сингулярных интегральных уравнений с ядром Ко-
ши. Здесь мы занимаемся поиском аналитического вида коэффициентов оптимальной квад-
ратурной формулы. Применим эти коэффициенты к приближенному решению сингулярного
интегрального уравнения Фредгольма первого рода. Таким образом, показана возможность
решения сингулярных интегральных уравнений с более высокой точностью с использованием
оптимальной квадратурной формулы.
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Введение

Изучение различных задач математической физики, а также конкретных задач из аэро-
динамики, электродинамики, теории упругости и других областей естественным образом
сводится к сингулярным интегральным уравнениям [1], [2]. При этом плоские задачи сво-
дятся к решению характеристического сингулярного интегрального уравнения
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\pi 

1\int 
 - 1

\varphi (x)dx

x - x0
= f(x0), x0 \in ( - 1, 1), (0.1)

где сингулярный интеграл понимается здесь и в дальнейшем в смысле главного значения
Коши. Напомним определение сингулярных интегралов в смысле главного значения по Ко-
ши.

Определение 1. Главным значением по Коши особого интеграла

b\int 
a

\varphi (x)

x - t
dx, a < t < b,

называется предел
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\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\varepsilon \rightarrow 0

\left[  t - \varepsilon \int 
a

\varphi (x)

x - t
dx+

b\int 
t+\varepsilon 

\varphi (x)

x - t
dx

\right]  .
Известно (см., например, [1], [2]), что если функция \varphi на сегменте [a, b] удовлетворяет

условию Гёльдера H\alpha (A) с показателем \alpha (0 < \alpha \leq 1) и коэффициентом A, т. е. если

| \varphi (x1) - \varphi (x2)| \leq A| x1  - x2| \alpha , то существует интеграл

b\int 
a

\varphi (x)

x - t
dx, a < t < b. В работе [2]

приводятся следующие аналитические решения уравнения (0.1) с индексами \kappa = 1, 0 и  - 1.
При \kappa = 1 все решения уравнения (0.1) даются формулой

\varphi 1(x0) =  - 1

\pi 
\sqrt{} 

1 - x20

1\int 
 - 1

\surd 
1 - x2f(x)dx

x - x0
+

C

\pi 
\sqrt{} 

1 - x20
, (0.2)

где C — константа и
1\int 

 - 1

\varphi (x)dx = C,

при \kappa = 0 имеет место единственное решение вида

\varphi 2(x0) =  - 1

\pi 

\sqrt{} 
1 - x0
1 + x0

1\int 
 - 1

\sqrt{} 
1 + x

1 - x

f(x)dx

x - x0
, (0.3)

и единственное решение вида

\varphi 3(x0) =  - 1

\pi 

\sqrt{} 
1 + x0
1 - x0

1\int 
 - 1

\sqrt{} 
1 - x

1 + x

f(x)dx

x - x0
, (0.4)

при \kappa =  - 1 имеется единственное решение

\varphi 4(x0) =  - 
\sqrt{} 

1 - x20
\pi 

1\int 
 - 1

f(x)dx\surd 
1 - x2(x - x0)

. (0.5)

Таким образом, решение сингулярных интегральных уравнений вида (0.1) приводится к
вычислению весовых сингулярных интегралов (0.2)–(0.5). Поэтому вопросы разработки эф-
фективных приближенных методов вычисления сингулярных интегралов имеют большое
прикладное значение и являются одной из актуальных задач вычислительной математики.
Приближенными методами вычисления интегралов являются квадратурные и кубатур-

ные формулы или формулы численного интегрирования. Имеются алгебраический, вероят-
ностный, теоретико-числовой и функциональный подходы построения формул численного
интегрирования.
С исследованиями, проведенными по первым трем подходам построения формул числен-

ного интегрирования, можно ознакомиться, например, в работах [3]–[7] — по алгебраическо-
му подходу, в [8]–[11] — по вероятностному подходу и в [12]–[15] — по теоретико-числовому
подходу.
Так как исследования настоящей работы относятся к функциональному подходу постро-

ения формул численного интегрирования, то далее подробно рассмотрим этот подход.
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1. Постановка задачи

Рассмотрим следующую квадратурную формулу:

1\int 
 - 1

\omega i(x)\varphi (x)

x - t
dx \sim =

N\sum 
\beta =0

Ci[\beta ]\varphi (x\beta ) (1.1)

и соответственно ее функционал погрешности

\ell i(x) =
\omega i(x)\varepsilon [ - 1,1](x)

x - t
 - 

N\sum 
\beta =0

Ci[\beta ]\delta (x - x\beta ), (1.2)

где i = 1, 2, 3, 4;

\omega 1(x) =
\sqrt{} 
1 - x2, \omega 2(x) =

\sqrt{} 
1 - x

1 + x
, \omega 3(x) =

\sqrt{} 
1 + x

1 - x
, \omega 2(x) =

1\surd 
1 - x2

,

где  - 1 < t < 1, C[\beta ] — коэффициенты, x\beta = h\beta  - 1 (\in [ - 1, 1]) — узлы квадратурной форму-
лы (1.1), N — натуральное число, \varepsilon [ - 1,1](x) — характеристическая функция отрезка [ - 1, 1],

\delta — дельта-функция Дирака, \varphi — функция из пространства L
(2)
2 ( - 1, 1). Здесь L

(2)
2 ( - 1, 1) —

пространство Соболева функций, второе обобщенное производное, интегрируемое с квад-
ратом и снабженное нормой

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \varphi | L(2)
2 ( - 1, 1)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| =

\left\{   
1\int 

 - 1

(\varphi (2)(x))
2
dx

\right\}   
1/2

.

Для того, чтобы функционал (1.2) был определен на пространстве L
(2)
2 ( - 1, 1), необходимо

наложение следующих условий [16]:

(\ell , 1) = 0, (\ell , x) = 0. (1.3)

Отсюда ясно, что для существования квадратурных формул вида (1.1) должно выполняться
условие N \geq 1.
В данном случае погрешность формулы (1.1) имеет вид

(\ell i, \varphi ) =

\infty \int 
 - \infty 

\ell i(x)\varphi (x)dx =

1\int 
 - 1

\omega i(x)\varphi (x)

x - t
dx - 

N\sum 
\beta =0

Ci[\beta ]\varphi (x\beta ). (1.4)

На основе неравенства Коши–Шварца

| (\ell i, \varphi )| \leq 
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \varphi | L(2)

2

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \cdot 
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \ell i| L(2)\ast 

2

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
оценка погрешности (1.4) формулы (1.1) на функциях пространства L

(2)
2 ( - 1, 1) приводится к

вычислению нормы функционала погрешности \ell i в сопряженном пространстве L
(2)\ast 
2 ( - 1, 1).

Напомним, что минимизация нормы функционала погрешности \ell i по коэффициентам
при фиксированных узлах называется задачей Сарда, и полученная формула называется
оптимальной квадратурной формулой в смысле Сарда. Впервые эта задача исследована
А. Сардом [17].
Применение сплайнов для вычисления сингулярных интегралов еще не получило широ-

кого распространения. Здесь можно назвать работы Б.Г. Габдулхаева [18], [19], Р.З. Даутова
[20], [21], в которых используются сплайн-функции.
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Некторые итоги полученных результатов по интегральным уравнениям подведены в спе-
циальных обзорных работах [22]–[35]. Имеется несколько методов построения оптимальных
квадратурных формул в смысле Сарда, такие, как сплайн метод, метод \phi -функций и метод
С.Л. Соболева, который основывается на дискретных аналогах линейных дифференциаль-
ных операторов (см., например, [16]).
Основной целью настоящей работы является построение оптимальных квадратурных

формул в смысле Сарда вида (1.1) в пространстве L
(2)
2 ( - 1, 1) методом Соболева для при-

ближенного интегрирования сингулярного интеграла типа Коши. Это значит, что требуется
найти коэффициенты Ci[\beta ], которые удовлетворяют равенству\bigm\| \bigm\| \bigm\| \circ 

\ell i | L(2)\ast 
2

\bigm\| \bigm\| \bigm\| = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
Ci[\beta ]

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \ell i| L(2)\ast 
2

\bigm\| \bigm\| \bigm\| . (1.5)

Таким образом, чтобы построить оптимальные квадратурные формулы вида (1.1) в смыс-
ле Сарда, мы должны последовательно решить следующие задачи.

Задача 1. Найти норму функционала погрешности (1.2) квадратурной формулы (1.1) в

пространстве L
(2)\ast 
2 ( - 1, 1).

Задача 2. Найти коэффициенты C[\beta ], удовлетворяющие равенству (1.5).

2. Экстремальная функция и выражение для нормы функционала
погрешности

Для нахождения нормы функционала погрешности (1.2) в пространстве L
(2)
2 ( - 1, 1) ис-

пользуется экстремальная функция функционала погрешности \ell i [16]. Функция \psi \ell i называ-
ется экстремальной функцией функционала погрешности (1.2), если выполняется равенство

(\ell i, \psi \ell i) =
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \ell i| L(2)\ast 

2

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \psi \ell i | L
(2)
2

\bigm\| \bigm\| \bigm\| . (2.1)

В пространстве L
(2)
2 экстремальная функция \psi \ell i(x) функционала \ell i найдена С.Л. Собо-

левым [16], которая имеет вид

\psi \ell i(x) = \ell i(x) \ast G2(x) + P1(x), (2.2)

где

G2(x) =
| x| 3

12
(2.3)

— решение уравнения

d4

dx4
G2(x) = \delta (x), (2.4)

P1(x) — многочлен степени 1, и \ast — операция свертки, т. е.

f(x) \ast g(x) =
\int \infty 

 - \infty 
f(x - y)g(y)dy =

\int \infty 

 - \infty 
f(y)g(x - y)dy.

Известно [16], что для любого линейного функционала \ell i в L
(2)\ast 
2 имеет место равенство\bigm\| \bigm\| \bigm\| \ell i| L(2)\ast 

2

\bigm\| \bigm\| \bigm\| 2 = (\ell i, \psi \ell i) = (\ell i(x), \ell i(x) \ast G2(x)) =

\int \infty 

 - \infty 
\ell i(x)

\biggl( \int \infty 

 - \infty 
\ell i(y)G2(x - y)dy

\biggr) 
dx.
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Применяя это равенство к функционалу погрешности (1.2), получим

\| \ell i\| 2L(2)\ast 
2

= (\ell i, \psi \ell i) =

N\sum 
\beta =0

N\sum 
\gamma =0

Ci[\beta ]Ci[\gamma ]
| x\beta  - x\gamma | 3

12
 - 2

N\sum 
\beta =0

Ci[\beta ]

1\int 
 - 1

\omega i(x)| x - x\beta | 3

12(x - t)
dx+

+

1\int 
 - 1

1\int 
 - 1

\omega i(x)\omega i(y)| x - y| 3

12(x - t)(y  - t)
dxdy. (2.5)

Таким образом, задача 1 решена для квадратурных формул вида (1.1) в пространстве

L
(2)
2 ( - 1, 1).

3. Линейная система для оптимальных коэффициентов квадратурных формул

Пусть узлы x\beta квадратурной формулы (1.1) фиксированы. Функционал (1.2) удовле-
творяет условиям (1.3). Норма функционала погрешности \ell i является много переменной
квадратной функцией коэффициентов Ci[\beta ] (\beta = 0, N). Для нахождения точки условного
минимума выражения (2.5) при условиях (1.3) мы применяем метод Лагранжа неопреде-
ленных коэффициентов.
Обозначим \bfC \bfi = (Ci[0], Ci[1], . . . , Ci[N ]) и \lambda \bfi = (\lambda 0,i, \lambda 1,i). Рассмотрим функцию

\Psi i(\bfC \bfi , \lambda \bfi ) = \| \ell i\| 2  - 2

\biggl( 
\lambda 0,i(\ell i, 1) + \lambda 1,i(\ell i, x)

\biggr) 
.

Приравнивая к нулю частные производные от функции \Psi i(\bfC \bfi , \lambda \bfi ) по Ci[\beta ], \beta = 0, N и
\lambda 0,i, \lambda 1,i, мы получим следующую систему линейных уравнений:

N\sum 
\gamma =0

Ci[\gamma ]
| x\beta  - x\gamma | 3

12
+ \lambda 0,i + \lambda 1,ix\beta = yi(x\beta ), \beta = 0, 1, 2, . . . , N, (3.1)

N\sum 
\gamma =0

Ci[\gamma ] = g0,i,

N\sum 
\gamma =0

Ci[\gamma ]x\gamma = g1,i, (3.2)

где

yi(x\beta ) =

\int 1

 - 1

\omega i(x)| x - x\beta | 3

12(x - t)
dx, (3.3)

g0,i =

\int 1

 - 1

\omega i(x)

x - t
dx, g1,i =

\int 1

 - 1

\omega i(x)x

x - t
dx, (3.4)

Ci[\gamma ], \gamma = 0, 1, . . . , N, \lambda 0,i, \lambda 1,i являются неизвестными.
Система (3.1)–(3.2) имеет единственное решение и это решение дает минимум выражению

\| \ell i\| 2 при условиях (1.3). Существование и единственность решения таких типов систем
обсуждены, например, в [16], [36].

4. Вспомогательные результаты

При решении системы (3.1)–(3.2) мы используем метод С.Л. Соболева построения опти-
мальных формул [16]. Кроме того, здесь используется теория функций дискретного аргу-
мента. Поэтому приведем некоторые определения по теории функций дискретного аргумен-
та из книги [16].
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Определение 2. Функция \varphi [\beta ] = \varphi (h\beta ) называется функцией дискретного аргумента,
если она задана на некотором множестве целочисленных значений \beta .

Определение 3. Скалярным произведением \varphi [\beta ] на \psi [\beta ] называется число

[\varphi ,\psi ] =
\sum 
\beta \in B

\varphi [\beta ] \cdot \psi [\beta ], (4.1)

если ряд в правой части (4.1) абсолютно сходится.

Определение 4. Сверткой \varphi [\beta ] \ast \psi [\beta ] двух функций \varphi [\beta ] и \psi [\beta ] дискретного аргумента
называется скалярное произведение

\chi [\beta ] = \varphi [\beta ] \ast \psi [\beta ] = [\varphi [\gamma ], \psi [\beta  - \gamma ]] =

\infty \sum 
\gamma = - \infty 

\varphi [\gamma ]\psi [\beta  - \gamma ].

Кроме того, при вычислениях нам требуется дискретный аналог D2(h\beta ) дифференциаль-
ного оператора d4/dx4, который определяется формулой [37]

D2(h\beta ) =
3!

h4

\left\{   
3!
\surd 
3q| \beta | , | \beta | \geq 2;

19 - 12
\surd 
3, | \beta | = 1;

6
\surd 
3 - 8, \beta = 0,

(4.2)

где q =
\surd 
3 - 2.

Приведем некоторые свойства дискретной функции D2(h\beta ) ([37]):

D2(h\beta ) \ast (h\beta  - 1)\alpha = 0, 0 \leq \alpha \leq 3, (4.3)

hD2(h\beta ) \ast 
| h\beta  - 1| 3

12
= \delta (h\beta ), (4.4)

где \delta (h\beta ) – дискретная дельта-функция и \delta (h\beta ) =

\biggl\{ 
0, \beta \not = 0;
1, \beta = 0.

5. Вычисление коэффициентов оптимальной квадратурной формулы
вида (1.1)

В настоящем разделе занимаемся решением системы (3.1)–(3.2).
Пусть Ci[\beta ] = 0 при \beta < 0 и \beta > N. Тогда, используя определение 4, систему (3.1)–(3.2)

перепишем в сверточном виде

Ci[\beta ] \ast 
| h\beta  - 1| 3

12
+ \lambda 1,i \cdot (h\beta  - 1) + \lambda 0,i = yi(x\beta ), \beta = 0, 1, 2, . . . , N, (5.1)

N\sum 
\beta =0

Ci[\beta ] = g0,i, (5.2)

N\sum 
\beta =0

Ci[\beta ] \cdot (h\beta  - 1) = g1,i, (5.3)

где yi(x\beta ), g0,i и g1,i определяются соответственно равенствами (3.3) и (3.4).
Введем обозначения

vi(x\beta ) = Ci[\beta ] \ast 
| h\beta  - 1| 3

12
, (5.4)

ui(x\beta ) = vi(x\beta ) + \lambda 1,i \cdot (h\beta  - 1) + \lambda 0,i. (5.5)
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Используя свойства (4.3), (4.4) оператора D2(h\beta ) из (4.2) и (5.5), получим

Ci[\beta ] = hD2(h\beta ) \ast ui(x\beta ). (5.6)

Но для вычисления свертки (5.6) нам требуется определить функцию ui(x\beta ) при всех
целых значениях \beta . При \beta = 0, 1, 2, . . . , N из (5.1) имеем ui(x\beta ) = yi(x\beta ). Поэтому нам
достаточно определить функцию ui(x\beta ), когда \beta < 0 и \beta > N .
Далее определим вид ui(x\beta ) при \beta \leq 0 и \beta \geq N . Из (5.4), используя (5.2), (5.3) при \beta \leq 0

и \beta \geq N , имеем

vi(x\beta ) =

\left\{     
 - 1

12
(h\beta )3g0,i +

1

4
(h\beta )2(g1,i + g0,i) - (h\beta )p1,i  - p0,i, \beta \leq 0;

1

12
(h\beta )3g0,i  - 

1

4
(h\beta )2(g1,i + g0,i) + (h\beta )p1,i + p0,i, \beta \geq N.

Учитывая последнее равенство, из (5.5) для ui(x\beta ) получим

ui(x\beta ) =

\left\{           
 - 1

12
(h\beta )3g0,i +

1

4
(h\beta )2(g1,i + g0,i) + a - 1,i(h\beta ) + a - 0,i, \beta < 0;

yi(x\beta ), 0 \leq \beta \leq N ;

1

12
(h\beta )3g0,i  - 

1

4
(h\beta )2(g1,i + g0,i) + a+1,i(h\beta ) + a+0,i, \beta > N,

(5.7)

где a - 1,i, a
 - 
0,i, a

+
1,i, a

+
0,i являются неизвестными и

a - 1,i = \lambda 1,i  - p1,i, a - 0,i = \lambda 0,i  - p0,i  - \lambda 1,i,

a+1,i = \lambda 1,i + p1,i, a+0,i = \lambda 0,i + p0,i  - \lambda 1,i.
(5.8)

Таким образом, отсюда и согласно (4.2), (5.6) и (5.7) получается

Задача 3. Найти решение уравнения

D2(h\beta ) \ast ui(x\beta ) = 0 при \beta < 0, \beta > N, (5.9)

имеющее вид (5.7).

Если найдем неизвестные a - 1,i, a
 - 
0,i, a

+
1,i, a

+
0,i, то из (5.8) имеем

\lambda 1,i =
1

2
(a - 1,i + a+1,i), \lambda 0,i =

1

2
(a - 0,i + a+0,i + a - 1,i + a+1,i),

p1,i =
1

2
(a+1,i  - a - 1,i), p0,i =

1

2
(a+0,i  - a - 0,i).

(5.10)

Неизвестные a - 1,i, a
 - 
0,i, a

+
1,i, a

+
0,i найдутся из (5.9), используя (4.2) и (5.7). Далее получим

явный вид функции ui(x\beta ) и из (5.6) найдем оптимальные коэффициенты Ci[\beta ], \beta = 0, N .
Кроме того, из (5.10) найдутся \lambda 0,i, \lambda 1,i. Таким образом, поставленная задача полностью
решается.
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Теорема 1. Среди всех квадратурных формул вида (1.1) в пространстве L
(2)
2 ( - 1, 1) суще-

ствует единственная оптимальная квадратурная формула, коэффициенты которой опре-

деляются равенствами

Ci[0] =
6

h3

\biggl[ 
g0,i
12

h3 + a - 1,ih(q + 1) + yi(x0)(3q + 2) - yi(x1)(12q + 5)+

+qN
\biggl( 
 - 3yi(xN )(q + 1) - a+1,ih(q + 2) - g0,i

4
h2 +

g1,i
4

(h2 + 4h(q + 2))

\biggr) 
+ 6(q + 2)

N\sum 
\gamma =2

q\gamma yi(x\gamma )

\biggr] 
,

(5.11)

Ci[\beta ] =
6

h3

\biggl[ 
6(q + 2)

\beta  - 2\sum 
\gamma =0

q\beta  - \gamma yi(x\gamma ) + (6q + 4)yi(x\beta ) - (12q + 5)

\biggl( 
yi(x\beta  - 1) + yi(x\beta +1)

\biggr) 
+

+6(q + 2)

N\sum 
\gamma =\beta +2

q\gamma  - \beta yi(x\gamma ) + q\beta 
\biggl( 
 - g1,i + g0,i

4
h2 + a - 1,ih(q + 2) - 3(q + 1)yi(x0)

\biggr) 
 - 

 - qN - \beta 

\biggl( 
3(q + 1)yi(xN ) + a+1,ih(q + 2) +

g0,i
4
h2  - g1,i

4
(4h(q + 2) + h2)

\biggr) \biggr] 
, \beta = 1, 2, 3, . . . , N  - 1,

(5.12)

Ci[N ] =
6

h3

\biggl[ 
6(q + 2)

N - 2\sum 
\gamma =0

qN - \gamma yi(x\gamma ) - yi(xN - 1)(12q + 5) + yi(xN )(3q + 2) +
g0,i
12

h3+

+h(q + 1)(g1,i  - a+1,i) + qN
\biggl( 
 - g1,i + g0,i

4
h2 + a - 1,ih(q + 2) - 3(q + 1)yi(x0)

\biggr) \biggr] 
,

(5.13)

где i = 1, 2, 3, 4;

y1(x\beta ) =
1

12

\Biggl\{ \biggl( 
1

4
(8t4  - 4t2  - 1) + 3(h\beta  - 1)(t - 2t3) - 3(h\beta  - 1)2(1 - 2t2) - 2t(h\beta  - 1)3

\biggr) 
\times 

\times \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(h\beta  - 1) +

\biggl( 
1

2
(h\beta  - 1)3  - 11

3
(h\beta  - 1)2t+ 5(h\beta  - 1)t2  - 2t3  - 7

4
(h\beta  - 1) +

2

3
t

\biggr) 
\times 

\times 
\sqrt{} 

1 - (h\beta  - 1)2 +
\sqrt{} 
1 - (h\beta  - 1)2 ++2(t - (h\beta  - 1))3\times 

\times 
\sqrt{} 
1 - t2 \mathrm{l}\mathrm{n}

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 - (h\beta  - 1)t+
\sqrt{} 

(1 - t2)(1 - (h\beta  - 1)2)

(h\beta  - 1) - t

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\Biggr\} 
,

y2(x\beta ) =
1

12

\Biggl\{ \biggl( 
(2t3  - 2t2 + t - 1) - 3(h\beta  - 1)(2t2  - 2t+ 1) + 6(h\beta  - 1)2(t - 1) - 2(h\beta  - 1)3

\biggr) 
\times 

\times \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(h\beta  - 1) +

\biggl( 
 - 11

3
(h\beta  - 1)2 + 5(h\beta  - 1)(t - 1) - 1

3
(6t2  - 6t+ 4)

\biggr) 
\times 

\times 
\sqrt{} 

1 - (h\beta  - 1)2  - 2(t - (h\beta  - 1))3
\sqrt{} 

1 - t

1 + t
\mathrm{l}\mathrm{n}

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 - (h\beta  - 1)t - 
\sqrt{} 

(1 - t2)(1 - (h\beta  - 1)2)

(h\beta  - 1) - t

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\Biggr\} 
,

y3(x\beta ) =
1

12

\Biggl\{ \biggl( 
 - 2(t - (h\beta  - 1))3  - (2t2 + t+ 1) + 3(h\beta  - 1)(2t+ 1) - 6(h\beta  - 1)2

\biggr) 
\times 

\times \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(h\beta  - 1) +

\biggl( 
11

3
(h\beta  - 1)2  - 5(h\beta  - 1)(t+ 1) +

1

3
(6t2 + 6t+ 4)

\biggr) \sqrt{} 
1 - (h\beta  - 1)2 - 
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 - 2(t - (h\beta  - 1))3
\sqrt{} 

1 + t

1 - t
\mathrm{l}\mathrm{n}

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 - (h\beta  - 1)t - 
\sqrt{} 
(1 - t2)(1 - (h\beta  - 1)2)

(h\beta  - 1) - t

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\Biggr\} 
,

y4(x\beta ) =
1

12

\biggl\{ 
 - 
\biggl( 
1 + 2t2  - 6t(h\beta  - 1) + 6(h\beta  - 1)2

\biggr) 
\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(h\beta  - 1)+

+

\biggl( 
2t - 5(h\beta  - 1)

\biggr) \sqrt{} 
1 - (h\beta  - 1)2 + 2(t - (h\beta  - 1))3\times 

\times 1\surd 
1 - t2

\mathrm{l}\mathrm{n}

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 1 - (h\beta  - 1)t+
\sqrt{} 
(1 - t2)(1 - (h\beta  - 1)2)

(h\beta  - 1) - t

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\biggr\} 
,

a - 1,i =
\Delta 1,i

\Delta i
, (5.14)

a+1,i =
\Delta 2,i

\Delta i
, (5.15)

a - 0,i = yi(x0), (5.16)

a+0,i = yi(xN ) +
1

3
g0,i + g1,i  - 2

\Delta 2,i

\Delta i
, (5.17)

\Delta i = B2
2  - A2

2,

\Delta 1,i = A2

\biggl[ 
 - F1,i  - 

1

4
g0,i(B2 +B3) +

1

4
g1,i(2B2 +B3  - A3) - A1yi(x0) - B1yi(xN )

\biggr] 
 - 

 - B2

\biggl[ 
 - F2,i  - 

1

4
g0,i(A2 +A3) +

1

4
g1,i(2A2 +A3  - B3) - B1yi(x0) - A1yi(xN )

\biggr] 
,

\Delta 2,i =  - A2

\biggl[ 
 - F2,i  - 

1

4
g0,i(A2 +A3) +

1

4
g1,i(2A2 +A3  - B3) - B1yi(x0) - A1yi(xN )

\biggr] 
+

+B2

\biggl[ 
 - F1,i  - 

1

4
g0,i(B2 +B3) +

1

4
g1,i(2B2 +B3  - A3) - A1yi(x0) - B1yi(xN )

\biggr] 
,

F1,i = 6(q + 2)
N\sum 

\gamma =1

q\gamma +1yi(x\gamma ) - (12q + 5)yi(x0),

F2,i = 6(q + 2)
N - 1\sum 
\gamma =0

qN+1 - \gamma yi(x\gamma ) - (12q + 5)yi(xN ),

A1 = 3q + 2, A2 = h(2q + 1), A3 = h2q,
B1 = 3qN (3q + 1), B2 = hqN (2q + 1), B3 =  - h2qN+1,

g0,1 =  - \pi t, g1,1 =
\pi 

2
(1 - 2t2), g0,2 =  - \pi , g1,2 = \pi (1 - t),

g0,3 = \pi , g1,3 = \pi (1 + t), g0,4 = 0, g1,4 = \pi ,

q =
\surd 
3 - 2.

Доказательство. Из (5.7) при \beta = 0 и \beta = N сразу получим (5.16) и (5.17), т. е.

a - 0,i = yi(x0), (5.18)

a+0,i = yi(xN ) - 1

12
g0,i +

1

4
g1,i  - a+1,i. (5.19)
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Из (5.9), используя (4.2) и (5.7) при \beta =  - 1 и \beta = N + 1, имеем

 - a - 1,i
\infty \sum 
\gamma =1

D2(h\gamma  - h)(h\gamma ) + a+1,i

\infty \sum 
\gamma =1

D2(h(N + \gamma ) + h)(h\gamma ) =

=  - 
N\sum 

\gamma =0

D2(h\gamma + h)yi(x\gamma ) - 
1

12
g0,i

\infty \sum 
\gamma =1

D2(h\gamma  - h)(h\gamma )3 - 

 - 1

4
(g1,i + g0,i)

\infty \sum 
\gamma =1

D2(h\gamma  - h)(h\gamma )2  - 1

12
g0,i

\infty \sum 
\gamma =1

D2(h(N + \gamma ) + h)(2 + h\gamma )3+

+
1

4
(g1,i + g0,i)

\infty \sum 
\gamma =1

D2(h(N + \gamma ) + h)(2 + h\gamma )2  - 
\biggl( 
yi(xN ) +

1

3
g0,i + g1,i

\biggr) 
\times 

\times 
\infty \sum 
\gamma =1

D2(h(N + \gamma ) + h) - yi(x0)

\infty \sum 
\gamma =1

D2(h\gamma  - h),

(5.20)

 - a - 1,i
\infty \sum 
\gamma =1

D2(h(N + \gamma ) + h)(h\gamma ) + a+1,i

\infty \sum 
\gamma =1

D2(h\gamma  - h)(h\gamma ) =

=  - 
N\sum 

\gamma =0

D2(h(N + 1) - h\gamma )yi(x\gamma ) - 
1

12
g0,i

\infty \sum 
\gamma =1

D2(h(N + \gamma ) + h)(h\gamma )3 - 

 - 1

4
(g1,i + g0,i)

\infty \sum 
\gamma =1

D2(h(N + \gamma ) + h)(h\gamma )2  - 1

12
g0,i

\infty \sum 
\gamma =1

D2(h\gamma  - h)(2 + h\gamma )3+

+
1

4
(g1,i + g,i)

\infty \sum 
\gamma =1

D2(h\gamma  - h)(2 + h\gamma )2  - 
\biggl( 
yi(xN ) +

1

3
g0,i + g1,i

\biggr) 
\times 

\times 
\infty \sum 
\gamma =1

D2(h\gamma  - h) - yi(x0)
\infty \sum 
\gamma =1

D2(h(N + \gamma ) + h).

(5.21)

Таким образом, для неизвестных a - 1,i, a
+
1,i, a

 - 
0,i, a

+
0,i получили систему линейных уравне-

ний (5.18)–(5.21). Решая эту систему, получим (5.14)–(5.17). Значит, мы получили явный
вид функции ui(x\beta ).

Далее в силу (5.7), из (5.6) вычисляя свертку hD2(h\beta ) \ast ui(x\beta ) при \beta = 0, N, для опти-
мальных коэффициентов имеем

Ci[\beta ] = hD2(h\beta ) \ast ui(x\beta ) = h

\biggl[ \infty \sum 
\gamma =1

D2(h\beta + h\gamma )

\biggl( 
g0,i(h\gamma )

3

12
+
g1,i + g0,i

4
(h\gamma )2 - 

 - a - 1,i(h\gamma ) + a - 0,i

\biggr) 
+

N\sum 
\gamma =0

D2(h\beta  - h\gamma )yi(x\gamma ) +

\infty \sum 
\gamma =1

D2(h(N + \gamma ) - h\beta )\times 

\times 
\biggl( 
g0,i
12

(2 + h\gamma )3  - g1,i + g0,i
4

(2 + h\gamma )2 + a+1,i(2 + h\gamma ) + a+0,i

\biggr) \biggr] 
.

Отсюда, используя (4.2) при \beta = 0, \beta = 1, N  - 1 и \beta = N , соответственно получим (5.11),
(5.12) и (5.13). \square 
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6. Приближенные решения сингулярных интегральных уравнений с ядром
Коши

Таким образом, мы создали следующые формулы, позволяющие аппроксимировать ре-
шения сингулярных интегральных уравнений Фредгольма 1-го рода (0.2)–(0.5) на основе
оптимальных квадратурных формул вида (1.1):

\varphi i(t) \simeq 
1

\pi \omega i(t)

N\sum 
\beta =0

Ci[\beta ]\varphi (x\beta ), i = 1, 2, 3, 4.

Заключение

В настоящей работе в пространстве Соболева L
(2)
2 ( - 1, 1) построена оптимальная квадра-

турная формула приближенного решения сингулярных интегральных уравнений с ядром
Коши. Здесь найдены аналитические формы для коэффициентов построенных оптималь-
ных квадратурных формул. Мы применили эти коэффициенты для приближенного реше-
ния сингулярного интегрального уравнения Фредгольма первого рода.
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An approximate method for solving a characteristic singular integral equation

Abstract. Many problems in science and engineering are naturally reduced to singular integral
equations. Moreover, planar problems are reduced to one-dimensional singular integral equations. In
the present paper, we develop an optimal algorithm for the approximate solution of one-dimensional
singular integral equations with the Cauchy kernel. Here, we focus on finding the analytical form of
the coefficients of the optimal quadrature formula. We apply these coefficients to an approximate
solution of the Fredholm singular integral equation of the first kind. Thus, we demonstrate the
possibility of solving singular integral equations with higher accuracy using the optimal quadrature
formula.
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