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qilishi; umumta’lim maktab bitiruvchilarini nafaqat fizikadan, balki matematikadan ham 

savodxonligini ortirishi; o’quvchilarda amaliy jihatdan qimmatli tushunchalar va tasavvurlarni 

shakllantirib, bu bilan ularning fizik bilimlarini orttirish imkonini berishi haqidagi fikrlar 

o’ztasdiqini topganligini ham ko’rsata olamiz [5].  

 Demak, fizika darslarida aynan amaliy metoddan foydalanish ko’proq samara beradi, 

chunki, yuz beradigan jarayonni tavsiflovchi formulalar asosida nazariy hisoblashlarni amalga 

oshirish orqali olingan bilimlar yanada mustahkamlanadi. Amaliy mashg’ulotlarda 

talabalarning bilim darajasini hisobga olgan holda, jumladan, iqtidorli talabalarga murakkabroq 

hisoblangan, ekstremal masalalar berilsa, talabalarning fikrlashi va ilmiy dunyoqarashini 

kengayishidan tashqari, murakkab matematik amallarni bajarish ko’nikmasini hosil bo’lishiga 

ham yordam berardi [6].  
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Аннотачия: в этпй ттатье даеттѐ пдин итесачипнный рспчетт сешениѐ задаши 

линейнпгп рспгсаммиспваниѐ. Эти сешениѐ будут рсинѐты на рседыдущих успвнѐх рп 

сезультатам, рплушенным на рптледуящих этарах, штп рпзвплит найти пкпншательнпе 

сешение метпдпм рптледпвательнпй аррспктимачии.  

Клюшевые слова: Итесачипннпм рспчетт, гсанишных рлпткпттей, выруклые кпнуты, 
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Annotatsiya: ushbu maqolada chiziqli dasturlash masallarini yechishda iterativ jarayonidan 

foydalanib yechimni aniqlash koʻrsatilgan. Bu yechimlar ketma-ket yaqinlashish usuli (iterativ)bilan 

oxirgi yechimni topish imkonini beradi. 

Kalit soʻzlar:  iterativ jarayon, chegaraviy masalalar, tenglamalar sistemasi, boshlangʻich 

shartlar. 

 

AN ITERATIVE PROCESS FOR SOLVING THE PROBLEM OF LINEAR PROGRAMMING 

Norova Fazilat Fayzullayevna 

Bukhara state university,  teacher of the chair of ‚Information technology‛ 
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Annotation: this article gives one iterative process for solving the problem linear programming. 

These decisions will be made at the previous levels based on the results obtained at subsequent stages, 

which will allow finding the final solution by the method of successive approximation. 

Key words: iterative process, convex cones, boundary value problems, system of equations, initial 

conditions. 

 

В пространстве    рассматриваетсѐ задаша отысканиѐ максимума линейной формы  
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∑                                   (  

 

   

 

на непустом выпуклом множестве  , определѐемом совместной системой линейных 

неравенств 

  (   (    )     ∑                                         
        {     }        (2) 

 

В кашестве нашального приближениѐ решениѐ возьмем произвольнуя тошку 

 (  (  
(  

     
(  

   , которуя находим одним из известных приемов. Пусть уже найдено 

некоторое приближение  (    . Направление движениѐ из тошки    (   определѐем 

следуящим образом 

 (   ∑     

    

                                                      (   

где    {         } (            {       }                       { |    ( (  )     }   

   - некоторое положительное шисло. Неизвестные параметры      находим из условий 

{

( (            (     

( (           

             (           

                             (   

Если  (   удовлетворѐет условия  

(   (  )    ‖ (  ‖                            (   

где ‖ ‖          -  некоторорое положительное шисло, то в этом направлении  (    

делаем шаг 

      
   

{ |  ( 
(     (            }     

   
{ 

  ( 
(   

(    
(    

}                    (   

 и полагаем                (      (      (  . 

Если   (   (   <    ‖ (  ‖    и хотѐ бы длѐ одного           будет (    
(   >0, то в 

направлении  (    делаем шаг  
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(   

 ‖  ‖
     (    

  { |(    
(  )   })                      (   

где ‖  ‖        ‖  ‖   Из тошки  ̃   (      (    находим направление  ̃(   

∑            ̃ 
    где  ̃ 

  { |  ( ̃(  )   }   определѐѐ шаг из (7), если  ̃(   не удовлетворѐет 

условиѐ (5). Если  ̅(    такаѐ тошка, што направление движениѐ из нее  ̅(   удовлетворѐет 

условиѐ (5), полагаем 

 (      ̅(      ̅(  . 

Если же   (   (   <    ‖ (  ‖    и (    
(   =0  длѐ всех      (это же касаетсѐ 

множеств   
 ), то положив      (   (   , в направлении  (   делѐем шаг      полагаѐ  

    (      (      (  . Таким образом, определѐѐ шаг из (7), мы шерез конешное 

шисло шагов придем к выполнения условиѐ (5), если тошка  (  н лежит в оптимальном 

множестве задаши (1)-(2). В слушае, если  (   (  )    (    
(  )    (        то ошевидно, 

‖ (  ‖   ,  и поэтому следует заменить    на          , т.е. сузить множество    , 

определѐѐ  (   из (4) уже длѐ множества         . если при этом окажетсѐ       , то 

тошка  (    оптимальна.  

Обознашим шерез      множество векторов 

   { |‖ ‖    (        (            }                   (   

шерез       множество векторов    
   { |(          }                       (   

Легко видеть, што       -выпуклые конусы. Покажем, што если       (‖ ‖      то 

и        . В самом деле, допустим, што        . Тогда найдетсѐ линейный 

функчионал   такой, што   (     при    (‖ ‖     и  (      при     . Рассмотрим 

вектор  , соответствуящей функчионалу  . Имеем  (       при      и (        длѐ 

лябого     . Но из (       при      следует      ,  и таким образом должно быть 

(        што абсурдно.  

Как видно из (3),  (        С другой стороны, из (4) следует, што  (    , где 

     в данном слушае выпуклые конусы с вершиной в тошке    (  . Ошевидно, што если 

тошка  (    не оптимальна, то    . Таким образом, если тошка  (    не оптимальна, то 

система неравенств (4) имеет нетривиальное решение  (  , пришем  (   выбираетсѐ среди 

векторов вида(3). Если же тошка  (    оптимальна, то, как известно существует 

неотричательнаѐ линейнаѐ комбиначиѐ векторов     p такаѐ, што  (   ∑              
 , 

где   
  { |  ( (  )   }  и              не все равны нуля. Следовательно, система (4) 

имеет относительно      нетривиальное решение в лябом слушае.  

Будем сшитать што‖ (  ‖     и пусть  

        ( (  ,           (      ( (  ,                                  (      

В этом слушае    не может быть, ошевидно, никакой линейной комбиначией 

векторов    (          Обознашим шерез   подпространство, ѐвлѐящеесѐ линейной 

оболошкой, натѐнутой н векторы    (            - ортогональное дополнение к  . Как видно 

из(10),   (     .  Предположим также, што   ̅    (если      , то   (   
 

‖ ‖
 ).  Тогда   

единственным образом может быть представлен в виде       ,  где          ,    так 

што в    найдетсѐ единственный вектор    такой, што       (   , где (-       

Существование вектора (-      вытекает из (4) и (10) (снашала нашлось нетривиальное 
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решение            ) системы (4) такое, што удовлетворѐетсѐ (10). Ошевидно    (   есть 

проекчиѐ вектора     на   . 

Затем еще, што  ( (  ,       длѐ всех      возможно лишь в слушае, если (    )     

хотѐ бы длѐ одного     ,    ̅   . В самом деле, пусть (    )    и ( (  ,       длѐ всех    

      т.е. пусть  

(∑        

    

   )    (                              (     

(∑        
    

  )       

Умножив левые шасти равенств (11) соотвественного на         и сложив, полушим  

(∑        

    

   )   (∑        

    

 ∑        

    

) 

или 

‖∑        
    

‖

 

   ∑   (    
    

    ‖ ‖   ∑   (    )  
    

  ‖ ‖  

откуда  

‖∑        
    

‖

 

  ∑   (    )   
    

 

што невозможно, так как             не все равны нуля, ,    ̅    (    )    (       

и в этом слушае  ‖∑         
‖

 
   не может быть.  

Таким образом, в линейном многообразии  (     )    (       если найдетсѐ, то 

единственный вектор  (   , удовлетворѐящий условиѐм (3), (4). 

Как было сказано выше, если на каком-то линейном многообразии  (     )  

  (    
    окажетсѐ    , то тошно  (   оптимальна. Таких линейных многообразий в 

нашем слушае конешное шисло, поэтому, если прочесс бесконешен, мы можем сшитать, што 

           . Из   лябой тошки   (   за конешно шисло шагов можно попасть в тошку 

 (     такуя, што направление движениѐ из нее будет удовлетворѐть условия  

(   (    )     ‖ (    ‖                              (    

Рассмотрим предельнуя тошку    последовательности { (  }  и пусть { (   }  – 

сходѐщаѐсѐ к ней подпоследовательность, а соответствуящие  (     удовлетворѐят 

условия (12), т.е. шаг каждый раз определѐетсѐ из (6). Ясно, што      принадлежит граниче 

 (   области   . Так как область    предполагаетсѐ огранишенной и замкнутой, то 

монотонно возрастаящаѐ последовательность   { ( (    } имеет конешный предел. Отсяда 

следуят, што             

В самом деле, допустим противное                Пусть  

   { |     ( 
    }        (    

    ( 
                  ̅                                            (    
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В силу непрерывности функчий   (   найдетсѐ окрестность  (    тошки    такаѐ, 

што длѐ всех    (      будет выполнѐтьсѐ      (              . Так как  (      , то 

найдетсѐ номер K такой, што нашинаѐ с      будет  (      (      .  

Так как    
   , то в определении шага из тошки  (    будут ушаствовать все 

уклонениѐ (14), так што длѐ как угодно больших    будем иметь  

   
       

 

  

(    
(      )

             (          

Отсяда следует, што  ( (      может быть сделано как угодно большим длѐ 

достатошно больших   , так как  

 ( (     (   (   )  (   (           
     )  (   (           

       )  (   (      

      (   (     )          (   (   )         ) при    . Однако это противорешит 

огранишенности области  .  

Докажем теперь, што    - оптимальнаѐ тошка. Согласно предыдущему в тошках под 

последовательности   (       соответствуящие    
 уменьшаятсѐ, если  (     . 

Покажем, што в тошке       будет     .  

 В самом деле, пусть  

 ̃  { |  ( 
    }                           (    

  ( 
         (  ̅  ̃    

   
   ̃ 

  (             
 

 
      (  {     }       

тогда длѐ всех тошек некоторой  окрестности   (       при достатошно большом     

будет  

  ( (   )       ̅  ̃       

так што при достатошно больших    в определении направлениѐ  (    могут 

ушаствовать лишь функчии (15), и уменьшатьсѐ    
 может лишь, если   (     . Однако 

это уже говорит об оптимальности тошки    .  

Пусть теперь   (       . Тогда либо тошка оптимальна, если выбираѐ шаг из 

(7), нам не удастсѐ сойти со всех гранишных плоскостей и при этом в конче кончов 

окажетсѐ (       (в противном слушае (       ), либо должно найтись хоть одно 

  (     , до которого можно сделать положительный шаг в направлении  , и мы 

сможем сойти со всех гранишных пломкостей, попадаѐ в некоторуя тошку   (  , шаг из 

которой определѐетсѐ уже по формуле (6). Допустим, што такой прочесс продолжаетсѐ 

бесконешно, и пусть     - предельнаѐ тошка последовательности {    }   а {   }  – 

сходѐщаѐсѐ к ней под последовательность ( (      ̅(      ̅(  )  Покажем, што и этом 

слушае           , а тошка    оптимальна.  

Ясно, што опѐть     (  . Допустим, што              , так што найдетсѐ   

такое, што длѐ всех     будет      и все     будут принадлежать множеству   (     , 

где   (    – некотораѐ окрестность тошки     радиуса       – как угодно малое 

положительное шисло. 

Из тошки       (     (      в направлении (    сделаем шаг t, определѐемый 

из (7) (предполагаетсѐ, што )  ‖   ‖   ).  

Так как по крайней мере длѐ одного       будет ( (      )      то мы отойдем хотѐ 

бы от одной плоскости   (    ,(      ). Обознашим  (    
(  )     (       Пусть   - 

наименьшее положительное среди шисел   (      ). Так как множество    конешное, то    
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– конешное шисло. Обознашим  ̃   (      ̃(     Тогда в тошке  ̃  будет независимо от   длѐ 
       

             ( ̃     ( (   )   ̃(    
(   )   ̃(    

(   )   ̃   
 

       ‖  ‖
    

 

 ‖  ‖
   ;                  

(16) 

длѐ   ̅    

                    ( ̃     ( (   )   ̃(    
(   )     

    
 
  ( (   )   ̃(    

(   )

    
    

 
  ( (   )   ̃|(    

(   )|     
    

 
  ( (   )   ̃‖  ‖

    
    

 
  ( (   )  

 

 
   
    

 
  ( (   )  

 

 
                            (    

Если  ̃  ̅   (      то мы полушим тошку  (    . Если же  ̃    (  , то, обознашив 

     {
 

 
 

 

 ‖  ‖
  }, мы вновь избавлѐемсѐ от гранишных плоскостей, попадаѐ в тошку  ̃    

длѐ которой уклонениѐ будут удовлетворѐть условиѐм (16), (17), но вместо   надо 

поставить  , а множество    заменить множеством  ̃ 
  .  шерез конешно шисло шагов мы 

попадем в некоторуя тошку  ̅(    такуя, што она уклонена от всех гранишных плоскостей не 

менее, шем на некоторое конешное шисло   , зависѐщее лишь от   и системы (2)и не 

зависѐщее от  , после шего попадаем в тошку  (     . Будем иметь (см.(6)) 

   (      (   ̅(    
 

‖ ‖
   )  (   ̅(     ‖ ‖)        { 

  ( (  )

   
 

‖ ‖

  }  (   ̅(   )  ‖ ‖  

  

‖  ‖
  

все последуящие тошки   последовательности { (   }  будут принадлежать 

полупространству (     (   (     )  ‖ ‖  
  

‖  ‖
, т.е. будем уметь длѐ как угодно большого 

  

(   (       (   (      ‖ ‖  
  

‖  ‖
 

или 

‖ ‖‖ (         (   ‖  ‖ ‖  
  

‖  ‖
 

или  

‖ (         (   ‖  
  

‖  ‖
 

Одноко в таком слушае тошка    не ѐвлѐтсѐ предльной. Отсяда следует, што 

            и в этом слушае. Из ввышеприведенных рассуждений видим, што тошка  

  оптимальна, так как допустим противное, опѐть полушим, што    не может быть 

предельной тошкой. 

Так как всех возможных сошетаний векторов     конешное шисло, то на практике 

можно сшитать, што (       , как только (      , и освобождатьсѐ от гранишних 

плоскостей, если (      . Поэтому нет необходимости нормировать направление. 

 Приведенный алгоритм легко переноситьсѐ на задаши отысканиѐ 

шебышевской тошки системы линейных уравнений  

  (   (    )       (    {     }    

отысканиѐ шебышевской тошки системы линейных неравенств  

  (   (    )       (    {     }  

или тошки   (  
      

  , длѐ которой достигаетсѐ 
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приближенного решениѐ задаши линейного программированиѐ с непрерывно заданными 

огранишений на коэффичиенты. 

Заметим наконеч, што в силу того, што система неравенств(4) относительно      

всегда совместна, то длѐ решениѐ этой системы могут быть применены релаксачионные 

алгоритмы. 
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