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УДК 519 
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Для исследование основных параметров процесса диффузии загрязших аэрозольных ча-
стиц и углекислых  газов в  приземном  слое атмосферы проведены численные расчеты с 
помощью полученных аналитических решение одномерных и двухмерных задач при раз-
личных значениях коэффициента диффузии, масса выбросов из многовенных точечных 
источников. Из анализа проведенных численных расчетов установлены, что процесс диф-
фузии аэрозольных частиц и токсичных газов вокруг источника со временем будет расти, 
и она подчиняется корень квадратному  закону  по времени. Максимальная концентрация 

max
 загрязняющего вещества всегда наблюдается в точке выброса и убывает со временем 

по закону 1 / t  и численними расчетами установлены, что при росте коэффициента диф-
фузии граница области распространения вредных загрязняющих веществ в атмосфере рас-
тет со временем. Когда из промышленных объектов производства выбрасывается  газооб-
разных загрязняющих веществ и скорости ветра равно нулю процесс распространения су-
щественно зависит от физико-химических свойств и их плотности. 
Ключевые слова: математическая модель, аналитическое решение, процесс диффузия 
вредных веществ, численный алгоритм. 

Цитирование: Равшанов Н., Назаров Ш., Расульмухаммедов А. Исследование основных 
параметров процессе диффузии вредных веществ в атмосфере // Проблемы вычислитель-
ной и прикладной математики. – 2022. – № 2/1(40). – С. 174-191. 

1 Введение 

Интенсивный рост хозяйственной деятельности человека, при игнорировании возможно-
стей природы и закономерностей ее развития привела к необходимости решения одной из ак-
туальных проблем мирового масштаба. Эта проблема связанна с задачами защиты и охраны 
окружающей среды, запасов водных ресурсов и подземных недр от техногенных факторов и 
отрицательного антропогенного воздействия, которые, в первую очередь,  прямо влияют на 
экологическое состояние приземного слоя атмосферы и качество атмосферного воздуха. Надо 
отметить, что осаждение вредных и мелкодисперсных аэрозольных частиц и примесей на под-
стилающую поверхность влечет загрязнение водоемов, почвы и т.д. Подобное нарушение эко-
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логического баланса становится причиной массы проблем – рост онкологических, аллергиче-
ских, астматических и других заболеваний среди населения, ухудшение плодородности сель-
скохозяйственных угодий, состояния флоры и фауны.  

Мониторинг, прогнозирование и анализ распространения примесей в атмосфере являются 
одними из наиболее актуальных задач в проблеме охраны окружающей среды. Решение этих 
задач связано с учетом многих факторов, влияющих на процесс переноса и диффузия загряз-
няющих веществ и примесей в атмосфере. К ним относятся метеорологические условия, тип и 
мощность источников выброса, физических, механических и химических свойства аэрозоль-
ных примесей, орография местности, стратификация воздушной массы атмосферы и т.д. 

Существует множество наземных источников загрязнения такого рода, в том числе при-
родные и искусственные породные отвалы, промышленные площадки, осушенные части во-
доемов (например, Аральское море), солончаки и пустынные области, транспортные системы, 
теплоэлектростанций, химзаводы, горнодобывающие, нефти и газодобывающие  объекты и 
т.д. 

Экологическое состояние приземного слоя атмосферы значительно влияет на живую при-
роду нашей планеты. Вредные выбросы в атмосферу негативно сказываются на качестве воз-
духа, который мы непосредственно вдыхаем с помощью дыхательной системы. Последующее 
осаждение вредных частиц и примесей на подстилающую поверхность влечет загрязнение во-
доемов и почвы. Подобное нарушение экологического баланса становится причиной массы 
проблем, включая ухудшение плодородности сельскохозяйственных угодий, состояния флоры 
и фауны, а также здоровья населения и решение этих задач  является актуальной проблемой в 
мировом масштабе. 

Обзорный анализ источников [1–5] показал, что вопросы моделирования распространения 
загрязняющих веществ в атмосфере достаточно подробно рассмотрено. 

В работе [6] представлена численная модель для анализа мезомасштабного распределения 
примесей в горах, предгорьях и степной зоне (на примере Кабардино-Балкарской Республики). 
Применены подробные уравнения гидротермодинамики, переноса газовой примеси, уравне-
ния конденсации и коагуляции, учтено сухое осаждение и вымывание аэрозолей. 

Работа [7] посвящена проблемам использования моделей оценки и прогноза загрязнения 
приземного слоя атмосферы промышленными выбросами. Рассматриваются модели оценки 
загрязнения атмосферы, используемые в задачах экологической экспертизы. 

Статья [8] посвящена математическому моделированию процессов распространения при-
меси в воздушной среде в прибрежных районах. Предложена новая математическая модель 
аэродинамических процессов, учитывающая многообразие факторов прибрежных зон: повы-
шенную влажность воздуха, изменчивость атмосферного давления и температуры и др. Разра-
ботаны алгоритмы исследования этих моделей, реализованные в виде комплекса программ. 

В работе [9] предлагается Байесовский метод для оценки местоположения и относитель-
ного вклада источников загрязнения путем включения как физических знаний гидродинамики, 
так и данных наблюдений. В предлагаемом методе используется гибкий подход к статистиче-
скому использованию крупномасштабных данных из модели численного прогноза погоды при 
интеграции динамики физических процессов в модель. Этот метод иллюстрируется реальным 
набором данных о ветре. 

В работе [10] разработаны математические модели и численные алгоритмы и их программ-
ное обеспечение для прогнозирования и мониторинга движения многокомпонентной воздуш-
ной среды и транспорта загрязняющих веществ в атмосфере, а также решена задача движения 
многокомпонентной воздушной среды в атмосфере с учетом парообразования и конденсации. 

Диссертационная работа [11] посвящена построению и численному исследованию матема-
тических моделей нестационарного переноса загрязняющих примесей в турбулентной атмо-
сфере. Для параметризованного уравнения переноса загрязняющих примесей в атмосфере по-
строены две качественные расчетно-аналитические модели оценки концентрации примесей, 
первая на основе фундаментальной системы решений однородного дифференциального урав-
нения второго порядка с постоянными коэффициентами; Вторая – на основе представления 
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искомого решения интегральным уравнением Вольтера второго рода и метода последователь-
ных приближений. На основе численного метода покоординатного расщепления трехмерного 
параметризованного уравнения переноса и итерационно-рекурсивных методов и алгоритмов, 
разработанных первоначально для одномерной задачи, выполнено построение вычислитель-
ных алгоритмов для решения пространственной задачи переноса. 

В другой диссертации [12] рассматривается три основных вклада в отношении монито-
ринга и оценки загрязнения воздуха: обзор методов оценки качества воздуха, исследование 
влияния пространственной и временной изменчивости загрязнения воздуха на точность мето-
дов интерполяции, а также как метода оптимизации сети, мониторинга качества воздуха. 

В статье [13] для изучения рассеивания загрязнителей воздуха под воздействием город-
ского теплоснабжения приведена двумерная математическая модель, где учитываются мезо-
масштабные ветра рассматриваемого региона и погашения загрязняющих веществ, в процессе 
влажного и сухого осаждения. Авторами для численного интегрирования задачи использо-
ваны конечно-разностные схемы Кранка-Николсона с учетом зависимости метеорологических 
параметров, участвующих в скоростях ветра и профилях вихревой диффузии. Как утверждают 
авторы, мезомасштабный ветер, создаваемый в рассматриваемом регионе, помогает загрязни-
телям циркулировать и двигаться вверх, что делает проблему загрязнения воздуха более серь-
езной. На основе анализа полученных численных расчётов сделан вывод о том, что уровень 
концентрации загрязняющих веществ усиливается под воздействием выше указанного фак-
тора. 

Авторами работ [14] рассматриваются задачи с элементами математического моделирова-
ния природных и экологических процессов на основе программного пакета Maxima, который 
является свободно распространяемым программным обеспечением. Он охватывает широкий 
спектр методов символьной и вычислительной математики: решение систем линейных и не-
линейных алгебраических, трансцендентных и дифференциальных уравнений, интегрирова-
ние и дифференцирование, задачи  векторной алгебры и теории матриц, исследование свойств 
функций, построение графиков. 

В статье [15] для проведения комплексного исследования, мониторинга, прогнозирования 
и принятие управленческого решения по защите пограничного слоя атмосферы, подстилаю-
щей подвижности земли, почвы-грунта и подземных вод, разработана математическая модель 
описывающая процесс распространения активных аэрозольных частиц. Эти частицы выбра-
сываются из объектов производства, где учитывается погодные климатические факторы, ско-
рости прямой и обратной реакции и скорость реакции распада смеси под действием химиче-
ской реакции. Так как поставленная задача описывается многомерной системой дифференци-
альных равнений в частных производных, для численного интегрирования разработан конеч-
норазностный численный алгоритм высокого порядка точности по пространственным пере-
менным и по времени. 

В работе [16] рассматривается численное моделирование процесс переноса и диффузии 
загрязнителей воздуха в пограничном слое атмосферы. Разработана математическая модель 
распространения промышленных выбросов в атмосфере с учетом скорости перемещения мел-
кодисперсных субстанций и ряд других факторов, влияющих на изменение концентрации 
вредных веществ в атмосфере. 

Авторам работ [17] проведены численные расчеты для исследования процесса эрозии 
почвы в зависимости от скоростей воздушной массы атмосферы, размера и плотности частиц, 
а также сил действующих на них. 

В  работе [18] разработана модель, численный алгоритм и программное средство для про-
гнозирования процесса  переноса  и  диффузии  загрязнителей  воздуха  в пограничном слое 
атмосферы. 

Исходя из выше сказанных, для проведения комплексного исследования процесса распро-
странения аэрозольных частиц и его концентрации в приземном слое атмосферы необходимо 
проводить статистическую обработку погодных климатических данных. А также определить 
основные параметры и существенные факторы и их диапазоны изменения, которые влияет на 
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процесс переноса и диффузии загрязняющих веществ. Учитывая сказанной выше в работе про-
водиться исследование по определению основных параметров, которые существенно воздей-
ствуют на процесс диффузии загрязняющих веществ. 

2 Постановка задачи. Одномерная задача - процесс диффузии вредных ве-
ществ в атмосфере 

Для анализа и исследования основных параметров математической модели процесса рас-
пространения вредных аэрозольных частиц в приземном слое атмосферы, рассмотрим одно-
мерную задачу, которая описывает одномерным уравнением диффузии 

2

2
t x

 


 


                 
(1) 

с начальными и граничными условиями вида 

(x,0) (x)M  ;      (2) 

 , 0x t   при x              (3) 

Где  ,x t - концентрация загрзняюших веществ выброшенных и источника, M – масса 

многовенно выброшеннқх загрзняюших веществ; (x)  - функция Дирака,  -коэффициент 
диффузии, t- время.  

Здесь распределение концентрации вредных веществ  ,x t , определяемое уравнением 

(1) и с краевыми условиями (2), (3), будет меняться со временим t и координате по x. Надо 
отметить, что концентрация в окрестности точки выброса будет уменьшаться, а за ее преде-
лами – увеличиваться за счет диффузия вредных веществ в атмосфере. Из постоновки задачи 
и второго закона Фикка следует также, что функция ( , )x t  должна быть выпуклой в некото-
рой окрестности точки x=0 и вогнутой – за ее пределами, то есть функция должна иметь вид 
Гауссовой функции. Учитывая симметрию функции  (x, t) относительно точки x=0 будем ис-
кать решение уравнения (1) в виде функции Гаусса 

2

2
2(x, t) .

2

x
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(4) 

Здесь  t –дисперсия распределения (x, t) ,   – эмперический коэффициент. 

Подставляя выражение (4) в уравнение (1) получим следуюшее: 
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(5) 

Теперь для преобразования правой части уравнения (1), определим сначала   первую про-
изводную от концентрации по координате от есть: 

2 2
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178  Равшанов Н., Назаров Ш., Расулмухаммедов А. 

 

Далее дифференцируя уравнение (6) по х повторно, получим: 

2 22

2 2
2 22

2 2 2

2

2 2 23 3
1

2 2

x xx
x x

x e e e
x

 


  

  

 
    



                      

(7) 

Подставляя полученные производные (5), (7) в уравнение (1), получим дифференциальное 
уравнение для дисперсии  t  

2

2
d

dt



     

 

решением, которого в предположении нулевой начальной дисперсии концентрации явля-
ется линейная зависимость пространственной дисперсии от времени: 

2(t) 2 t        (9) 

С учетом (9) решение (4) перепишется в виде 

2

4(x, t) .
2

x

te
t









               

(10) 

Учитывая, что для нормированной гауссовой функции f (x) имеет место равенство 

(x) dx 1f




 , выразим общую массу выброса в форме 

(x, t)М S dx S 




   
     

(11) 

С учетом (11) решение (10) окончательно примет вид 

2

4(x, t)
2

x

tМ
e

S t







     

(12) 

Как видно из (12) максимальная концентрация 
max

  загрязняющего вещества всегда 

наблюдается в точке выброса x=0 и убывает со временем по закону 
max

1 / t  Гауссова 

функция (4) является выпуклой при x   и вогнутой при  x    (рис.1). Следовательно, 

концентрация загрязняющего вещества в некоторый момент времени t будет убывать в окрест-

ности точки выброса  x   или на пространственном интервале 2  x t , а при 

2  x t , концентрация со временем будет возрастать. Так как более 99% площади под кри-

вой гауссова распределения приходится на интервал 3  x   почти вся масса  загрязняющего 

вещества, будет находиться в пределах области 3 2  x t . 

Таким образом, величины  3 , 3 (3 3 2 )t      можно принять за границы области 
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распространения загрязнения. Из кривых рис.1,2 видно, что процесс диффузия вредных ве-

ществ вокруг источника со временем будет расти, и она подчиняется закону t .  
Полученное решение (12) одномерного уравнения диффузии для точечного источника с 

массой выброса М=1 в неподвижной среде реализовано с помощью программное средства на 
языке Maxima. Распределения концентрация вредных веществ (x, t) в различные моменты 
времени для коэффициента диффузии 1   и для различных коэффициентов диффузии при 
t=1,  рассчитанные по формуле (12), приведены на рис.1 и рис.2. 

 
Рис. 1. Изменение концентрации аэрозольных частиц  в приземном слое атмосферы. 

 

 
Рис. 2. Распределение (x, t)  в атмосфере при  m=1; 1   . 

 
Рис. 3. Распределение (x, t)  в атмосфере  при М = 4; 5  . 

Численные расчеты проведены различных мощностей выброса загрязняющих веществ в 
атмосфере (рис.3, 4, 5). Анализ результатов расчетов показали, что с ростом мощностей источ-
ников загрязнения растет концентрация выброса вокруг источника. Поля распределения кон-
центрации загрязняющих веществ изменяется со временем только за счет коэффициента диф-
фузии, как видно из кривых рисунков. 



180  Равшанов Н., Назаров Ш., Расулмухаммедов А. 

 

 
Рис. 4. Распределение (x, t) ) в атмосфере  при:  М=10; 10  . 

 
Рис. 5. Распределение (x, t) ) в атмосфере  при:  М=50; 10  . 

 
Рис.6. Распределение (x, t) ) в атмосфере  при:  М=1; 8   
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Рис.7. Распределение (x, t)  в атмосфере при различных значениях коэффициента  

диффузии. 

Из анализ численных расчетов и кривых рис. 7 следует, что при уменьшение значения ко-
эффициента диффузии происходить накопление загрязняющий веществ  вокруг источника. 

 
Рис. 8. Распределение (x, t)  для различных значений коэффициента диффузии, при t=0,5. 

Анализ проведенных численных расчетов рис. 7, 8 показали, что когда скорость воздушной 
массы атмосферы в рассматриваемом регионе близко к нулю, процесс распространения аэро-
зольных частиц в атмосфере происходит за счет диффузия их в атмосфере. С ростом коэффи-
циента диффузии область распространения вредных загрязняющих веществ в атмосфере рас-
тет со временем, а коэффициент диффузия зависит в основном от плотности и температуры 
окружающей среды. При выбросе из промышленных объектов производства газообразных за-
грязняющих веществ, когда скорости ветра равно нулю процесс распространения существенно 
зависит от физико-химических свойств и плотности. 

3 Двухмерная задача - процесс диффузии аэрозольных частиц в атмосфере 

Рассмотрим двухмерную задачу, т.е. процесс диффузии загрязняющей вредных веществ в 
приземном слое атмосферы от источника выброса, когда скорость воздушного патока массы 
атмосферы равно нулю. (Ux=Uy=0) и пусть мгновенный выброс массы М загрязняющей вред-
ных веществ расположено в точке с координатами х=y=0,  в щели между двумя плоскостями 
высотой Lz, а масс выброса первоначально распределена равномерно по z так, что начальная 
концентрация может быть записана в виде 
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(x, y, t) (x) (y) при t=0М              (13) 

Тогда математическая модель процесс диффузии загрязняющей вещество описывается с 
помощью уравнения 

2 2

2 2x y
t x y

  
 

  
 

        
(14) 

где вдали от источника концентрация убывает до нуля, т.е. приняты условия 

(x, y, t) 0 при t=0   и будем считать, что процесс диффузию анизотропной, т.е. Dx  Dy. 
Как нам известно, уравнению диффузия (14) в направлениях х и y зависит только от соот-

ветствующих распределений по х и y и исходя из этого решение (14) может быть представлено 
как произведение двух несвязанных решений, описывающих распределение по одной из ко-
ординат х или y то есть: 

1 2
(x, y, t) (x, t) (y, t)        (15) 

Подставляя (15) в уравнение  (14) получим: 

2 2
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Группируя схожих членов уравнение (16) и окончательно получим: 
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.         (17) 

Отличительное от тривиального ( 1=  2=0) решение (17) может быть получено, если при-
равнять к нулю выражения в скобках. В этом случай для  1( , )х t получим: 
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1 1

2x
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.           (18) 

Согласно (10) решение (18) запишем в виде: 
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(x, t) exp
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(19) 

Аналогичное выражение для 2 , получается из равенства нулю второй  скобки (17) и 

общее решение (15) можно записать в следующем виде: 

2 2

1 2

1 1 2
(x, y, t) (x, t) (y, t) exp ,

4 44 x yx y
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(20) 

где 
1

  
2

   эмпирические константы. 

Из условия 
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(x, y, t) dxdy
y x

М 
 

 

  
     

(21) 

получим, что 
1


2

 = М. 

С учетом сказанной выше окончательное решение поставленной двухмерной задачи можно 
записать в виде: 

2 2

x (x, y, t) e p
4 44

x yz x y

М x y

t tL t   



  

 
 
 

        

(22) 

На основе полученное аналитическое решение (22) двумерного уравнения задачи диффу-
зии загрязняющей веществ в атмосфере для случаи  точечного источника с массой выброса  в 
неподвижной среде реализовано  программе на языке Maxima. 

На рис.9-23 приведены результаты численных расчетов изменения концентрация загрязня-
ющих веществ  вокруг источника выброса в зависимости от основных параметров математи-
ческой модели процесса в одномерной и двухмерной постановке. Здесь надо подчеркивать, 
что  распространения  загрязняющих веществ происходить только за счет процесс диффузия 
их вокруг источника, численные расчеты проведены при различных значениях параметров: М, 

,
x

 y
 , 

1
,

2
 и .

z
L  

 
Рис. 9. Распределение концентрации загрязняющих веществ в различные моменты времени 

при М=1, Lz=2,  1
х

  . 

 
Рис. 10. Распределения (x,0, t)  в различные моменты времени для М=50, Lz=5,  10

х
  . 
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Как видно из проведенных численных расчетов (рис.9, 10) концентрация загрязняющих 
веществ в атмосфере со временем плавно уменьшается источниках выброса  в зависимости от 
коэффициента диффузии. Область покрытия концентрации загрязняющих веществ расширя-
ется со временем в зависимости от мощности источника (рис.10). 

 
Рис. 11. Распределения (x,0, t)  в различные моменты времени для М=1, Lz=1.5 , 0.8

х
   

 
Рис. 12. Распределения (x,0, t)  в различные моменты времени для М=0.9, Lz=0.5, 2

х
  . 

 
Рис. 13. Распределения (x,0, t) в различные моменты времени для 5, 2, 7z xM L    . 
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Рис. 14. Распределения (0, , t)y в различные моменты времени M=1, Lz=2, µy=0.2. 

 
Рис. 15. Распределения (0, , t)y в различные моменты времени M=50, Lz=5, µy =10. 

 
Рис. 16. Распределения концентраций загрязняющих веществ в атмосфере в различные мо-

менты времени при (0, , t)y ,M=1, Lz=1.5,  µy =1.8. 
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Рис. 17. Распределения концентраций загрязняющих веществ в атмосфере в различные мо-

менты времени при (0, , t),y M=0.9, Lz=0.5, µy =3.5. 

 
Рис. 18. Распределения концентраций загрязняющих веществ в атмосфере в различные мо-

менты времени при (0, , t),y M=5, Lz=2, µy=4. 

 
Рис. 19. Распределения концентраций загрязняющих веществ в атмосфере в различные мо-

менты времени при: (0, , t),y M=0.7, Lz=1, µy=0,3. 
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Рис. 20. Распределения концентрация загрязняющий веществ в атмосфере (0, , t)y в различ-

ные моменты времени при: M=1, Lz=2, 6z  . 

 
Рис. 21. Распределения концентраций загрязняющих веществ в атмосфере (0, , t)y в различ-

ные моменты времени  при M=1, Lz=3, 0,4z  . 

 
Рис. 22. Изолинии распределения концентраций загрязняющих веществ в атмосфере ( , , t)x y  

при t=2,4. 
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Рис. 23. Изолинии распределения концентраций загрязняющих веществ в атмосфере ( , , t)x y

при t=4,6. 

 
Рис. 24. Изолинии распределения концентраций загрязняющих веществ в атмосфере ( , , t)x y

при t=5. 

Изолинии распределения (x, y, t)  при различных значениях по времени  t (рис.22-24). 
Из анализа численных расчетов видно, что загрязнения диффундирует в направлении x 
дальше, чем в направлении y и это в основном связанно со значениями коэффициента диф-
фузия по направление оси ОХ и ОУ. Надо отметить, что распространения аэрозольных ча-
стиц и токсичных газов выброшенных из объектов производства происходит, за счет диффу-
зии, когда наблюдается штиль и устойчивая стратификация или при нейтральной стратифи-
кации атмосферы, который характеризуется числом Ричардсона (R).  

Анонсируя результатов проведенных численных расчетом можно прийти к выводу, что 
когда скорость воздушной массы атмосферы по осям ОХ и ОУ приравниваются к нулю, рас-
пространение аэрозольных частиц и токсичных газов в окружающей среде происходят за 
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счет процесса диффузии их в приземном слое атмосферы. В таких случаях область распро-

странения аэрозольных частиц и токсичных газов изменяется по закону t  и она суще-
ственно зависит от их размеров, массы и химических свойств, а также мощности источника 
выброса. 

4 Выводы 

Из проведенных численных расчетов видно, что процесс диффузии аэрозольных частиц и 

токсичных газов вокруг источника со временем будет расти, и она подчиняется  закону  t .  
Концентрация аэрозольных частиц и токсичных газов в некоторый момент времени t бу-

дет убывать в окрестности точки выброса  x   или на пространственном интервале 

2  
x y

x t  , а при 2  
x y

x t  , концентрация со временем будет возрастать. Макси-

мальная концентрация 
max

 загрязняющего вещества всегда наблюдается в точке выброса 

x=0 и убывает со временем по закону 
max

1 / t  .   

Вычислительном экспериментом установлены, что при росте коэффициента диффузии гра-
ница области распространения вредных загрязняющих веществ в атмосфере растет со време-
нем, а коэффициент диффузия зависит в основном от плотности и температуры окружающей 
среды. При выбросе из промышленных объектов производства газообразных загрязняющих 
веществ, когда скорости ветра равно нулю процесс распространения существенно зависит от 
физико-химических свойств и их плотности. 
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To study the main parameters of the process of diffusion of polluted aerosol particles and 

carbon dioxide in the surface layer of the atmosphere, numerical calculations were carried out 
using the obtained analytical solution of one-dimensional and two-dimensional problems for 
various values of the diffusion coefficient, the mass of emissions from multi-vein point 
sources. From the analysis of the numerical calculations carried out, it was established that the 
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process of diffusion of aerosol particles and toxic gases around the source will increase with 
time, and it obeys the square root law in time. The maximum concentration 

max
  of a pollutant 

is always observed at the point of release and decreases with time according to the law 1 / t  
and numerical calculations have established that with an increase in the diffusion coefficient, 
the boundary of the area of distribution of harmful pollutants in the atmosphere increases with 
time. When gaseous pollutants are emitted from industrial production facilities and the wind 
speed is zero, the propagation process depends significantly on the physical and chemical 
properties and their density. 
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