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В статье рассматривается численное моделирование процесс переноса и диф-
фузии загрязнителей воздуха в пограничном слое атмосферы. Разработанном ма-
тематическом модели мониторинга и прогнозирования распространения промыш-
ленных выбросов в атмосфере учитывается два существенных параметра - скорости
перемещения мелкодисперсных субстанции в атмосфере и орография местности рас -
сматриваемого региона. Модель описывается многомерными уравнениями в частных
производных с соответствующими начальными и граничными условиями. В работе
при выводе модели использовались основные законы гидротермодинамики. Чтобы
разработать численное алгоритм решение задачи, использовано методы расщепле-
ния по физическим процессам (перенос , диффузия и поглощение)
конечно-разностная схема второго порядка аппроксимации как по пространствен-
ных переменных, так и по времени.

а также неявно

Ключевые слова: математическая модель, перенос и диффузия вредных веществ,
физическое расщепления, численный алгоритм.
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Проблемы вычислительной и прикладной математики. 2021. - 1(31). - С. 57-75.

1 Введение
Загрязнение воздуха - от смога над городами до дыма внутри дома - представля-

ет серьезную угрозу для здоровья и климата. Комбинированное воздействие атмо-
сферного (уличного) и бытового загрязнения воздуха вызывает около 7 миллионов
преждевременных смертей каждый год, в основном в результате увеличения смертно-
сти от инсульта, болезней сердца, хронической обструктивной болезни легких, рака
легких и острых респираторных инфекций. Более 80 % людей, живущих в город-
ских районах, которые следят за загрязнением воздуха, подвергаются воздействию
уровней качества воздуха, которые превышают рекомендованный ВОЗ уровень 10
мг/мЗ, причем страны с низким и средним уровнем дохода страдают от самого вы-
сокого воздействия. Основными источниками загрязнения окружающей среды явля-
ются автомобили, производство электроэнергии, системы отопления зданий, сельское
хозяйство / сжигание отходов и промышленность. Кроме того, более 3 миллиардов



Равшанов Н., Шафиев Т.Р., Мурадов Ф.А.58

человек во всем мире используют загрязняющие технологии и топливо (включая био-
массу, уголь и керосин) для приготовления пищи, обогрева и освещения в домашних
условиях и вымывания загрязняющих веществ на открытом воздухе.

Загрязнение воздуха можно значительно снизить, расширив исследования над
«экологической проблемой» мирового масштаба и математическое моделирование
может претендовать на роль «решения» этих задач и принятия управленческих ре-
шении. Потому что, математическое моделирование, является эффективным инстру-
ментом для оценки и анализа качества воздуха и защита их от загрязняющих ве-
ществ. Из анализа проведенных многолетних наблюдений следует, что ни одна стра-
тегия сокращения выбросов и контроля не может быть экономически эффективной
без серьезного предварительного применения методов математического моделирова-
ния выше указанной задачи. За последние годы учёными разработаны математиче-
ские инструменты для исследования, прогнозирования и мониторинга экологическо-
го состояния промышленных регионов, которые основывается на математическую
модель, численного алгоритма и программного средства для проведения вычисли-
тельных экспериментов на ЭВМ и получены значительные теоретические и приклад-
ные результаты по выше указанной проблемой.

В частности, статье авторов [1] удалено внимания на задачу мониторинга и про-
гнозирования экологического состояния промышленных регионов и защиты окру-
жающей среды от техногенных факторов. Авторами разработана математическая
модель, учитывающий изменение погодно-климатических факторов, эрозию почвы
и параметры, связанные с ними. В статье проведены численные расчеты для иссле-
дования процесса эрозии почвы в зависимости от скоростей воздушной массы атмо-
сферы, размера PI ?;>B=>AB8 частиц, а также сил, действующих на них. Полученные
результаты показал, что основным триггером ветровой эрозии почвы является вих-
ревая подъемная сила, которая на порядок превышает касательное напряжение и
плотность атмосферы и растет по экспоненциальному закону в зависимости от из-
менения скорости воздушной массы атмосферы.

В работе [2] исследовано распространение и влияние вредных веществ от ав-
тозаправочных станций (АЗС) на близлежайшую застройку с учетом аэродинами-
ки потоков ветра. Авторы верно подчёркивают, что изучение данного процесса -
распространения вредных веществ в натурных условиях вызывает определенные
сложности. Авторами, на основании полученных ранее результатов теоретических
и экспериментальных исследований, выполнено численное моделирование распро-
странения загрязняющих веществ, выделяющихся от АЗС, и анализ их влияния на
близлежащую застройку с учетом обтекающих воздушных потоков. Полученные ре-
зультаты авторам позволила сделать оценку состояние окружающей среды в любой
точке и на любом расстоянии от АЗС и прогнозировать степень влияния загряз-
нения атмосферного воздуха на экологическую безопасность жилой застройки при
строительстве АЗС.

В статье [3] представлена трехмерная математическая модель переноса и диффу-
зии атмосферных примесей и результаты расчетов загрязнения окружающей среды
от твердотопливных ракетных двигателей в различные периоды года в регионе с
характерными для него метеорологическими параметрами. В численных экспери-
ментах варьировались шаг сетки по пространственным координатам, шаг сетки по
времени, некоторые параметры численной схемы.

В работе [4] приведены результаты экспериментальных исследований атмосфер-
ного загрязнения снежного покрова взвешенными веществами, ионными компонента-
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ми, полиароматическими углеводородами в зимнем сезоне 2016/17 гг. в окрестностях
Искитимского цементного завода. Проведено исследования на определения содер-
жание макро- микроэлементов, а также полиароматических углеводородов (ПАУ) в
пробах снежного покрова, отобранных в районе цементного завода; по полученным
данным оценено уровень техногенной нагрузки, создаваемой цементным заводом на
прилежащую территорию. Сделано сравнительный анализ измеренных и вычислен-
ная концентрация осадка, суммы растворённого кальция и нитратов в пробах снега.

В работе авторов [5] определены классы информационных задач, обеспечиваю-
щих оперативный контроль и ретроспективный анализ состояния атмосферы на тер-
риториях промышленных регионов. Определены подходы к построению программ-
ных систем в составе автоматизированных систем мониторинга. Приведено описание
алгоритмического обеспечения для анализа территориальной и временной изменчи-
вости состояния территорий на основе мер подобия и характеристик статистической
взаимосвязи параметров состояния. Представлены результаты вычислительных экс -
периментов с использованием предлагаемых подходов для анализа экологического
состояния территорий крупных городов Республики Азербайджана и Республики
Башкортостана.

В статье [6] спрогнозирован распространения загрязнителей за пределы санитарно
защитной зоны хвостохранилищ (хвостохранилище - комплекс специальных соору-
жений и оборудования, предназначенный для хранения или захоронения радиоак-
тивных, токсичных и других отвальных отходов обогащения полезных ископаемых)
предприятий. Авторы с помощью математических моделей Гаусса и градиентного
переноса проводили расчет рассеяния примесей в условиях развитого турбулентно-
го обмена. На основе вычислительного эксприментов осуществлен прогноз объемной
концентрации поллютантов в приземном слое атмосферного воздуха за счет дефля-
ционных процессов. В работе авторов [7] рассмотрены две одномерные математиче-
ские модели, работающие на основе функции экспоненциального вида и Гауссового
типа для процесса загрязнения эко сферы города Кызыла дымом ТЭЦ. Оценивание
неизвестных параметров модельных функций распределения концентрации загряз-
няющих веществ проводилось на базе экспериментальных данных по пробам снега.
С помощью метода статистического анализа для нелинейных модельных функций
получены результаты их идентификации по загрязняющему элементу «Ртуть» в че-
тырех направлениях (румбах) по азимуту от трубы ТЭЦ. Приведен алгоритм опреде-
ления доли вклада дыма ТЭЦ и других источников в общее загрязнение атмосферы
рассматриваемого региона.

В работе [8] предложены модели оценивания атмосферного загрязнения терри-
торий площадными источниками. На основе исследования авторов лежит различ-
ные асимптотики решений полуэмпирического уравнения турбулентной диффузии в
приземном и пограничном слоях атмосферы. Выполнен численный анализ результа-
тов мониторинговых исследований загрязнения снежного покрова рассматриваемого
региона. Полученные результаты численных экспериментов показали, что уровни
загрязнения на преобладающих направлениях сноса вредных примесей весьма зна-
чительны даже на расстояниях нескольких десятков километров от городских терри-
торий. Выявленные зависимости позволяют ограниченными средствами выполнить
интегральные оценки выносов рассматриваемых примесей от Новосибирска за дли-
тельный промежуток времени и оценить степень антропогенной нагрузки на окру-
жающие территории.
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В статье [9] приведены характеристики, причины возникновения и математиче-
ские методы моделирования динамики двуокиси углерода в биосфере и глобально-
го потепления. С помощью математической модели глобального цикла углерода в
биосфере получены прогнозы вероятных вариантов развития глобального потепле-
ния. Проанализированы планы и возможности уменьшения глобального потепления
при реализации Парижского климатического соглашения 2015 года. Показано, что
сокращение выбросов С02 в развивающихся странах не может проводиться без вы-
сокотехнологичного развития и уменьшения выбросов загрязнений в развивающихся
странах.

В работе [10] авторов исследовано экологическое состояния атмосферы городов,
находящихся вблизи акватории озера Байкал. По полученным результатам можно

что ветер в нижних слоях атмосферы является непосредственным пере-
носчиком загрязняющих примесей от малых и средних промышленных объектов.
Для оценок влияния различных метеорологических ситуаций на процессы перено-
са примесей па акваторию используется мезомасштабная модель динамики атмо-
сферы и переноса примесей, разработанный в институте вычислительной математи-
ки и математической геофизики Сибирского отделения Российской академии наук.
Представлены результаты численного моделирования локальных циркуляций ветра
в Байкальском регионе в летний период. Показана пространственная и временная
изменчивость ветрового потока и динамика распределения примесей в условиях мо-
дельного сценария.

Качественный обзор научных исследований посвящённых к математическом мо-
делированию экологического состояния атмосферы регионов показало, что во мно-
гих работах при моделирования исследуемого процесса не учитывается существенно
влияющие параметры, такие как физико-механические свойства рассматриваемых
частиц, изменяющий по времени коэффициент поглощения, скорость воздушного по-
тока, подъемная сила воздушного потока и орография местности рассматриваемого
региона. Исходя из этого, целью данного статьи является разработка математиче-
ского модели учитывающий вышеуказанных параметров.

сказать

2 Постановка задачи
Для исследования процесса переноса и диффузии аэрозольных частиц в атмосфе-

ре с учетом существенных параметров гц, гч , w4 составляющие скорости частиц по
направлениям х, у, z соответственно и орографии месности рассмотрим математиче-
скую модель, описывающую на основе закона гидромеханики с помощью многомер-
ного дифференциального уравнения в частных производных [11-13]:

d2h9 д2Нвдв дкв дкв дкв
+ ич— Ь v4— Ь гсч— Ь став = д д дкв

+ 3Q , (1)дх2 ду2dt дх ду dz dz

du4 u f \CfTvr2 pB ( u4 (2)m
dt

dv4 uf -cf 7vr2 pB ( v4 (3)m
dt

dw4 4

^r3 { p4 Рв )д ~ kfpBnrw4 + Fn ; (4)m
dt

с соответствующими начальными

#(x , у, 2, 0) = 0°(x, у, z\ гц(0) v4 ( 0 ) = и® , гсч (0) = w® ,при t = 0; (5)Ч’
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и граничными условиями

дкв дкв (6)th - в) ; &(вв - в ) ;~fi И'дх дх х=Ьхх=0

дкв дкв
ih ( 9В - в) ; th (вв - в ) : (Гду ду

У=ЬуУ=о

дкв двН
th ( /Зв - Го) ; th ( вв - в) ; (8)—К К

дz dz z=Hz=О

Здесь U = л/и2 + v2+ гг2; t
пространяющегося вещества; /i-параметр для определения рельефа местности; а -
коэффициент поглощения вредных веществ в атмосфере; /х- коэффициент диффу-
зии; х - коэффициент турбулентности; 6- функция Дирака; Q- мощность источни-
ков; в0- первичная концентрация вредных веществ в атмосфере; т- масса частицы;
Cf - коэффициент лобового сопротивления частиц; г- радиус частицы; рв- плотность
воздуха; рч - плотность частиц; g - ускорения свободного падания; kf - коэффициент
формы тела для силы сопротивления; дв-вязкость воздуха; Fn - подъемная сила воз-
душного потока; /3- коэффициент взаимодействия с подстилающей поверхности; FQ
- количество аэрозольных частиц оторвавшихся от шероховатости земной поверхно-
сти; £ - коэффициент для проведения граничного условия к размерному виду; 6В -
концентрация взвешенных веществ в соседних областях решаемых задач.

Параметр для определения рельефа местности определяется при помощи соотно-
[14Д5]:

координаты; в - концентрация рас -время; х, у , z-

шении
Д, если слой находиться под землой;
1, Если слой находится в атмосфере;

слой находиться
под орографические поверхности.

h < (г/ - ^_>.5)/ ;- A;8

Здесь г] высота возвышенности над плоскостью, параллельной уровню моря, а
Zk+0,5 — %k-од - Для каждого слоя вводится множитель h (0 h 1)

ляющий степень блокирования воздушного потока.
Так как, поставленная задача (1)-(8) описывается многомерным нелинейным диф

опреде-

ференциальным уравнением в частных производных с соответствующими началь-
ными и краевыми условиями, то найти ее точное решение в аналитической форме
затруднительно.

При этом, можно видит, что в уравнения (1) описывается три физических про-
цесса - перенос субстанции по направлению движения воздушной массы атмосферы,
молекулярная диффузия субстанции в атмосфере и поглощения вредных веществ в
атмосфере.

Учитывая вышеуказанных обстоятельств, для решения задачи используем метод
расщепления по физическим процессам на каждом временном слое. Поэтому для
эффективного решения поставленной задачи расщепим её по физическим процессами
- на конвекционную часть, диффузионную часть и часть поглощения субстанции в
атмосфере.

Метод расщепления по физическим процессам базируется на аппроксимации вы-
соко порядка [16], обосновании аддитивность процессов для достаточно малых шагов
по времени [17] и доказательстве суммарной аппроксимацией исходного уравнения



Равшанов Н., Шафиев Т.Р., Мурадов Ф.А.62

вследствие расщепления. Общая теория расщепления полно изложено в [18] , а осо-
бенности расщепления для задачи конвекции в прямоугольных областях и паралле-
лепипедах в [19-21].

Для численного решения поставленной задачи (1)-(9) будем считать, что иско-
это гладкая функция во всем пространстве. Используя аддитивностьмое решение

принципиально различных физических процессов переноса и диффузии масс в ат-
мосфере в малом интервале времени tn ^ t ^ £п+ъ мы рассмотрим их как отдельные
задачи. Процесс переноса субстанции с ее сохранением вдоль траектории будем рас -
сматривать как задачу А:

dhO дНв dh6 dh91 11- + ич -+ v4 (9)JQ;+ w4dt дх ду dz
du4 uf ;Cf 7ir2 pB ( u4 (10)m
dt
dv4 U ) 2 ;Cfirr2 pB ( v4 (11)m
dt

dw4 4
-тдАРч - Рв )д ~ kfpBnrw4 + Fn ; (12)m

dt
с соответствующими начальными

0°i = oi, U 4 ( tri ) ) Уч Уч ( tn ) •> У З ч УЗч^гь )') t t n , (13)

и граничными условиями

dh6 dh61i (14)Z.h { eB - 61) ; t h ( 6B - e i ) ;~P Pdx dx x=Lxx=0

dhOi dh6ii h { e B - 6i ) ; t h (6B - e i ) ; (15)~P Pdy dy
У—У уУ=0

dh9i dh,9iShm- F0 ) ; £h (0B - 61) . (16)— x x
dz dzz=0 z=H

Процесс диффузии субстанции в атмосфере рассмотрим, как задачу Б:

d2h9 2 d2h6o
- +

dhd-2 d dli62 1 (IT)+ — SQ ;= P Xdx2 dy2dt dz dz 3

с начальным
= «Г1; (18)

и граничными условиями

dhe2 dhO-2£h ( 9B - 62 ) ; t h {6в - в2 ) ; (19)-p Pdx dx x=LX/
x=Q

dhPo dh62VAOв - в2 ) ; ( h { 9B - 9 2 ) ; (20)~P Pdy dyy=0 y=Lv
dhe2 dh92Shm- F0 ) ; £h ( 9B - 9 2 ) . (21)—к Кd z d zz=о z=H
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Процесс поглощения частиц в воздушной массе рассмотрим, как задачу В:

дкв—Ь сгНвз — —5Q; (22)at
с начальным

^0 QTI+1.3 2 5 (23)

и граничными условиями

дкв3 dhO,
£h (0В - 63) ; £h (0В - в3) ; (24)Удх дх х=Ьхх=0

dhe3 dhe3£h ( вв - 63) ; е/г (0В - 03) ; (25)/г 1'ду ду
У=0 У=ьу

dh03 днезеЛ (/̂ з - Г0) ; £Л (0в - 0з) . (26)—X Xdz dz z=H

Таким образом, после расщепления исходной задачи по физическим процессам
получили три подзадачи (9) - (16) , (17) - (21) и (22) - (26) которые можно решать
независимо друг от друга конечно-разностным методом.

z=0

3 Метод решения
Задачи (9) - (16) , (17) - (21) и (22) - (26) будем решать используя неявную конечно-

разностную схему по времени и со вторым порядком точности по координатам, за-
меняя непрерывную область изменения искомых переменных на сеточную с шагом
Ах; Ау; A z :

{ ( xi = гАх,
г = 1, -N*; 3 = 1, М

= jAy, zk = kAz , тп = п At ) ;
k = l , Lz . гг = 0, iVt , At — 1

ft %'xyzt

Vi Nt

Тогда, для задачи А, сначала вычислим скорости частиц гц, гч, гщиспользуя неяв-
ную схему:

n+i
cf irr2 pB ( Г + Г2)— гг2ггггч 2ггчичп+5 — ичп

At/3 тп
Отрыв скобки и упростив схожие элементы уравнения, можно найти значения

пН .

Cfirr2 pBii 2 At + Cfirr2 pBU 2 At3mn+\ - un
2cf irr2 pBuAt + 2cf irr2 pBUAt 4

Аналогично, эту последовательность операции выполним для нахождения гд+ 3 и

ич 3m — 2cf 7rr2 pBuAt + 2сркг2 pBU At3m —

n+ s .W 4

С/7ГГ
2 pBv2 At + C f i r r2 pBU 2 At3mn+\ _ vn4Уч 2cfirr2 pBvAt + 2cfiir2 pBU At 2cfiir2 pBvAt + 2c fin' 2 pBU At3m 3m

4ттг3 ( pn pB ) gA t - 3FnAt9mn+i _ гг”w4 9m + 3kfp,BnrAt 9m + 3kfpBirrAt
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Далее, для уравнения (10) получим конечно-разностная схему высокого порядка
точности как по времени и по пространственный переменным:

<+1/3 <+1/3лП+1/З
1 ^1, i , j , к пП+1/3

1 a l , i+l , j , к
71+1/3
1, г+1, j , к

гг+1/3
1, г , j , к-в? -в? hг+0,5, j , h i , j , к®1, г , j , к 1, г+1. j , к+ 2Д4/3 At / 3

++1/3- ++1/3
Дж2 4

^г+0,5, j , k ^ i ) г+1, j , к j , fc # ^ ^ fc+ Ax4

<+1/3+ <+1/3
j , k ^l , i , j , к

n+1/3
1, г —1, j, /e+ Дж4

<+1/3+ ++1/3
h i , j , k ^ i '

h i-0,5, j , k ®\, ii , j , к i- l , j , к+ Ax4
тг+1/Зv4

n+1/3
^4 h i , j+0,5, fe ^i } i , j+l , к h f)nn+ 3 , k U l , i , j , к+ Ay2

++1/3+ „"+!/3
h+ 3 - k Q\,i , 3 , k h i , j-0,5, г, j—1, fc+ Ay2

?+1/3 <+1/3 Ы , j , fc+0 ,5^ + j , fc+l + k ^ l , i , j , к+ Az2

ti£+1/3+ «£+1/3
+ fe ^r, i , j , к h i , j , k —0 ,5 @i , i , j , fe-1 kQ -+ Д22

Открыв скобки, группируя схожие члены уравнения, полученное в результате
уравнение можно свести к трехдиагональной системе линейных алгебраических урав-
нений:

дп+1/3а1, г, уДСдд—цу fc

где коэффициенты и свободный член уравнения

_ к дп+1/3 I ^ лп+1/3
' МД,У fc°4, i+l, y /с —d1,м',ь

71+1/3 71+1/3 71+1/3 h+ 14ч14ч 14ч 3
hi-0,5, j , k i bi , i . j , kal ,i , j , k — AAx 2 Ax 2At

n+1/3 n+1/3
14ч 14ч з

^г+0,5, j, fcCM, j, fc — 2At4Дж
П+1/3 7

Пч П
n+1/3 ,г>ч h П+1/3 7гуч n+ j , k i , j , к i , j , к3 ЛП Id1, i , j , k

«+1/3+ ++1/3

2Д£ 2Дж Ay Дг

++1/3 ++1/3
301* 01*hi h+ +-0,5, У fc г+0,5, j, fcM—1, 4, fc l /i+l, j, fc4Дж

V?+1/3+ t7?+1/3

2 At
n+1/3

4Дж

w"+i/3
ЛП

h J —0,5, fc17!,*, j—1, fc Ф;, j+o,5, fc0yy j+i ? fc+h' 2Ду
ti£+1/3+ «£+1/3

2Ду
«£+1/3- <4+1/3

“Ь 9$i , j , kQ -лп
г, j, fc—0,5^1,*, j, fc —1

Граничное условие (14) аппроксимируем по х и при г = 0 получим

Лп
г, j, fc+0,5^i^, у, fc+l/г h2Az 2Az

дП+1/3 - /|7 л71+1/3
0, yfc“l ,0, yfc + 40/->,5, У fc“l,l , yfc

лП+1/3
i,r *+i,2, yfc3/г h лп+1/3

4, *+l,0, yfc >^0,У fc^B ^^0/4 2Аж
в конечном итоге получим

- Ьi,i,У k^hi j, к4++l, j, A4o,5, j, fc дп+1/3 .+1, 2,+дП+1/3*1,0,У fc + 2Ax<^ci3/4^1,1, У fc^0, y fc а1Д, У fc /4^1, y fc hРУ *мо,у fc
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^1,1,7, k^hl , j , к Н- 2Дх£Схд? kh(), j , к@в
3 flC\,1, j, kh(), j, к kfJ'h' l i j, к “b 2Ax^Cip ? j? /c /lo, j, /с

и /3i .o j, k вычисляется с помощью:где прогоночные коэффициенты ад o, j, /c

/c ^0,5, j, к ^1,1,7, fc /^1,7, k
al,0 , j , k 3/iCpp j^/lo, j, /c ^1,1, j, k l^hl , j , k 2Дх^С1д ? д

~h 2Дх£схд? j , k ^O , j , к@вd1,1, 7, /e

ЗЦСцц7, /с ^0,7, к ^1,1, j, fc /^1, j , k 2Дх^Срдд ^ /IQ, j,

Далее, аппроксимируем граничное условие (14) по направлению Ох и при г
получим:

JV

/оп+1/З
-1,1, ^^1,^-2, j, A:

/отг+1/3
-0,5, 7, fc^ljJV-ljj, А: + 3hN , j , k0i ,N4 fc/ijv 4/гдт

2Ax

Упростив полученное выражение, найдем значения концентрации на границе оси
От::

2A x£h N j
^ k0B — ( <*l ,N-2, j , k P l ,N -l , j , k h- N -l , j , k+P l ,N -2 , j , k h- N-1 , j , k —4 0 1 ,N-l , j , k h- N -0 ,5 , j , k ) p/чП+1/З - (oa, iV-2, j, feQfi , JV-i , j, fc^i , jv-i, j, fc

_
k ^ N —0 ,5 , j , fc +3/ijv, j, fc ) /H-2A££/ijv, j, &

дп+ з^1,^-2, “ • > ДД onPe-
n+ 3
l,TV-l, 7 , /c ’Значения последовательности концентрации 0

деляются методом обратной прогонки.
Далее, аналогичные действия выполняем для направлении Оу и Oz.
Для направления Оу уравнении (10) - (12) сводится к следующему:

Cf 7rr2 pBu2 At+ Cfi ir2 pBU 2 At3тn+f 1n+ зU ч U
2A/7332 pBuAt + 2cf ivr2 pKU At 2cf irr2 pBuAt + 2cf i ir2 pBU At3m 3m

Cfnr2 pBv2 At + Cfnr2 pBU 2 At3m"+§ ”+lr v44 3m — 2cf 'Kr2 pBvAt + 2cf i\r2 pBU At 3m — 2cf 7ir2 pBvAt + 2cfTrr2 pBU At
4nr3 ( pn PB ) 9 At. - 3FnAt9?лn+l _ n+i

9m + 3kfpBnrAt
Аналогично, для уравнения (9) используя вышеуказанную технологию по коор

дина,те Оу и получим:

wч 9т + 3kfpBnrAt

лп+2 / 3 h д«+2/3 /071+2/3 dl , i , j , k )

где коэффициенты и свободный член уравнения

71+2/3 77+2/3 77+2/3 h+ V 4Уч Уч hJ , k 3
h ; bal ,i , j , k bi-0,5, fc ? 1 , i , j , kAAy 2 Ay 2 At

n+2/3 77+2/3'Сч X4 3
/гC1d , j , k — i y J +0,5, A:4Ду 2At

+2/3 hиУ2/ 3 h 77+2/3 /гxh j y k h j- k h j , k3 ч
/077+1/3 ,

^1,7, 7, A;
-'-dl, 7, j, /C 2Д£ Дх 2Ду Дг
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++2/3 + г£+2/3 гг+2/3 г/"+2/3г/ч
д22+1/3 Д22+1/3

j, /ch Ы+0,5 +г—0,5, j , к 2Ах2Ах
22+2/3 22+2/3 TZ- —(—2/3 22+2/3+ г;г; ^ч3ч ч

д22+1/3
1,г, j+l , fc

7 дгг+1/3
*4 j-0,5, AMx^ ^

_хд h+ +2, j+0,5, А:4Д?у 2Д2 4Ду

12+2/3 22+2/3 тг+2/3 ть-(-2/3+ Шчгсч гсч w4 17 дтг+1/З
"ЬЛ А;-0,5Щу? j , k-l

7 д22+1/3
'Чл А;+0,5Щ^ j, A:+l + g 0i , j.kQ -

О получим значения
2Дд 2Дд

Граничное условие (15) аппроксимируем по Оу и при у
дтг+2/3 #

Ы,г, 0, /с
*

х, А;Ч,0,5, А: ъ1,г, 1, АЧЧ,1, А:дгг+2/3
М,г, 0, А: — дтг+2/3 .

М+ ЦАМ3/iCi ^ х , A;4, О, А; 1, 1, А; Н- 2ДуС^Цг, i? О, А;

1,г, 1, /с /^Ч,1, А: "Г 2Ду£сх ^ 1, А:Ч, 0, 0'2d
ЗЦСщ,1, /сЧ, О, А; '̂1,г,1, АЧ^Ч1, /с ~Ь 2Д^ДЩу,1, А:Ч, 0, к

где прогоночные коэффициенты ац и /Зх ?у о А; вычисляется с помощью:,2, О, А;

4цСх ?г,1, кЧ, ОД, k Ъ 1,2,1, A; yhi ,1, к
^1,2, 0, А: З/Щщ,1, А:Ч, 0, к ^1,2,1, АЧЧ,1, А; Ч 2Ду^Сху? 150'2, О, А:

1,2,1, кРК 1, А; "Г 2 0/!!E^? х , А;Ч, 0, к@вd01 ,г , 0, к ЗЦСх
5г, 1, А;Ч, 0, к ^1,2, 1 , А;/^Ч, 1, к Н“ 2 0 )4 1 Л:^г , О, А;

Далее, аппроксимируя граничное условие (15) при у = Ьу , открывая скобки, труп
пируя схожие члены уравнения получим значения вn+2/З

1,2, М, А;’

к@в (2 Ay^h <Д1,г, М-2, /с /А,г, М-1, кЫ ,М-1, fc +/^l ,i, М-2, /Ч, М-1, fc ~4ft.,b М-1,0', -0,5, А- ) +дП+2/3
Ч,г,М, А — г , М,

(«1 0',м-о,5, fc +3/г-г , М, /г ) Д+2Ay^hi,г, М-2, /с <Д1,г, М-1, /А, М-1, /c-4ai,i , М М, fc1,

П+1
1,2, М-1, А;’

п+|
1,2, М-2, /с ’ '

22+§
1,2 , 1, кЗначения последовательности концентрации в

деляются методом обратной прогонки.
Аналогично, для вычисления скорости перемещения частиц по вертикали полу-

в в опре-

чим:

C f T r r2 pBu2 At + C f T r r 2 pBU 2 At3m 22+122+1ич и
3m — 2cfirr2 pBuAt + 2cfTTr 2 pBUAt 3m — 2cfTir2 pBuAt + 2cfivr 2 pBU At

Cfirr2 pBv2 At + Cfiir2 p-JJ 2 At3m n+122+1 _
V4 V

2cfnr2 pBvAt + 2cf'Kr2 pBUAt 4 2cf'Kr2 pBv At + 2c f -nr2 pBU At3m 3m

47333 ( pn - pB ) gAt - 3FnAt9m 22+§22+1
9m + 3kfpBnrAt.

Аналогично, используя вышеуказанную технологию по координате Oz и получим:

w4 9m + 3kfg.BnrAt

аМ, j,+l,t, y fc-l • Чл+1,Ч+1 ' 1- b 1, 2, j, /С

где коэффициенты и свободный член уравнения
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<+1+ U?+1 <+1 ^i , j , к
“

2AVh ba l , i , j , k — i. j, k —0,5 ? l ,i , j , k —4 Az 2 Az

n+1 n+1 3- W”
hch i , j , k — i , j , fc+0,54Ал 2At

u"+1 \ h v +1 h <+1 h i , j , k лП+2/З .i , j i к i , j , к3d1, 77, к 2 At Ax Ay 2 Az

t£+1+ U?+1 uZ+1-\u +1
An~\~2/3

7,^1,2+1, j, fc

1T f )n+2/3 ,

^n+2/3
ш,7 j+l, fc

Граничное условие (16) аппроксимируем no Oz и при /с = 0 получим:

7 дп+2/3
/0-0,5, j, &+1,г-1Д. fc ^г+0,5 +2Аж 2Аж

t£+1+|t£+1 <+1-Б?+17 дп+2/3
2Ау 2А у

w^+1- n/?+1-w?+1+ ti£+1
7 дп+2/3 3 + Q $i , j , kQ -h+ г, j, £+0,54AA 2At 4AA

U,o,s«u!, l - ^-3ftij. o^t , o + 4f t ЛП+1'b. /. 2 = +j, o++0 - hi , j ,oF0 ;2Az
и в конечном итоге получим:

4xiCi г, j, 17О, j, 0,5 ^1, г, j,1Х1^г, j,1hлп+1*1,77, 0 -
лп+1^1,77, 1+77,i^7л о ai ,i , j ,i^i hi , + i 2Az/9ci^,+i /д j, о3xiCi

2Azc1,77,1^77, 0^0

Зххщ^дд /д^ о ai,77,1 1̂^77, i 2Az/3ci^ j,i /ii, jf , o
С помощью метода прогонки найдем значения прогоночных коэффициентов ац,щ.о и
/з1,г, j, 0 -

4xiCi h77, 0,5 ^1,77ДХ1^77,1,774°4,77,o
<21,7+1 1̂/17+ i 2Az/3ci^ j?i /o, j, o

— 2Azci^ j,i ^O, j, o^o
Зхх^^-дЛ-^^ о — — 2Az/3ci^ j,i /o, yo

Далее, граничное условие (16) аппроксимируем по Oz со вторим порядок аппрок
симации и при z = Н получим:

лп+1
i , 3 , L-lV ] ,i j , L-2

1,ь.7, О

лп+1
'4-0,5 ,^4 1 + 3++ЦДh 4/г,

(27)
2Az

конечном итоге из выражение (27) найдем значения концентрации на границе осив
Oz:

2A z£ hii j iLeB-(ЛП+1
1,77, 7. (аа1,м', ь—2а1д, j, L-l /+ , .7 , L-l -4a i M , J ) Z/

_ i /i L —0,5Н" j , L ) /Л+2Д,г£/+ j , LЬ 3

Значения последовательности концентрации . L_l 5

ляются методом обратной прогонки.
Для решения задачи Б - процесс диффузии субстанции используем неявную

конечно-разностную схему второго порядка аппроксимации по времени и получим
следующие:

лп+1(71, 77, 7-2 V • . ++д опреде-
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71+1/3
2,г, У /с

n+1/З
2,г+1,д /с1 в - 9? \ 9 - в’гi , j , k 2 ,i+l , j , k+ -2 At / 3 At / 32

9 n+l/3 <1+1/3
A:( h i+0,5, j , k + K-0,5, j,0 +г+0,5,У /с ^2,г+1, j , kAx2

[i/птг+1/З—0,5, jf , к ( h n n
i ,J +0,5, *+2,г, j+l, A;

~bh i Д»2

) +(^+ /+0,5, к “Ь h i , j —0,5 fc ) + Ы n n
j—0,5, k^2 ,i , j-l , к

1 (^А;+0,5^г, (xfc+0,5^,i, fc+0,5 + >^-0,5Ф;,у /с-0,5)^, j, /c
n n

г, j, А;+0,5(72,г, j, /c+1 +Az2

1ЛП
i , j , k-0 ,5u2 ,i. j , к-1+ Mk-Qxh

9
Открыв скобки, группируя схожие члены уравнения, полученый результат можно

приводить к трехдиагональной системе алгебраических уровнении:

дп+1/3a2,i , j , kU 2 , i-l , j , k
_ к дП+1/3°2,i, j, kV 2 , i J , k

I л71+1/3
“Г с 2, г , ДА:^2, г+1, у /с -d2, г,У fcj

где коэффициенты и свободный член уравнения

fJ/h-i —0,5, j . к М^г+0,5, /7 , /сТД^г—0,5, //', /г + -3-’' 2А£ ’^2a2,i, j , k — X X кAx2 Ax-2

А^^г+0,5, j, A; 3
С2, г,д /с — Ax2 2А/

hi , j+Q,5, /c +fr+ j-0,5, fc Xk+Q ,bh , fc+0,5+xfc-0,5^,, j, fr-0,53 ПП I*2, »,У *+d г , J/i2,b.7, к A y2 A z22A t
3 n n

2At (72, i+l , j, /с
^fc-0,5

ML A- h f in
2' 4, j-0,5, А+2, г 2 hi ПП,1+0,5, А+2, г, j+1, /с

4~
(ЩхУ kQ -

+i: j-l , kA y A y
Kk+0,5n n

i , j , k-0 A u2 , i , j , k-l

Граничное условие (19) аппроксимируем по Ох и при г = 0 получим

пп
i , j , ^+0,5(72, г, У fc+1h hA z2 A z2

о- ./ - /X+.ii. '; л + 4^o,5
дп+1/З 7 /пп+1/3

, X ^2,l , yA: "АУ*+2,2,у /с—3/г 71+1/3
X k^2,0, j ,*32Дх

в конечном итоге получем

4цС2Д,у kho,5 , j, к ^2,1,У /с /^ЦУ кГ )П+1/ 3^2,0, У к - дП+1/3 .
*,1,У /с 'ЗцС2Д, у kh(), j , к ^2,1,У j, /с “Ь 2Ах£с 2Д? у fc^0,У /с

^2,1, у /сА*^Г, j , k ~ 2 E£A2 ? j ^ k h o,у к@в
+ 2 E£A23/ХС2Д, j, *Фо, у /с а2,1, У fc /^l, y к hl J i k i bQ , У /с

/е И /?2.0, у /с вычисляется с помощью:где прогоночные коэффициенты <+2 О, у

4/ХС2Д, У А: /^0,5, У к ^2,1,У /с /^1,У /са2 ,0 , у /с ЗЦС2,1, у 0$>, # /с *2-2,1, у fc /^l.y к “1“ 2Ах^С2Д,у /с /го? у /с

^2,1,у А:/^1, у /с Н“ 2 E^!2 5#0$>,У /с ^в+,0, ./, fc - + 2 E^!2Здс 2,1,у &/й),У /с a2,l , j , k^h l , j , k h



Нелинейная математическая модель и эффективный численный алгоритм . . . 69

Далее, аппроксимируя граничное условия (19) при х
группируя схожие члены уравнения получим значения

/}П+1/3

Lx открывая скобки,
г\П -\-1/3^2 ,NJ , k *

2Ax£hNj , квв—( )д&2 ,N -2 , j , k 0 2 ,N -l , j , k ^ N -l J , k+0 2 ,N -2 , j , k ^ N -1 , j , k ~^2 ,N -1 , j , fc^JV-0,5, j, к
(&2,N -2, j , k <*2 ,N -l , j , k ^ N -l , j, k ~4a2, JV-l, j , k ^ N -0,5, j, fc +3/ljv, j, fc )м+2Аж£Удг, j , к

Qn+3U 2,N-2, j. k '> “

п+ з
2,A—1, j, /с ’

/ДЭ" о

> б2,1,Ь 0ПРе-Значения последовательности концентрации 0
деляются методом обратной прогонки.

Далее, аналогичные действия выполняем для навравления Оу и Oz .
Для направления Оу первое уравнение задачи (17) сводится к следующему:

дп+2/3а2,i , j , fc+2, г, j—1, к Г дп+2/302, г, дАД2, гД, /с
I тт лЛ+2/3
| 02, г , j, A+2, z, j+l, fc 2, У У к )

где коэффициенты и свободный член уравнения

^hit j-0,5 , fc # j+0,5, + -?-•

' 2At ’
г , j— 0,5, A;fc2 ~

У^У, j+0,5, &

a2,i , j , k — Ay2 Ay2

3
C2 , i , j , k — Ay2 2A£

#$+0,5, # /A + У^г—0,5, j, fc f̂c+0,5^z,y fc+0,5 + >*У-0,5^г,У fc-0,53 /yn+1/З .d
2At Д:г2 Дг2

^ л 1/3fc fc/}П+1/3
-0,5, j , kU 2 , i-l J , k

1 nn+1/3
'У+ОДД, fc ~2, z+l, j, fchi +Ax2 Ax2

1> f̂c-0,5 -̂ fc+0,5n+1/3 /3П+1/З
У /с +ОДСД г, j, fc+1 + gSiJ'

kQ.h 9 1цi , j, /C-0,5O2Az2 Az2

Граничное условие (20) аппроксимируем по Оу и при у = 0 получим значения
/}П+2/3 #U 2,i ,0 , k -

4//С2,г,1, &Дг, 0,5, А: ь2,г , 1, /сУ^г, 1, к/]П+2/3^2,г, ОД — дп+2/3 .
ЗуС2,г,1, Ду, о, к &2>г, 1, /сУ^г,1, fc Н“ 2Ду<£ф2,г,1, Дч, ^

2,г, 1, /сУ^г,1, fc "Г 2Ау^С2,г,1, fc /Д 0, /Дв
ЗуС2,г,1, А;Ф, 0, fc ^2,г,1, А;У^г,1, fc “Ь 2Ay<^C2,i, l , fc /^г, 0, fc

где прогоночные коэффициенты 0^2 г о fc и Р2 г о fc вычисляется с помощью:

У

4уС2 г,1, k,hi , 0,5, fc b2,г,1, fcy /^г, 1, fc

°^2,г , 0, fc - 3yC2,i, 1, fc /^г, 0, fc ^2,г ,1, А;У^г,1, fc H“ 2Ау£с 2,г,1,0$; 0, fc

d>2,г,1, кИК 1, fc "Г 2Ay<^C2y 1, fc^i, 0, 0 2
3yc2yi, fc /y, 0, fc ^2,г, 1, fcy^z, 1, fc "Г 2Ау<^С2,г, l, fc /^z, 0 , fc

Далее, аппроксимируем граничное условие (20) по слою Оу и при у — Ly получим
/ лП -\-2/ 3^2,г, М, к *

/?2,г, 0, fc —

знат1ения

2 Ay£thi , м, кОъ- [ а2 ,г , М-2, /с /^2,г , М-1,Л, М-1, fc+/?2,i, М-2, *Фг, М-1, fc-4/?2,г , М-1, *Фг, М-0,5, fc ) +/}П+2/3U 2,i , M , k («2,г , М-2, /г«2,г, М-1, /с ^г, М-1, fc ~4«2,г , М-1, fc- ^г, М -0 ,Б , fc+ЗЛ;, М, f c )Д+2 , М, f c

П+|
2,г, М—1, fc’

п+|
2,г, М—2 , fc’ *

лп+|и опРе-Значения последовательности концентрации в
деляются методом обратной прогонки.

Для направления О^ первое уравнение задачи (17) сводится к виду:

4У', + ' 2
где коэффициенты и свободный член уравнения

0

лп+1
ЬЛ fc-1

ЛП+1
fc+1^2, г ,У к dа2, г, У к 2, УУ fc >
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Kk-0 ,5hj , j , к-0,5 . __ ^k-0 ,5 ^H , j , fc-0,5+ f̂c+0,5^i, j , к+0,5 +' 2Дъa2,i , j , k — 2
^k+0 ,5^i , j , к+0,5

Az2 Az2

3 .C2 ,i , j , k — Az2 2 At ’
3 h h + h3“ hi— 0,5, j, /с дп+2/З i^2, i, j , k '

*+0,5, j, /с г , j+0,5, к 0,5, &d v> -2,i , j , к Ax2 Ay22Дt
к кг\П -\-2/3

0,5, jr , k ^2 , г —1, j, к
/ лп+2/ 3

i+0,5, j, k ^2,i-\-l , j , k
2/3

U-0,5, fctf 2t i fehi h h +A;r2 Аж2 Ay2

^-^+2/Il * + 7 fcQ -2At 2’ г^+1А g

Граничное условие (16) аппроксимируем по Од и при д = 0 получим:

+,+S, 2

1C /пП+2/З
J+0,5, к^2,гД+1, кAy2

3/ii, j, 0^2,ti, о + * /' +4 7, o - h*, .7,оД;-Xl 2Д.г
и в конечном итоге получим:

4XIC2 , г, j,1^г, j, 0,5 ^2, г , j, 1^ Ы , j,1«г,Ао - +
!+^ 5 J ? А2Дд/?с 2 h

2Ддс 2d2, г, j, 1X1hij: 1

- - 2Дд/3с 2,

С помощью метода прогонки найдем значения прогоночных коэффициентов
«2,iJ,0 И /3

h h3xi с 2 Ь X 1'4.7, 0

2,г,ДО *

4XXC2+1,1^4 j, 0,5 ^2,z, j,l l̂4, j, 1
^2,iJ,0 - 3XlC2^,yi /ii, j, 0 а2,гД,1 1̂^г, j,1 2Дд/Зс 2уддЛду о

2Ддс 2^дд /г^ ^ оГо/32,г, j, 0 2Дд/3с 2a2tiJ ,l^lhi , jt1

Далее, граничное условие (16) аппроксимируем по Од со вторим порядок аппрок-
симации и при д = Н получим:

h«Д'Чл о

лп+1i , j , L-lV 2 ,i , j , L-2
лп+10,5^2у? j L-1 + 3hij

' bOfyJtLh 4h

^hij^ dв (28)^L 2Дд

из выражение (28) найдем значения концентрации на границе осив конечном итоге
Од:

2Az£hi , j , L0B-( ОД ,г , j, L-2 P 2 ,i , j , L-l h i , j , L-1+@2 ,i , j , L-2 h i , j ,Т~ 1 ~4/̂ 2 , г , j, L-l4, j, L-0+ )ЛЛП+1
+г, j, L - (а2,г ) /i+2Az£/ii , J , L- 2a2 ,i , j , L — l h i , j, L-1 4(^2, г , j, L- l4, j , L-0, 5+3^?, , j, L L X L

Значения последовательности концентрации ^2 ^ j L-1,
ляются методом обратной прогонки.

Аналогично, для решения задачи В - поглощения частиц в воздушной массе,
используем неявную конечно-разностную схему второго порядка аппроксимации по
времени и получим следующие:

• . + I опреде-
лп+it72, z, j, L-2v

n+1/З
3,i, j , k

п+1/3
3,2+1,у L0? 1 0 0? 13,*, j, fc 3,*+l , i, fc Атг+1/3 _

3,bj, /с g+ h n Ф, j, kQ •+ 2At/3 At/32



Нелинейная математическая модель и эффективный численный алгоритм . . . 71

Открыв скобки, группируя схожие члены уравнения, полученное в результате
уравнение можно свести к трехдиагональной системе линейных алгебраических урав-
нений:

/ л п+1/3 . /лгг+1/3ЗДДДфзддд -Г сЗ, г, уА^3, г+1, У *
где коэффициенты и свободный член уравнения

Г\71+1/3a3,i , j , k ^sД-1, j, /с 6 dз, ууь

3 I L
ЗдДД 2At ' ,1г3 лгг

3, ?:, j, A; — 2At о, г, У А:

3 .6a3,i , j , k 0; с 3Д, У к
~Ь 9^i , j , kQ’

Граничное условие (24) аппроксимируем по От и при г = 0 получим:

г, У А;^ 5
I 3 лгг
^ 2At (73, i+l , j, к

2АV
d

дтг+1/3 , т дП+1/3
0,УА^3,0,у /с + 4Д0,5 , 0$7444

т л^+1/3зЛиЗ ,2, j , k3h
дП+1/ 3

УА̂ ЗДДД *C^o.y к@в-Д 2Дх

n+l/3 .
3,0,у ATОткрывая скобки, группируя схожие члены уравнения получим значения в

4дС3дддЛ0,5ДД ^3,1, У k l̂ h i j
^ k/ лП+1/ 3^3,0, У А: -

лп+1/3 ,
^3,1, У А: '!7440$> 0-3,1, У /с /^Лц У к У 2Дх£с 3д}

удДо, j. k

$3,1Д, Ac /^^l, У к + 2Дх£сзд? у А;Ло,у А;0В

+ 2Дх£с 3Здсздд А;Л-0,у А; а3,1, У fc/^Лцу к h1, У А;'«'О, У к
и /?з,одд вычисляется с помощью:где прогоночные коэффициенты а3 О,У А:

4дС3ддд/10,5ДД ^3,1,У k^h l , j , k
^3,0,У к ЗДСздддЛ()ДД ^здддД/Ддд + 2Дт£с 3ддд/1одд

^ЗДДД/^Лцу А; Н“ 2Дх£сзддд/г0,у /^в$3,0,У /с

Далее, аппроксимируем граничное условие (24) по слою х и при х
Здсзд}у kho, j , к О-здддД/Ддд + 2Ах^С3д ? уА$0, у /с

Lxполучим:
/ jn+1/З

1» У А^ЗДУ —2Д, к пп~\~1/3
N—0,5, У fc”3}

jv l,y к + ЗЛ, Л . /. /. ^3. \ ./lyy 4/г дп+1/3 .
s'W,У А^зд\г, у А;,£Лдг

? у к@вД 2Ах
Упростим полученное выражение и найдем значения концентрации на границе

оси Ох:
2 Ax^hNijikeu-( a3 k (^3 ,N -l , j , k h N -l , j , k+P3,N -2, j , k h N-l , j , k -4(3 3 ,N -l , j , k ^ N —0 ,5 , j , клП+1/3U3,N , j , k ~ («з , N -2, j , k <*3,N -l , j , k ^ N -l , j , k ~^3 ,N-l , j , k ^ N -0 ,5 , j , fc +3/ljv, j , к )м+2Ах‘£^дг

? у к

n+ 3 лп+ з лп+ з onDe
_

3,ЛГ-1ДД’ U3,N-2, j , k i *3,1, У А: ОПРеЗначения последовательности концентрации в
деляются методом обратной прогонки.

Далее, аналогичные действия выполняем для направлении Оу и Oz.
Для направления Оу первое уравнение задачи (22) сводится к следующему:

/з?г+1/з
МД _j

2 At/3 2 At/3

Полученное в результате уравнение сводится к системе:

- лп+2/3 _ 7 Г)'п+2/ 3 , - дп+2/ 3 _ JаЗД, У АФзд 7
_1Д °ЗДД, А^зду к ' С3, УУ А^зд j+iД “ а3,

где коэффициенты и свободный член уравнения

TIT2/3
ЗУУ А:

п+2/3
3,уЯ-1Д

/3П+1/З^3,2, j+1, /С10 1
0П+2/3 _+ h g7.1kQ-i , j , k

i j. к 7
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— + h -2A t ^ Пг
3 .b3, i , j , к

3 лп_Ь1/3 . 3 дп-\-1/ 3
2А ' 2Д^ 3, i, J+1, fc

a s,i , j , k 0; C3,i , j , ki , j , k & ] 2A V

1
4" g ^ J ,kQ -

Граничное условие (25) аппроксимируем по Оу и при у — 0 получим

dз ,i , j , k —

4дС3^1д/^о,5, Ас — ^3,г, 1, /сА̂ г , 1 , Ас77,+2/3
3,г, 0, А:

г/,+2/3
3,г , 1 , /с0 0 +ЗЦСдд у Ас г̂ , 0 , /с ^3,г , 1, Ас /̂ ^г, 1, к 4“ 2Ду£с3Д? 1, Ас^г, 0, /с

^3,г, 1, Ас /^^г,1, /с 4“ 2Ду£с 3,г ,1, АДг, 0, Ас ^в
3/4Сз,г, у 0 3 0, А: ^3,г, 1, Ас /̂ г , 1, Ас 4“ 2Д?/£Сз,г, ц АДг, 0, к

где прогоночные коэффициенты аддод PI / 4>4 вычисляется с помощью:

4дС3,г, 1, АДг, 0,5, А: Ь3,г, 1, Ас /^^г, 1 , к
^3,г , 0, к — 3/4С3д1, 0 J , 0 , к &3 ,г , 1 , Ас /̂ г , 1 , Ас 4“ 2Д?/£с3,г, ц 0 3 0, к

к. y h i , 1, Ас "Г 2Д?Дс3д ц Ас^г, 0 , Ас^вd3,г, 1/̂ 3,г , 0, Ас —
3/4С3д, ц /с^г, 0, /с ^3,г , 1 , Ас /̂ г , 1, Ас 4“ 2Ду£с3,г , ц Ас^г, 0 , /с

Далее, аппроксимируем граничное условие (25) по слою Оу и при у Ly получим:

2A y£h i t м, квв— (оз ,г , М-2, /с 4з,г , М-1, /с ^г , М-1, /с +/5з,г, М-2,Л, М-1 , /с ~4/33) г , М-1,Л, М-0,5, к )Д/^гг+2/33,г , М, Ас (а3,г ) /i+2Ay£/ii , М-2, /с «3,г, М-1,Л, М-1, /с -4оз,г, М-1, /с ^г, М-0,5, fc +3/ц, М, /г г, М, А:

П+|
3,г , М—1, /с ’

п+§
3,г , М—2, Ас ’ ‘

лп+§
• V 63,i , l , fc опРе-Значения последовательности концентрации 0

деляются методом обратной прогонки.
Для слоя Oz первое уравнение задачи (22) сводится к виду

лп+1 /}П+2/3 лп+14 U 3,i , j , к о,г , jf , к 1 мЗД j, Ac+ l

2 ДА/3 2 ДА/3
Полученное в результате уравнение упрощаем до трехдиагональной системы

где коэффициенты и свободный член уравнения

0

дп+2/3^3,г, j, Ас+1 1
= g ^b j , kQ -+ Ы

Ci-i
- s ДП+1

j, Ас+1 — -da3,i , j , k 3, i, j ,к 3,i , j , k .
3 I L

3, г , j, Ac — 2Д£ ' ,i r
3 л ^+2/З .

3, i , j'A 2A t U 3,i J , k ^

3 .6a3,i , j , k — 0; C3, i , j, /c —

4”

9 $i , j , kQ -
Граничное условие (26) аппроксимируем по Од и nppi д = 0 получим:

г, j, Ас ^Г_3_ л?г+2/3
2AtU 3, г, J +1, Ас

2ДА ’
d

/. u+V./. и + Л77.+1
0,5^3,г, j,1 + j+3.t j, 2 h-Xi 2Дд

и в конечном итоге получим:

4xiС3удд /1*5 у 0,5 &3,гЦ,1 1̂^г,+1лп+i
^ЗД, ^, о

- 0з,й,1+2Дд/Зс 3ддд /@^,J, о3X1СдщдЛддО a3,i ,j ,l^lhi , j ,1

— 2Дгс^3,гД,1 1̂^г,У 1 3,гД,1^гм', 0 -̂ 0

ЗхЩзудд /Адд > аЗ,гД,1 1̂^г, j,1 2Дд/Зс ^дд^г, j, О
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С помощью метода прогонки найдем значения прогоночных коэффициентов
йз,и.о и +,i , j> О *

4xiС3аз,щ,о
1 j, 0 а3,г j,1 Ы , j,1 j, 0Зхщз

2Д^Сз^ЦД /^г, j , oFo/53,i , j, 0 2A2:/3c3^ j,i /ii, j, оЗхщз^дд /г^ ^ о - аз^дХ!^,^!
Далее, граничное условие (26) аппроксимируем по Oz со вторим порядок аппрок-

симации и при z — Н получим:

hi , j , L-l$3,t j, b-2
ДП+1г, j,Т-0,5^з^, j, L-l + зл,.^в;+ .4Л 3, L (29)Chi , j , bOв -С'XL 2Дг

выражение (29) и найдем значения концентрации на границев конечном итоге из
оси г:

ОДД, j, L-2@3,i , j , L-l h i ,ЛГ-1+/Дг, j , L-2 h i , j , j , L-l h i , j , Ь-0,з )PЛП+1 _
- (<*3 )^+2Az£/i*L-\h i , j : L-O,5+3/I^ , J , L i , j , LЬ 0

Значения последовательности концентрации ^"t1. L_
1?

ляются методом обратной прогонки.
Для решения уравнение (10)-(12) используем итерационный метод, где условия

сходимости итерационного метода проверяется с помощью:

(^+1)

• . "з. I опреде-
ЛП+i
”з, г, j, L—2’ * *

(5)(5+1) (5) (5+1)< е; < е; < г;ггч г -щ

здесь е - требуемая точность решения, S- т1исло итерации, при этом начальное ите-
рационное значение выбирается равным решению на предыдущем временном слое.

4 Выводы
Разработана математическая модель для мониторинга, прогнозирования, и оцен-

ки экологического состояния атмосферы и подстилающей поверхности, где учитыва-
ются орография местности и изменяющаяся скорость перемещения частиц в атмо-
сфере.

Для решения разработанного нелинейного математического модели разработан
вычислительный алгоритм решения, который основан на методе расщепление задачи
по физическому процессу.

Полученные результаты в виде математического программного обеспечения мо-
гут быть успешно использованы для: оптимального размещения вновь построенных
объектов в промышленных регионах; оценки масштабов промышленных выбросов в
окружающую среду; оценки концентраций вредных веществ в атмосфере и на под-
стилающей поверхности с последующим принятием решений по минимизации рисков
нарушения окружающей среды.
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1

The article deals with the numerical modeling of the process of transport and diffusion
of air pollutants in the boundary layer of the atmosphere. The developed mathematical
model for monitoring and predicting the spread of industrial emissions in the atmosphere
takes into account two essential parameters — the speed of movement of fine substances
in the atmosphere and the orography of the area of the region under consideration. The
model is described by multidimensional partial differential equations with appropriate
initial and boundary conditions. In the work, when deriving the model, the basic laws
of hydrothermodynamics were used. To develop a numerical algorithm for solving the
problem, the methods of splitting into physical processes (transfer , diffusion, and ab-
sorption) were used, as well as an implicit finite-difference scheme of the second order of
approximation both in spatial variables and in time.
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