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РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ЯВНО-
НЕЯВНОЙ СХЕМОЙ СРЕДСТВАМИ PYTHON 
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Аннотация. Рассмотрено численное решение уравнения одномерной теплопроводности в нелинейной 
постановке, когда коэффициент теплопроводности зависит от температуры материала.   Используя явно-
неявную схему и аппроксимируя частные производные уравнения теплопроводности в масштабных 
величинах соответствующими конечными разностями получено система линейных алгебраических 
уравнений, для решения которой, использован метод прогонки. Для программной реализации 
разработанного алгоритма использована средства языка Python. 

Ключевые слова: одномерная теплопроводность, нелинейная постановка, коэффициент 
теплопроводности, уравнение теплопроводности, явно-неявная схема, метод прогонки, язык Python. 

1   Введение 
Задачи о распределении температуры в различных областях, который имеет разные 

теплофизические характеристики, возникает при решении многих проблем, связанных с 
прочностью различных конструкций, радиотехнике, в которых используются такие элементы 
и т.д.  Разогревание пластины может происходить за счет потоков через границы, источников 
с внутренним подогревом и т.д.[1-3] Поэтому изучение и решение таких задач привлекает 
внимание специалистов в среде Python [4].  

Во многих работах авторы уделяют внимание на такие процессы, где коэффициент 
теплопроводности принимается постоянным[5,6] и это может быть удовлетворительным, где 
температурные изменения небольшие.  

В действительности коэффициент теплопроводности достаточно часто зависит от 
температуры. Например, для расчета коэффициента теплопроводности диоксида урана UO2 
используется следующая зависимость: 

𝜆𝜆 10 35500( ) 0.942 10
560

T T
T

λ −= + ⋅
+

    (1) 

Эта формула эмпирическая, коэффициенты размерные T-K,𝜆𝜆-Вт/(м∙К). 
Необходимо отметить, что в металлах с повышением температуры уменьшается 

теплопроводность. 
Таким образом есть и такие процессы, где скачок температуры большие[7], в таких случаях 

приходиться учесть это и в коэффициенте теплопроводности. 

2   Методика 
Рассмотрим процесс теплопередачи через изолированный стержень(рис.1). На одной 

границе стержня поддерживается постоянная температура Тл, на другой границе – 
температура Т𝑛𝑛. Начальная температура по стержню равна Т0. Считается, что источники 
тепловыделения внутри пластины отсутствуют. 

При заданных условиях температура будет изменятся только в направлениях, 
перпендикулярных границе стержня, если на границах значения температур различные. 
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Секция 5. Математическое моделирование и вычислительная математика 

Предположим, что теплофизические характеристики, в частности коэффициент 
теплопроводности зависит от температуры. 

 

 
Рис. 1 Геометрия задачи. 

 
В принятых предположениях нелинейное одномерное уравнение теплопроводности будет 

иметь вид: 

( ) , 0T Tc T x L
t x x

ρ λ∂ ∂ ∂ = < < ∂ ∂ ∂ 
   (2) 

Следуя постановки задачи для уравнения (2) ставим начальные и граничные условия: 
     

00 : ,0 ;
0 : , 0;

: , 0;
h

c

t T T x L
x T T t
x L T T t

= = ≤ ≤
 = = >
 = = >

    (3) 

Для того чтобы дать полное математическое описание рассматриваемой задачи, 
необходимо еще задать физические условия однозначности. Если стержен изготовлен из 
диоксида урана, то 310950 / , 236 / ( )кг м с Дж кг Кρ = = ⋅ . Длина стержня L = 0.5 м. На границах 
поддерживаются постоянные температуры, например, 373hT K=     при 0x =  и 363cT K=  при 

0x = . Начальная температура области решения  0 323c K= . 
Эту задачу будем решать на равномерной сетке.  
Следуя методике численного решения стержень разбиваем по длине на N–1 равных 

промежутков . 
Далее заменим дифференциальные операторы в (2) на их конечно-разностные аналогии. 

Так как Здесь проблемной ситуацией является переменность коэффицента теплопроводности, 
зависящего от температуры то основной акцент сделаем на аппроксимации диффузионного 
члена. Рассмотрим явно-неявную схему[8-9], где значения коэффициента теплопроводности 
берутся из предыдущего слоя, исходя из этого итерация не проводится.  

1n n
i iT TT

t τ

+ −∂
=

∂
, ( )

1 1 1 1
1 1

1/2 1/2
1 ,

n n n n
n ni i i i
i i
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x x h h h

λ λ λ
+ + + +

+ −
+ −

 − −∂ ∂  = ⋅ − ⋅  ∂ ∂   
  

 (4) 

где   1 1
1/2 1/2,

2 2

n n n n
n ni i i i
i i

nλ λ λ λλ λ+ −
+ −

+ +
= =  

Таким образом, в результате аппроксимации частных производных соответствующими 
конечными разностями получаем следующую систему линейных алгебраических уравнений: 

 
1 1 1 1 1

1 1
1/2 1/2

1 , 2,..., 1, 0
n n n n n n

n ni i i i i i
i i

T T T T T Tc i N n
h h h

ρ λ λ
τ

+ + + + +
+ −

+ −

 − − −
⋅ = ⋅ − ⋅ = − ≥ 

 
 (5) 
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где 1 1
1/2 1/2,

2 2

n n n n
n ni i i i
i i

nλ λ λ λλ λ+ −
+ −

+ +
= = ,  при этом n

iλ  вычисляются по формуле (1), например   

( )105500 0.942 10
560

n n
i in

i

T
T

λ −= + ⋅
+

 

Добавляя к системе (4) конечно-разностные аналоги краевых условий: 

0 , 2, 1n
iT T i N= = −    

1 , 0;n
hT T n= >  
, 0;n

N cT T n= >  
получим замкнутую разностную задачу. 

Полученную систему можно свести к наиболее общему виду: 
1 1 1

1 1
n n n

i i i i i i iA T B T C T F+ + +
+ −⋅ − ⋅ + ⋅ = ,    (6) 
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Далее система алгебраических уравнений (6) решается по методу прогонки[8-9]. 

3   Результаты 
Визуализация разработанного алгоритма реализована на алгоритмическом языке Python.  

Программа имеет следующий вид: 
 

 import numpy as np 
import matplotlib.pyplot as plt 
import math 
def lamda(x): 
    return 5500/(560+x)+0.942*(1e-10)*x*math.sqrt(x) 
n=101; T=[0]*n; T1=[0]*n; T2=[0]*n; T3=[0]*n;xx=[0]*n 
alfa=[0]*n; beta=[0]*n 
L=0.5; ro=10950;  c=236  # dioksid uran 
T0=323;  Th=500;  Tc=750  # temperatura 
t_end=1500;  tau=t_end/1500 
h=L/(n-1) 
for i in range (0,n): 
    T[i]=T0 
time=0; ntime=0; T[0]=Th 
while time<=t_end: 
    time=time+tau;ntime=ntime+1 
    alfa[0]=0;  beta[0]=Th 
    for i in range(1,n-1): 
        ai=0.5*(lamda(T[i])+lamda(T[i+1]))/(h*h) 
        ci=0.5*(lamda(T[i-1])+lamda(T[i]))/(h*h) 
        bi=ai+ci+ro*c/tau 
        fi=-ro*c*T[i]/tau 
        alfa[i]=ai/(bi-ci*alfa[i-1]) 
        beta[i]=(ci*beta[i-1]-fi)/(bi-ci*alfa[i-1]) 
    T[n-1]=Tc 
    for i in range(n-2,0,-1): 
        T[i]=alfa[i]*T[i+1]+beta[i] 
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    if ntime==60: 
        for j in range(0,n): 
            T1[j]=T[j] 
    if ntime==300: 
       for j in range(0,n): 
            T2[j]=T[j] 
    if ntime==600: 
       for j in range(0,n): 
            T3[j]=T[j] 
for i in range(0,n): 
    T[i]=T[i]-273; T1[i]=T1[i]-273; T2[i]=T2[i]-273; T3[i]=T3[i]-273 
for i in range(0,n): 
    xx[i]=i/200 
plt.plot(xx, T1,'-',xx,T2,'-.',xx,T3,'--',xx,T,':') 
plt.title('изменение температуры по стержну', fontsize=15) 
plt.grid(True) 
plt.xlabel('x',fontsize=12) 
plt.ylabel('Tемпература',fontsize=12) 
plt.legend(('t=60c','t=300c','600c','1500c')) 
plt.show()   
 
Некоторые результаты работы программы приведены на рисунках 2-3. 
На рис.2 приведены распределение температуры на стержне по времени и с учетом 

переменности коэффициента теплопроводности, а на рис.3 с учетом постоянства 
коэффициента теплопроводности. Видно, что учет переменности коэффициента 
теплопроводности влияет на распределение температуры по стержню. 
 

 
   Рис. 2       Рис. 3 

4   Выводы 
При исследовании теплопроводности на стержне использовался явно-неявный метод 

аппроксимации уравнения теплопроводности, который позволяет исключить процесс 
итерации. Из полученных результатов можно делать вывод о том, что при больших 
изменениях температур его надо учитывать при моделировании таких процессов.   
Использование языка Python облегчает визуализацию результатов исследования. 
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