


Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ìàòåìàòèêà https://kpfu.ru/science/nauchnye-izdaniya/ivrm
2023, �8, c. 45�55 e-mail: izvuz.matem@kpfu.ru

Ê.ÍÀÂÐÓÇÎÂ, À.Ø.ÁÅÃÆÀÍÎÂ, Ø.Á.ØÀÐÈÏÎÂÀ, Æ.ÆÓÌÀÅÂ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ
ÑÎÏÐÎÒÈÂËÅÍÈß Â ÊÎËÅÁÀÒÅËÜÍÎÌ ÏÎÒÎÊÅ ÂßÇÊÎÓÏÐÓÃÎÉ

ÆÈÄÊÎÑÒÈ

Àííîòàöèÿ. Ðåøåíû çàäà÷è î êîëåáàòåëüíîì òå÷åíèè âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè â ïëîñêîì êàíà-
ëå ïðè çàäàííîì ãàðìîíè÷åñêîì êîëåáàíèè ðàñõîäà æèäêîñòè íà îñíîâå îáîáùåííîé ìîäåëè
Ìàêñâåëëà. Îïðåäåëåíà ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ àìïëèòóäíî-ôàçîâîé ÷àñòîòíîé õàðàêòåðè-
ñòèê. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôóíêöèè èññëåäîâàíû çàâèñèìîñòü ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëå-
íèÿ îò áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ óïðóãîãî ÷èñëà Äåáîðû è
êîíöåíòðàöèè íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî â êîëåáàòåëüíîì òå÷åíèè âÿçêîóïðóãîé
æèäêîñòè, ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå óìåíüøàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà Äåáîðû.
Ñ óâåëè÷åíèåì ýòîãî ÷èñëà óìåíüøåíèå ñòàíîâèòñÿ åùå ÿð÷å. Ýòîò ýôôåêò ïîçâîëÿåò îöå-
íèòü ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå ïðè çàäàííîì çàêîíå èçìåíåíèÿ ïðîäîëüíîé ñêîðî-
ñòè, îñðåäíåííîé ïî ñå÷åíèþ êàíàëà, à òàêæå ïðè òå÷åíèè âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè â íåñòà-
öèîíàðíîì ïîòîêå, è îïðåäåëèòü äèññèïàöèè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ñðåäû, èìåþùèå âàæíûå
çíà÷åíèÿ ïðè ðåãóëèðîâàíèè ãèäðî- è ïíåâìîñèñòåì.
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Ââåäåíèå

Ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå ïóëüñèðóþùèõ òå÷åíèé âÿçêîóïðóãîé
æèäêîñòè â ïëîñêîì êàíàëå è öèëèíäðè÷åñêîé òðóáå ïîä âîçäåéñòâèåì ãàðìîíè÷åñêèõ êîëå-
áàíèé ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ èëè ïðè íàëîæåíèè íà òå÷åíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ðàñõîäà
æèäêîñòè. Â [1] èññëåäîâàíî äâèæåíèå âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè ïî äëèííîé òðóáå ïîä äåé-
ñòâèåì êîëåáàòåëüíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ. Ïîêàçàíû îòëè÷èòåëüíûå îñîáåííîñòè ýòîãî
äâèæåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî äâèæåíèÿ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè. Èññëåäîâà-
íî áåçûíåðöèîííûé êîëåáàòåëüíûé ïîòîê âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè â êðóãëîé áåñêîíå÷íîé
òðóáå ïîä äåéñòâèåì êîëåáàòåëüíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ â ðàáîòå [2], â êîòîðîì ïîêàçàíî,
÷òî â îñöèëëèðóþùåì ïîòîêå ïðîôèëè ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè ñèììåòðè÷íû è ñóùåñòâóåò
çíà÷èòåëüíûé ôàçîâûé ñäâèã ìåæäó ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ è ñêîðîñòüþ. Â ïóëüñèðóþùèõ
ïîòîêàõ ôàçîâûé ñäâèã ôàêòè÷åñêè îòñóòñòâîâàë, è îñåâàÿ ñêîðîñòü èçìåíÿëàñü íåñèì-
ìåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñâîåãî ñðåäíåãî çà ïåðèîä êîëåáàíèÿ. Ëàìèíàðíûå êîëåáàòåëüíûå
òå÷åíèÿ âÿçêîóïðóãèõ æèäêîñòåé Ìàêñâåëëà è Îëäðîéäà-Á áûëè èññëåäîâàíû â ðàáîòå [3],
ãäå äåìîíñòðèðóåòñÿ ìíîãî èíòåðåñíûõ îñîáåííîñòåé îòñóòñòâóþùèõ â ïîòîêàõ íüþòîíîâ-
ñêèõ æèäêîñòåé. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ [3] ïîêàçûâàþò, ÷òî â áåçûíåðöèîííîì ðåæèìå,
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êîãäà Re 1 ñâîéñòâà òå÷åíèÿ çàâèñÿò îò òðåõ õàðàêòåðíûõ äëèí. Äëèíà âîëíû λ0 è äëèíà çà-

òóõàíèÿ âÿçêîóïðóãèõ ñäâèãîâûõ âîëí x0 =

(
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)1/2

; çäåñü ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü,

ω0 � ÷àñòîòà êîëåáàíèé, ãäå a � õàðàêòåðíûé ïîïåðå÷íûé ðàçìåð ñèñòåìû. Â ýòîé ñâÿçè
ñîîòâåòñòâåííî äëèíû ðàçäåëåíû íà òðè øêàëû è òðè íåçàâèñèìûå áåçðàçìåðíûå ãðóï-
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Â øèðîêèõ ñèñòåìàõ êîëåáàíèÿ îãðàíè÷èâàþòñÿ îêîëîñòåíî÷íûìè, à â öåíòðàëüíîì ÿäðå
� íåâÿçêèìè òå÷åíèÿìè. Â óçêèõ ñèñòåìàõ ïîïåðå÷íûå âîëíû ïåðåñåêàþò âñþ ñèñòåìó è
òàêæå åå öåíòð, ÷òî â êîíå÷íîì èòîãå ïðèâîäèò ê êîíñòðóêòèâíûì ðåçîíàíñàì, êîòîðûå
âåäóò ê ðåçêîìó óâåëè÷åíèþ àìïëèòóäû ïðîôèëÿ ñêîðîñòè. Â [4] ïðîàíàëèçèðîâàíû íåñòà-
öèîíàðíûå òå÷åíèÿ âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè íà ìîäåëè Îëäðîéäà-Á â êðóãëîé áåñêîíå÷íîé
öèëèíäðè÷åñêîé òðóáå ïîä äåéñòâèåì çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ â ñëåäó-
þùèõ ñëó÷àÿõ: à) ãðàäèåíò äàâëåíèÿ èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì â ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïîíåíöè-
àëüíûì çàêîíîì, b) ãðàäèåíò äàâëåíèÿ èçìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêèì çàêîíàì, c) ãðàäèåíò
äàâëåíèÿ ïîñòîÿííûé. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè,
ðàñõîäà æèäêîñòè è äðóãèõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí â ïóëüñèðóþùåì ïîòîêå. Íà îñ-
íîâå ìîäåëè Ìàêñâåëëà â [5] ðàññìîòðåíà çàäà÷à íåñòàöèîíàðíîãî êîëåáàòåëüíîãî òå÷åíèÿ
âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè â êðóãëîé öèëèíäðè÷åñêîé òðóáå. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ è ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê. Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ
èçó÷åíî âëèÿíèå ÷àñòîòû êîëåáàíèÿ è ðåëàêñàöèîííûõ ñâîéñòâ æèäêîñòè íà êàñàòåëüíîå
íàïðÿæåíèå ñäâèãà íà ñòåíêå. Ïîêàçàíî, ÷òî âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà æèäêîñòè, à òàêæå åå
óñêîðåíèå ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷èâàþùèìè ôàêòîðàìè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ êâàçè-ñòàöèîíàðíîãî
ïîäõîäà. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ýëåêòðîêèíåòè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, â òîì ÷èñëå ýëåêòðîîñìîñ,
ïîòåíöèàë òå÷åíèé, ýëåêòðîôîðåç è ñåäèìåíòàöèîííûé ïîòåíöèàë ïðèâëåêàþò ê ñåáå áîëü-
øîå âíèìàíèå è èìåþò ìíîæåñòâî ïðèëîæåíèé â ìèêðî- è íàíîêàíàëàõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì â
ðàáîòå [6] èññëåäîâàíî ýëåêòðîêèíåòè÷åñêîå òå÷åíèå âÿçêîóïðóãèõ æèäêîñòåé â ïëîñêîì êà-
íàëå ïîä âîçäåéñòâèåì êîëåáàòåëüíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äâèæåíèå
æèäêîñòè ïðîèñõîäèò ëàìèíàðíî è îäíîíàïðàâëåííî, â ýòîé ñâÿçè äâèæåíèå æèäêîñòè íàõî-
äèòñÿ â ëèíåéíîì ðåæèìå. Ïîâåðõíîñòíûå ïîòåíöèàëû ñ÷èòàþòñÿ ìàëûìè, ïîýòîìó óðàâ-
íåíèå Ïóàññîíà�Áîëüöìàíà ëèíåàðèçóåòñÿ. Â òå÷åíèè ïîÿâëÿåòñÿ ðåçîíàíñíîå ïîâåäåíèå,
êîãäà ïðåîáëàäàþò óïðóãèå ñâîéñòâà æèäêîñòè Ìàêñâåëëà. Ðåçîíàíñíîå ÿâëåíèå óñèëèâàåò
ýëåêòðîêèíåòè÷åñêèå ýôôåêòû, è âìåñòå ñ òåì óñèëèâàåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ
ýëåêòðîêèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Â ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ðàáîòàõ â îñíîâíîì èññëåäóåòñÿ ïîëå
ñêîðîñòåé æèäêîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ èçìåíåíèÿ ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ. Èçìåíåíèÿ
êàñàòåëüíûõ è íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèå ïðè äâèæåíèè, èññëåäîâàíû îòíîñè-
òåëüíî ìàëî. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ â ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ íåñòàöèîíàðíûõ òå÷å-
íèé æèäêîñòè çàìåíÿëèñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ òå÷åíèé ñ êâàçèñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí. Îäíàêî ñòðóêòóðû íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé îòëè÷àþòñÿ
îò ñòðóêòóðû ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé, è â òàêèõ ñëó÷àÿõ òàêàÿ çàìåíà äîëæíà áûòü îáîñíî-
âàíà â êàæäîì êîíêðåòíûì ñëó÷àå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âîïðîñ ïðàâîìåðíîñòè èññëåäîâàíèÿ
êâàçèñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â íåñòà-
öèîíàðíûõ òå÷åíèÿõ âÿçêîé è âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòåé äàëåêî íå ðåøåí. Åñòåñòâåííî, ÷òî
â òàêèõ óñëîâèÿõ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàòü ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ìîäåëè íåñòà-
öèîíàðíûõ ïðîöåññîâ, ó÷èòûâàþùèå èçìåíåíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïîòîêà
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â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå õà-
ðàêòåðèñòèêè â òðóáîïðîâîäíîì òðàíñïîðòå íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî èç õàðàêòåðèñòèê,
êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèÿì ñòàöèîíàðíîãî ïîòîêà. Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ êî-
ëåáàòåëüíèå òå÷åíèÿ âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè íà îáîáùåííîé ìîäåëè Ìàêñâåëëà â ïëîñêîì
êàíàëå ïðè íàëîæåíèè íà òå÷åíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ðàñõîäà æèäêîñòè. Îïðåäåëÿåò-
ñÿ ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ àìïëèòóäíî-ôàçîâûõ ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê. Ñ ïîìîùüþ ýòîé
ôóíêöèè àíàëèçèðóåòñÿ èçìåíåíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè êîëåáàòåëüíîì
ïîòîêå óïðóãîâÿçêîé æèäêîñòè â çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîä ðåøåíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìåäëåííîãî êîëåáàòåëüíîãî òå÷åíèÿ âÿçêîóïðóãîé íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòè ìåæäó äâóìÿ íåïîäâèæíûìè ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè ïðîñòèðàþùèìèñÿ â îáå
ñòîðîíû äî áåñêîíå÷íîñòè. Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòåíêàìè ÷åðåç 2h. Îñü Ox ïðî-
õîäèò ãîðèçîíòàëüíî â ñðåäèíå êàíàëà âäîëü ïîòîêà. Îñü Oy íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî
ê îñè. Òå÷åíèå âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè ïðîèñõîäèò ñèììåòðè÷íî ïî îñè êàíàëà. Äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âÿçêîóïðóãîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â íàïðÿæåíèÿõ èìååò
ñëåäóþùèé âèä [7]�[10]:

ρ
∂u

∂t
= −∂p

∂x
− ∂τ

∂y
, (1)

ãäå u � ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü, p � äàâëåíèå, ρ � ïëîòíîñòü, τ � êàñàòåëüíàÿ íàïðÿæåíèÿ,
t � âðåìÿ.
Ðåîëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè ïðèíèìàþòñÿ â âèäå îáîáùåííîãî óðàâíå-

íèÿ Ìàêñâåëëà [3], [6]:

τ = τs + τp, τs = −ηs
∂u

∂y
, λ

∂τp
∂y

+ τp = −ηp
∂u

∂y
. (2)

Çäåñü λ � âðåìÿ ðåëàêñàöèè, τs � êàñàòåëüíàÿ íàïðÿæåíèÿ íüòîíîâñêîé æèäêîñòè, τp � êà-
ñàòåëüíàÿ íàïðÿæåíèÿ ìàêñâåëëîâñêîé æèäêîñòè, τ � êàñàòåëüíàÿ íàïðÿæåíèÿ ðàñòâîðà,
ηs � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü íüòîíîâñêîé æèäêîñòè, ηp � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü ìàêñâåë-
ëîâñêîé æèäêîñòè. Ìåæäó äèíàìè÷åñêèìè âÿçêîñòÿìè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî [3], [6]:

η0 = ηs + ηp,

ãäå η0 � äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü ðàñòâîðà. Ïîäñòàâëÿÿ (2) â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (1) äëÿ
ñêîðîñòè æèäêîñòè, ïîëó÷àåì

ρ

(
1 + λ

∂

∂t

)
∂u

∂t
= −

(
1 + λ

∂

∂t

)
∂p

∂x
+ ηs

(
1 + λ

∂

∂t

)
∂2u

∂y2
+ ηp

∂2u

∂y2
. (3)

Ñ÷èòàåì, ÷òî êîëåáàòåëüíîå òå÷åíèå âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò çàäàí-
íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ ðàñõîäà æèäêîñòè èëè ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè îñðåäíåííîé
ïî ñå÷åíèþ êàíàëà

Q = aQ cosωt = Re aQe
iωt, < u >= au cosωt = Re aue

iωt,

ãäå aQ è au � ñîîòâåòñòâåííî àìïëèòóäà ðàñõîäà æèäêîñòè è àìïëèòóäà ïðîäîëüíîé ñêî-
ðîñòè îñðåäíåííîé ïî ñå÷åíèþ êàíàëà. Â äàííîì ñëó÷àå òå÷åíèå ïðîèñõîäèò ñèììåòðè÷íî
ïî îñè êàíàëà, à íà ñòåíêå êàíàëà óäîâëåòâîðÿåòñÿ óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ, ò. å. ïðîäîëüíàÿ
ñêîðîñòü íà ñòåíêå êàíàëà ðàâíà íóëþ. Òîãäà ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè áóäóò

u = 0y = h,
∂u

∂y
= 0y = 0. (4)
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Â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (3) ïðîäîëüíóþ ñêîðîñòü, äàâëåíèå, êàñàòåëüíîå íàïðÿæå-
íèå íà ñòåíêå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u(y, t) = Reu1(y)eiωt, p(x, t) = Re p1(x)eiωt, τ(t) = Re τ1e
iωt. (5)

Ïîäñòàâëÿÿ (5) â óðàâíåíèå (3), ïîëó÷àåì

∂2u1(y)

∂y2
− ρiω

η0

(
X +

Z

1 + iωλ

)−1

=
1

η0

((
X +

Z

1 + iωλ

)−1
)
∂p1(x)

∂x
. (6)

Çäåñü

X =
ηs
η0
, Z =

ηp
η0
, X + Z =

ηs
η0

+
ηp
η0

= 1.

Ôóíäàìåíòàëüíûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (6) áåç ïðàâîé ÷àñòè áóäóò ôóíêöèè

cos

(
i3/2α0

h
η(iω)y

)
, sin

(
i3/2α0

h
η(iω)y

)
.

Çäåñü

η(iω) =

(
1 + iωλ

1 + iωλX

)1/2

, α0 =

√
ρω

η0
h,

à ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ÷àñòè èìååò âèä

1

ρiω

(
−∂p1(x)

∂x

)
.

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) áóäåò

u1(y) = C1 cos
(
i3/2α0η(iω)

y

h

)
+ C2 sin

(
i3/2α0η(iω)

y

h

)
+

1

ρiω

(
−∂p1(x)

∂x

)
. (7)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ èñïîëüçóåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4)

∂u1(y)

∂y
= C1

i3/2α0

h
η(iω) sin

(
i3/2α0η(iω)

y

h

)
+ C2

i3/2α0

h
η(iω) cos

(
i3/2α0η(iω)

y

h

)
. (8)

Ïðè y = 0 ñîîòíîøåíèå (8) èìååò âèä

0 = C2
i3/2α0

h
η(iω).

Îòñþäà ëåãêî íàéòè C2 = 0. Ïðè óñëîâèè, ÷òî u1 = 0 ïðè y = h, èç (7) îïðåäåëÿåì

C1 = − 1

ρiω

(
−∂p1(x)

∂x

)
1

cos
(
i3/2α0η(iω)

) .
Â ðåçóëüòàòå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè áóäåì èìåòü

u1(y) =
1

ρiω

(
−∂p1(x)

∂x

)1−
cos
(
i3/2α0η(iω)

y

h

)
cos(i3/2α0η(iω))

 , (9)

ãäå α0

√
ω

ν0
h � êîëåáàòåëüíîå ÷èñëî Óîìåðñëè (áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé), ν0 � êè-

íåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü ðàñòâîðà.
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Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

τ1(iω) = − η0
η2(iω)

∂u1(y)

∂y

∣∣∣∣∣
y=h

íàõîäèì êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå ñäâèãà íà ñòåíêå

τ1(iω) = −h
(
−∂P
∂x

)
1

iα2
0

 i 32α0η(iω) sin
(
i
3
2α0η(iω)

)
cos
(
i
3
2α0η(iω)

)
 . (10)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ îáå ÷àñòè ôîðìóëû (9) ïî ïåðåìåííîé y â ïðåäåëàõ îò −h äî h, íàéäåì
ôîðìóëû äëÿ ðàñõîäà æèäêîñòè

Q1 = 2h

 1

ρiω

(
−∂p1(x)

∂x

)1−
sin
(
i
3
2α0η(iω)

)
(
i
3
2α0η(iω)

)
cos
(
i
3
2α0η(iω)

)
 . (11)

Ó÷èòûâàÿ â ôîðìóëå (11) Q1 = 2h < u1 >, íàõîäèì ïðîäîëüíóþ ñêîðîñòü îñðåäíåííîé ïî
ñå÷åíèþ êàíàëà

< U1(iω) >=
1

piω

(
−∂p1(x)

∂x

)1−
sin
(
i
3
2α0η(iω)

)
(
i
3
2α0η(iω)

)
cos
(
i
3
2α0η(iω)

)
 , (12)

ρiω = i
ω

v
h2
η0
h2

= iα2
0

η0
h2
.

Òîãäà ôîðìóëà (12) ñ ó÷åòîì (10) ïðèîáðåòàåò âèä

< U1(iω) >= − 3

3η0
τ1

3α0η(iω) cos(i
3
2α0η(iω)− sin

(
i
3
2α0η(iω)

)
(
i
3
2α0

)2
sin
(
i
3
2α0η(iω)

) . (13)

Èñïîëüçóÿ (13), äëÿ êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ íà ñòåíêå îïðåäåëÿåì ïåðåäàòî÷íóþ ôóíê-
öèþ

Wη1,u1(iω) =
h

3η0

τ1(iω)

u1(iω)
. (14)

Ñ ó÷åòîì (14) èç óðàâíåíèÿ (13) ïîëó÷àåì

Wτ1,u1(iω) =
h

3η0

τ1(iω)

< u1(iω) >
= −

(
i
3
2

)2
sin
(
i
3
2α0η(iω)

)
3
((
i
3
2α0η(iω)

)
cos
(
i
3
2α0η(iω)− sin

(
i
3
2α0η(iω)

))) = χ+βi.

(15)
Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ (15) èíîãäà íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäíî-ôàçîâîé ÷àñòîòíîé õàðàêòå-
ðèñòèêîé. Ýòè ôóíêöèè ïîçâîëÿþò îöåíèòü ãèäðàâëè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå ïðè çàäàííîì
çàêîíå èçìåíåíèÿ ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè îñðåäíåííîé ïî ñå÷åíèþ êàíàëà. Òàê êàê åå äåéñòâè-
òåëüíàÿ ÷àñòü ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü àêòèâíîå ãèäðàâëè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå, à ìíèìàÿ
÷àñòü � ðåàêòèâíîñòü èëè èíäóêòèâíîñòü êîëåáàòåëüíîãî ïîòîêà.
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2. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ è àíàëèç.

Ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå ïðè êîëåáàòåëüíîì ïîòîêå â íüþòîíîâñêèõ, à òàêæå
âÿçêîóïðóãèõ òå÷åíèÿõ îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ê ñðåäíåé ñêîðîñòè,
èíîãäà ýòî îòíîøåíèÿ íàçûâàåòñÿ "èìïåäàíñîì" ïîòîêà. Îòíîøåíèå ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ê
ñðåäíåé ñêîðîñòè íàõîäèì èç ôîðìóëû (12)

Z =

(
−∂p
∂x

)
R0 < u1(iω) >

=

[
1

iα2
0

(
1−

sin
(
M1 − iM1

)(
M1 − iM1

)
cos
(
M1 − iM1

))]−1

= R0
n + iL0. (16)

Çäåñü R0 =
η

h2
� ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå Íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè ïðè ñòà-

öèîíàðíîì ïîòîêå. Âûäåëÿÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ôîðìóëû (16), îïðåäåëÿåì
ïîëíîå ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå R è èíäóêòèâíîñòü L :

R =
α2
0

(
A2

1 +B2
1

)(
A2

2 +B2
2

) B2,
L̄

α2
0

=

(
A2

1 +B2
1

)
A2

2 +B2
2

A2,

ãäå
A1 = ĀM̄1 + B̄M1, B1 = ĀM1 − B̄M̄1,

A2 =
(
A2

1 +B2
1

)
−A1C −B1D, B2 = (B1C −A1D) ,

C = sinM1 ch M̄1, D = − cosM1 sh M̄1;

Ā = sinM1 sh M̄1, B̄ = cosM1 ch M̄1, M1 =
α0√

2
¯̄G1, M̄1 =

α0√
2

¯̄G2,

¯̄G1 = ¯̄G1 + ¯̄G2,
¯̄G2 = Ḡ1 − Ḡ2,

√
1

η∗ (iω)
=
√
G1 +G2i = Ḡ1 + Ḡ2i,

G1 =

√√
G2

1 +G2
2 cos

ϕ+ 2nπ

2
, Ḡ2 =

√√
G2

1 +G2
2 sin

ϕ+ 2nπ

2
, n = 0, 1;

φ = arctg
G2

G1
,

1

η∗ (iω)
=

1 + De2X1α
4
0 + iDeα2

0(1−X1)

1 + De2X2
1α

4
0

= G1 +G2i,

G1 =
1 + De2X1α

4
0

1 + De2X2
1α

4
0

, G2 =
Deα2

0(1−X1)

1 + De2X2
1α

4
0

,

η ∗ (iω) =

(
ηs
η

+
ηp
η

1

1 + iDeα2
0

)
=

(
X1 + Z1

1

1 + iDeα2
0

)
=

1 + iDeX1α
2
0

1 + iDeα2
0

,
ηs
η

+
ηp
η

= 1,

X1 =
ηs
η
, Z1 =

ηp
η
, X1 + Z1 = 1,

De =
λη

ρh2
, α2

0 =
ω

ν
h2.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ (16) äëÿ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè ïðèâåäåíû âî ìíîãèõ ðàáî-
òàõ [7], [9], [10]. Â ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îò
áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé α0, êîãäà óïðóãîå ÷èñëî De = 0.05, è ïðè ðàçëè÷íûõ çíà-
÷åíèÿõ êîíöåíòðàöèè íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè â ðàñòâîðå.
Â ãðàôèêå ðèñ. 1 ïðè X = 1 ïðèâåäåíû èçìåíåíèÿ ïîëíîãî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðî-

òèâëåíèÿ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè â êîëåáàòåëüíîì ïîòîêå, ñîâïàäàþùèå ñ ðåçóëüòàòàìè
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îò áåçðàçìåðíîé
÷àñòîòû êîëåáàíèé α0 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîíöåíòðàöèè íüþòîíîâñêîé
æèäêîñòè äëÿ De = 0.05

äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé [7], [9]. Èç ýòîãî ãðàôèêà âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì áåçðàçìåðíîé ÷à-
ñòîòû êîëåáàíèé α0 ïîëíîå ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè ìî-
íîòîííî âîçðàñòàåò. Êðèâûå 2�5, ïðèâåäåííûå â ðèñ. 1, õàðàêòåðèçóþò èçìåíåíèå ãèäðîäè-
íàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ â êîëåáàòåëüíîì ïîòîêå óïðóãîâÿçêîé æèäêîñòè ñ íèçêèì óïðó-
ãèì ÷èñëîì Äåáîðû, ñ äîáàâëåíèåì åå íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè. Äåéñòâèòåëüíî êðèâûå 2�5
ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò êðèâîé 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî
ñîïðîòèâëåíèÿ óïðóãîâÿçêîé æèäêîñòè ìîæíî ïðèíèìàòü ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ñîïðîòèâëå-
íèå íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè. Îäíàêî ñ óâåëè÷åíèåì óïðóãîãî ÷èñëà Äåáîðû íàáëþäàåòñÿ
ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ìåæäó ãèäðîäèíàìè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì óïðóãîâÿçêîé æèäêîñòè
è íüþòîíîâñêîé æèäêîñòüþ. Ýòî îòëè÷èå ïîêàçàíî íà ðèñ. 2�4 ïðè âîçðàñòàþùèõ çíà÷åíèÿõ
óïðóãîãî ÷èñëà Äåáîðû. Íà÷èíàÿ ñ óïðóãîãî ÷èñëà Äåáîðû De = 0.5, íàáëþäàåòñÿ óìåí-
ùåíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò êîíöåíòðàöèè íüþòîíîâñêîé
æèäêîñòè (êðèâûå 3�5 íà ðèñ. 3). Êîãäà îòñóòñòâóåò íüþòîíîâñêàÿ æèäêîñòü â ðàñòâîðå,
òîãäà ðàñòâîð îáëàäàåò âÿçêîóïðóãèìè ñâîéñòâàìè. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ â êîëåáàòåëüíîì ïî-
òîêå ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå óïðóãîâÿçêîé æèäêîñòè èçìåíÿåòñÿ êîëåáàòåëüíûì
îáðàçîì â çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé α0, è îí óñèëèâàåòñÿ ñ óâåëè÷å-
íèåì óïðóãîãî ÷èñëà Äåáîðû (êðèâûå 5 íà ðèñ. 2�4). Ñîäåðæàíèå íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè â
ðàñòâîðå ñãëàæèâàåò êîëåáàòåëüíûé ðåæèì èçìåíåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ
(êðèâûå 3, 4 íà ðèñ. 2�4). Â îáùåì ñëó÷àå ïðè êîëåáàòåëüíîì òå÷åíèè âÿçêîóïðóãîé æèä-
êîñòè ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå óìåíüøàåòñÿ ìàêñèìàëüíî â äèàïàçîíå çíà÷åíèé
1 < α0 < 3 áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé, à çàòåì óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ýòîé
÷àñòîòû. Ïîëó÷åííûé ýôôåêò ïîçâîëÿåò îöåíèòü ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå ïðè
çàäàííîì çàêîíå èçìåíåíèÿ ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè, îñðåäíåííîé ïî ñå÷åíèþ êàíàëà, à òàêæå
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îò áåçðàçìåðíîé
÷àñòîòû êîëåáàíèé α0 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîíöåíòðàöèè íüþòîíîâñêîé
æèäêîñòè äëÿ De = 0.5

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îò áåçðàçìåðíîé
÷àñòîòû êîëåáàíèé α0 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîíöåíòðàöèè íüþòîíîâñêîé
æèäêîñòè äëÿ De = 1
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îò áåçðàçìåðíîé
÷àñòîòû êîëåáàíèé α0 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîíöåíòðàöèè íüþòîíîâñêîé
æèäêîñòè äëÿ De = 2

ïðè òå÷åíèè âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè â íåñòàöèîíàðíîì ïîòîêå. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îïðå-
äåëèòü äèññèïàöèè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ñðåäû, èìåþùèå âàæíûå çíà÷åíèÿ ïðè ðåãóëèðî-
âàíèè ãèäðî- è ïíåâìîñèñòåì.

Çàêëþ÷åíèå

Ðåøåíû çàäà÷è î êîëåáàòåëüíîì òå÷åíèè âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè â ïëîñêîì êàíàëå ïðè
çàäàííîì ãàðìîíè÷åñêîì êîëåáàíèè ðàñõîäà æèäêîñòè íà îñíîâå îáîáùåííîé ìîäåëè Ìàêñ-
âåëëà. Îïðåäåëåíà ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ, àìïëèòóäíî-ôàçîâîé ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèê.
Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôóíêöèè èññëåäîâàíû çàâèñèìîñòü ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îò
áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ óïðóãîãî ÷èñëà Äåáîðû è êîí-
öåíòðàöèè íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî â êîëåáàòåëüíîì òå÷åíèè âÿçêîóïðóãîé
æèäêîñòè ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå óìåíüøàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà Äåáî-
ðû. Ñ óâåëè÷åíèåì ýòîãî ÷èñëà óìåíüøåíèå ñòàíîâèòñÿ åùå ÿð÷å. Ýòîò ýôôåêò ïîçâîëÿ-
åò îöåíèòü ãèäðîäèíàìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå ïðè çàäàííîì çàêîíå èçìåíåíèÿ ïðîäîëüíîé
ñêîðîñòè, îñðåäíåííîé ïî ñå÷åíèþ êàíàëà, à òàêæå ïðè òå÷åíèè âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè â
íåñòàöèîíàðíîì ïîòîêå, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü äèññèïàöèè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè
ñðåäû, èìåþùèå âàæíûå çíà÷åíèÿ ïðè ðåãóëèðîâàíèè ãèäðî- è ïíåâìîñèñòåì.
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K.Navruzov, A.Sh. Begjanov, Sh.B. Sharipova, and J. Jumayev

Mathematical modeling of hydrodynamic resistance in a viscolicative �ow of a viscoelastic

�uid

Abstract. The problems of the oscillatory �ow of a viscoelastic �uid in a �at channel for a given
harmonic oscillation of the �uid �ow rate are solved on the basis of the generalized Maxwell
model. The transfer function of the amplitude-phase frequency characteristics is determined. These
functions make it possible to evaluate the hydraulic resistance under a given law, the change in the
longitudinal velocity averaged over the channel section, as well as during the �ow of a viscoelastic
�uid in a non-stationary �ow, allow, to determine the dissipation of mechanical energy in a non-
stationary �ow of the medium, which are important in the regulation of hydraulic and pneumatic
systems. Since its real part allows, determines the active hydraulic resistance, and the imaginary
part is reactive or inductance of the oscillatory �ow.

Keywords: viscoelastic fluid, unsteady flow, transfer function, oscillatory flow, amplitude, phase.
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