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(11)- ifodadan a=d2 , d=d0 deb belgilab, (11)- ifodaningning koeffitsiyentlari aniqlangani uchun qayta 

yozamiz: 

𝜓ℓ(𝑥) = (𝐺 ∗ ℓ)(𝑥) + 𝑎𝑒
−𝜎𝑥 + 𝑑. (15) 

Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlandi. 

Teorema 1. (5)- va (7)- chegaraviy masalalarning yechimi (3)- xatolik funksionalining ekstremal 

funksiyasi bo‘ladi va quyidagi ko‘rinishga ega 

𝜓ℓ(𝑥) = ℓ(𝑥) ∗ 𝐺(𝑥) + 𝑎𝑒
−𝜎𝑥 + 𝑑,  

bunda: 

𝐺(𝑥) =
𝑠𝑖𝑔𝑛𝑥

4𝜎3
 (−2𝜎𝑥 + 𝑒𝜎𝑥 − 𝑒−𝜎𝑥). 

Xulosa. Ushbu ishda, 𝑊2,𝜎
(2,1)(0,1) fazosida (1)- optimal interpolyatsion formula qurishdagi xatolik 

funksionalining ekstremal funksiya aniqlandi. 
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МЕТОДИКА ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ КОНВЕКТИВНОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

ВБЛИЗИ ВЕРТИКАЛЬНОГО ИСТОЧНИКА 
 

В этой статье предлагается методика для исследования процесса возникновения 

динамического и температурного пограничных слоев вблизи вертикально расположенного стержня, 

который является источником тепла. Среда считается сжимаемой, исходя из этого предположения 

выбирается математический модель в виде системы дифференциальных уравнений в приближении 

теории пограничного слоя. При обезразмеровании дифференциальных уравнений учтена равенства 

нулю начальной скорости течения. Сформулированная система дифференциальных уравнений в 

частных производных с граничными условиями решена численно и его алгоритм реализовано с 

использованием графической среды DELPHI. Для рисования графиков был использован компонент 

Сhart.  

Ключевые слова: динамический пограничный слой, температурный пограничный слой, источник 

тепла, математический модел, компьютерный модел, дифференциальные уравнения в частных 

производных, теплообмен, ествественная конвекция, уравнения пограничного слоя, ламинарный 

режим.  

Ushbu maqolada issiqlik manbai bo’lgan vertikal joylashgan novda yaqinida dinamik va haroratli 

chegara qatlamlarini shakllantirish jarayonini o’rganish metodologiyasi taklif etiladi. Muhit siqiladigan deb 

hisoblanadi, bu taxminga asoslanib, chegara qatlami nazariyasini yaqinlashtirishda differensial tenglamalar 

tizimi ko’rinishidagi matematik model tanlanadi. Differensial tenglamalarni o’lchamsiz qilishda oqimning 

dastlabki tezligining nolga tengligi hisobga olingan. Chegaraviy shartlarga ega bo’lgan qisman differensial 

tenglamalarning shakllantirilgan tizimi sonli yechiladi va uning algoritmi DELPHI grafik muhiti yordamida 

amalga oshiriladi. Grafiklarni chizish uchun diagramma komponenti ishlatilgan. 

Kalit so’zlar: dinamik chegara qatlami, temperaturali chegara qatlami, issiqlik manbai, matematik 

model, kompyuter modeli, qisman differentsial tenglamalar, issiqlik uzatish, tabiiy konveksiya, chegaraviy 

qatlam tenglamalari, laminar rejim. 

This article proposes a methodology for studying the process of the formation of dynamic and 

temperature boundary layers near a vertically located rod, which is a source of heat. The medium is considered 

compressible, based on this assumption, a mathematical model is selected in the form of a system of differential 

equations in the approximation of the boundary layer theory. When making the differential equations 

dimensionless, the equality of the initial flow velocity to zero was taken into account. The formulated system 

of partial differential equations with boundary conditions is solved numerically and its algorithm is 

implemented using the DELPHI graphical environment. Chart component was used to draw graphs. 

Key words: dynamic boundary layer, temperature boundary layer, heat source, mathematical model, 

computer model, partial differential equations, heat transfer, natural convection, boundary layer equations, 

laminar regime. 

 

Введение. Всестороннее исследование процессов тепловой конвекции является весьма 

актуальной проблемой гидромеханики и теплообмена, поскольку они часто встречаются во многих 

задачах практики, например, в теплицах, машиностроении, промышленных установках и т.д., которые 

связаны эффективным (рациональным) использованием энергетических ресурсов, актуальность 

которых отражается в указах и постановлениях руководства нашей республики[1]. 

Исследованию таких механизмов посвящены многочисленные работы отечественных и 

зарубежных авторов. В частности, в [2, 3] рассматривается влияние процессов конвекции при 

проектировании современных элементов электронной техники, в [4, 5] рассмотрены вопросы 

конвекции в случае аварийного охлаждения ядерного или химического реакторов. 

Сопряженная задача естественной конвекции в частично заполненном жидкостью вертикальном 

цилиндрическом баке в условиях подвода равномерного теплового потока к внешней стороне боковой 

стенки и одновременного отвода тепла через локальные стоки, расположенные в боковой стенке бака, 

проанализирована в [6]. 

В работе [7] рассматривается течение вязкой несжимаемой жидкости вдоль нагретого 

вертикального конуса с учетом изменений вязкости и температуропроводности в зависимости от 

температуры. Предполагается, что вязкость жидкости является экспоненциальной функцией 

температуры, а температуропроводность - линейной функцией температуры. Основные уравнения для 

ламинарной свободной конвекции жидкости преобразуются в безразмерные уравнения в частных 



40 

производных, которые решаются методом конечных разностей с неявной схемой Кранка-Николсона. 

Получены зависимости параметров потока от вязкости жидкости и теплопроводности. 

В работе (9) рассматривается стационарный, ламинарный перенос в слое, примыкающем 

погруженный в покоящийся окружающий газ в вертикальной поверхности, который является 

источником тепла. В качестве математической модели использованы уравнения в приближении 

пограничного слоя. Исследован конвекция газа вблизи вертикально расположенного источника тепла. 

Вышеприведенный анализ показывает, что процессы тепловой конвекции нуждается в 

дальнейшем исследовании. Например, во многих источниках среда считается несжимаемым. 

Основная часть. В настоящей работе численно исследуется стационарный, ламинарный 

перенос в слое между примыкающем погруженный в покоящимися окружающим газом вертикально 

расположенного источника тепла. При этом предполагается, что температура окружающего воздуха 

постоянно и равно 0t ; температура на поверхности стержня так же поддерживается постоянными 

температурами равными )( 011 ttt  . Схематическая картина течения показан на рис.1. 

  
Рис.1. Схематическая картина течения возникающей динамического и температурного 

пограничного слоя 

В процесссах тепловой или свободной конвекции, в отличие от вынужденной, течение возникает 

по действием разности температур. Во внешних свободно-конвективных течениях, которые 

рассматривается здесь, параметры окружающей среды можно принять постоянными[9].  

Если температура источника тепла (в дальнейшем назовем его стержнем) больше окружающего 

воздуха, возле его возникает динамическое и тепловое пограничные слои. Динамический пограничный 

слой определяет область возникновения конвекции атмосферного воздуха, тепловой пограничный 

слой область возникновения конвекции тепла в некотором слое. 

Граница динамического пограничного слоя определяется тем, что внутри этой границы 

появляется некоторое движение воздуха в связи с разности температуры или плотности, а граница 

теплового пограничного слоя разницей температур относительно окружающего воздуха. Если 

обозначить толщину динамического пограничного слоя через U , а толщину теплового пограничного 

слоя через T , тогда для ламинарного пограничного слоя: 

Pr=
T

U




 

Где 𝑃𝑟 – число Прандтля. 

Если 1Pr = , тогда толщины динамического и теплового пограничных слоев равны, если 𝑃𝑟 <
1, тогда толщина динамического пограничного слоя меньше теплового, а при 𝑃𝑟 > 1 толщина 

теплового пограничного слоя меньше динамического. Случай 𝑃𝑟 < 1 уместно для областей, 

затопленные газом. 

Уравнения динамического пограничного слоя получается из уравнений движения и сплошной 

среды. 

Уравнения теплового пограничного слоя получается из уравнений энергии. 

При проведении вычислительных экспериментов предполагалось, что теплофизические свойства 

материала стенок и газа не зависят от температуры, а режим течения является ламинарным. 

При распространении тепла в соответствии с разницей плотностей возникает движение молекул 

газа и будет направлена вверх. 

Процесс распространения тепла из вертикально расположенного стержня будем исследовать 

используя дифференциальных уравнений в частных производных, в приближении ламинарного 

пограничного слоя, который математически моделируется следующей системой [9-10]: 
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 (1) 

В этих уравнениях неизвестными является: ,u - продольные и поперечные составляющие 

скорости;  - плотности, Т – абсолютная температура, Е – полная энергия, а также динамический 

коэффициент вязкости   . 

𝐹𝑟 – гидродинамическое число Фруда, 𝑃𝑟-Число Прандтля - критерий подобия тепловых 

процессов в жидкостях и газах, учитывающий влияние физических свойств теплоносителя на 

теплоотдачу[14]. 

Для замыкания системы дифференциальных уравнений (1) привлекаем следующие 

алгебраические уравнения: 

Полная энергия  

.TCE p= ;   (2) 

Уравнение состояния для идеального газа  

T

const
= ;       (3) 

Зависимость коэффициента вязкости газа от температуры представляется формулой Саттерлэнда 

[10]  

TC

Tconst

+
= 2

3

 ; где 122C  (для воздуха)  (4)  

Таким образом, система уравнений (1) с учетом (2)-(4) замыкается. 

Граничные условия 

Согласно рис. 1 сформулируем граничные условия. В системе координат по оси x  расположен 

неограниченно вертикально расположенная стержня, который являются источником тепла, который 

имеет фиксированные значения. При тепло и массопереносе вблизи стержня возникает динамические 

и тепловые пограничные слои. Толшина пограничного слоя раширяется по мере продвижения на верх. 

Исходя из перечисленных выше, сформулируем граничные условия: 
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Для решения системы (2.1)-(2.4) в основе граничных условий приведем к безразмерному виду. 

При этом имеем ввиду, что в нашем случае начальная скорость равна нулю, учитывая это, за 

масштабную величину скорости принимаем следующую выражению, исходя из теории размерности: 

LTgum = 
, 

Для других величин введем следующие масштабные величины 

0HHm =
, 0 =m , mm uv =

, 
Lxm =

, 
Lym =

  (6) 

Здесь под 𝐿 подразумевается наибольшая ширина пограничного слоя. 

Индекс 𝑚 означает, что эта величина масштаба. 

После обезразмерования система уравнений принимает следующий вид: 
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где 𝐺𝑟 – число Грасгофа. 

Выше изложенная задача решена численно с применением двухслойной, четырехточечной 

неявной конечно – разностной схемы и методом прогонки с итерацией [12]. 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D1%80%D0%B8%D1%82%D0%B5%D1%80%D0%B8%D0%B9_%D0%BF%D0%BE%D0%B4%D0%BE%D0%B1%D0%B8%D1%8F
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%96%D0%B8%D0%B4%D0%BA%D0%BE%D1%81%D1%82%D1%8C
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D0%B0%D0%B7
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B5%D0%BF%D0%BB%D0%BE%D0%BF%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%B4%D0%B0%D1%87%D0%B0
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Используя метод метода конечных разностей, всю область решения представляют в виде 

совокупности узлов [13]. В результате аппроксимации дифференциальных уравнений в частных 

производных конечными разностями получаем систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), 

определяя искомый параметр в каждом узле сетки. Для замыкания такой схемы используются 

граничные условия, представленные в разностном виде. В результате получаем замкнутую систему 

линейных алгебраических уравнений, решаемую с помощью ЭВМ. 

При этом на основе составленного алгоритма составлен программа на языке DELPHI. Во время 

работы программы результаты выражались в виде графиков, для этого воспользовались компонентом 

Chart. 

На рис. 1. приведены ширина зоны смещения теплового пограничного слоя, а на рис.2. 

приведены изменение продольной скорости в сечении 𝑥̅ = 4, в зависимости от учета и без учета 

сжимаемости среды. Из рисунков следует, что учет сжимаемости среды приводит к сужению ширины 

зоны смещения, увеличению продольной скорости чем без учета сжимаемости среды. 

 
Рис.1.      Рис.2. 

Синий – с учетом сжимаемости среды, красный-без учета сжимаемости среды. 

На рис.3 приведена распределение полной энергии вблизи источника тепла, когда среда 

является воздухом. Видно, что по мере продвижения вверх зоны распределения расширяется.  

 
Рис.3. Расширение зоны полной энергии по оси при Pr=0,5. 

1 − 𝑥̅ = 5; 2 − 𝑥̅ = 20; 3 − 𝑥̅ = 50. 

Таким образом, математический модель описывает физики процесса, в частности, при учете 

сжимаемости с повышением температуры уменьшается плотность среды(воздуха в нашем случае), что 

приводить сужению ширины зоны смешения, тем самым увеличению продольной скорости.  
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