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УДК  517.518.392 

 
ПОСТРОЕНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ ПО ПОРЯДКУ СХОДИМОСТИ КУБАТУРНЫХ 

ФОРМУЛ ТИПА ЭРМИТА В ПРОСТРАНСТВЕ СОБОЛЕВА 

 

Жалолов Озоджон Исомидинович  
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Аннотация: В работе исследование ведется для кубатурных формул в функциональных 

пространствах Соболева 
( )

2

mL и 2

mL  для функций заданных в n - мерной единичной сфере. Качество 

кубатурной формулы характеризуется нормой функционала погрешности, и является функцией 

неизвестных коэффициентов и узлов. Поэтому для вычислительной практики полезно уметь 

вычислить норму функционала погрешности и оценить ее. В связи с этим в пространстве 2

mL  

вычислена нормы функционала погрешности кубатурных формул типа Эрмита и найдена 

экстремальная функция. Получена оценку сверху для нормы функционала погрешности  кубатурных 

формул и на основе теоремы Бахвалова  в пространстве  
( )

2 ( )mL S   построена оптимальная по 

порядку сходимости кубатурная формула для функций заданных  в n - мерной единичной сфере.   

Если нам известны не только значения функции  f  в некоторых точках области S, но и 

значения ее производных того или иного порядка, то естественно , что при правильном 

использовании всех этих данных мы можем ожидать более точный результат, чем в случае 

использования только значений функции.   

Ключевые слова: кубатурная формула, функционал погрешность, пространство Соболева, 

обобщѐнная функция, функциональная пространство, экстремальная функция.  

 

Abstract: In this paper, the study is carried out for cubature formulas in the Sobolev function spaces 
( )

2

mL  and 
2

mL  for functions defined in the n -dimensional unit sphere. The quality of the cubature formula is 

characterized by the norm of the error functional, and is a function of unknown coefficients and nodes. 

Therefore, it is useful for computational practice to be able to calculate the norm of the error functional and 

evaluate it. In this connection, in the 
2

mL  space, the norms of the error functional of Hermite-type cubature 

formulas are calculated and the extremal function is found. An upper bound is obtained for the norm of the 

error functional of cubature formulas, and on the basis of Bakhvalov's theorem in the space 
( )

2 ( )mL S , an 

optimal cubature formula in terms of the order of convergence is constructed for functions given in the n -

dimensional unit sphere. 

If we know not only the values of the function  f   at some points of the region S , but also the 

values of its derivatives of one order or another, then naturally, with the correct use of all these data, we can 

expect a more accurate result than in the case of using only the values of the function. 

Keywords: cubature formula, error functional, Sobolev space, generalized function, functional space, 

extremal function. 
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Annotatsiya: Ushbu maqolada n  o'lchovli birlik sferada aniqlangan funktsiyalar uchun 
( )

2

mL  va 
2

mL  

Sobolev  fazolarida kubatur formulalar o‘rganilgan. Kubatur formulaning optimalligi xatolik funksional 

normasi bilan tavsiflanadi va noma'lum koeffitsientlar va tugunlarga bog‘liq bo‘ladi. 

 Shuning uchun, xatolik funktsionali normasini hisoblash va uni baholash muhimdir. Shu munosabat 

bilan 
2

mL  fazosida Ermit tipidagi kubatur formulalarning xatolik funksionali normalari hisoblab chiqilgan va 

ekstremal funksiya topilgan. Kubatur formulalarning xatolik funksionali normasi uchun yuqori chegara 

olingan va 
( )

2 ( )mL S  fazodagi Baxvalov teoremasi asosida n  o‗lchovli birlik sferada berilgan funksiyalar 

uchun yaqinlashish tartibi bo‗yicha optimal kubatur formula qurilgan. 

Agar biz S  sohaning ba'zi nuqtalarida nafaqat  f   funktsiyasining qiymatlarini, balki uning bir 

yoki boshqa tartibdagi hosilalarining qiymatlarini ham bilsak, tabiiyki, bu ma'lumotlarning barchasidan 

to'g'ri foydalanish bilan biz buni amalga oshirishimiz mumkin va  aniqroq natijaga erishishimiz mumkin. 

Kalit so'zlar: kubatur formula, xatolik funksionali, Sobolev fazosi, umumlashgan funksiya, funksional 

fazo, ekstremal funksiya. 

 

1. Введение. 

 Последнее время много работ (см., например, [1-11]) посвящены построению кубатурных 

формул для приближенного вычисления интегралов по поверхности сфер, точных для сферических 

гармоник некоторого порядка. Пусть функции  f  , заданные на единичной сфере S, принадлежат 

некоторому Банаховому пространству B, вложенному в пространство  C S  непрерывных функций 

на S. Функции  f  B  продолжим на все пространство 
nR , считая их постоянными на лучах, 

выходящих из центра сферы S и будем обозначать через  f  , где S  n мерная единичная сфера. 

Рассмотрим погрешность кубатурной формулы 

 
( ) ( ) ( )

| | 1

( ) ( 1) ( )
N

tS

f d C f   


 

  
 

           (1) 

на функциях из B: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

| | 1

, ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )
n

N

N N

tS R

f f d C f f d     


 

     
 

      ,                   (2) 

           ( )

1

1
N

N s

t

r C
   


 

    
 

     ,                                                  (3) 

 1S r  ,    ( )    - дельта - функции Дирака,   
2 2 2

1 2 ... nr x x x    , 

 

2

1

2

2

nN

C
n











 , 1 2 ... n          и   0 t m  ,  

где       2n = 1 !
2

n 
 

 
.  

 Погрешность (2) кубатурной формулы (1), очевидно, является  функционалом, заданным на 

B , и в силу предположения вложенности  B C S   этот функционал 
 
N


 будет непрерывным.  

2. Постановка задачи. 

До сих пор мы рассматривали кубатурные формулы, при помощи которых приближенно 

вычисляют определенный интеграл от функции, когда известны значения этой функции в отдельных 

точках-узлах кубатурной формулы. Но возможны более общие кубатурные формулы, в которые 

входят как значения функции, так и значения ее производных того или иного порядка . 

В пространстве  *B  норма функционала 
 
N


 определяются по формуле 
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 

 

, 0

,
| * sup

|

N

N
f B f

f
B

f B





 

 
 . 

Функция 
0 ,f B  для которой имеет место равенство 

   
0 0, | * |N Nf B f B

 
    , 

называется экстремальной функцией 
 
N


. 

Таким образом, задача оценки погрешности кубатурной формулы на функциях некоторого 

пространства B , равносильна вычислению значения нормы функционала погрешности в 

сопряжѐнном к B  пространстве B
 или,  что то же самое, нахождению экстремальной функции для 

данной кубатурной формулы. 

Для решения этой задачи в качестве B  возьмѐм пространство  2

mL S . 

Определение. Пространство  2

mL S  определяется как пространство  функций, заданных на S  

и обладающих квадратично суммируемыми обобщенными производными порядка m , норма 

которых определяется равенством  9  

 
 ,

2
2

2 ,

1 1

| ( ) 2 ,
n k

mm m

k

k

f L S a k k n


 

                                      (4) 

где       , ,k k

S

a Y f d       и  предположим, что 2m n , здесь  

 ,kY   - сферические гармоники порядка k  вида  и  

 
 

 
 

3 !
, 2 2

! 2 !

k n
n k n k

k n


 
  


, т.е.  число линейно независимых сферических гармоник. 

3. Вычисление нормы функционала погрешности кубатурных формул типа  

Эрмита в пространстве Соболева   2

mL S . 

Качество кубатурной формулы характеризуется нормой функционала погрешности, и является 

функцией неизвестных коэффициентов и узлов. Поэтому для вычислительной практики полезно 

уметь вычислить норму функционала погрешности (3) и оценить ее. 

Справедлива следующая  

Теорема 1. Норма функционала погрешности 
 
N


 кубатурной формулы типа Эрмита (1) над 

пространством  2

mL S  равна 

   

     

 

 

1
2 2

( )

,,
1*

2

1 1

( 1)

2

N

kn k
tm

N mm
k

C Y

L S
k k n

  


 




 

 

  
  
     

  
 
 


  . 

Доказательство. Известно [9], что если     2

mf L S  , то для абсолютной и равномерной 

сходимости ряда     
1

k

k

f Y 




 ,  где   kY   - сферические гармоники порядка k , достаточно 

выполнение условия 2m n . 
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Таким образом, функция   2

mf L   может быть разложена в равномерно и абсолютно 

сходящийся ряд по сферическим гармоникам 

    
 

 
,

, ,

1 1 1

n k

k k k

k k

f Y a Y


  
 

  

    ,                                             (5) 

где  ,kY   - сферические гармоники порядка k  вида ,    , ,k k

S

a Y f d       и   

 ,n k  - число линейно независимых сферических гармоник, т.е. 

 
 

 
 

3 !
, 2 2

! 2 !

k n
n k n k

k n


 
  


. 

Подставляя (5) в левую часть (2), находим 

                
1 1

, 1 ,
N

N S k

t k

f r C Y
   


 

      


  

                       

            
1 1 1

1 , ,
N

S k k

k t k

r Y C Y
  


 

     
 

   

          

 

        
 

 
, ,

, , , ,

1 1 1 1 1

,
n k n kN

k k k k

k t kS

a Y d C a Y
 

  


 

     
 

     

             

 

     
 

    
, .

, , , ,

1 1 1 1 1

,
n k n k N

k k k k

k k tS

a Y d a C Y
 

  


 

     
 

     

          

 
   

      
,

, ,

1 1 1

1
n k N

k k

k t

a C Y


  


 




   

 
  

  
   .                                                               

(6) 

Если в правой части (6)  ,ka  умножить на   2 22
m m

k k n  , а кубатурную сумму разделить 

на этот множитель и применить неравенство Коши, то  с учетом равенства (4) получаем 

   
 

   
      

 

,,
12 2

,

1 1 2 2

1

, 2

2

N

kn k m m
t

N k m m
k

C Y

f a k k n

k k n

  


 




 

 



      

 


 

 

      

 

1
2 2

1
,

( , ) ( , )2 12

,

1 1 1 1

( 1)

2
2

N

k
n k n k

tmm

k mm
k k

C Y

a k k n
k k n

  

 
 


 

 

   

  
  
            

    
 
 


     
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 

      

 

 

1
2 2

,,
1

2

1 1

( 1)

2

N

kn k
tm

mm
k

C Y

f L S
k k n

  


 




 

 

  
  
      

  
 
 


  .                                                     

(7) 

Из (7) следует 

   

      

 

 

1

2

,,
1

2

1 1

( 1)

2

N

kn k
tm

N mm
k

C Y

L S
k k n

  


 




 

 

  
  

     
  

 
 


  .                                                  

(8) 

Покажем, что в (8) равенство достигается для функции 

    
 ,

, ,

1 1

n k

k k

k

U b Y


 


 

                                                   (9) 

из  2 ( )mL S ,   где  

 

     

 

( )

,

1

,

( 1)

2

N

k

t

k mm

C Y

b
k n k

  


 


 




 


.       (10) 

 Действительно, так как для сферических функций имеет место оценка [10] 

max        
1

2
2

n
m

m

kY C n k f L S 
  

 , 

то из определения (10) коэффициентов ряда (9) следует, что    2

mU L S  . 

Вычислив погрешность (6) кубатурной формулы для этой функции, получим следующее 

равенство: 

            

      

 

 

 
,,

1

,

1 1 1

( 1)

, 1 ,
2

N

kn kN
t

N S kmm
t k

C Y

U r p C Y
k k n

  


    



 



     


 

   



        
 


    

      

 

 

            
, ,

1

, ,
1 1 1

( 1)

1 , ,
2

N

n k k N
t

m S k km
k t

C Y

r Y C Y
k k n

  

 
    


 



     


 

   


 

          
    


    

      

 

 

        
, ,

1

, ,
1 1 1

( 1)

( 1)
2

N

n k k N
t

m k km
k tS

C Y

Y d C Y
k k n

  

 
    


 



  


 

   


 

     
    


    
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      

 

 

2

,,
21

2

1 1

( 1)

| ( )
2

N

kn k
t m

mm
k

C Y

U L S
k k n

  


 




 

 

 
 

   
 


  .                                               

(11) 

Сопоставляя (8) и (11) находим, что  

 
2 2| ( ) | ( )m m

N L S U L S
   ,  

где  U   является экстремальной функцией для кубатурной формулы (1), т.е.  U   - 

функция Рисса для функционала погрешности 
 
N


, что и требовалось доказать.  

Из (11) следует следующая  

Теорема  2.     Функция  

 

     

 
 

 

( )

,,
1

,

1 1

( 1)

2

N

kn k
t

kmm
k

C Y

U Y
k n k

  


 



 


 

 




 


   

является экстремальной функцией для кубатурной формулы (1) и    2

mU L S  , где 

, ( )kY  - ортонормированная сферическая гармоника порядка k , вида  и ( , )n k - число линейно 

независимых сферических гармоник порядка k .     

4.  Оптимальные по порядку сходимости кубатурные формулы типа Эрмита в  

пространстве   Соболева  
( )

2 ( )mL S . 

 В настоящем разделе рассматривается кубатурной формулы (1) с функционалом погрешности 

           ( )

1

N

N s

t

C
   


 

     
 

                               (12) 

Пусть функционалы погрешностей одномерных весовых квадратурных формул типа Эрмита 

имеют вид 

           ( )

1 1

i

i i i i

i i i

i i

Nm

N i i i iC
   


 

     

 

    ,          

1

( ) ( )
n

i i

i

p p 


  

где                
 

 

0,2 , ,

0, , 1,( 1) ,
i

i n

i n





 
  

 

   

и  функционал погрешности (12) кубатурной формулы вида (1) представляется в виде: 
       1 2

1 21 2( ) ( ) ( ) ... ( )n

nN N N N n

   
       . 

Ообозначим 
       

1

i

i

n

N N i
i

 
 


 . 

В работе Г.Н.Салихова [8] показано, что пространство  2

mL S  по составу своих элементов 

совпадает с аналогичным пространством 
   2

m
L S  С.Л.Соболева  нормой  
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      

1

2
2

2

!
.

!

m

mS

m
f L S D f d



 


  
  
  
  

В одномерном случае для 
   2

m

i if L  норма определяется так: 

     

1
2 2

2 .

i

m
m

i i i im

i

d
f L f d

d
 




   
    

   
  

Справедлива следующая лемма. 

Лемма. Если )(f  из пространства )(
)(

2 S
mL  (2m>n) и для функционала погрешности 

   N


  кубатурной формулы вида (1) выполняются условия  

            
       1 2

1 21 2( ) ( ) ( ) ... ( )n

nN N N N n

   
             и 

                      
  ( )

2 ( )|i

i

m m

N i i iL K N
                                                                                    (13)  

где                 
[0,2 ], ,

[0, ], 1, 1,
i

i n

i n






  

 
                                                                         

то                      
  ( )* 1

2

1

| ( )
n

m m

N i i

i

L S K N
 



 .                                                                   

Доказательство. Наиболее очевидным подходом к интегрированию по  n - мерной единичной 

сфере является рассмотрение интеграла как n - раз повторного интеграла и применение 1-мерной 

весовой квадратурной формулы по каждой переменной отдельно (см.[2]). Таким образом, если 
     1 2

1 2, ,..., n

nQ Q Q
  

- весовые квадратурные формулы типа Эрмита для интервалов  ( 1, )i i n  , 

то  

 

   

     

1 2

1

1 1

2 1

1 2

1 1

1 1

1 1 2 3 1

2 1 1 2 3 1

1 1 1 2

( ) ... ( ,..., ) ...

... ( ; ) , ...

... ( ( ; ); ) ...

( (... ( ; ); );...; ).

n

n

n

n n

n n

S

n

n

n n n

f d f d d

Q f d d d

Q Q f d d

Q Q Q f



 

  

     

   

   

  







  



 



 



 

 

 



   

 

 

                                                                         

(14) 

Последнее выражение (14) является как раз линейной комбинацией значений f . 

Действительно, если  

 
   

1

( ) ( ), 1,
i

i i

i

i

N
i

j jQ g C g j n
 







  , 

то последнее выражение в (14) в точности есть  

 
         

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

1 1 1 1 1 1

... ... ... , ,..., .
n n

n n

n

n n

m Nm m N N

nC C C f
    

  
     

  
     

    
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Последнее выражение обозначим  через  
      1 2

1 2, ,..., n

nQ Q Q
  

f  или 
 

1

1

i

n

i

i

Q f






 
 
 
 ,  и  

кубатурную формулу   
        1 2

1 2 ... n

nQ Q Q Q
   
      назовем формулой "декартовое 

произведение", поскольку множество точек, на которых вычисляется значение f  в (14), является 

декартовым произведением множества узлов формул 
     1 2

1 2, ,..., n

nQ Q Q
  

. Легко заметить, что если 

для каждого i  
 i
id


 является степенью точности i

iQ


, тогда степень точности 
 

Q


 есть 

     1 2

1 2Min( , ,..., )n

nd d d
  

.  

Пусть нам известно, что 

 
   

( ) ( , )i i

i

i i i i if d Q f E
 

  


                                                         (15) 

для всех значений 
1 2 1, ,..., , ,...,i i n    

, лежащих на интервалах 
i , и что мы имеем 1- 

мерную оценку погрешности для каждого i  от 1 до n. 

  В дальнейшем 
 i

iA


 обозначает сумму абсолютных значений коэффициентов в формуле 

 i
i

Q


 Для получения оценки погрешности кубатурных формул (1) используем понятие 

экстремальной функции функционала погрешности 
 

( )N


 , введенное С.Л. Соболевым [12].  

  Учитывая теорему 2 и это определение, имеем, что 
( )

2( ) ( ) ( ).mU L S     

Известно,  что [11] 
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 Таким образом, имеем 

   

     
1 1 2 2

1 2 1

1 2

1 1 2 21

1

( )( )

1 1 1

1 1 1 1 1 1

( ), ( ) ( ) ( )

... ( ,..., ) ... ... ( ,..., )

i

n n

n n

n

n nn

n

N i

iS

m Nm N m N

n n n

ds Q

d d C C C

 

   

  
     

     

       



      

    

  



      

 

 

 

       

1 1

1 1

1

1 11 2

1 1 1 1 2 2

1 1 21

1 1 2

1 1 1 1 2 22

( )

1 1 1 2

1 1

( )

1 2

1 1 1 1 1 1 1

... ( ,..., ) ... ... ( ,..., ) ...

... ( ,..., ) ... ... (

n n

n

n

n

nn

m N

n n n n

mm N m N m N

n n

d d C d d

C d d C C C

 



 

   

   

      

         

     

    

       

  

 

    

        1 ( )( )

1

1

,..., )
n

n

n

N

n





 




 



EXACT AND NATURAL SCIENCES 

 

SCIENTIFIC REPORTS OF BUKHARA STATE UNIVERSITY 2022/6 (94)  24 
 

 

     

1 1

1 1

1 1

1 12 1

1 1 2

1 21 1

1 2

1 1 22

( )

2 1 1 2

1 1

( )( ) ( )

1 2 2 1

1 1 1 1 1

2

... ... ( , ,..., )

... ( , ,..., ) ... ... ( ,..., )

... ...

n

n n

n n

n

n nn

n

m N

n n

m NN m N

n n n

n

d d d C

C d d C C

d d

 

 

 

    

  

    

       

        

 

   

     



  

  



   

     

 
1 1

1 1

1

1 12 2

( )

1 1 2 2

1 1

... ( , ..., ) ...

n

m N

n nE C d d
 



 

     
   

     

      

 

     

2 2

2 1 2

2

2 23

2 2 2 2

2 21 2 1

2 2

2 2 2 23

( ) ( )

2 2 3 3

1 1

( )( ) ( ) ( )

2 2 3 3 1

1 1 1 1 1 1

... ( , , ,..., ) ...

... ( , , ,..., ) ... ... ( ,..., )

n

n n

n n

n n

n nn

m N

n n

m Nm N m N

n n n

C d d

C d d C C C

C

  



 

     

   

     

      

         

  

      

 

  



  

      

   
1 1 2 2

1 21 1 2

1 2

1 1 2 23 2

( ) ( ) ( )

1 1 3 1 2 2 1 2

1 1 1 1

... ... ( , ..., ) ( , ,..., )

n

m N m N

n n nE C d d d C
   

 

   

          
     


  


     

     

     

   

3 32 2

2 31 2 1 2

2 3

2 2 3 33

1 1 1

1 1

1 1 2

1 1 13

( )( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 1 2

1 1 1 1 1 1

1 1 3 2

1 1 1

... ( , ,..., ) ... ... ( , ,..., )

... ...

n n

n n

n

n nn

n

m N m Nm N

n n n

m N N

n

C d d C C

C E C d d E C C

      

  

     

  

  

  

         

 

      

   


  



  

      

   
 

2

2 1 2

2 3

( ) ( )

1 2 3

1

... ( , ,..., ) ...

n

N

n nd d 



     
  

  

 

 
   

3 3

3 1 2

3

3 3

( )( ) ( )

1 2

1 1 1 1

... ( , ,..., )
n n

n n

n

n n

m N m N

nC C
   

 
   

   
   

        

  
                   1 1 2 1 2 3 1 2

1 1 2 1 2 3 1 2 3 1 2 1... ... ... n n

n n n nC E C A E C A A E C A A E A E
         

      .        

(16)                                                                 

Итак,  для каждого i ,  учитывая 

2 ( )
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1
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( )( ) |

i

m

m
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i
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





 
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 

                                                                             (17) 

и оценки   (13)  и  (17),  из  (15)  получаем  

    ( )* ( )
2 2( ) ( ) ( )|i

i

m m

N

i
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E f C SiL L
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2 ( ) .
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C K N Si i L


                               

(18) 

Подставляя (18) в (16),  имеем  

  1( )*
2

1

( )|
n

m
N

i

m
S K Ni iL




 .                                                                                                   (19) 

 Лемма доказана. 

Теорема 3. Пусть справедливо  

   
  ( )*

2| ( )i

i

m m

N i i iL K N
   ,   

кроме того, 1 2 ... nN N N      и   
1

n

i
i

N N

  , 
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тогда кубатурная формула вида (1) с функционалом погрешности 

    
       1 2

1 21 2( ) ( ) ( ) ... ( )n

nN N N N n

   
       . 

является оптимальной по порядку сходимости в пространстве 
   2

m
L S , т.е.   

 
     *

2 .
m

m n
N L S O N
  

  
 

 

     Доказательство. На основе леммы , так как  
1 2 ... nN N N   ,  то из 

1

n

i
i

N N

                       имеем             

1

1
nN N .                                                         (20) 

Учитывая  (20)  из  (19)  получаем  

     * 1

2

1

.
m n

m n
N

i

N KiL S
 



                                                                                                   (21) 

используя (см [16, 17]) и (21) получим утверждение теоремы. 

 

 Вывод.   

 Исследование для получение оптимальных по порядку сходимости  кубатурных формул типа 

Эрмита показывает, что вычисляя значение функционала 
 

( )N


  на функции  U  , получили 

равенство для нормы функционала 
 

( )N


  в сопряженном пространстве 

   *

2

m
L S  и нормы 

функции  U   в пространстве 
   2

m
L S . Это равенство действительно подтверждает, что  U  

   2

m
L S  является экстремальной функцией для кубатурных формул типа Эрмита. Таким образом 

применяя метод повторного интегрирования, т.е. используя одномерных квадратурных формул, 

построена оптимальных по порядку сходимости  кубатурных формул типа Эрмита в пространстве 

Соболева для функций заданных в n -мерной единичной сферы.   
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