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ЭКСТРЕМАЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ И НОРМА ФУНКЦИОНАЛА
ПОГРЕШНОСТИ ОПТИМАЛЬНЫХ ИНТЕРПОЛ§ЦИОННЫХ ФОРМУЛ

ТИПА ЭРМИТА В ПРОСТРАНСТВЕ С.Л.СОБОЛЕВА Lm2 (S) ДЛЯ
ФУНКЦИЙ ЗАДАННЫХ В n- МЕРНОЙ ЕДИНИЧНОЙ СФЕРЕ

Жалолов О.И.1,a, Хаятов Х.У.1,b, Мухсинова М.Ш.1
1 Бухарский государственный университет, Бухара, Узбекистан

o_jalolov@mail.ru;
wera00@mail.ru;

В работе [1] С.Л.Соболевым решена задача интерполирования функций n-переменных
в пространстве L(m)

2 (Ω)решена задача 1, т.е. вычислена нормы функционала погрешности
интерполяционной формулы.
Допустим, что в n+ 1 произвольно расположенных точках {θi }

(
i = 0, N

)
, которые всюду

ниже мы будем называть узлами интерполирования, дани значения f(θ0),f(θ1),. . .,f(θN)
функции f(θ).

Требуется построит интерполяционную формулу типа Эрмита Pf (θ), т.е.

f(θ) ∼= Pf (θ) =
N∑
λ=0

∑
|α|≤m

(−1)|α|C
(α)
λ (θ)f (α)(θ(λ)), (1)

совпадающую функцией f(θ) в узлах интерполирования:

f(θi) = Pf (θi), i = 0, 1, ...N, (2)

здесь точки θ(λ) ∈ S и параметры cλ (θ) называем соответственно узлами и коэффициен-
тами интерполяционной формулы (1), S − n- мерная единичная сфера.

Важной задачей в теории интерполирование является нахождение максимума ошибки
интерполяционной формулы f(θ) ∼= Pf (θ) над данном классом функций. Значение этой
функции в некоторой точки z есть функционал определенный как

< `
(α)
N (θ), f(θ) >=

∫
S

`
(α)
N (θ)f(θ)dθ

= f(z)− Pf (z) = f(z)−
N∑
λ=0

C
(α)
λ (z)f (α)(θ(λ)),
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где ясно, что Pf (z) =
N∑
λ=0

∑
|α|≤m

(−1)|α|C
(α)
λ (z)f (α)(θ(λ))

интерполяционная формула типа Эрмита и

`
(α)
N (θ) = δ(α)(θ − z)−

N∑
λ=0

∑
|α|≤m

C
(α)
λ (z)δ(α)(θ − θ(λ)) (3)

функционал погрешности этой интерполяционной формулы, C(α)
λ (z)- коэффициенты, а θ(λ)

узлы формулы Pf (z), θ(λ) ∈ S, δ(θ)- дельта- функция Дирака и f(θ) ∈ Lm2 (S).
Определение. Пространство Lm2 (S) - определяется как пространство функций за-

данных на S и обладающих квадратично суммируемыми обобщёнными производными
порядка m, норма которых определяется равенством [2,3]

‖f (θ) /Lm2 (S)‖2 =
∞∑
k=1

σ(n,k)∑
`=1

a2
k,`k

m (k + n− 2)m ,

и предположим, что 2m > n.

Теорема 1. Норма функционала погрешности `N интерполяционной формулы типа Эр-
мита (1) над пространством Lm

∗
2 (S) равна

∥∥∥`(α)
N

/
Lm

∗

2 (S)
∥∥∥ =


∞∑
k=1

σ(n,k)∑
`=1

[ ∑
|α|≤m

(
Y

(α)
k,` (z)−

N∑
λ=1

c
(α)
λ (z)Y

(α)
k,` (θ)

)]2

km (k + n− 2)m



1/2

,

где Yk,l (θ)- сферические гармоники порядка k вида ` и σ (n, k)- число линейно независимых
сферических гармоник т.е. σ (n, k) = (k+n−3)!

k!(n−2)!
(n+ 2k − 2).

Теорема 2. Существует некоторая функцияu (θ) ∈ Lm2 (S)

u(α) (θ) =
∑
|α|≤m

∞∑
k=1

σ(n,k)∑
`=1

bk,`Y
(α)
k,` (θ) ,

где

bk,` =

∑
|α|≤m

[
Y

(α)
k,` (z)−

N∑
λ=1

c
(α)
λ (z)Y

(α)
k,`

(
θ(λ)
)]

km (n+ k − 2)m
,

и называется экстремальная функция для нормы функционала погрешности (3) интерпо-
ляционной формулы (1).
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Здесь величины u, v, w положительны в силу уравнений (2) и удовлетворяют следую-
щей системе уравнений:

u =
(

1+u+v
α+u+α−1v

)k−2 ( 1+w
α+α−1w

)2
,

v =
(

1+αu+α2v
α2+αu+v

)k−2 (
1+α2w
α2+w

)2

,

w =
(

1+αu+α2v
α2+αu+v

)k−1 (
1+α2w
α2+w

)
.

(4)

Ясно, что v = w = 1 удовлетворяют данной системе уравнений для любого k ≥ 2 и λ < 1,
тогда из первого уравнения системы мы получаем

u =

(
2 + u

α + α−1 + u

)k−2(
2

α + α−1

)2

. (5)

Здесь введем обозначении:

x =
u

2
, b =

α + α−1

2
, a = 2

(
α + α−1

2

)2

. (6)

Тогда уравнение (5) принят вид

ax =

(
1 + x

b+ x

)k−2

. (7)

Тогда верна следующая теорема.
ТЕОРЕМА. Уравнение (7) имеет одно решение, если или k = 3, или b ≤

(
k−1
k−3

)2. Если
k > 3 и b >

(
k−1
k−3

)2, то существуют числа η1(b, k), η2(b, k) с 0 < η1(b, k) < η2(b, k), такие,
что уравнение имеет три решения, если η1(b, k) < a < η2(b, k), и имеет два решения,
если либо a = η1(b, k), либо a = η2(b, k). Числа ηi находятся из формулы

ηi(b, k) =
1

xi

(
1 + xi
b+ xi

)k−2

,

где x1, x2 являются решениями уравнения

x2 + [2− (b− 1)(k − 3)]x+ b = 0.

Соответствующие этим решениям ТИМГ являются новыми.
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