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2

1,2

1
( ) ( ) ( ) ( 1)

2 1
i

i i

x x x x x x
x

   
=

− = − = + −
−

 .

Отсюда следует, что 
2( ) ( ) ( 1)x x x x   − = + − . Следовательно,

2 2 2

2

( ) (2 3 1)( ( ) ( 1)) ( ) ( )

2 ( 1) 3 ( 1) ( 1) ( ) ( ).

Df x x x x x x x x x

x x x x x x

    

    

= − + − + + − = − + +

+ − − − + − = − +

Здесь применено правило умножения  −функции на бесконечно дифференцируемую

функцию, которое по определению равносильно умножению  −функции на число

(0) : ( ) ( ) (0) ( )f f x x f x = .

Как мы видели, из формулы (1.4) следует, что производная в смысле стандартного

математического анализа непрерывно дифференцируемой функции, рассматриваемая как

функционал над пространством 0D C = , совпадает с её производной в смысле теории

обобщённых функций.
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АСИМПТОТИЧЕСКИ ОПТИМАЛЬНЫХ ПРАКТИЧНЫХ КУБАТУРНЫХ

ФОРМУЛ В ПРОСТРАНСТВЕ 
( ) ( )2

m

nL S

Аннотация: В настоящей работе рассматриваются практичных асимптотически

оптимальных кубатурных формул в пространстве 
( )
( )2

m

nL S  и получена оценка сверху для

нормы функционала погрешности весовой кубатурной формулы. Таким образом, на основе

теоремы Н.С. Бахвалова доказано, что рассматриваемые весовые кубатурные формулы

являются асимптотически-оптимальными на этом пространстве.

Ключевые слова: оптимальные кубатурные формулы, пространство Соболева,

оптимальные коэффициенты, интерполяционная формула, экстремальная функция.
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Abstract: In this paper we consider practical asymptotically optimal cubature formulas in the

space 
( )
( )2

m

nL S  and An upper estimate for the norm of the error functional of the weighted cubature

formula is obtained. Thus, based on the theorem of N.S. Bakhvalov proved that the considered

weighted cubature formulas are asymptotically optimal on this space.

Key words: Optimal cubature formulas, Sobolev space, optimal coefficients, interpolation

formula, extremal function.

Многомерные кубатурные формулы отличаются от одномерных двумя особенностями:

1) бесконечно разнообразны формы многомерных областей интегрирования;

2) быстро растёт число узлов интегрирования с увеличением размерности пространства.

Проблема 2) требует особого внимания к построению наиболее экономных формул.

В настоящей работе рассматриваются формулы именно с учётом этого требования. Как

известно, что выражением Н.С. Бахвалова такие формулы называется “практичные формулы”

[1]

Пусть функции ( )f  , заданные на единичной сфере 
nS  принадлежат некоторому

банаховому пространству B, вложенному в пространство ( )nC S  непрерывных функций на 
nS

. Функции ( )f  B  продолжим на все пространство nR , считая их постоянными на лучах,

выходящих из центра сферы 
nS  и будем обозначать через ( )f x .

Рассмотрим погрешность кубатурной формулы

( ) ( )( )
1

N

S

f d C f





  
=

 ,                                                                         (1)

на функциях из n −  мерной единичной сфере 
nS :

  ( ) ( )( ) ( )
1

,
n

N

N N N

S R

f f f d C f f x dx





  
=

= = − =  ,                          (2)

( ) ( ) ( )( )

1

1
N

N Sx r C x 




  
=

= − − − ,                                                              (3)

( )1S r − ,   ( )( )x  −  - дельта функции Дирака,   2 2 2

1 2 ... nr x x x= + + + ,     
( )

2

1

2

2

nN

C
n






=

=


 .

Для решения этой задачи в качестве B  возьмём пространство 
( ) ( )2

m

nL S  .

Определение.  Пространства
( ) ( )m

P nL S  - определяется как пространство функций заданных

на 
nS  и норма функций, которая определяется следующим равенством

( ) ( ) ( )
( )

1 2

1
2 2

2

1 2 ... n

n

m

m

n mm m

nS

f
f L S d


 

  

   
=   

     
 ,                         (4)

где 1 2 ... , 0, 1,n im m m m m i n+ + + =  =

со скалярным произведением

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

1

2

, m
n

n

m m

m mL S
S

f
f d

  
   

 

      
=     

      
 ,                                (5)

где 1 2

1 2 ... nmm mm

n    =     
1 2 ... nm m m m= + + ,  

1 2... nd d d d   = .

Теорема.   Если для функционала погрешности (3) кубатурной формулы (1) над

пространством 
( ) ( )m

p nL S  выполняется условие Декартовых произведений, т.е.
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( ) ( ) ( ) ( )
1 21 2 ...

nN N N N n   =   

и

( ) ( ) ( )2

1
i

i i

m

N i i i m

i

L d
N

   ,  
id − константы,                                                          (6)

т.е.

( ) ( ) ( ) ( )2
i i

i

m m

N i i iL d o h 


 , 
id − константы, ( )1,i n= ,                                             (7)

то

( ) ( ) ( )2

1

1

i

m

N n n
m

i
i

L S d

N




=

 



, d − константы,                                             (8)

или

( ) ( ) ( ) ( )2

m m

N nL S d o h


                                                              (9)

где

( ) ( ) ( )( )
1

i

i

i i i

i

N

N i i i ic


 


     
=

= − −

1

n

i
i

d d
=

= , 
1 2 ... nm m m m= + + +  ,  

im  - произвольны ( )1,i n=  т.е. 0 im m 

и
[0,2 ],

[0, ], 1, 1
i

если i n

если i n






=
= 

= −
.
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СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ ОПТИМАЛЬНОЙ

КВАДРАТУРНОЙ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ИНТЕГРАЛОВ ТИПА ФУРЬЕ В

ПРОСТРАНСТВЕ  ХЁРМАНДЕРА  2 ( )H R

Аннотация: В настоящей работе вычислена нормы функционала погрешности и найдена

экстремальная функция квадратурной формулы для интегралов типа Фурье в пространстве

Хёрмандера 2 ( )H R
. А также доказана  существование и единственност оптимальные

квадратурные формулы в пространстве Хёрмандера 2 ( )H R
.
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