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АННОТАЦИЯ 
Основным результатом настоящей работы является теорема 1, приводимая ниже, утверждающая для n- мерного 

тора существует в ряде случаев наилучшие кубатурные формулы в пространстве    2

m

nW T . Устанавливается 

также ее периодический аналог теорема 2.  

ABSTRACT 
The main result of this paper is Theorem 1, presented below, which states that for an n-dimensional torus there exist 

in a number of cases the best cubature formulas in space. Its periodic analogue is also established, Theorem 2. 
 

Ключевые слова: квадратурные формулы, функционал ошибок, пространство    2

m

nW T , последователь-

ность натуральных чисел. 
Keywords: quadrature formulas, error functional, space, sequence of natural numbers. 

________________________________________________________________________________________________ 

 
Задача нахождения квадратурных формул, име-

ющих минимальную норму функционалов ошибок в 

пространствах  ,m

pL a b


 среди формул с заданным 

количеством узлов, была рассмотрена в работе [1]. 
Эти формулы в нашей статье назовем наилучшими. 
Обстоятельный обзор исследований по наилучшим 
квадратурным формулам дан в работах [2], [3]. 

Основным результатом настоящей работы явля-
ется теорема 1, приводимая ниже, утверждающая для 
n- мерного тора существует в ряде случаев наилучшие 

кубатурные формулы в пространстве    2

m

nW T . Уста-

навливается также ее периодический аналог теорема 2.  
Методы доказательств этих теорем отличаются 

от методов доказательств сходных результатов для 
одномерного случая [3], использованием рефлексив-
ной пространств и свойств обобщенных функций 

   2

m

nW T  с точечными носителями. Пусть m,n,r – 

числа, натуральные, 1;
2

n
r m

 
   

 
 nR  - n-мерное 

евклидово пространство; 
nT  - n – мерный тор т. е. 

ограниченная область в nR ; P – функция суммируе-

мая в nT ; D  - множество финитных бесконечно 

дифференцируемых в 
nR  с функций;   - обозна-

чает векторы из nR  с целыми неотрицательными ком-

понентами;  1 2, ,..., n     1 2 ... ;n      

  1

1 2 1, ,..., ,..., ;n

n nx x x x x x
     если f  - функция 

или обобщенная функция[6],  
 

 
 

1 ...
;

n

n

f

x x
f








 
  

 

Определение 1.  

Пространство    2

m

nW T  определяется как линей-

ное нормированное пространство, состоящее из 

функций f , для которых введена следующая 

норма [4, 5]: 

https://7universum.com/ru/tech/archive/item/10854
mailto:evrikiy@list.ru
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2

2 2

2 2 ,

n

m m

n n

T

f W T f x dx f L T
 

  
 
 
   

где  

 
     

1 1

1
2 2

2

1 1

...
...

m mn

mn n
m

n

j j j jT

f
f L T x dx

x x 

  
   

     

    (1) 

 

а производные в (1) понимается как обобщенные 
производные: 

   2

m

nL T  линейное нормированное простран-

ство, индуцированное на функциях из    2

m

nW T  полу-

нормой (1);    2

m

nW T


 - пространства, сопряженные 

к    2

m

nW T . 

Рассматриваем кубатурные формулы общего вида  
 

       
1

n

N

rT

P x f x dx c f x


 
  

 , (2) 

 

где 
1 ,..., ,Nc c   ,r   постоянные, 1,..., Nx x  - точки 

из 
,nT  с функционалом ошибок : 

 

       
1

,

n

N

rT

f P x f x c f x


 
  

         (3) 

 

Через  L N  обозначим совокупность функцио-

налов  вида (3) удовлетворяющих условиям 

  , 0x x   при m  . Ниже считаем число N  

таким, что  L N  - не пусто. Положим  

 

      2
( )

inf
m

n
L N

L N W T



 . 

 

Замечание. Величина  L N  оценена в работе [8], 

где было показано, что при N   

   
11

2 (1 (1))
m

mn
n

nL N A mesT N O
 

    

где A  - константа, не зависящая от 
nT , N . 

Определение 2. Кубатурная формула (2) с функ-

ционалом ошибок  L N  называется наилучшей, 

если 

     2

m

nW T L N


 . 

 

Теорема 1. Наилучшие кубатурные формулы 

общего вида (2), над пространством  2

m

nW T  суще-

ствуют, если 
2

n
 - не целое число. 

Доказательство теоремы 1. 

В ходе доказательства теоремы 1 придерживаемся 

изложенными методиками, которые приведены в ра-

боте [8,9]. 

Из определения  J N  следует, что при всех 

1,2,...i   существуют функционала   :i L N  

 

        ,

1

,

n

N
i i i

rT

f P x f x dx c f x


 
  

    

 

при    2 .
m

nf W T  

 , ,

1 ,..., ,i i

Nc c r     - постоянные; 
1 ,...,i i

Nx x  - 

точки из 
nT ) такие, что 

 

     2 2
mi i

nW T L N


   (4) 

 

Так как область 
nT  ограниченная, то существует 

последовательность натуральных чисел   
1j

i j



 

и точки 0 0

1 ,..., N nx x T  - такие, что при 1,..., N   

 

   0

1

i j

j
x x 




  (5) 

 

Положим  
, 1,2,...

i j

j j   

Ниже используем известные свойства рефлек-

сивных пространств, связанных со слабой сходимо-

стью функционалов в этих пространствах, доказа-

тельства которых приведены в работах [2], а также 

рефлективностью    2

m

nW T [6,7]. 

Пространство    2

m

nW T


 рефлексивное как про-

странство сопряженное к рефлексивному. Так как 

 
1j j




 ограничена в рефлексивном пространстве 

   2

m

nW T


, то из нее можно извлечь под последова-

тельность 
  

1
j t

t





 со следующими свойствами: су-

ществует функционал    0 2

m

nW T


  - такой, что для 

любого элемента   из    2

m

nW T  выполняется: 

 

  0,
lim ,

j t
t

 


     (6) 

 

и          
    0 2 2

limm m

n nj t
W T W T

t

 




     (7) 

Из формулы (6) вытекает, что для любой 
   2

m

nf W T  

 

  0lim , ,
j t

t
f f


     (8) 

 

формулы (7) и (4) дают: 

 

   2 .
m

o W L N


  (9) 
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Пусть ,g   - функционалы: 

 

   ,

n

g

T

f g x f x dx    при    2 ,
m

nf W T     (10) 

 

0 g    (11) 

 

Из теоремы Соболева о вложении    2

m

nW T  в 

пространство непрерывных функций следует, что 

   2

m

g nW T


 . Отсюда, из (11) и принадлежности 

0
 к    2

m

nW T


 вытекает что    2

m

nW T


 [8, 9]. 

Формулы (5), (8) и (11) показывают, что  

 

sup p    ,    (12) 

где 0

1

N

x





 . 

 
 

Докажем, что   представима в виде  
 

     
| | r

x a x


 


 

   ,              (13)  

 

где ,a


 ,  | | r   - постоянные,   - обобщенная 

функция Дирака. Если (13) справедливо, то из него 

и из равенств (10) и (11) вытекает, что  0 L N . 

Отсюда и из (9) будет следовать теорема 1. 
Определение 2. Кубатурная формула с функци-

оналом ошибок  L N  - называется периодиче-

ски наилучшей, если 
   2

m
W L N



 . 

Теорема 2. Периодически наилучшие кубатур-

ные формулы общего вида над пространством 
 

2

m
W  - 

существует, если 2n  - не целое. 

Данная теорема доказывается аналогично тео-
реме 1.[10] 
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