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СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ ОПТИМАЛЬНОЙ

КВАДРАТУРНОЙ ФОРМУЛЫ ДЛЯ ИНТЕГРАЛОВ ТИПА ФУРЬЕ В

ПРОСТРАНСТВЕ  ХЁРМАНДЕРА  2 ( )H R

Аннотация: В настоящей работе вычислена нормы функционала погрешности и найдена

экстремальная функция квадратурной формулы для интегралов типа Фурье в пространстве

Хёрмандера 2 ( )H R
. А также доказана  существование и единственност оптимальные

квадратурные формулы в пространстве Хёрмандера 2 ( )H R
.
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EXISTENCE AND UNIQUENESS OF AN OPTIMAL QUADRATURE FORMULA

FOR FOURIER-TYPE INTEGRALS IN HÖRMANDER 2 ( )H R
SPACE

Abstract: In this paper, the norms of the error functional are calculated and the extremal function

of the quadrature formula for Fourier-type integrals in the Hörmander space 2 ( )H R
 is found. We

also proved the existence and uniqueness of optimal quadrature formulas in the Hörmander space

2 ( )H R
.

Key words: Generalized function, optimal quadrature formulas, Sobolev space, norm, error

functional, interpolation formula, extremal function.

В настоящей работе рассмотрим следующую квадратурную формулу:
1

2

00

( ) ( )
N

i xe f x dx C f x 

 
 =

                                            (1)

с функционалом погрешности

2

[0,1]

0

( ) ( ) ( )
N

i x

N x x e C x x 

 


 
=

= − − ,                                 (2)

где соответственно, C  и x  называют коэффициентами и узлами квадратурной формулы (1),

[0,1]( )x - индикатор отрезка [0,1], ( )x −  дельта  функция Дирака и ( )f x  является элементом

гильбертова пространства Хёрмандера 2 ( )H R
[1,2] и назовем ее квадратурную формулу для

интегралов типа Фурье.

Определение. Пространство 2 ( )H R
 определяется как замыкания пространства

бесконечно дифференцируемых функций, убивающих на бесконечности быстрее любой

отрицательной степени, которая норма функций определяется следующим образом [1,2]
1

22
1

2 ( ) [ ( ) [ ( )]( )]( )cf H R F F f x x dx   


−

−

 
=  
 
 ,

где ( )cf x  класс функций, следы которых в области R  совпадают, F -преобразование Фурье,

( )   бесконечно дифференцируемая, 0  , F и 1F −   прямое и обратное преобразование

Фурье:

2[ ( )]( ) ( ) i xF f x f x e dx 


−

=  ,   1 2[ ( )]( ) ( ) i xF f x f x e dx 


− −

−

=  ,

Справедлива следующих

Теорема 1.  Экстремальная функция функционала погрешности (2) квадратурной

формулы (1) имеет вид

2

[0,1]

0

( ) [ ( )] ( ) ( )
N

i x

m mx e x x C x h 




    
=

=   − − ,
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квадрат нормы  функционала погрешности ( )N x  в пространстве Хёрмандера 2 ( )H R
 имеет

следующий вид
2

2
2

2 [0,1]

0

( ) [ ( )] ( ) ( )
N

i x

N m mH R e x x C x h dx  




   




=−

=   − − ,

где    1

2

1
( ) ( ) ( )

( )
m x F x L R

 

−
  

=   
  

.

Лемма. Система

2 0

( )

N

m x h



 
=

 
− 

 

является линейно независимой системой в пространстве 
2 ( )L R   и  линейная оболочка  этой

системы  является ( )1N +   мерным  подпространством  в  
2 ( )L R .

Из этой леммы и из теории существование и единственности наилучшего   приближения

подпространством следует существование и единственность оптимальной квадратурной

формулы для интегралов типа Фурье.

Теорема 2. Оптимальная квадратурная формула для интегралов типа Фурье (1),

коэффициенты который является решением системы линейных уравненный
( ) 0, 0,1,...,h N  = =

в пространстве Хёрмандера 2 ( )H R
,  существует и она является  единственной.
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КОЭФФИЦИЕНТЫ ОПТИМАЛЬНЫХ ВЕСОВЫХ КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУЛ

В ПРОСТРАНСТВЕ СОБОЛЕВА 
( ) ( )2 1

m
W T

Аннотация: Современная постановка проблемы оптимизации формул приближенного

интегрирования заключается в минимизации нормы функционала погрешности формулы на

выбранных нормированных пространствах. В настоящей работе в пространстве 
( ) ( )2 1

m
W T

периодических функций построена оптимальная квадратурная формула и приведена норма

функционала погрешности построенной квадратурной формулы в сопряженном пространстве
( ) ( )*

2 1

m
W T . А также для функционал погрешности квадратурной формулы функций класса

( ) ( )2 1

m
W T  получена оценку сверху и найдены оптимальные коэффициенты квадратурной

формулы при 3m = .

50

https://doi.org/10.1063/5.0199854



